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1. Ein wesentliches Anliegen der numerischen Mathematik ist die Entwicklung effizien-
ter, numerisch stabiler Algorithmen fiir hdaufig wiederkehrende Grundaufgaben. Zu den
bekanntesten schnellen Algorithmen gehért der Radix—2-Algorithmus zur Berechnung
der diskreten Fourier-Transformation (DFT). Eine schnelle Realisierung der DFT wird
schnelle Fourier—Transformation (Fast Fourier Transform, kurz: FFT) genannt. Vie-
le Verfahren sind erst durch die Effizienz der FFT von praktischem Interesse, so z.B.
Polynommultiplikation, Matrizenmultiplikation, Matrix—Vektor—Multiplikation, Inver-
tierung grofler strukturierter Matrizen oder trigonometrische Interpolation auf feinen
Gittern.

Da einerseits die Eingabewerte bei den meisten Anwendungen reell sind und da anderer-
seits die DFT eine komplexe Arithmetik benétigt, interessiert man sich auch fiir reelle
Versionen der DFT. Dies fithrt zu verschiedenen diskreten trigonometrischen Trans-
formationen, den diskreten Kosinus—Transformationen (DCT), den diskreten Sinus—
Transformationen (DST) und der diskreten Hartley—Transformation. Wir werden die
schnellen reellen Algorithmen fiir die diskreten trigonometrischen Transformationen
nutzen (siehe [7, 2, 1]).

2. Viele Anwendungen der DFT stehen in engem Zusammenhang mit zirkulanten Ma-
trizen C € CVV. Diese lassen sich mit Hilfe der Fourier-Matrix F diagonalisieren,
d.h., es existiert eine eindeutige Darstellung der Form

CN = FN (dlag CN) FN (CNE(CN). (1)

Um ein grofles lineares Gleichungssystem mit einer Toeplitz—Koeffizientenmatrix (kurz:
Toeplitz—System) zu 16sen, hatte Strang in [§] die groBartige Idee, eine reguldre zirku-
lante Matrix, die die gegebene Toeplitz—Matrix ,approximiert®, als Vorkonditionierer in
einem konjugierten Gradienten—Verfahren (PCG—Verfahren) zu verwenden. Unter geeig-
neten Voraussetzungen erzielt man eine superlineare Konvergenz des PCG—Verfahrens.
Der Erfolg dieser Idee 16ste seit 1986 eine wahre Flut von Arbeiten aus.

3. Aus diesen Entwicklungsrichtungen leiten sich die Zielstellungen meiner Arbeit ab:

(i) Die Eigenschaften diagonalisierbarer Matrizen beziiglich einer Kosinus— bzw.
Sinus—Matrix sind herzuleiten.

(ii) Die DCT kann man auch als diskrete Polynomtransformation (DPT) auffas-
sen, bei der man die Chebyshev—Polynome erster Art benutzt. Die Interpolations-
eigenschaft der Chebyshev—Polynome liefert einen schnellen Algorithmus zur Po-
lynommultiplikation (siehe [2]). Auf dieser Basis ist ein schneller Algorithmus fiir
die DPT herzuleiten, wobei die Polynome einer beliebigen Drei-Term—Rekursion
geniigen sollen.



(iii) Unter Verwendung diagonalisierbarer Matrizen beziiglich einer Kosinus—
bzw. Sinus—Matrix soll eine einheitliche Theorie fiir Vorkonditionierer von re-
ellen Toeplitz—Systemen entwickelt werden.

(iv) Die theoretischen Ergebnisse sind durch umfangreiche Testrechnungen zu

belegen.

4. Um reelle Algorithmen zu entwickeln, werden wir zunachst verschiedene orthogonale
trigonometrische Matrizen Oy betrachten. Unter einer trigonometrischen Transforma-
tion der Linge N verstehen wir eine lineare Abbildung von RY in sich, die jedem Vektor
Ty = (:tj);y:_()l € RY den Vektor &y := (:%],)é\’:—ol € RN mit

SfZN = ON N

zuordnet. Zur Berechnung dieser Matrix—Vektor—-Multiplikation sind schnelle, reelle und
numerisch stabile Algorithmen vorhanden (siehe [7, 2, 1]). Motiviert durch die Darstel-
lung (1) untersuchen wir reelle Matrizen der Form

O'y(diag dy) On (dy € RY). (2)

Dies fithrt auf spezielle Toeplitz—plus—Hankel-Matrizen. Beispielsweise gilt fiir die DCT-
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/ j,k=0

(j=1,...,N —=1) die Gleichung

(CYY diag(dy, ... ,dy_1) CN =

ao aq . AN—2 apN-1 aiy ao e OGN 0
aq ago ... AN_3 apN-2 a9 as ce 0 anN-1
1 n 1
2
anN—2 4N_3 ... Qo ay anN—1 0 Ce as a9
anN_1 anN—2 ... aq ao 0 anN—-1 ... as aq

mit _
(do, e ,dN)/ = C]I\]'+1 (Cl(), e s AN, 0)/,

~ 2\ /2 gk N
C’]IV+1 = (ﬁ) ((52’)2 cos T) e RN+LN+T

7,k=0

Diese Ergebnisse nutzen wir, um eine neue Variante zur schnellen Multiplikation einer
reellen Toeplitz—Matrix mit einem beliebigen Vektor anzugeben.

5. In Verallgemeinerung von diskreten trigonometrischen Transformationen betrachten
wir DPT. Sei { P, },en, eine Folge von Polynomen, die durch die Drei-Term—Rekursion

P.(z) = (apx+ 6,) Pa

1(z) + Y Po2(z) (n=1,2,...),
P_y(z) == 0, Pyz):=1

mit ay,, Bn, ¥, € R und o, > 0,7, # 0 (n € N) gegeben ist. Ein reeller schneller
Algorithmus fiir die DPT wird entwickelt (siehe [5]), d.h., fiir gegebene Koeffizienten



ar, € R (k =0,...,N) berechnen wir die DPT(N + 1, M + 1): RV+l — RM+! mit
(M > N), die durch

N .

A ™ .

a; = g akPk(cos?w) (j=0,... , M)
k=0

definiert ist. Die bekannten Konzepte zur Herleitung schneller Algorithmen, wie die
Teile-und—Herrsche—-Strategie, werden dabei benutzt. Zusammen mit einer schnellen
Polynommultiplikation erhalten wir einen Algorithmus der Komplexitit O(N log® N)+
O(M log M). Die Algorithmen zur DPT werden zunachst fiir Zweierpotenzlangen an-
gegeben. Ohne Schwierigkeiten lassen sich diese auf beliebige Transformationslangen
N ausdehnen. Urspriinglich wurde ein Algorithmus unter Verwendung der DFT von
Driscoll und Healy (siehe [4]) entwickelt. Der neue Algorithmus benutzt die DCT und
ist einfacher.

6. Wir entwickeln Vorkonditionierer zur iterativen Losung von reellen, positiv defini-
ten, symmetrischen Toeplitz—Systemen T nyx = b mittels PCG-Verfahren. Dazu sind
Vorkonditionierer M x mit den folgenden vier Eigenschaften gesucht:

(E1) Die Matrizen M y sind symmetrisch und positiv definit.

(E2) Die arithmetische Komplexitat zur Berechnung von M y ist nicht groBer als
die arithmetische Komplexitat bei einer Matrix—Vektor—-Multiplikation mit der
Koeffizientenmatrix T .

(E3) Die arithmetische Komplexitat zur Losung von M yz = v ist nicht grofer
als die arithmetische Komplexitat zur Berechnung von T yp.

(E4) Die Matrizen M y'Tx (N € N) haben ,geclusterte* Eigenwerte um 1.

7. Ausgehend von den Matrizen (2) haben wir reelle Vorkonditionierer aus der Algebra
Ao, = {0 (diag dy) On : dy € RY}

untersucht und trigonometrische Strang—Typ-Vorkonditionierer erhalten. Ahnlich wie
T. Chan optimale zirkulante Vorkonditionierer (siehe [3]) entwickelt hat, werden wir
optimale trigonometrische Vorkonditionierer berechnen. Dazu werden wir ein neues all-
gemeines Konzept benutzen. Damit ist es dann moglich, auch superoptimale trigonome-
trische Vorkonditionierer schnell zu berechnen. Wir zeigen, dafl die trigonometrischen
Vorkonditionierer die Eigenschaften (E1) — (E4) erfiillen.

Aus vielen numerischen Testbeispielen ergeben sich folgende Beobachtungen:

(1) Unter zusétzlichen Voraussetzungen konvergiert das PCG-Verfahren mit dem
Strang—Typ—Vorkonditionierer, mit dem optimalen trigonometrischen Vorkondi-
tionierer und mit dem superoptimalen trigonometrischen Vorkonditionierer su-
perlinear.

(ii) In allen Fillen liefert ein trigonometrischer Vorkonditionierer in weniger
Schritten ein gleich gutes Ergebnis wie ein zirkulanter Vorkonditionierer. Da die
arithmetische Komplexitat mit einer diskreten trigonometrischen Transformation
geringer als bei einer DF'T mit reellen Eingabedaten ist, sind diese Vorkonditio-
nierer fiir reelle Toeplitz—Matrizen vorzuziehen.



(iii) In allen getesteten Beispielen liefert der superoptimale trigonome-
trischen Vorkonditionierer keine besseren Ergebnisse als der Strang—Typ—
Vorkonditionierer oder der optimale trigonometrische Vorkonditionierer.

Diese Ergebnisse wurden auf symmetrische Block—Toeplitz—Matrizen mit symmetri-
schen Toeplitz—Blocken iibertragen (siehe [6]).

8. In dieser Arbeit werden wir erstmals optimale trigonometrische Vorkonditionierer
aus der Algebra A, fiir die Normalgleichung einer unsymmetrischen und rechtecki-
gen Toeplitz—Matrix schnell berechnen. Fiir schlecht konditionierte Toeplitz—Matrizen
geben wir einfache Vorkonditionierer aus der Algebra A, an. Falls die symmetrische
Toeplitz—Matrix von einer nichtnegativen Funktion f € C([—1,1]) erzeugt wird, so de-
finieren wir vereinfachte Strang—Typ-Vorkonditionierer M y(f,Oy). Fiir die DCT-II
gilt beispielsweise

My (f, C’]I\{) = (C’]I\{)’diag (f(cos(%r))i\:ol C]I\{ )
Im Fall f(cos(%”)) >0 fir k=0,..., N —1 weisen wir die Eigenschaften (E1) — (E4)
fiir M n(f,CN) nach.

Umfangreiche numerische Testrechnungen belegen den Wert der neuen theoretischen
Ergebnisse.
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