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Einfiihrung

Ein wesentliches Anliegen der numerischen Mathematik ist die Entwicklung schneller
Algorithmen fiir hiufig wiederkehrende Grundaufgaben. Zu den bekanntesten schnellen
Algorithmen gehort der Radix—2—-Algorithmus zur Berechnung der diskreten Fourier—
Transformation (DFT). Durch seine Anwendung wird insbesondere die arithmetische
Komplexitit einer DFT der Linge N = 2! von O(N?) auf O(N log N) arithmetischen
Operationen verringert. Diese Art der schnellen Realisierung der DFT wird schnelle
Fourier—Transformation (Fast Fourier Transform, kurz: FFT) genannt. Viele Verfahren
sind erst durch die Effizienz der FFT von praktischem Interesse, so z.B. Polynommul-
tiplikation, Matrizenmultiplikation, Matrix—Vektor-Multiplikation, Invertierung grofler
strukturierter Matrizen oder trigonometrische Interpolation auf feinen Gittern. Die Un-
tersuchung der FFT-Algorithmen im Zusammenhang mit der stindigen Verbesserung
der Rechentechnik fiihrte zu weiteren Anwendungsmoglichkeiten der DET (siehe z.B.
[28, 29, 32, 43, 44, 50, 57, 92]).

Die meisten Anwendungen der DFT basieren auf der Faltungseigenschaft. Durch die
DFT wird die Faltung zweier Vektoren in das komponentenweise Produkt der Fourier—
transformierten Vektoren iiberfiihrt. Diese Faltungseigenschaft ist dquivalent zu der
Aussage, daf} sich eine zirkulante Matrix, die eine spezielle Toeplitz—Matrix ist, mittels
der Fourier-Matrix diagonalisieren 148t. Mit anderen Worten, die zirkulanten Matrizen
sind genau die diagonalisierbaren Matrizen beziiglich der Fourier—-Matrix. Auf dieser
wichtigen Eigenschaft beruhen viele Anwendungen zirkulanter Matrizen. Beispielsweise
nutzte G. Strang [87] zirkulante Matrizen als Vorkonditionierer zur iterativen Ldsung
eines Toeplitz—Systems, d.h., eines groflen linearen Gleichungssystems, deren Koeffizi-
entenmatrix eine Toeplitz—Matrix ist. Seine Idee war einfach, aber sehr wirkungsvoll.
Er ,approximierte* die gegebene Toeplitz—Matrix A in naheliegender Weise durch eine
zirkulante Matrix M und verwendete deren Inverse M ' als Vorkonditionierer bei ei-
nem PCG-Verfahren. Die Erfolge dieser Methode 16sten seit 1986 eine wahre Flut von
Arbeiten (siehe [7-10, 12-15, 17-38, 5766, 71-76, 79, 83, 87-94]) aus.

Da einerseits die Eingabewerte bei den meisten Anwendungen reell sind und da anderer-
seits die DFT eine komplexe Arithmetik benotigt, interessiert man sich auch fiir reelle
Versionen der DFT. Dies fiihrt zu verschiedenen diskreten trigonometrischen Trans-
formationen, den diskreten Kosinus—Transformationen (DCT), den diskreten Sinus—
Transformationen (DST) und der diskreten Hartley—Transformation. Eine herausra-
gende Rolle spielen dabei die DCT, weil diese eine breite Anwendung in der numeri-
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schen Analysis und digitalen Signalverarbeitung finden. Genannt seien die Chebyshev—
Entwicklung, die Interpolation an Chebyshev-Knoten, die Clenshaw-Curtis-Quadratur
und der JPEG-Standard in der Bilddatenkompression. Fiir eine diskrete trigonome-
trische Transformation der Linge NN lassen sich reelle, schnelle, numerisch stabile Al-
gorithmen, die nur O(N log N) Rechenoperationen und einfache Datenumordnungen
bendtigen, herleiten (siehe [85, 84, 5]). Grundlage dieser schnellen Algorithmen bilden
die Teile-und-Herrsche-Strategie und trigonometrische Additionstheoreme.

Die DCT kann man auch als diskrete Polynomtransformation (DPT) auffassen, bei der
man die Chebyshev—Polynome erster Art benutzt. Bekanntlich sind die Chebyshev—
Polynome orthogonal beziiglich des Chebyshev—-Gewichtes und sie geniigen einer Drei—
Term—Rekursion. Deshalb ist es naheliegend, in Verallgemeinerung von diskreten trigo-
nometrischen Transformationen auch diskrete Polynomtransformationen zu betrachten,
dessen Polynome einer beliebigen Drei-Term—Rekursion geniigen. Ein nichttriviales Bei-
spiel ist die diskrete Legendre-Transformation, bei der man die Legendre-Polynome be-
nutzt. Schnelle Algorithmen fiir die diskrete Legendre-Transformation wurden in [1, 43]
angegeben.

Aus diesen Entwicklungsrichtungen leiten sich die Zielstellungen meiner Arbeit ab:

1. Die Eigenschaften diagonalisierbarer Matrizen beziiglich einer Kosinus— bzw.
Sinus—Matrix sind herzuleiten und fiir eine schnelle Toeplitz—Matrix—Vektor—
Multiplikation zu nutzen.

2. Auf Basis der schnellen DCT-Algorithmen und einer schnellen Polynom-—
Multiplikation soll ein schneller Algorithmus fiir eine diskrete Polynomtrans-
formation hergeleitet werden, wobei die Polynome einer beliebigen Drei—Term-—
Rekursion geniigen sollen.

3. Unter Verwendung diagonalisierbarer Matrizen beziiglich einer Kosinus— bzw.
Sinus—Matrix soll eine einheitliche Theorie fiir Vorkonditionierer von reellen
Toeplitz—Systemen entwickelt werden.

4. Die theoretischen Ergebnisse sind durch umfangreiche Testrechnungen zu be-
legen.

Die Arbeit ist in 3 Kapitel gegliedert, wobei Kapitel 1 die Grundlage unserer Betrach-
tungen in den Kapiteln 2 und 3 darstellt.

Ausgangspunkt in Kapitel 1 sind spezielle Matrizen, die in engem Zusammenhang mit
den trigonometrischen Matrizen stehen. Motiviert wird dieses Vorgehen durch die grofie
Bedeutung von zirkulanten Matrizen. Sie sind in der numerischen Analysis besonders
wichtig, weil diese mit Hilfe der Fourier-Matrix diagonalisiert werden kénnen (siehe
z.B. [41]). In Abschnitt 1.2 werden wir deshalb diejenigen Matrizen untersuchen, die
durch die trigonometrischen Matrizen diagonalisiert werden kénnen. Dies fiihrt uns auf
spezielle Toeplitz—plus-Hankel-Matrizen. Folglich hat der Diagonalisierungssatz (siehe
Satz 1.4) fiir die trigonometrischen Transformationen eine zentrale Bedeutung fiir diese
Arbeit. So kdnnen wir in Abschnitt 1.4 eine neue Variante zur schnellen Multiplikation
einer reellen Toeplitz—Matrix mit einem beliebigen Vektor angeben (siche Lemma 1.7).
Diese Ergebnisse sind neu (siehe [79]), wurden unabhingig aber auch in [52] hergeleitet.



Kapitel 2 stellt eine Weiterentwicklung des polynomialen Zugangs zur DCT und DST
dar. Die bekannten Konzepte zur Herleitung schneller Algorithmen wie die Teile-und-
Herrsche—Strategie werden dabei benutzt und klar herausgearbeitet. Zusammen mit
einer schnellen Polynommultiplikation (siehe Algorithmus 2.1) erhalten wir einen Algo-
rithmus fiir eine DPT der Liange N mit der Komplexitit O(N log? N). Diese Algorith-
men werden zunéchst fiir Zweierpotenzlingen entwickelt. Ohne Schwierigkeiten lassen
sich diese auf beliebige Transformationslingen N ausdehnen. Das zentrale Ergebnis die-
ses Kapitels haben wir in Algorithmus 2.4 zusammengefafit. Abschnitt 2.3 schliefit mit
numerischen Ergebnissen und weiteren Anwendungsmoglichkeiten.

Es sei erwidhnt, dal wir die DPT verallgemeinert und zur schnellen Berechnung der
Fourier-Transformation auf der Sphire S? benutzt haben (siehe [78]). Urspriinglich
wurden schnelle DPT—Algorithmen unter Verwendung der DF'T von Driscoll und Healy
[43] vorgeschlagen.

In Kapitel 3 werden wir Vorkonditionierer zur iterativen Losung von reellen Toeplitz—
Systemen mittels PCG—Verfahren entwickeln. Zunéchst leiten wir grundlegende Eigen-
schaften (E1) — (E4) (siehe S. 43) her, die unsere Vorkonditionierer erfiillen sollen.
Wir realisieren ein vorkonditioniertes CG—Verfahren fiir ein Toeplitz—System in reeller
Arithmetik. In Abschnitt 3.2 werden wir ein neues allgemeines Konzept entwickeln,
um optimale trigonometrische Vorkonditionierer einfach und schnell zu berechnen. Der
Erfolg beruht abermals auf konsequenter Nutzung der einfachen Rekursionsformeln
fiir Chebyshev—Polynome. Optimale Vorkonditionierer sind bei speziellen trigonome-
trischen Transformationen fiir symmetrische Toeplitz—Matrizen bereits bekannt (siehe
[14, 12, 59, 31, 13, 62]). Ein offenes Problem stellten die superoptimalen trigonome-
trischen Vorkonditionierer [92] dar. Mit unserem allgemeinen Konzept sind wir in der
Lage, diese schnell zu berechnen und numerisch zu testen. Andere trigonometrische
Vorkonditionierer liefern aber in allen Tests bessere Resultate (siche Bemerkung 3.28
und Abschnitt 3.3.3). Ein wichtiges Ergebnis stellen wir in Abschnitt 3.4 vor. Hier be-
rechnen wir erstmals optimale trigonometrische Vorkonditionierer fiir die Normalglei-
chungen von unsymmetrischen und rechteckigen Toeplitz—Matrizen (siehe Satz 3.39). Es
gibt bereits eine Arbeit [8], in der ein Vorkonditionierer fiir diese Matrizen beziiglich der
DST-I berechnet wird. Wir werden diese Vorkonditionierer in numerischen Rechnun-
gen vergleichen. In den Folgerungen 3.18, 3.26, 3.35 und 3.40 werden wir zeigen, dafl
die trigonometrischen Vorkonditionierer die Eigenschaften (E1) — (E4) erfiillen. Dies
bestdtigen auch unsere numerischen Ergebnisse (siche S. 68).

Fiir schlecht konditionierte Toeplitz—Systeme sind die Strang—Typ—Vorkonditionierer im
allgemeinen nicht mehr positiv definit. In diesem Fall liefern auch die optimalen trigo-
nometrischen Vorkonditionierer keine guten numerischen Ergebnisse (siehe Abschnitt
3.3.3). Deshalb wurden Band-Toeplitz—Matrizen als Vorkonditionierer benutzt (siehe
[10, 18, 26, 83]). Wir werden vereinfachte Strang—Typ—Vorkonditionierer einfiihren und
erstmals zeigen, dafl unter zusétzlichen Voraussetzungen die Eigenschaften (E1) — (E4)
erfiillt sind (siehe Satz 3.21 und Satz 3.22). Umfangreiche numerische Testrechnungen
mit Beispielen aus der Literatur zeigen, dafy diese Vorkonditionierer die besten numeri-
schen Ergebnisse liefern. Aulerdem benétigen diese Vorkonditionierer keine zuséitzlichen
diskreten trigonometrischen Transformationen (sieche Bemerkung 3.29).



An dieser Stelle danke ich Herrn Prof. Dr. M. Tasche fiir die langjahrige ausgezeich-
nete Betreuung und Frau Prof. Dr. G. Steidl fiir viele wertvolle Hinweise sowie die
sehr gute Zusammenarbeit. Deren reges Interesse am Fortgang meiner Untersuchungen
war ein stdndiger Ansporn. Weiterer Dank gebiihrt Herrn Prof. Dr. G. Maef fiir die
Leitung des Promotionsvorhabens im Rahmen der Graduiertenférderung des Landes
Mecklenburg—Vorpommern. Ferner danke ich Herrn Prof. Dr. B. Fischer sowie den Kol-
legen des Institutes fiir Mathematik der Medizinischen Universitit zu Liibeck und den
Mitarbeitern der Arbeitsgruppe ,,Approximationsmethoden und Wavelets“ am Fach-
bereich Mathematik der Universitdt Rostock fiir die angenehme Arbeitsatmosphére.
Fiir die vielseitige Unterstiitzung bedanke ich mich sehr herzlich bei meiner Frau Ina,
besonders fiir die Zuversicht, die sie mir stets gab.

Rostock, im Dezember 1997 Dipl.—Math. Daniel Potts



Bezeichnungen

In dieser Arbeit verwenden wir Standardbezeichnungen. Beispielsweise sind N, Ny, Z, R
bzw. C die Mengen aller natiirlichen, nichtnegativen ganzen, ganzen, reellen bzw. kom-

plexen Zahlen.

onN 0);\[:_01 € RN
€ = (5J,k);'vz_01 € RY

M-1,N—1
A= (aj,k)j,kzo € RN
Iy := (5j,k)§'\,rk;lo € RMY
AI
!

ay
ao a1 ... anN_—1
b1 Qg ce. QpnN_—9
! ! —
toep(ay, by) :=

bM72 bM73

bv-1 by bv-N
stoep a'y := toep(d'y, a'y)
atoep a'y := toep(a'y, —a'y)
Qo ... AGN—92 aN-1
ap ... N1 bN_2
hank(a'y, by) := : :
anN—2 ... b2 b1
aN—1 ... bl b()

shank a'y := hank(a'y, a'y)

ahank a'y := hank(a'y, —a'y)

Kronecker-Symbol

konjugiert komplexe Zahl von «a
Spaltenvektor der Linge N
Nullvektor der Lange N

k—ter Einheitsvektor

Matrix vom Format (M, N)
Einheitsmatrix

transponierte Matrix von A

transponierter Vektor von ay

Toeplitz—Matrix mit ag = by
und M > N

symmetrische Toeplitz—Matrix
antisymmetrische Toeplitz—Matrix

mit g = 0

Hankel-Matrix mit ay_; = by_1

persymmetrische Hankel-Matrix
antipersymmetrische Hankel-Matrix

mit anN—_1 = 0
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Zo= | 1| ervan

Zyy=| i . i 1| €RVYH
\0 ... 10
01 0 0

vi=| 0 ot n [ eRVELYH
00 ... 10

diagan = (a, 5j,k)j'\,rk_:10 € RV

I(A) = diag(aj,j)j-v:_ol
N1

tr A = Z aj,j
7=0

Jy :=shank ey_, € RN

3 ! !
circ @'y := toep(a'y, (ag, an 1, an 2, - .

;al)l) c RN’N

Abschneide-Matrix

Abschneide-Matrix

Abschneide-Matrix

N-1

Diagonalmatrix mit ax = (a;);=

. : — (. \N-1
Diagonalmatrix von A = (a;);5—o

Spur von A = (a;x) 5, € RVY

Gegenidentitit

zirkulante Matrix mit

ay = (aj);}l:—()l e RN



Kapitel 1

Diskrete trigonometrische
Transformationen

In diesem Kapitel fithren wir trigonometrische Matrizen ein. Unter einer diskreten tri-
gonometrischen Transformation werden wir eine lineare Abbildung von R in sich ver-
stehen, die durch eine trigonometrische Matrix erzeugt wird. Oft werden die diskreten
trigonometrischen Transformationen mit einer schnellen Fourier—Transformation reali-
siert (siehe [67], S. 229 ff). Der Nachteil dieser Methode besteht darin, daf} eine diskrete
trigonometrische Transformation, die nach Definition reell ist, mittels komplexer Arith-
metik berechnet wird. Fiir unsere Methoden werden wir schnelle reelle Algorithmen fiir
die diskreten trigonometrischen Transformationen nutzen (siehe [85, 84, 5]). Der Vorteil
besteht insbesondere in der geringeren arithmetischen Komplexitit der Algorithmen im
Vergleich zur schnellen Fourier—Transformation fiir reelle Eingabedaten.

In Abschnitt 1.1 werden wir Kosinus—Matrizen mittels der Chebyshev—Polynome erster
Art einfithren. Mit Hilfe von Christoffel-Darboux—Formeln weisen wir nach, dafl diese
Matrizen orthogonal sind. Analoge Ergebnisse erhalten wir fiir Sinus-Matrizen, wenn
wir diese mit Hilfe der Chebyshev—Polynome zweiter Art darstellen. Zirkulante Matrizen
sind spezielle Toeplitz—Matrizen. Sie stehen in engem Zusammenhang mit der DFT
und lassen sich mit Hilfe der Fourier-Matrix diagonalisieren. Die Konsequenz dieses
Diagonalisierungssatzes ist, dal man zirkulante Matrizen vom Format (N, N) mit einem
Vektor in O(Nlog N) Operationen multiplizieren kann. Auflerdem kann die Inverse
einer reguldren zirkulanten Matrix durch Invertierung einer Diagonalmatrix gefunden
werden (siehe z.B. [41]). Deshalb bildet der Diagonalisierungssatz 1.4 eine Grundlage fiir
die weiteren Betrachtungen. So werden wir in Abschnitt 1.4 eine neue Variante angeben,
um eine reelle Toeplitz—Matrix mit einem reellen Vektor schnell zu multiplizieren (siehe
Lemma 1.7).

Ahnliche Ergebnisse wurden ebenfalls in [52] dargestellt. Mit dieser Methode bendtigt

man nur 4 diskrete trigonometrische Transformationen der Linge N, um eine beliebige
reelle Toeplitz—Matrix vom Format (N, N) mit einem Vektor schnell zu multiplizieren.
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1.1 Trigonometrische Matrizen

Mit II,, bezeichnen wir die Menge aller Polynome vom Grade h6chstens n. Wir fiihren
die Chebyshev—Polynome erster Art durch

T, (z) := cos(narccosz) (z € [—1,1], n € Ny) (1.1)
ein. Somit gilt Ty(z) =1 und Ti(z) = = (z € [—1,1]). Das Additionstheorem
cos(k+ 1)t + cos(k — 1)t = 2cost cos(kt) (k€ N,t € R)
liefert uns dann die Drei-Term-Rekursion
22 Ty(z) = Tp—r1(x) + Tpyi(z) (kK eN). (1.2)
Die Chebyshev-Polynome zweiter Art lassen sich durch die gleiche Rekursionsformel
22 Ug(z) = Ug—1(x) + Ugi(z) (kK €N)
mit Up(z) = 1 und Uy (x) = 2z erkldren. Fiir z € (—1, 1) gilt dann die Darstellung

U, () = sin((n + 1) arccos x)

sin(arccos ) (n€No). (1.3)

Die Chebyshev-Polynome sind spezielle Jacobi—Polynome, die beziiglich des Skalarpro-
duktes

/ (1—2)*(1 +2)° f(2) g() dx (o, B> —1)

1

orthogonal sind. Dabei sind die Chebyshev-Polynome erster Art orthogonal beziiglich
a = = —1/2. Die Chebyshev-Polynome zweiter Art sind orthogonal beziiglich a =
g =1/2. Ahnlich lassen sich Chebyshev-Polynome dritter und vierter Art erkliren.
Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Chebyshev—Polynome ist die einfache Drei-Term—
Rekursion (1.2).

Lemma 1.1 Die Polynome Py, Qi € Il (k € N) mdgen den Drei-Term—Rekursionen

2z Pk(ac) = Pk_l(.fC) + P,H_l(:c) (33 € [—]_, ]_]) y (14)

2y Qr(y) = Qr-1(y) + Qrra(y) (v e€[-1,1]) (1.5)

gentigen. Dann gelten die Christoffel-Darbouz—Formeln

=

-1

2 (z—y) Pi(7)Qk(y) = Po(z)Q:1(y) — Pi(7)Qo(y)
PN(m)QNfl(y) - PNfl(x)QN(?J) ) (1-6)

ES
Il
—_
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1@ =) Y Pun(@)Qua() = P@s() - Pi)Q:()
P2N+1($)Q2N71(y) - P2N71(x)Q2N+1(y) ) (1-7)
4 (332 - Z/2) - Poy(2)Q2x(y) = Po(2)Q2(y) — Po(7)Qo(y)
P2N(~'1:)Q2N72(y) - P2N72(37)Q2N(?/) - (1-8)

Beweis: 1. Wir multiplizieren (1.4) mit Q(y) und (1.5) mit (—Px(z)). Nach Addition
dieser Gleichungen summieren wir von k£ = 1 bis N — 1. Dann ergibt sich (1.6).

2. Wir multiplizieren die Gleichung (1.4) mit z und wenden auf der rechten Seite erneut
die Drei-Term-Rekursion (1.4) an. Fiir alle k¥ € N folgern wir

4 iL'2 P2k+1(37) = ng_l(.’E) + 2 P2k+1(./1/‘) + P2k+3(.’L') (.’17 € [—1, 1]) (19)
und analog
49 Qo1 (y) = Qar1(y) + 2 Qarpai(y) + Queysly) (we[-1,1]).  (1.10)

Die Formel (1.7) erhalten wir, indem wir (1.9) mit Qgx+1(y) und (1.10) mit (—Pag+1(y))
multiplizieren, anschlieflend diese Gleichungen addieren und danach von £ = 1 bis N—1
summieren.

3. Analog leiten wir die Formel (1.8) her. |

Aus (1.3) schliefien wir, daf§ die Nullstellen des Polynoms (1 — 2?)Uy_1 () durch

k
cpy ::cosﬁﬂ (k=0,...,N)

gegeben sind. Die Nullstellen des Polynoms Ty (z) lauten 3y, , (k =0,... ,N—1) (siehe

(1.1)).

Wir fiithren nun vier Kosinus—Matrizen (siehe [95], [80], S. 11)

9\ /2
Ch = () (@ T, R,
II 2 V2 N 2N N-1 N,N
CN = N (8] ,‘Tj(chH—l))j,k.:O e R™ )
cill .= (cY) er™Y,
14% 2 V2 AN N-1 N,N
Cy = N (T2j+1(62k+1))j7k:0 € R™

mit Y :==1/v/2 (k=0,N)und ) :=1 (k=1,...,N — 1) ein.
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Lemma 1.2 Die Kosinus—Matrizen C’N+1, cl i und CL sind orthogonal.

Beweis: Wir beweisen nur (C'y_;)' Cl., = In;1. Dazu zeigen wir fiir j,n=0,... ,N
9 N

S en D @ T() Tler) = dja- (1.11)
k=0

Fiir j # n folgt aus der Gleichung (1.6) fiir P, = Qy := Tk

N-1

N Ny _ J —1, falls j+n ungerade,
; Te(e)) Telep) _{ 0, falls j+n gerade.

Wegen To(cM)To(c)) + Tn(c) ) In(c)) = 1 + (=1)7t" folgt fiir j # n die Behauptung

n

(1.11). Fiir j =n =0 und fur j =n = N ist die Behauptung offensichtlich. Setzen wir
= Qi =T} und y = 1 in (1.8), so erhalten wir unter Beachtung von Ton_s(c}) =
Ty(c}') und Ton(c)) = 1 fiir j =1,... , N — 1 die Formel

Tow(c)) =—1 (j=1,...,N—-1).

Aus der Beziehung 1 + cos(2t) = 2 (cost)? folgt 1 + Tog(z) = 2 (Tk(z))? und somit

N-1

2) Ti(c))Tu(c)) = N—-2 (j=1,...,N—1).
k=1

Die Relation To(c})To(c}') + Tn(c) )T (c)') = 2 vervollstindigt den Beweis.
Mittels der Glelchungen (1 6) — (1. 8) kénnen wir in &hnlicher Weise die Orthogonalitét
der anderen Kosinus-Matrizen beweisen. |

Weiterhin fithren wir vier Sinus—Matrizen (siehe [95], [80], S. 11) ein:

1/2 . N-2
sI - (2 / sin G+ + D c RN-LN-1
N-1 * N N ijO I
2\ DR+ DT\
Sy = (N (8]-1\;1 sin 5N )k ) e RN,
J,k=
Sy = (sfvf N RNN
gV ._ 2 sin (24 + D)2k + )r\" c RV
N N 4N k=0 '

Lemma 1.3 Die Sinus-Matrizen S |, S%,SN" und SY sind orthogonal.
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Beweis: Wir schreiben die Sinus-Matrix S% , mit Hilfe der Chebyshev-Polynome
zweiter Art in der Form

2\ /2 (k+1)m N2
S = (—) (sin " Uj(ey )) € RV-LN=1
N-1 N N I\VE+1 k=0

Mit dhnlichen Uberlegungen wie in Lemma 1.2 kénnen wir nun die Orthogonalitiit der
Sinus—Matrizen aus den Gleichungen (1.6) — (1.8) herleiten. |

Oft werden einige Matrizen in einer etwas modifizierten Form benutzt. Deshalb fiihren
wir noch folgende Matrizen ein:

AT N2 Jkm N a1 . Jkm A
Cy. = | (g ) cos — , Sy 1= [sin — ,
N J,k=0

. N-1 . N—1
é’{vl = (Cos ]7(2]{ i l)ﬁ) ) S'fvl = (sin U+ 1DRk+ 1)7T>

2N k=0

- 2i + Dkr\N ' < i+ Dk + D)\
cll .= ((5,]:)2 cos (2 + Dkr 2N) ) , SV i={ (epy1)sin ( ) ) )
§,k=0

Aus (1.6), (1.7) und (1.8) folgt

~ ~ N ~ ~ N
Cfv-q-l CJIV+1 = 9 Iy, S{v_l ng_l = D) Iy 4 (1.12)

U ~rrr X N ~ = ~irr = N
C%CHI=C%ICH:5IN, S%S%I:S%IS’%:EIN-
All diese Matrizen werden wir als trigonometrische Matrizen bezeichnen. Einen &hnli-

chen Beweis fiir die Orthogonalitétsbeziehungen findet man zum Beispiel in [80], S. 60
oder in [86].

1.2 Diagonalisierbare Matrizen

Zirkulante Matrizen Cn = circ ¢y € CN-N kénnen durch die Fourier—Matrix Fy :=

N=1/2 (¢-2nijk/N) ?;:o € CYN diagonalisiert werden, d.h.

CN = FN(dlagéN)FN
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mit éy := Fyey € CV (siehe z.B. [41], S. 73). Die Anwendung der schnellen Fourier—
Transformation erlaubt somit eine schnelle Matrix—Vektor—Multiplikation, falls die Ma-
trix eine Zirkulante ist.

Im folgenden wollen wir Matrizen untersuchen, welche durch trigonometrischen Ma-
trizen diagonalisiert werden kénnen. Wir beschrinken uns hier auf die orthogonalen
trigonometrischen Matrizen von Abschnitt 1.1.

Das folgende Ergebnis ist Grundlage der schnellen Toeplitz—Matrix—Vektor-Multiplikation
und wird in Kapitel 3 angewandt.

Satz 1.4 FEs besteht folgender Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Matri-
zen und Toeplitz—plus—Hankel-Matrizen:

(1)

1 1
RINC{V_H D C{V—HRN = § stoep(ao, . ,a/N_Q) + 5 shank(ag, e ,aN_Q,(],O) s

1 1
55\7—1 RIN D RNS{V—I = 5 Stoep(ao, PR aN_g) - 5 Shank(ag, ..., AN_9, 0, 0) y
~ 1 1
RINC%/_H D RNS{V—l = 5 atoep(O, ai, ... ,a/N_Q) + 5 ahank(ag, ., aN—1, 0) s
~ 1 1
Sy 1 RyDCy, Ry = ) atoep(0,a1,...,ay 2) + 5 ahank(ag, ... ,ay_1,0)

mit

D := diag(dy,...,dy) , D :=diag(0,d,...,dy_1,0),
(doy ... ,dy) = Ckyi (ag,--.,an 9,0,0),

(dl,... ,dN_l)I = 5’5\{_1 ((1,1,... ,(J,N_l)l.

(05\{), Z\y, D Zy,CY = % stoep(ag, ... ,ay_1) + % shank(ay,...,an_1,0),
(ngl)l Zy, D Zy,Sy = % stoep(ag, - .. ,an—_1) — % shank(ay, ... ,ay_1,0),
(Cng)l Z'y, D Zy,SY = % atoep(0,a1,... ,ay_1) + % ahank(ay,...,ay_1,0),
(S%), Z'y, D Zy:Cy = —% atoep(0,a1, ... ,an—1) + % ahank(ay,... ,an_1,0)

mit
D := diag(dy,...,dn)", D :=diag(0,ds,...,dy_1,0),

(do,... ,dN)I = C."{\H—l (G,o,... ,G,Nfl,O)’,

(dl,... ,CZNfl)I = 5’5\[71 ((1,1,... ,G,Nfl)l.



(iii)

1 1
cl Dcy = 3 stoep(ag, ... ,any_1) + 3 ahank(ay,...,ay 1,0),
1
S D SY = 5 stoep(ag, ... ,any—1) — 5 ahank(ay,...,an-1,0),
~ 1 1
cy DSy = 5 atoep(0,ay,... ,axy 1) + 3 shank(ay,...,an 1,0),

~ 1 1
sy bcly = —3 atoep(0,ay,...,ay—1) + 3 shank(ay,...,an-1,0)
mat
D = diag(do, ce ;dN—l), s D = diag(cio, cee 7JN—1),

(d(),... ,dN_l)I = C"’{VII (CL(),... ,aN_l)',
(do, ... dn1)" = vaH (a1,...,an-1,0)".
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Beweis: Hier wird nur die erste Formel von (ii) bewiesen. Zur Vereinfachung setzen

wir C := Zy,CN und D := diag(dy, . .. ,dy)'. Wir benutzen das Additionstheorem

1 1
cosa cos 3 = 3 cos(a — ) + 3 cos(a + ) ,

um den (u,v)-ten Eintrag der Matrix C' DC in der Form

=2

-1

=

2

(u—v)km 2
N

/ —
(C Dc)u,v - N

(eM)? dj cos + (e))? dy, cos

DO | =
2]
N | =

N

=~
I
o
=
I
o

zu schreiben. Wegen —(—1)*"dy = (—1)“t**!dy fiir beliebiges dy € R erhalten wir

(c'Do),,

DO =
2|

N
k=0 k=0

Wir wahlen nun dy € R derart, dafl

D ) d(-1)F =0,

k=0

um unter Nutzung der Symmetrieeigenschaften der Kosinus—Funktion

1 1
C'DC = 3 stoep(ag, ... ,an_1) + 3 shank(ay, ... ,ay_1,0)

(u+v+1)kn

N N
U — v 1 u+v+1)kr
E dk cos(i 5 E dk cosg.
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zu erhalten. Dabei ist
2 .
(CLQ,... ,G,N_l,O)I = NCf\HJ (do, e ,dN)I y
d.h. mit (1.12)

(do, e ,dN)I = é{V—f—l (ao, e ,CLN_l,O), .

Die anderen Zerlegungsformeln folgen auf dhnliche Weise unter Nutzung von

1 1
sina sinf = 3 cos(a — ) — 3 cos(a+ ) ,

1 1
sina cos f = 5 sin(a — ) + 5 sin(a + f) . |

Bemerkung 1.5 Es gibt natiirlich noch eine Vielzahl weiterer Beziehungen zwischen
den trigonometrischen Matrizen und Toeplitz—plus—Hankel-Matrizen, so gilt z.B.

1
I]V05V+1 D ZN,QC%ZN; = 5 toep((ao,al, - ,GN72)', (ao,ao,al, - aaN73),)

1
+ 5 hank((ag, ag,... ,anN_-1, aN_l)', (CLl, ag, as, . .. ,aN_l)')
mit

D = diag(do, e 7dN—1; O)I y (d(), . 7dN—1), = é{VI (CL(), ai,y ... ;a'N—l), .

Weitere orthogonale trigonometrische Matrizen kann man z.B. mit Hilfe der Chebyshev—
Polynome dritter und vierter Art bilden (siehe [68]). Aus diesen ergeben sich dhnliche
Zerlegungen wie in Satz 1.4. Ebenfalls kann man Zerlegungen mit der diskreten Hartley—
Transformation angeben, die in [52] untersucht wurde. Im weiteren werden wir uns auf
die oben eingefiihrten Matrizen beschrénken. O

1.3 Schnelle trigonometrische Transformationen

Unter der diskreten Fourier—Transformation der Linge N (DFT(N)) versteht man die-
jenige lineare Abbildung von CV in sich, die jedem Vektor = := (:vj)jy:})l € CV den
Vektor & := (2;)} € CY mit

T = FNa:

zuordnet. Analog werden wir die diskreten trigonometrischen Transformationen einfiihren.
Wir betrachten hier die diskreten Kosinustransformationen (DCT) und die diskreten
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Sinustransformationen (DST). Die wichtigsten DCT sind die folgenden linearen Abbil-
dungen:

Unter der DCT vom Typ I der Linge (N + 1) (DCT-I(N + 1)) verstehen wir diejenige
lineare Abbildung von RY*" in sich, die jedem Vektor @ := (z;)}_y € RV*! den Vektor
T = (ij);vzo € RV*! mit

T = é’fv L.
zuordnet. Analog definieren wir die DCT vom Typ II — IV der Linge N:

DCT-II(N) : RY — RY mit g := Clly,

DCT-III(N) : RY — RN mit § := C{y,

DCT-IV(N) : RY — RY mit ¢ :=C¥Yy,
wobei stets y := (y;)}5" € RV und g := (§;)},' € R" sind.

Auflerdem fiihren wir die DST vom Typ I — IV wie folgt ein:
DST-I(N —1) : RN - RV"! mit 2 := §%_, 2,
wobei z 1= (z;)}° € RV™! und 2 := (£;)[7 € R¥~! sind;

DST-II(N) : RY — RY mit § := Sy,
DST-III(N) : RY — RY mit ¢ := §i1y,

DST-IV(N) : RY — RY mit ¢ := SV 'y,
wobei stets y := (y;)}' € RY und g := (;)}5' € RY sind.

Es existieren verschiedene Moglichkeiten einer schnellen Realisierung dieser Transforma-
tionen in O(N log N) arithmetischen Rechenoperationen . Mit anderen Worten, die Mul-
tiplikation einer trigonometrischen Matrix mit einem Vektor kann in O(N log N) arith-
metischen Rechenoperationen durchgefiihrt werden. Hintergrund dieser schnellen Algo-
rithmen sind die Additionstheoreme, die eine Teile—und—Herrsche—Strategie ermoglichen
(siehe hierzu [85] und [5]). Fiir die numerischen Testrechnungen benutzen wir ein Pro-
grammpaket [4] von G. Baszenski. Ausgangspunkt dieser C-Implementierung sind die
Algorithmen aus [85] und [5]. Diese benétigen nur reelle Additionen und Multiplikatio-
nen. Die Tabelle 1.1 gibt die Anzahl der reellen Rechenoperationen an, um eine diskrete
trigonometrische Transformation mittels [4] zu berechnen.

Bemerkung 1.6 Eine schnelle Realisierung der DFT(N) in O(N log N) Operationen
wird schnelle Fourier—Transformation FFT(N) (Fast Fourier Transform) genannt. Wir
bemerken, da§ die FFT(2") mit 2’ reellen Eingabedaten in 2.5 - ¢ - 2! + O(2') Opera-
tionen realisiert werden kann (siehe [67], S. 215 ff). Die diskreten trigonometrischen
Transformationen benstigen nur 2-¢-2° + O(2%) Operationen. Diese geringere arithme-
tische Komplexitét ist ein wesentliches Motiv fiir die folgenden Untersuchungen, bei der
anstelle der DFT diskrete trigonometrische Transformationen verwendet werden. [
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at2t + b2 + ct +d
Anzahl der Anzahl der
reellen Multiplikationen reellen Additionen
N=2"| a b c d a b c d
Cy., |1/2 0 -2 3 |32 -2 1 4
cy /2 1 0 -2 |3/2 -1 0 1
cito11/2 5/2 0 -3 [3/2 —-1/2 0 0
cy /2 2 0 -2 [3/2 0 0 0
S, |12 0o =2 1 3/2 -2 -1 2
S /2 1 0 -2 32 -1 0 1
S /2 5/2 0 -3 [3/2 —-1/2 0 0
Sy /2 2 0 -2 [3/2 0 0 0

Tabelle 1.1: Anzahl der arithmetischen Operationen bei dem Programm [4] zur Berech-
nung einer diskreten trigonometrischen Transformation im Fall N = 2.

1.4 Toeplitz—Matrizen

In diesem Abschnitt geben wir eine neue Variante an, um eine reelle Toeplitz—Matrix
mit einem Vektor schnell zu multiplizieren. In vielen Arbeiten [28, 37, 44, 92] wird
vorgeschlagen, die Toeplitz—Matrix zu einer zirkulanten Matrix zu erweitern und diese
mit Hilfe einer Fourier-Matrix zu diagonalisieren. Um die komplexe Arithmetik mit
der DFT zu vermeiden, wird in [14] erstmals eine reelle Variante vorgeschlagen. Dazu
wird die reelle Toeplitz—Matrix in eine Matrix eingebettet, die von einer Sinus—Matrix
vom Typ I diagonalisiert wird. Wir werden hier verschiedene Diagonalisierungsaussagen
(siehe Satz 1.4) verwenden, um eine reelle Toeplitz—Matrix darzustellen. Wir zerlegen
eine beliebige Toeplitz-Matrix T' € RMY in die Summe einer symmetrischen Toeplitz—
Matrix £ (T + T") und einer antisymmetrischen Toeplitz-Matrix (T — T").

Lemma 1.7 Es sei N = 2! (t € N). Die Multiplikation einer Toeplitz—Matriz
T= (tj—k);-\,fk;lo = toep((to, t—1,- -, t_v-1), (o, t1, .- ,tn_1)) € RV

mit einem beliebigen Vektor @ € RN kann mit t - 2871 + O(2%) reellen Multiplikationen
und 3t-271 4+ O(2) reellen Additionen durchgefiihrt werden. Dazu ist die Vorberechnung
einer DCT-I(N + 1) und einer DST-I(N — 1) ndtig.
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Beweis: Wir benutzen hier die Transformationen DCT-II und DST-II. Zur Vereinfa-
chung setzen wir C := Zy,C'\ und S := Zy S . Dann gilt nach Satz 1.4

T = _(T+T) + - (T-T)=C'DC + §'DS + C'DS — §'DC

(1.13)

N |
N |

mit

D := diag(dy, ... ,dy) , D :=diag(0,dy,... ,dy_1,0),

~ ty+1- tn—1 +to(n—
(o, ... dy) = Ch.y (o, . S 5 =1 oy,
- ~ ~ t_+ —1 t_(n—1) —tn_
(di, ..., dy_1) = S5 ( 12 R ”2 Ly

Die Matrix—Vektor-Multiplikation & := T'x bendtigt somit eine DCT-I(N + 1) und
eine DST-I(N — 1), um die Eintréige der Diagonalmatrizen D und D vorzuberechnen.
Wir bilden nun y. := Cz und yg := Sz und anschlieBend

&=C'(Dyc+Dys) + S'(Dys—Dic) .

Zahlen wir die Rechenoperationen, so erhalten wir nach Tabelle 1.1 die Behauptung. B

Ahnliche Ergebnisse wurden kiirzlich ebenfalls in [52] gezeigt. Es ist wichtig, daB man
die Zerlegungen beziiglich verschiedener diskreter trigonometrischer Transformationen
kennt. Dies wird in Bemerkung 3.29 deutlich.

Lemma 1.7 liefert eine Grundlage, um in Kapitel 3 effiziente iterative Verfahren zur
Lésung eines linearen Gleichungssystems mit Toeplitz—Koeffizientenmatrix anzugeben.
Oft sind rechteckige Toeplitz—Matrizen A = (a;_)i oY € RMN (siehe [24, 25, 74])
von Interesse. In vielen Fillen ist M > N und es ist eine schnelle Multiplikation A’ Az y
mit zy = (z)h_, € RY gesucht. In [24] und [25] wird vorgeschlagen, A bzw. A’ in eine
zirkulante (M, M)-Matrix einzubetten und diese Matrix anschlieBend mit der Fourier—
Matrix zu diagonalisieren. Eine reelle Variante, um y := Axy zu berechnen, ist z.B.
die Multiplikation

toep((ag, a_1,--.,a1-n,04_n), (0,01, - ,an-1)) (To, T1,- - ,TN_1,00_n)
(1.14)

mit Hilfe von Lemma 1.2. In vielen Algorithmen ist jedoch mit der (N, N)-Matrix
A’ A zu multiplizieren. Natiirlich soll die Matrix A’ A nicht explizit berechnet werden.
Da A'A eine (N, N)-Matrix ist, wollen wir auch eine Erweiterung zu einer (M, M)
Matrix vermeiden. Wir schlagen deshalb eine Multiplikation mit A’A basierend auf
einer Zerlegung in (N, N)-Matrizen vor. Mit dieser Zerlegung werden wir erstmals einen
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Algorithmus angeben, der die Matrix—Vektor-Multiplikation A’Azy in O(Nlog N)
Schritten berechnet. Nur in der Vorberechnung sind O(M log M) Schritte nétig. Dieser
Zugang ist besonders dann von Vorteil, wenn wir mit der Matrix A’ A oft multiplizieren
miissen (siche Abschnitt 3.4). Ahnliche Zerlegungen wurden in [25] und [71] benutzt,
um Vorkonditionierer zu bestimmen.

Lemma 1.8 Sei A = (aj_k)j]vig,lk’]:v(;l € RM™Y cine gegebene Toeplitz—Matriz mit M >
N. Dann lift sich A’A € RVYN in der Form

AA =Ty +LyLy + UyUy (1.15)
zerlegen, wobei T € RVN eine symmetrische Toeplitz—Matriz, Uy € RVN eine obere
Toeplitz—Dreiecksmatriz und Ly € RYN eine untere Toeplitz—Dreiecksmatriz mit

TN = stoep(to, t1,... ,tN—l) y (116)
Uy = toep((0,a 1,a 9,...,a; n),0), (1.17)
Ly := toep(0ly, (0,am—ni1, GMr—N+25 -+ »Arr—1)) (1.18)

18t.

Beweis: Wir zerlegen A in die Summe der Matrizen L, M und U mit

L := toep(dy, (0 _n,am-Nt1, GM-N12,--- 5 GM-1))
M = toep(olN" (a(); A1y« -- 5, AM—N-1, OI]V)) )
U = toep((0,a_1,...,a1 n),0) -

Somit ergibt sich
A A=MM + L'M + ML + UM + M'U + L'L+ U'U. (1.19)
Es gilt
M'M = stoep(M'M e,),

M'L + L'M = stoep(M'L €)',
MU + UM = stoep(U'M eg;,)

und somit

Ty = stoep(to,t1,... ,tn 1) (1.20)
mit

(to,tl,... ,tN_l)l = (MIM+MIL+UIM) €p (121)

= M'A ey + UIN (CL(),CLl,... ,CLN_l)I.
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Beachten wir nun L'L = L'yLy und U'U = U, U y, so folgt die Behauptung. [

Um den Vektor tx = (to,%1,...,tn_1)" vorzuberechnen, miissen wir die Matrix M
zu einer (M, M;)-Matrix mit M, := 2L1+108(M=1)/106()] erweitern. Im folgenden Algo-
rithmus benutzen wir wieder nur die Zerlegungen beziiglich DCT-II und DST-II. Zur
Vereinfachung setzen wir C := ZN’QC% und S := ZN,l,S’%.

Algorithmus 1.9 (Schnelle Matriz—Vektor—Multiplikation y .= A'Azy)
Eingabe: N =2", M > N,

A =(aj-1)j204S, E€RWY,
o €R(k=0,...,N—1).
Schritt 0. Vorberechne fiir M, = 21 1os(M=1/log@)] gie Grifen

(dOa"- :dN)I = C‘.{V-i—l (0,(171,... aalfNaO)la

,§’{V_1 (a’—la - ,al_N)',

(d“h“. ;CZN—I), =
D := diag(dy, ... ,dn)", D :=diag(0,dy,... ,dy_1,0),

~I !
CN-|—1 (Oaa’M—N—la"' aaM—laO) )

gfv,1 (_aMfola - a—an)',

E :=diag(dy, ... ,dy)", E :=diag(0,d;,... ,dy_1,0),

0 k=-M+1,...,—N,
Gy = ay k=-N+1,...,M—1,
0 k=M-1,...,M —1.

Vorberechne ferner

t = (tj);-w:lo_l = toep((&o, &1, e ,&Ml_l), (C~L0, 011\41—1)) (&0, &1, A ,&Ml_l)'

'E = (tj);\l:—ol = (tj)év:_ol + toep((O, a_1,0_9,... ,al_N), OIN) (a(), ai, ... ,aN_l)'
mit Hilfe von Lemma 1.7. Bilde

(do,... ,dN)I = ég\H—l (f(),fl,... ,??N_l,())l,
F = diag(dy,...,dy) .
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Schritt 1. Bilde xc :=C ¢, xg := S x.
Schritt 2. Berechne u = L'y ® und v = U'y @ mittels

.= C'(Dz¢ + Dzs) + S'(Dxs — Dzc),
v = C'(Exc+ Exs) + S'(Exs — Exc)

Schritt 3. Berechne uc :=C u, us: =S u, vg:=Cwv,vg:=Sv.
Schritt 4. Berechne y = T yx + Lyu + U yv mittels

Yy = C'(FwC+DuC—ﬁus+E'vC—l77'vs)
+ S'(F:cs—i-Dus—i-ﬁuC—l—Evs—{—Evc).

Ausgabe: y, (k=0,...,N —1).

Dieser Algorithmus benétigt 6n-2" + O(2") reelle Multiplikationen und 18n-2"+O(2")
reelle Additionen. Nur in der Vorberechnung sind O(M; log M;) Schritte nétig. Diese
schnelle Matrix—Vektor—-Multiplikation werden wir in iterativen Verfahren in Abschnitt
3.4 anwenden.



Kapitel 2

Schnelle Polynomtransformationen

Bei vielen mathematischen Problemen ist eine gegebene Funktion durch ein Polynom
zu approximieren. Ein Vorteil bei der Verwendung von Polynomen liegt darin, daf} diese
leicht ausgewertet werden kénnen. Auflerdem sind Polynome einfach zu integrieren und
differenzieren.

Die Wahl einer geeigneten Basis von Iy ist dabei von entscheidender Bedeutung. Die
Basis der Monome 1,z,z%,..., 2" ist nur in einer Umgebung des Nullpunktes nume-
risch giinstig (siehe [82], S. 133). Ein beliebiges kompaktes Intervall kénnen wir durch
eine affine Abbildung auf das Intervall I := [—1, 1] transformieren. Auf dem Intervall T
sind die Chebyshev—Polynome erster Art {7,,}2_, als Basis von II,, besonders empfeh-
lenswert (siehe z.B. [42], S. 196). Wir werden deshalb in Abschnitt 2.1 zeigen, dafy man
mit Polynomen in Chebyshev—Darstellung (2.1) einfach rechnen kann. Die Auswertung
von Polynomen in Chebyshev-Form fiihrt auf die diskreten trigonometrischen Trans-
formationen aus Abschnitt 1.1. Die Multiplikation von Polynomen in Chebyshev-Form
konnen wir ebenfalls mit den diskreten trigonometrischen Transformationen beschrei-
ben (siehe Algorithmus 2.1). Es sind somit numerisch stabile und schnelle Algorithmen
bekannt, die das Rechnen mit Polynomen sehr hohen Grades ermdoglichen.

Aus verschiedenen Griinden sind auch andere orthogonale Polynome {P;}+_, als Basen
von Iy von Bedeutung, beispielsweise bei der numerischen Losung von Differentialglei-
chungen oder singuléiren Integralgleichungen (siehe z.B. [48]). Eine effiziente Zerlegung
einer Funktion in eine Linearkombination von Py (k = 0,...,N — 1) ist dabei eine
wichtige Aufgabenstellung. Deshalb wollen wir in Abschnitt 2.2 einen Algorithmus vor-
schlagen, der eine Basistransformation in die Basis der Chebyshev-Polynome realisiert
(siehe Algorithmus 2.4).

Die tragenden Ideen des Algorithmus, ndmlich die Teile-und-Herrsche-Strategie, die
Kaskadensummation und eine Verallgemeinerung der Drei-Term-Rekursion, werden
klar herausgestellt. Im Fall der Legendre-Polynome haben Alpert und Rokhlin [1] einen
approximativen Algorithmus der Komplexitat O(N log1/e) vorgeschlagen, wobei ¢ ei-
ne geforderte Genauigkeit ist. Dabei wird die Basistransformationsmatrix angenéhert.

25
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Driscoll und Healy [43] gaben erstmalig einen exakten Algorithmus der Komplexitit
O(Nlog® N) an. Dieser Algorithmus wurde ebenfalls fiir die Legendre-Polynome formu-
liert und in [44, 70] verallgemeinert. Dazu wurde die diskrete Fourier—Transformation
(DFT) verwendet. Wir sind erstmals in der Lage, diesen Algorithmus mit Hilfe der
Polynomarithmetik und einer Teile-und-Herrsche-Strategie zu formulieren. Dazu sind
O(N log? N) arithmetische Operationen nétig. Die Nutzung der diskreten trigonometri-
schen Transformationen erlaubt eine einfachere Darstellung dieses Algorithmus. Aufer-
dem haben diese Algorithmen eine geringere arithmetische Komplexitit. Die Herleitung
der Basistransformation von {P;} ; in die Basis {T}}2_, der Chebyshev—Polynome
benétigt nur die Drei—Term—Rekursion der orthogonalen Polynome.

Es sei bemerkt, dal wir diesen Zugang [77] genutzt haben, um eine schnelle Fourier—
Transformation auf der Sphire S? zu beschreiben. Dazu verwenden wir eine Drei—Term-—
Rekursion und eine Zwei—Term—Rekursion der assoziierten Legendre-Funktionen. Die
klare Darstellung des Algorithmus erméglicht eine einfache heuristische Stabilisierung
(siehe [78]). Eine andere heuristische Stabilisierung des Driscoll-Healy—Algorithmus
wurde zuvor von Moore [69] vorgeschlagen.

2.1 Polynomarithmetik in Chebyshev—Darstellung

Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist die effiziente Auswertung von Polynomen sowie
von Polynomoperationen. Als Basis von II,, verwenden wir die Chebyshev—Polynome
Ty (k=0,...,n) auf dem Intervall I := [—1,1]. Ein beliebiges Polynom P € II, 148t
sich eindeutig in der Form

P(x) =Y aTi(z) (z€l) (2.1)

mit ay € R (k = 0,...,n) darstellen. Es ist bekannt, da man mit Polynomen in
Chebyshev—Darstellung gut rechnen kann. Dies wollen wir im folgenden genauer er-
klaren.

Zur effizienten Berechnung eines Polynomwertes P,(x¢) (zo € I) benutzt man oft
das Horner-Schema. Dieser Algorithmus reduziert den Polynomgrad von P, schritt-
weise mittels der Rekursionsformel (1.2) und ist als Clenshaw—Algorithmus [40] be-
kannt. Fiir die Berechnung weniger Polynomwerte ist dieser Algorithmus der Komple-
xitdt O(n) geeignet. Mochte man viele Werte eines Polynoms (2.1) auf dem Gitter
{cgﬁl : j=0,...,M —1} mit M > n+ 1 berechnen, bietet sich die Nutzung eines
reellen schnellen DCT-III-Algorithmus an. Wir setzen a; :=0 (j =n+1,... ,M — 1)
und erhalten somit

(PEH)S = Clf diag(2,1,...,1) (a5

Umgekehrt ergeben sich die Koeffizienten a;, (kK =0,...,N) des Polynoms (2.1) durch
Interpolation an den Knoten c%%l (j=0,...,M —1). Diese Interpolationseigenschaft
erlaubt eine schnelle Multiplikation von Polynomen in der Chebyshev-Darstellung. Da
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dieser Algorithmus in Abschnitt 2.2 in einer speziellen Form benétigt wird, geben wir
ihn hier an.

Ein Polynom P € II, (n € N) sei in der Chebyshev-Darstellung (2.1) durch die reellen
Koeffizienten a; (k = 0,...,n) gegeben. Weiterhin seien von einem Polynom @ € II,,
(m € N) die Funktionswerte Q(c3}1,) (j = 0,... , M — 1) bekannt. Wir wihlen M = 2°
(s € N) mit M/2 < m+n < M. Der folgende Algorithmus berechnet die Chebyschev—
Koeffizienten b, (kK =0,...,m + n) des Polynoms

n+m

R(z) := P(z)Q(z) = Y _ bTi(z) (z€T)

in O(M log M) Schritten. Er ist Grundlage fiir die schnelle Polynomtransformation
(siehe Algorithmus 2.4) im folgenden Abschnitt.

Algorithmus 2.1 (Schnelle Polynommultiplikation in Chebyshev—Darstellung)
FEingabe: M =2° (s e N) mit M/2<m+n < M,

Q €Il mit Q(c3)1,) €R (j=0,... ,M—1),

P €11, der Form (2.1) mitar € R (k=0,...,n).
Schritt 1. Berechne

(PG )Lt = Ciff diag(2.1,..., 1) (ax)iLy!

mittels schneller DCT-TIT (M) wvon (ay)p"y! mit ap =0 (k=n+1,..., M —1).
Schritt 2. Bilde die M Produkte
R(cgé\il) = P(Cgé\f’l—l) Q(Cgﬁl) (] = 0: s aM - 1) :

Schritt 3. Berechne

2 . 1 7 _
B = = ding(1/2,1,.... 1Y LRS!

mittels schneller DCT-II (M) von (R(c3M,))15"

Ausgabe: by e R (k=0,...,m+mn).

Bemerkung 2.2 Ein dhnlicher Algorithmus wurde in [5] angegeben. Dort wurden die
Polynome auf dem Gitter cé-v (j = 0,...,N) ausgewertet. Analoge Ergebnisse kann
man bei Verwendung von Chebyshev—Polynomen zweiter Art erhalten. O

Weiterhin ist es moglich, mit einfachen Algorithmen Polynome in der Form (2.1) zu
differenzieren und integrieren (siehe [86]).
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2.2 Diskrete Polynomtransformationen

In Abschnitt 2.1 haben wir gesehen, daf§ man mit Polynomen gut rechnen kann, wenn
diese in der Chebyshev-Darstellung (2.1) gegeben sind. Oft ist man an Entwicklun-
gen beziiglich anderer orthogonaler Polynome interessiert. So mochte man Funktio-
nen z.B. nach Jacobi-Polynomen oder Gegenbauer—Polynomen entwickeln. Umgekehrt
ist eine Auswertung dieser Polynome auf einem Gitter ebenfalls von Interesse. Solche
Fragestellungen sollen in diesem Abschnitt untersucht werden. Dazu wollen wir die
Polynomarithmetik aus Abschnitt 2.1 nutzen. Diese wichtigen Aufgabenstellungen der
angewandten Mathematik finden viele Anwendungen, so z.B. in der digitalen Signalver-
arbeitung, bei Quadraturverfahren oder beim Ldsen von Differentialgleichungen mittels
Spektralmethoden.

Um die Aufgabe genauer zu formulieren, fithren wir zunichst folgende Bezeichnungen
ein. Sei w eine nichtnegative, integrierbare Gewichtsfunktion mit

/_llw(a:)da:>0.

Ferner sei L2 (I) mit I := [—1,1] der reelle Hilbert—Raum mit dem Skalarprodukt

(f, g) = / w(z) f(z) g(z)dz (f, g € I2(1)).

1

Die zugehérige Norm von f € L2 (I) ist dann ||f|la. = (f, f)/2. Wir betrachten z.B.
die Gewichtsfunktion

w(z) = (1-2>)*12 (A>-1/2; 2 € (-1, 1)). (2.2)

Sei {P,}nen, eine Folge von orthogonalen Polynomen P, € II, beziiglich (-,-), dann
kann jedes P € Ily als endliche Summe in der Form

N
<P:Pk>

P = Py, 2.3

; 12> " (23)

geschrieben werden. Die Skalarprodukte (P, P;) konnen dabei mittels einer Quadratur-
formel berechnet werden, z.B. durch

(P, P;) ZwZNP Py(c2M) (2.4)

mit den Gewichten
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und den Chebyshev—Knoten

N ._ Jm _—

¢ = cosr (j=0,...,N).
Fiir w := 1, d.h. fiir die Legendre-Polynome Py, ergibt die Quadraturformel (2.4) die
Clenshaw—Curtis—Quadratur mit den positiven Gewichten

N
1 -2 )
UJJQ-N = N((E?N)2 E (SZN)QmCi}[ (] :0, ,QN)
1=0

Ahnliche Formeln fiir w?" kénnen fiir die Gewichtsfunktionen (2.2) gefunden werden.
Diese Gewichte kénnen mit der DCT-I(/V) berechnet werden. Die Aufgabe besteht
nun darin, folgende Probleme effizient zu l6sen: Es seien M, N € N mit M > N zwei
gegebene Zweierpotenzen.

1. Gegeben seien die Koeffizienten ay € R (kK = 0,..., N). Man berechne die diskrete
Polynomtransformation DPT(N + 1, M + 1): R¥V*! — RM*Ldie durch

N
a; =Y aPi(c}") (7=0,...,M) (2.5)

k=0
definiert ist. Die Transformationsmatrix P := (Py(c}’ ));\/21:\/0 wird Vandermonde—dhn-

liche Matriz genannt. Mit a = (ag)p_o € RV und a = (ax)1-, € RM*! gilt

a =Pa.

2. Gegeben seien die Koeffizienten b; € R (j = 0,...,M). Man berechne die trans-
ponierte diskrete Polynomtransformation TDPT(M + 1, N + 1): RM*1 — RN+ die
durch

definiert ist. Mit b := (bx)M, € RM*! und b = (a;)Y_, € RN gilt

b =P'b.

Im ersten Fall wollen wir ein Polynom P € Iy, welches in der Form (2.3) gegeben ist,
an den Chebyshev—Knoten cj-v" (j =0,...,M) berechnen. Im zweiten Fall wollen wir
die Fourier-Koeffizienten von P € Il mit Hilfe einer Quadraturformel berechnen. In
Abschnitt 2.1 haben wir gesehen, dafl diese Probleme sehr effizient fiir den Fall P, = T
gelost werden konnen. Aus diesem Grund wollen wir im folgenden einen Basiswechsel
von {P}N_, zu {T,}}_, realisieren, damit wir das Problem (2.5) mit einer schnellen
Kosinus—Transformation 16sen kénnen. Im Falle der Legendre—Polynome haben Alpert
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und Rokhlin [1] einen approximativen Algorithmus der Komplexitit O(N log1/e) vor-
geschlagen, wobei ¢ eine geforderte Genauigkeit ist. Dazu wird die Basistransformations-
matrix angenihert. Unser neuer Algorithmus berechnet den Basiswechsel in O(N log®N)
arithmetischen Operationen unter Benutzung der Polynomarithmetik von Abschnitt 2.1
und einer Teile-und-Herrsche-Strategie. Diesen Algorithmus konnen wir fiir beliebige
Polynome, die einer Drei-Term—Rekursion geniigen, herleiten. Dazu ist es notwendig,
O(N log N) Polynomwerte von sogenannten zugeordneten Polynomen vorzuberechnen
und zu speichern.

Die Gleichungen (2.3) — (2.4) zeigen, daf§ die Probleme (2.5) — (2.6) mit M = 2N,
ar = || Pe||7* (P, Py) und b; = wi¥ P(c3") ,invers® in dem Sinne sind, daB die zugehérige
Transformationsmatrix P die Gleichungen

P diag (|| Pd| ) P diag (u2V)2% = Doy,

P’ diag (w}")2, P diag (1P )Yy = Tne

erfiillt.

Eine Realisierung von (2.5) oder (2.6) erfordert im allgemeinen O(N M) arithmetische
Operationen. Wir wollen erstmals einen Algorithmus angeben, der auf Polynomarith-
metik beruht und der diese Probleme in O(Nlog’N) 4+ O(M log M) arithmetischen
Operationen 16st. Ein schneller Algorithmus fiir das Problem (2.5) impliziert eine Fak-
torisierung der Transformationsmatrix P in ein Produkt von diinnbesetzten Matrizen.
Sollte also ein schneller Algorithmus fiir (2.5) bekannt sein, so kénnen wir in einfacher
Weise einen schnellen Algorithmus fiir das ,,transponierte* Problem (2.6) mit der Trans-
formationsmatrix P’ ableiten. Deshalb werden wir uns im folgenden auf das Problem
(2.5) beschréinken.

Sei {P, }nen, eine Folge von Polynomen, die durch die Drei-Term—Rekursion

P,(z) = (apz+06n) Pri(z) + 7P oz) (n=1,2,...), (2.7)
P (z) = 0, Pz):=1

mit vy, BnyYn € Rund o, > 0,7, # 0 (n € N) gegeben ist. Nach Favard’s Satz ist
{P,}2, eine Folge von orthogonalen Polynomen beziiglich einer Gewichtsfunktion w
(siehe [39], Theorem 4.4).

Verschieben wir in (2.7) den Index n bei oy, B, 7n um ¢ € Ny, so erhalten wir die
zugeordneten Polynome P,( - ,c¢) von P,, die durch

Py(z,¢) == (nie® + Bnic) Po1(z,¢) + YpiePro(z,e) (n=1,2,...),
P_i(z,c) := 0, Py(z,c):=1.
definiert sind.

Wir erhalten mittels vollstindiger Induktion folgende Verallgemeinerung der Drei-
Term—Rekursion (2.7):
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Lemma 2.3 (siehe [6]) Fiir beliebige ¢, n € Ny gilt

P.in(z) = Py(z,¢) Po(x) + Yer1Poa1(z,c+1)P. 1(z).
Aus Lemma 2.3 folgt

() = oo (73 >

o ’Yc+1Pn_1(£E,C+ 1) 7c+1Pn(xac+ 1)
Un(w,c) := < P,(z,c) Poii(x,c) '

mit

Seien N =2 und M = 2% (s, t € N; s > t) gegeben. Wir betrachten das Polynom

N

P = Z ap Py € Iy
k=0

mit bekannten Koeffizienten ax. Unser Ziel ist die schnelle Berechnung von P(cj-‘")
(j = 0,...,M) in O(Nlog’N) + O(Mlog M) anstelle von O(MN) arithmetischen
Operationen. Der Hauptteil unseres Algorithmus realisiert einen Basiswechsel in Iy
von { Py}, zu {T}}Y, und berechnet die Chebyshev-Koeffizienten a; von

N
P=> aT. (2.9)
k=0

Kennen wir diese Koeffizienten a, so konnen die Werte P(c}') (j = 0,..., M) mit
einer schnellen DCT-I (M + 1) in O(M log M) arithmetischen Operationen berechnet
werden (siehe [85, 5]). In einem letzten Schritt erhalten wir

(P(cj)j20 = Chrsr ([@)ilo- (2.10)
Dabei haben wir a; := 0 fir k=N +1,..., M zu setzen.

Im folgenden beschreiben wir den Basiswechsel. Im ersten Schritt nutzen wir (2.7) und
Ti(xz) = x, um

N-1 N/4-1 3
P = Z a,(co) P, = Z (Z af&q P4k+l)
k=0 k=0 \ =0
mit
agco) = a (k=0,...,N—-3),
ag\?)_g ‘= an-2 + YN-10N , (2.11)

,\

(=)

c
I

an_1 + Byo1any + anv_ianTh
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zu erhalten. Wir fahren mit der Kaskadensummation, wie in Abbildung 2.1 schematisch
dargestellt ist, fort. Nutzen wir (2.8) mit n =1und c=4k+1 (k=0,...,N/4-1),
so folgt

(0) (0) Piia N (0 (0) Py,
(a4k+2: a4k+3) ( Piis ) = (a’4k+2’ a4k+3) U'(-,4k+1) ( Pyt ) '

ap ay | a2 az | a4 a5 | A ary| ag Aag | ajpail| Ai2a13| A14415| A16

0) (0 0) (0 0) (0 0) (0 0) (0 0) (0 0) (0 0 0
L 0] 0ol P l?] P 0] e8] ol

Ul( al) Ul( ’5) Ul( ’9) Ul( a13)
| | | |
1 1 1 1 1 1 1 1
O A W0 [ O]
U3( ’]‘) U3( ;9)
| |
aéQ) a’§2) aéZ) aéZ)
U:(-,1)
|
a63) ag?))
(k)20

Abbildung 2.1: Kaskadensummation fiir den Basiswechsel im Fall N = 16

Somit erhalten wir
N/4-1

P = Z (“z(ﬁc) Py, + aSc)H Piry1)
k=0

i o i

o =1 o + Ui(-, 4k +1) (0)+ . (2.12)
a a a

4k+1 4k+1 4k+3

mit
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Der Polynomgrad des Produktes in (2.12) ist héchstens 3, so dafi die Berechnung
beziiglich der Chebyshev-Polynome mittels Algorithmus 2.1 mit M = 4 realisiert wer-
den kann. Somit beno6tigt die Berechnung der Chebyshev-Koeffizienten der Polynome
GSC), (LSC)_H €Il (k=0,...,N/4—1) in Schritt 1 nur 11N Multiplikationen und 12N
Additionen.

In Schritt 7 (1 < 7 < t) berechnen wir mit Hilfe der Gleichung (2.8) mit n = 27 — 1 die
Chebyshev-Koeffizienten der Polynome ag)ﬂk, ag)ﬂkﬂ € Myrt1i_y (k=0,...,N/27H —
1) wie folgt

(1) (7-1) (7-1)
a2r+1k a2‘r+1k 0’27'+1k+2‘r

( ) = —|— U27—_1( - ,2T+1k + ].) 5

(t—1) (t—1)
Oort1g i1 a a

271k 41 2T+l 427 41

(2.13)

wobei wir Algorithmus 2.1 (mit M = 27!) fiir das Produkt der Polynome nutzen.
Die 4N Werte der Polynome Uy 1 ()., 27"k + 1) fiir k = 0,... ,N/27*! und | =
0,...,2™"1 — 1 seien durch einen Clenshaw—Algorithmus (siehe [40] oder [96], S. 165 —
172) vorberechnet. Somit bendtigt der 7—te Schritt (27 + 8 + 2!77) N Multiplikationen
und (67 + 5 + 2'77) N Additionen und kann in der Form

Ny2THl 1
— } : (1) (1)
P = (a'g-r+1kP2"+1k + a2r+1k+1P2"+1k+1) .
k=0

geschrieben werden.
Wir beschreiben nun Schritt t. Nach ¢ — 1 Schritten ergibt diese Kaskadensummation

P=al""P+d VP,

Nun ist Py(z) = 1, Pi(z) = ayx + [ und

1
2To(z) = Th(z), 2Tu(z) = 5 (Tuni(2) + Tua(2)) (n=1,2,...)
Wenn also
N-1 N-1
a(()t—l) _ a(()t;l) T, . agt—1) _ aﬁ;l) T,
n=0 n=0
dann gilt
N
R =3
n=0
mit

@DV = (a1 Blyyy + B Inia)(aln )Y, (2.14)
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wobei wir a(()f;) = agf]}l) := 0 setzen und By eine tridiagonale (N +1, N 4+1)-Matrix
0 1
1/2 0 1/2
By = el e (2.15)
1/2 0 1/2
1 0

ist. Dies fiihrt zu
P = agt_l) + agt) .

Eine Addition der Chebyshev—Koeffizienten von a(()tfl) und agt) ergibt die gesuchten
Chebyshev—Koeffizienten von P, d.h.

@)Yy = (@Y o + (@)Y, (2.16)

n=0
Wir fassen zusammen:

Algorithmus 2.4 (Schnelle Polynomtransformation (FPT))

Eingabe: N =2, M =2°% (s,t € N; s > t),
akER(kZO,... ,N),
Usp_1(chis, 27k +1) (t=1,...,t—1; k=0,...,2""L
1=0,...,2711 —1).

Schritt 0. Berechne agco) (k=0,...,2" —1) durch (2.11).
FirTt=1,...,t—1 berechne:

Schritt 7. Fiir jedes k = 0,...,277=1 — 1 bilde (2.13) mittels Algorithmus 2.1 fiir die
schnelle Polynommultiplikation.

Schritt t. Berechne @, (n=20,...,N) durch (2.14) und (2.16).
Schritt t + 1. Berechne (2.10) mittels schneller DCT-1 (M +1).

Ausgabe: P(c}") (j =0,...,M).

Insgesamt miissen wir 4N (log N —1) Daten vorberechnen. Zéhlen wir die arithmetischen
Operationen in jedem Schritt, so erkennen wir, dal der Basiswechsel in diesem Algo-
rithmus N log? N +7N log N +O(N) Multiplikationen und 3N log? N +2N log N +O(N)
Additionen benotigt.

SchlieBlich erfordert die Berechnung von (2.10) noch eine DCT-I (M+1), also 5 M log M+
O(M) Multiplikationen und 2 M log M +O(M) Additionen. Die schnelle Polynomtrans-
formation ist effizienter als der Clenshaw—Algorithmus, falls N > 128 ist. Dies erscheint
sinnvoll, weil auch die schnelle Fourier—Transformation erst fiir N > 64 effizienter als
eine direkte Berechnung ist.

Bemerkung 2.5 Eine schnelle Berechnung von (2.6), d.h. eine schnelle Multiplikation
mit P’, kénnen wir einfach durch , Inversion“ von Algorithmus 2.4 erhalten. Mit ande-
ren Worten, wir miissen die Flufirichtung von Algorithmus 2.4 umdrehen.
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Es existiert bereits ein Algorithmus der Komplexitit O(N log”N) fiir das Problem (2.5)
(als auch fiir (2.6)), welcher urspriinglich von Driscoll und Healy [43] beziiglich der
Legendre—Polynome formuliert wurde. Dieser Algorithmus wurde fiir beliebige Polyno-
me, die einer Drei-Term-Rekursion geniigen, verallgemeinert (siehe [44, 50]). Der Zu-
gang fiir diese schnellen Algorithmen, um das Problem (2.6) zu l6sen, beruht hauptsich-
lich auf einer schnellen Toeplitz—Matrix—Vektor-Multiplikation. Dazu wird die schnelle
Fourier-Transformation benutzt. Wir haben nicht nur die DFT durch diskrete trigono-
metrische Transformationen ersetzt, sondern auflerdem die Herleitung des Algorithmus
vereinfacht. Somit ist es durch den genannten Zugang moglich, eine schnelle diskrete
Fourier-Transformation auf der Sphiire S2 zu beschreiben. Dabei ist allerdings noch eine
einfache heuristische Stabilisierung notig (siehe [78]). Erstmals wurde eine heuristische
Stabilisierung fiir den Driscoll-Healy—Algorithmus [43] von Moore [69] vorgeschlagen,
um eine diskrete Fourier-Transformation auf der Sphiire S? zu berechnen. ]

2.3 Numerische Ergebnisse

Wir haben den Algorithmus 2.4 in C auf einer Sun SPARCstation 20 implementiert und
getestet. Die schnellen DCT-Algorithmen wurden von G. Baszenski in C programmiert
(siehe [4]).

Beispiel 2.6 Wir betrachten die ultrasphérischen Polynome P} (A > —1/2), die durch

P\(z) = 0, P)Mz):=1,
2 A—1 22— 2
Ria) = Ao p @) - P2 e ) (m=12,.)

gegeben sind. Diese Polynome sind orthogonal beziiglich der Gewichtsfunktion (2.2).
Fiir A = 1/2 erhalten wir die Legendre-Polynome. Fiir gegebene a;, € R (k =0,...,N)
berechnen wir

N
a; = Z ar P(cY) (j=0,...,N) (2.17)
k=0

auf verschiedene Weisen, ndmlich mittels des Clenshaw—Algorithmus (CA) in doppel-
ter Genauigkeit, des Clenshaw—Algorithmus mit einer hohen Genauigkeit von 64 De-
zimalstellen in Maple (CAgs) und mit der schnellen Polynomtransformation (FPT) in
doppelter Genauigkeit. In Tabelle 2.1 vergleichen wir die Ergebnisse fiir verschiedene
Transformationsldngen N und verschiedene Parameter A. Die dritte Spalte von Tabelle
2.1 enthilt die gegebenen Koeffizienten ay. In der vierten und in der letzten Spalte
geben wir den relativen Fehler ¢(CA) fiir den Clenshaw—Algorithmus

0<j<N

0<j<N
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und den relativen Fehler fiir den Algorithmus 2.4

e(FPT) = max |a;(FPT) — a;(CAs)|/ max |a;(CAc)l

an. Hierbei bedeuten a,;(CA), 4;(CAgs) und a;(FPT) die entsprechenden Ergebnisse
von (2.17) unter Verwendung von CA, CAg, und FPT.

| N [ A ] & | e(CA) | e(FPT) |
256 | 05| 1/(k+1)]3.88E —16 | 3.77E — 13
512 | 0.5 | 1/(k+1) | 1.59FE — 14 | 5.73E — 12
1024 | 0.5 | 1/(k+1) | 421F —13 | 8.98F — 12
2048 | 0.5 | 1/(k+1) | 2.11E —12 | 3.19E — 11

(k+1)
(k+1)
(k+1)
ot
512 | 1.5 | 1/(k+1) | 6.12E —13 | 1.29E — 11
(k+1)
(k+1)
(k+1)
(k+1)

256 | 15| 1/(k+1)|1.88E —13 | 8.36F — 13
1024 | 1.5 | 1/(k+1) | 1.26E — 12 | 8.00E — 11
256 | 5 | 1/(k+1)|1.156E—13 | 2.72E — 13
512 | 5 | 1/(k+1) | 5.156E —13 | 4.37TE — 12
1024 | 5 | 1/(k+1) | 1.04E—12 | 5.18E — 12
256 | 2 1 244F — 13 | 7.52F — 13
512 | 2 1 8.61F —13 | 6.61F — 12
1024 | 2 1 1.711EF —12 | 4.82E — 12

Tabelle 2.1: Relative Fehler fiir verschiedene Transformationsléingen

Der Clenshaw—Algorithmus und die schnelle Polynomtransformation realisieren die je-
weilige diskrete Polynomtransformation mit etwa der gleichen Genauigkeit. O

Das folgende Beispiel zeigt, das die schnelle Polynomtransformation eine viel schnellere
Implementierung von (2.17) als der Clenshaw—Algorithmus erlaubt.

Beispiel 2.7 Wie in Beispiel 2.6 nutzen wir hier die ultrasphirischen Polynome. Es
ist bekannt, dafl der Clenshaw—Algorithmus N? Multiplikationen und 3N? Additionen
benétigt. Der Algorithmus 2.4 der Komplexitit O(N log® N) ist schneller fiir N > 128.
Die dritte und vierte Spalte von Tabelle 2.2 zeigt die CPU—Zeiten ¢(CA) und ¢(FPT)
(in Sekunden) fiir den Clenshaw—Algorithmus und fiir den Algorithmus 2.4. Die letzte
Spalte von Tabelle 2.2 enthéilt den relativen Fehler
E(FPT) := Orgnjzgcv la;(FPT) — aj(CA)\/O?%)% la;(CA)|.

Hier haben wir die Eingabedaten a; (k = 0, ..., N) zufillig aus den Intervall [—0.5, 0.5]
gewihlt. O

Wir haben die diskrete Polynomtransformation (2.5) und (2.6) beziiglich der 2N + 1
Chebshev—Knoten ¢V (j = 0,...,2N) betrachtet. Dies scheint besonders niitzlich,
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| N | X [¢(CA) | ¢(FPT) | é&(FPT) |
128 [0.5] 0.05 [ 0.04 [3.59E—14
256 | 0.5 | 0.21 | 0.07 |4.35E —12
512 | 0.5 | 0.82 | 0.19 |4.93E—12
1024 [ 05| 327 | 0.39 |[5.78E—11
2048 | 0.5 | 13.70 | 0.85 | 2.09E — 10
4096 | 0.5 | 55.41 | 1.92 |1.04E —09
8192 | 0.5 | 220.05 | 4.26 | 5.04E — 08
4096 | 2.5 | 5543 | 1.91 |1.72E—09
4096 | 4.0 [ 55.42 | 1.91 [6.41E —10
4096 | 5.0 | 55.42 | 1.92 [3.35E — 10

Tabelle 2.2: Rechenzeiten fiir verschiedene Transformationslangen

wenn wir die Clenshaw—Curtis—Quadratur fiir die Berechnung der Fourier—Koeffizienten
in (2.3) nutzen. Wollen wir Quadraturformeln mit anderen Knoten benutzen, so haben
wir

N
> aP(z)) (j=0,...,M;M > N)
k=0

fiir beliebige Knoten 2} € [~1,1] und a; € R effizient zu berechnen. Der Algorithmus
2.4 ist nicht von der Wahl der Knoten xj” abhéngig. Somit stellt sich die Frage, wie wir

Y apTu()) (7=0,...,M), (2.18)

schnell berechnen konnen. Eine Moglichkeit, (2.18) mit Hilfe der Multipol-Methode
zu realisieren, wurde in [45] beschrieben (siehe auch [46]). Damit ergeben sich weitere
Anwendungsmoglichkeiten der FPT, auf die hier nicht weiter eingegangen werden soll.



Kapitel 3

Trigonometrische Vorkonditionierer
fiir Toeplitz—Matrizen

Eine (N, N)-Matrix

Qg a_q oo Q1N
aq Qo ... Qo_N
Ty = | b | = (g €RMY
anN—2 aAnN—-3 ... a_—1
an—1 an—2 ... Qo

wird Toeplitz—Matriz genannt. In vielen Bereichen der Mathematik treten Toeplitz—
Matrizen auf, z.B. in der digitalen Signal- und Bildverarbeitung, bei der numerischen
Losung von Differential- bzw. Integralgleichungen, in der Approximationstheorie sowie
in der Statistik. Diese vielfdltigen Anwendungen motivierten Mathematiker und Inge-
nieure spezielle Loser fiir ein lineares Gleichungssystem mit einer Toeplitz—Koeffizien-
tenmatrix (kurz: Toeplitz—System) zu entwickeln. Es gibt direkte und iterative Losungs-
methoden fiir Toeplitz—Systeme. Ein erstes Verfahren besteht darin, die spezielle Struk-
tur der Toeplitz-Matrix so weit wie moglich in einem direkten Verfahren auszunutzen.
Hier gibt es eine Vielzahl von Algorithmen der Komplexitit O(N?) (siche z.B. Levinson
(1946), Baxter (1961), Trench (1996)). AuBerdem wurden Toeplitz-Ldser mit der Kom-
plexitit O(N (log N)?) entwickelt (siehe z.B. Brent, Gustavson und Yun (1980), Ammar
und Gragg (1988)). Diese Methoden nutzen die Gohberg—Semencul-Formel fiir die In-
verse einer Toeplitz—Matrix aus. Es gibt aber eine grofie Klasse von Toeplitz—Matrizen,
bei deren Losung die direkten Verfahren numerisch instabil sind, z.B. indefinite oder
nichtsymmetrische Toeplitz-Matrizen (sieche Bunch (1985)).

Eine zweite Moglichkeit, um ein grofles Toeplitz—System Ty = b zu l6sen, ist ein ite-
ratives Verfahren zur Bestimmung einer approximativen Lésung . Dies erscheint auch
deshalb sinnvoll, weil wir in der Regel an der Lésung « nur bis auf eine Genauigkeit
¢ interessiert sind. Iterative Verfahren sind besonders gut geeignet, wenn die Matrix—
Vektor-Multiplikation schnell ausgefiihrt werden kann (siehe Abschnitt 1.4). Zur ite-
rativen Losung von linearen Gleichungssystemen mit symmetrischer, positiv definiter
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Koeffizientenmatrix hat sich mittlerweile das Verfahren der konjugierten Gradienten
(CG—Verfahren) durchgesetzt. In Verbindung mit einer Vorkonditionierung wurde die
PCG-Methode (Preconditioned Conjugate Gradient Method) in den letzten Jahren in-
tensiv untersucht. Das Hauptergebnis ist dabei, daf3 sich gewisse Klassen von Toeplitz—
Systemen in O(N log N) arithmetischen Operationen numerisch stabil 16sen lassen.
Ein weiteres iteratives Verfahren, dafl sich besonders beim schnellen Losen von groflen
linearen Gleichungssystemen hervorgetan hat, ist das Mehrgitterverfahren. Dieses Ver-
fahren wurde auch zum Lésen von Toeplitz-Systemen verwendet [19, 91]. Einen schénen
Uberblick von diesem aktuellen Forschungsgegenstand geben die Arbeiten (28, 29].

In der vorliegenden Arbeit wollen wir iterative Loser fiir reelle Toeplitz—Systeme be-
trachten. Dazu konstruieren wir Vorkonditionierer fiir das PCG—Verfahren. Oft liefern
diese Verfahren bessere Ergebnisse als die direkten Verfahren [60].

Strang [87] schlug vor, zirkulante Vorkonditionierer zur Losung von Toeplitz—Systemen
zu nutzen. Motiviert wird dies durch die bekannte Tatsache, daf} sich zirkulante Matri-
zen durch die Fourier-Matrix diagonalisieren lassen (siehe Abschnitt 1.2). Somit kénnen
effiziente Verfahren angegeben werden, wenn wir die schnelle Fourier-Transformation
benutzen. Numerische Tests zeigten eine sehr schnelle Konvergenz fiir eine grofie Klasse
von Toeplitz—Matrizen. Dies wurde dann theoretisch in [32] bewiesen. Die Entwicklung
weiterer zirkulanter Vorkonditionierer war die Folge (siehe [64, 92, 34, 58]). Zu den
wichtigsten Typen zdhlt neben dem Strang—Vorkonditionierer der optimale zirkulante
Vorkonditionierer [37].

Es gibt bereits einige Arbeiten, die anstelle der DFT die DST-I [14, 12, 59, 31, 10]
bzw. die DCT-II [14, 20] zur Konstruktion von Vorkonditionierern fiir symmetrische
Toeplitz—Matrizen benutzen. Wir werden hier einen neuen einheitlichen Zugang be-
schreiben, der es uns erlaubt, optimale trigonometrische Vorkonditionierer fiir beliebige
Matrizen zu berechnen (siehe Abschnitt 3.2). In Abschnitt 3.3 werden wir dann Vorkon-
ditionierer fiir symmetrische Toeplitz—Matrizen konstruieren. Auflerdem wollen wir in
Abschnitt 3.4 Vorkonditionierer fiir unsymmetrische und rechteckige Toeplitz—Matrizen
angeben, indem wir zu der zugehorigen Normalgleichung iibergehen. Erstmals sind wir
in der Lage, optimale Vorkonditionierer fiir die Matrix A’ A in O(M log M) arith-
metischen Operationen zu konstruieren. Dabei bezeichnet A € RN (M > N) eine
rechteckige Toeplitz—Matrix.

Falls die erzeugende Funktion ¢ fiir die Folge von Toeplitz—Matrizen T y bekannt ist (sie-
he Abschnitte 3.3 und 3.4), empfehlen wir die vereinfachten Strang—Typ—Vorkonditio-
nierer M y (). Diese sind besonders fiir schlecht konditionierte Toeplitz—Matrizen geeig-
net. Wihrend der Fertigstellung dieser Arbeit fanden wir einen Preprint [61] von Huck-
le. Dort wurden ebenfalls die vereinfachten Strang—Typ—Vorkonditionierer beziiglich der
DST-I betrachtet. Wir sind jedoch erstmals in der Lage zu zeigen, dafl unter zusétzli-
chen Voraussetzungen die Eigenwerte von der Matrix M ' (¢)Ty um 1 geclustert sind
(siehe Satz 3.22). Die numerischen Ergebnisse bestéitigen, daf§ diese neuen Vorkonditio-
nierer bessere Ergebnisse als die bisher bekannten Vorkonditionierer [10, 18, 33, 83, 73]
liefern.

Wir bemerken noch, dafl sich viele unserer Ergebnisse auf weitere strukturierte re-
elle Matrizen (wie z.B. Toeplitz—#hnliche Matrizen, Hankel-Matrizen, Toeplitz—plus—
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Hankel-Matrizen [63, 29] oder Toeplitz—plus—Band—Matrizen [27, 29]) iibertragen las-
sen. Damit kann die numerische Komplexitit der entsprechenden Algorithmen redu-
ziert werden. Auflerdem sind in vielen Féllen die trigonometrischen Vorkonditionierer
fiir reelle Toeplitz—Blockmatrizen besser geeignet als zirkulante Matrizen. Besonders die
vereinfachten Strang-Typ—Vorkonditionierer sind fiir schlecht konditionierte Toeplitz—
Blockmatrizen besser als bisher bekannte Vorkonditionierer [38, 21, 66, 73] geeignet. Da
die Ubertragung auf den Block-Fall schon in [79] erfolgte, geben wir hier nur numeri-
sche Ergebnisse fiir den vereinfachten Strang-Typ—Vorkonditionierer an. Auch hier sind
keine Vorkonditionierer bekannt, die in weniger Iterationsschritten gleich gute Ergeb-
nisse liefern wiirden. Auflerdem sind diese Vorkonditionierer besonders interessant, da
sie keine zusétzlichen diskreten trigonometrischen Transformationen benétigen (siehe
Bemerkung 3.29).

3.1 Bedingungen an Vorkonditionierer

In diesem Abschnitt wollen wir die Grundlagen fiir die iterative Losung eines linearen
Gleichungssystems

Ax =D (3.1)

mittels CG—Verfahren bereitstellen, wobei A € RMY eine symmetrische, positiv definite
Matrix und b € RV ist. Wir verzichten an dieser Stelle auf Einzelheiten und verweisen
auf die schone Darstellung in [2], S. 449 ff. Die Losung @ von (3.1) wird durch Vektoren
x;, aus dem affinen Teilraum V}, approximiert, der durch

Vi := xo + span{rg, Ary, ... ,Ak_lro} (k=1,...,n),

mit Vg := {@xo} und rq := b — Az, erklirt ist. Wir definieren ein problemangepafites
Skalarprodukt

(x,y)a =" Ay

und die zugeordnete Norm (Energienorm von A)

lylla == V(¥ y)a-
Die Losung x; des Minimierungsproblems

lze = 2fla = minfly =zl (3.2)

heiflt Ritz—Galerkin—Approximation von @ in Vj. Dies ergibt das von Hestenes und
Stiefel [53] vorgestellte CG—Verfahren, welches das folgende Fehlerverhalten hat:

Satz 3.1 (siehe [42], S. 257) Der Approzimationsfehler des CG—Verfahrens lift sich in
der Energienorm durch

cond(A) — 1) i — ollo (3.3)

r— < 2
| ella < ( cond(A) + 1
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abschdtzen, wobei cond(A) die Konditionszahl von A beziiglich der Spektralnorm be-
zeichnet.
Beweis: Da x; die Losung des Minimierungsproblems (3.2) ist, gilt

— = i P(A _
lo—=ila =, min [IP(4) (@—=0)lls

Seien nun J\; die Eigenwerte von A und z; zugehorige orthonormierte Eigenvektoren,
d.h.
AZj:)\ij, Z;Zkzéjyk (j,kzl,,N)

Dann gilt
T —x) = Z 0;z; (0; €R)

und somit

Iz — @l = (= — 20)' A (2 — ) Zm -

Wir betrachten nun

IP(A) (2 —zo)|5 = (z—x)P(A) AP(A)(z — )
= (x —x0)'P(A)*A(x — )
= (z— =) ZAJP(/\])QQJ’ZJ
= Z)‘jP()‘J)QzQ?
< ( max P(A Z)‘ka
= _Ig{afN\P( Dl zlf

Folglich gilt

1P(A) (@ — 2o)lla < ( max [P(A;)])ll — zolla

geun

und somit
— = P —
lz—ails = ,_min IP(4) (& - 20l
< P\ — A4
S penin | max [P)] e = 2olla (3-4)
< min max |P(A)| ||l — |4 -

PEll,P(0)=1 A€[A1,AN]
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Aus der Minimax—Eigenschaft (siehe [42], S. 196) der Chebyshev—Polynome erster Art

)\N-i-)\l) -
AN — Ay

folgt die Behauptung. |

min  ( max |P(})]) = (Tk(

Die Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit hangt von der Konditionszahl cond(A)
beziiglich der Spektralnorm ab. Daraus ergibt sich die folgende Frage: Wie kann man
die Konditionszahl der Matrix A verringern? Dies versucht man durch sogenannte Vor-
konditionierung zu erreichen.

Die Losung von Ax = b mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix A bleibt
unverdndert, wenn wir beide Seiten der Gleichung von links mit einer invertierbaren
Matrix M~ multiplizieren. Dabei miissen wir darauf achten, da M symmetrisch und
positiv definit ist. Nur so bleibt das CG—Verfahren anwendbar.

Eine ausfiihrliche Herleitung des CG—Verfahrens und eine Einfiihrung in die Krylov—
Raum—-Methoden ist z.B. in [2, 47] oder [81] zu finden. Wir geben hier nur das vorkon-
ditionierte CG—Verfahren oder kurz PCG—Verfahren an.

Algorithmus 3.2 (PCG-Verfahren)

Eingabe: N € N,
A, M € RNYN symmetrisch, positiv definit,
beRY, e>0 .
Schritt 1. Setze x := oy, :=0, r :=by, p:=op .
Schritt 2. Bestimme z € RY mit Mz = r.
Schritt 3. Berechne 6y :== z'r.
Schritt 4. Ist ||r||2 > € ||bl|2, dann berechne
p =z + fOp,
y:=Ap,
«
T

TI=7T—Qy.
Bestimme z € RN mit Mz = r.
01 1= 0o, 0o := 2'r, B :=060/01.
Gehe zu Schritt 4.
sonst stop.
Ausgabe: £ € RV,

Der Approximationsfehler des PCG—Verfahrens (siehe [42], S. 262) 148t sich in der
entsprechenden Energienorm durch

k
cond(M 'A) -1
[l — 2| < 2( ) [ — 0[]

cond(M 'A)+1

abschitzen, wobei |||2|||2 := &' M~Y2AM ™' ist.
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Bemerkung 3.3 Die obige Abschéitzung wird wie Satz 3.1 bewiesen. Fiir die Konver-
genz des PCG—Verfahrens ist aber nicht nur die Konditionszahl, also der gréfite und
der kleinste Eigenwert der Matrix M ~* A von Bedeutung, sondern die Lage aller Eigen-
werte (siehe [2], S. 558 ff und Gleichung (3.4)). Man beachte, dafl fiir jede Verteilung
der Eigenwerte \; und fiir jedes k£ ein Startvektor x, existiert, so dafl in (3.4) das
Gleichheitszeichen gilt. Ausgehend von dieser Ungleichung kann man die Konvergenz-
geschwindigkeit des PCG—Verfahrens in bestimmten Fillen genauer abschétzen (siehe
Satz 3.5). O

Das PCG—Verfahren heifit superlinear konvergent, wenn fiir jedes € € (0, 1) eine positive
Konstante C(¢) existiert, so daf} fiir alle k£ € Ny

[k i1 — 2]

|||il:0—£l:||| < C(S) ek (a:o 7558)

ist (siehe [28]). Dies bedeutet, dafl die Anzahl der Iterationen, um eine geforderte Ge-
nauigkeit der Losung x zu erreichen, unabhingig von der Dimension N beschrénkt
ist.

Die folgende Aufgabe ist nun zu 16sen: Gesucht sind Vorkonditionierer M € RM¥
(N € N) mit den folgenden vier Eigenschaften:

(E1) Die Matrizen M sind symmetrisch und positiv definit.

(E2) Die arithmetische Komplexitét zur Berechnung von M ist nicht grofier als
die arithmetische Komplexitdt bei einer Matrix—Vektor-Multiplikation mit der
Koeffizientenmatrix A.

(E3) Die arithmetische Komplexitit zur Losung von Mz = r ist nicht groer als
die arithmetische Komplexitdt bei einer Matrix—Vektor—-Multiplikation mit der
Koeffizientenmatrix A.

(E4) Die Matrizen M ' A haben , geclusterte Eigenwerte um 1.

Die arithmetische Komplexitidt des CG—Verfahrens wird durch die Matrix—Vektor—
Multiplikation mit der Koeffizientenmatrix A bestimmt. Im PCG—Verfahren ist zusétz-
lich in jedem Schritt noch mit der Matrix M ' zu multiplizieren. Die Eigenschaften
(E1) — (E3) ergeben sich somit aus der Forderung, ein effizientes PCG—Verfahren zu
konstruieren.

Im folgenden wollen wir die Forderung (E4) begriinden. Dazu ist es notwendig, den Be-
griff | geclusterte“ Eigenwerte zu erldutern. Anschlielend soll gezeigt werden, dafl diese
Forderung zu einer superlinearen Konvergenz des PCG—Verfahrens fiihrt.

Manchmal liegen die meisten Eigenwerte einer Folge von symmetrischen Matrizen Ay
in der Nihe einer Menge. Solch eine Menge nennt man Cluster. Wir betrachten nur
einelementige Cluster {p} mit p € {0,1}. Seien A\y(Ayx) (k =0,..., N — 1) die Eigen-
werte von Ay € RVY. Fiir beliebiges ¢ > 0 bezeichnen wir mit yy(¢) die Anzahl der
derjenigen Eigenwerte A\z(Apy) mit der Eigenschaft

|p — /\k(AN)‘ > €.
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Dann heifit die Menge {p} ein echtes Cluster, wenn fiir jedes N € N und alle ¢ > 0
() < K(e)
gilt, wobei K(g) > 0 eine von N unabhiingige Konstante ist.

Oft ist es leichter anstelle von (E4) die folgende Eigenschaft (E4') zu zeigen:

(E4") Seien Ay, My € RYY (N € N) zwei Folgen von symmetrischen, positiv
definiten Matrizen mit |[My'|ls < 7 fiir alle N € N. Fiir alle ¢ > 0 existieren
Indizes M,n € N mit (n > 2M), so daB fiir alle N > n gilt

Ay —My=Wx+Vy,

wobei Wy € RMY eine symmetrische Matrix mit Rang < M und Vy € R¥" eine
symmetrische Matrix mit ||V n||2 < &/7 ist.

Deshalb wollen wir im folgenden Satz zeigen, daf aus der Eigenschaft (E4') die Eigen-
schaft (E4) folgt.

Satz 3.4 Es gelte die Figenschaft (E4"). Dann sind die Eigenwerte von My — Ay um
0 und die Eigenwerte von My' Ay um 1 geclustert. Falls auferdem ||Ay|ly < § < oo
fiir alle N € N ist, konvergiert das PCG-Verfahren fiir M ' Ay superlinear.

Beweis: Es ist klar, daf§ alle Eigenwerte von V y betragsmifig kleiner oder gleich ¢/~
sind. Da W y eine symmetrische Matrix mit Rang < M mit N > 2M ist, gilt nach dem
Verflechtungssatz von Weyl (siehe [56], S. 184)

/\k(VN) < /\k+M(VN + WN) < /\k+2M(VN) (k‘ =1,2,...,N — 2M) .

Somit kénnen hochstens 2M Eigenwerte von Ay — My auflerhalb von [—&/v,e/7]
liegen. Es gilt

M;VI/ZAN M;VI/Q o IN — M;VI/2 WN M;VI/Q + M;VI/Q VN M;VI/Q
= WN + VN .

Dabeiist ||V y||2 < € und der Rang von W y ist héchstens M. Damit sind die Eigenwerte
von M ]_Vl/ 2AN M S ~ um 0 geclustert. Somit sind die Eigenwerte

MMy Ay M) = \(My' Ay)
um 1 geclustert. Die Clusterung fiihrt dann zu einer superlinearen Konvergenz des

PCG—Verfahrens (siehe z.B. [32, 17]), falls ||Ay||2 gleichm&Big beschrénkt ist. |

Eine bessere obere Schranke, um die benétigte Anzahl von Iterationen des PCG-
Verfahrens abzuschétzen, findet man folgendermafen:
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Satz 3.5 (siehe [2], S. 573) Die Eigenwerte von M ' Ay seien wie folgt mit gewissen
a,b € R (0 < a < b< oo) angeordnet:

0<)‘0§/\1S---§)‘q71 < GS/\qHS---S/\prqu
< Anvep S Avopr1 < < Ao

Dann konvergiert das PCG—Verfahren in héchstens
g—1 1/2

b 1+ (%)Y

1n—+z;A—k / a7

Schritten. Dabei ist T > 0 die geforderte Genauigkeit

a
b
L +p+q
b

k11 — ]|
[||zo — ]|

des PCG—Verfahrens.

Dieser Satz zeigt, dafl die Anzahl der Iterationen nur von a,b und den Eigenwerten
auflerhalb von [a, b] abhéingt.

Wir fassen zusammen: Gesucht ist ein Vorkonditionierer M = My von A = Ay mit
(E1) — (E4) bzw. mit (E1) — (E3) und (E4'). In den folgenden Abschnitten werden wir
fiir unsere Vorkonditionierer M ™" diese Eigenschaften nachweisen.

3.2 Optimale trigonometrische Vorkonditionierer

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie man optimale trigonometrische Vorkonditio-
nierer berechnen kann. Dieses Verfahren werden wir dann in den Abschnitten 3.3 und
3.4 anwenden.

Der Vorkonditionierer M y soll aus einer Algebra

Ao, i={OY (diag d)Oy : d € RV} (3.5)

gewihlt werden. Dazu sei Oy eine gegebene orthogonale Matrix. Mit anderen Worten,
Matrizen von der Algebra (3.5) konnen durch Oy ,diagonalisiert“ werden. Motiviert
wird dieses Vorgehen durch die Tatsache, dal Vorkonditionierer aus der Algebra

Ap, = {Fy(diagd) Fy:d e C"}

als zirkulante Vorkonditionierer bezeichnet werden. Als orthogonale Matrizen werden
wir die trigonometrischen Matrizen aus Abschnitt 1.1 benutzen. Zunichst definieren
wir ein Skalarprodukt in RV:Y . Fiir Ay, By € RV erkliren wir

<AN,BN> = tr AINBN Z Qs k b]: (36)
7,k=0
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Dieses Skalarprodukt induziert die Frobenius—Norm
|An|r == (tr(AY AN))2 .

Fiir eine gegebene Matrix Ay € RM" wird eine Matrix M$} :== M (Ay,Oy) € RVN
optimaler Vorkonditionierer von Ay in A, genannt, falls (siehe [37] )

|MS — Ax|[r = min{||By — An||r : By € Aoy} (3.7)

gilt. Optimale Vorkonditionierer wurden bereits beziiglich der DFT [37] (optimaler zir-
kulanter Vorkonditionierer), der DST-I [31], der DCT-II [20] und der diskreten Hartley—
Transformation [13] betrachtet. Ist Oy eine orthogonale trigonometrische Matrix aus
Abschnitt 1.1, so wird M$ als optimaler trigonometrischer Vorkonditionierer von Ay
bezeichnet. Insbesondere erkennen wir

|ONANOYy |7 = tr(OnAyOyOn AnOYy) = tr(Ay Ax) = ||An|[7 - (3.8)
Mit dem Skalarprodukt (3.6) wird RM¥ ein Hilbert-Raum. Das Minimierungsproblem

(3.7) ist somit eindeutig 16sbar. Das folgende Lemma zeigt zwei Wege, um den optimalen
Vorkonditionierer fiir Ay zu beschreiben.

Lemma 3.6 Sei Ay € RV, Ferner sei Oy € RVN eine orthogonale Matriz und AON
die Algebra (3.5). Dann lautet der optimale Vorkonditionierer von Ay beziiglich On

M = Oy 6(OyANOy) Oy . (3.9)
Ist {By,... ,Bny_1} eine Basis von Ag, , so kann MY, in der Form
N-1
Mg =) B (3.10)
k=0
dargestellt werden. Dabei ist der Koeffizientenvektor o == (o, ... ,an_1)" die eindeutige

Losung von Ga = 3 mit

G = ((By, B)) Y . B=((Ay,. B, .

§=0

Beweis: 1. Unter Beachtung von (3.8) folgt fiir M§ = Oy (diag d) Oy € A, , daB
IM% — Ayl|r = || diag d — OnANOy|lr

ist. Benutzen wir die Definition (3.7) des optimalen Vorkonditionierers, so erhalten wir
die Behauptung (3.9) (siehe [22] und [89]).

2. Da R™" mit dem Skalarprodukt (3.6) ein Hilbert-Raum ist, ist die Bestimmung
des optimalen Vorkonditionierers mit der Berechnung der besten Approximation von
Ay € RMY in dem linearen Teilraum Ao, dquivalent. Diese Aufgabe kann mit dem
Galerkin—Verfahren gelst werden. Dazu setzen wir (3.10) in die Forderung

(M —Ay,Bj) =0 (j=0,...,N—1)
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ein und erhalten das lineare Gleichungssystem Ga = 3. [ |

Mit dem folgenden Lemma erkennen wir, dafl der optimale Vorkonditionierer die Ei-
genschaft (E1) erfiillt, falls Ay symmetrisch und positiv definit ist.

Lemma 3.7 Sei Ay € RVYN symmetrisch und positiv definit. Auflerdem sei Ao, durch
(3.5) beziiglich einer orthogonalen Matriz Oy gegeben. Dann ist der optimale Vorkon-
ditionierer MG = M$(Ay, Oy) symmetrisch und positiv definit.

Beweis: Die Symmetrie von M$ folgt aus der Definition von Aoy -

Aus (3.9) ist ersichtlich, da die Eigenwerte der Matrix M durch die Diagonalelemente
(ONANOY)kx (k=0,...,N —1) der Matrix Oy AyO’y gegeben sind. Da die Matrix
Ay positiv definit ist, ergibt sich

A YONANO)
0 < min M:wN;zéoN = min YnNUNEN NyN:y # oy
TN YnYn N

< €,(ONANOYy)e, = (ONANON)kr (K=0,...,N—1)
und somit die Behauptung. [

Im folgenden wollen wir erkliren, wie die optimalen trigonometrischen Vorkonditionie-
rer mit Hilfe des Galerkin—Verfahrens konstruiert werden. Wir beschrinken uns wieder
auf Vorkonditionierer beziiglich C'y. Die Konstruktion beziiglich der anderen trigono-
metrischen Matrizen verlduft analog.

Wir benutzen die Darstellung (3.10) von M mit der Basis {B} : k=0,... ,N — 1}
von A i (siehe [15, 51]):

B := (Cy)' diag(Uk(c]"))\5," C -

l
Dabei ist ¢}’ := cos Nﬂ Mit Uy bezeichnen wir das k-te Chebyshev-Polynom zweiter
Art (siehe (1.3)). AuBerdem sei {Bj :k=0,...,N — 1} mit

Bl = (CUY diag(Tu(e!)}' CH

1
= 5(5,]0\])_2 (stoep €}, + shank €},_,) (k=0,...,N—1) (3.11)

und e_; := oy eine weitere Basis von Ac{v" Dabei gilt der Zusammenhang

B, = Bl!=1, B! =2B],
BI' = B!, + 2B! (j=2,...,N-1), (3.12)
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wobei die letzte Gleichung aus der Rekursionsformel U; = U;_o + 2T} (j > 2) folgt.
Andererseits erhalten wir mit Hilfe der Darstellung (3.10), daf§

N-1
Mg = > o BY
k=0
mit
a=G'p", (3.13)

N-1

0’ IBII = (<AN7‘B]II>)

ist. Damit wir im Algorithmus 3.2 mit dem optimalen trigonometrischen Vorkonditionie-
rer M 2 schnell multiplizieren kénnen, ist derjenige Vektor d € RY mit der Eigenschaft

N-1
J=0

G = ((B},B))

Jrk=

MS = (CY) (diag d) C¥ (3.14)

gesucht. Falls o € RY bekannt ist, erhalten wir d durch

N-1 N—-1
diag d = Z o, C B (C) = Z oy, diag (Uk(clN));i;l
k=0 k=0
Mit Hilfe der Definition von Uj ergibt sich
N-1 4
do=)Y (k+1) oy, dy=— (k=1,...,N—1), (3.15)
=0 Sin N
(@) = Shor (1) (3.16)

Daraus ist erkennbar, daf fiir die Konstruktion von d aus den gegebenen Daten o nur
O(N log N) arithmetische Operationen nétig sind. Es soll nun gezeigt werden, wie wir
den Koeflizientenvektor o« effizient berechnen konnen.

N-1
7,k=0

(30—1 \

0 2 0 -1

-1 0 2 0 -1

Gl=_" S

-1 0 2 0 -1
-1 0 3 -2

3N-2
K -1 -2 7

Lemma 3.8 Fir G := ((BfI,BiI)) gilt

so dafl eine Matriz—Vektor-Multiplikation mit G™" in O(N) Rechenoperationen gebildet
werden kann.
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Beweis: Wir zeigen, da G™' G = Iy gilt. Fiir den (k,[)-ten Eintrag g, von G
erkennen wir

gy = (B, B[") = tr ((B{I)’ B?)
N-1
= > U(e) Ule])
=0

Dann erhalten wir fiir l =2,... ,N =3

N-1

29k0 — Gki—2 — Gkit2 = Z Uk(c)) (2Ui(e]") = Uralc}') — Uiya(c}')) -

§=0
Mit der Identitét
QUZ(IE) — Ul,g(x) — UH_Q(.Q?) = 4(1 — .’L’2) Ul(.’L')
und der Definition von U folgt fiir alle k =0,... , N—1und [l =2,... ,N — 3 dann

. (b+1)jm . (I+ Djr

20k0 — Gki—2 — kg2 = 4 ]Zl sin NS = 2N by .
Eine einfache Rechnung fiir die restlichen Félle [ = 0,1, N — 2, N — 1 vervollsténdigt
den Beweis. [

Lemma 3.9 Der Vektor B! kann aus den Daten

N-1

B' = ((An. B})),_, - (3.17)
in O(N) Additionen berechnet werden.
Beweis: Mit der Rekursionsformel (3.12) erhalten wir
=g, gl =260, B =6, +8} (k=2,...,N-1). (3.18)
und somit die Behauptung. [ |

Wir sind jetzt in der Lage, den optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer fiir be-
liebige Matrizen Ay € RM" in O(N?) Rechenoperationen zu berechnen. Dazu miissen
wir nur die Skalarprodukte (3.17) berechnen. Mit Hilfe von Lemma 3.9, der Formel
(3.13) und einer DST konnen wir den optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer
dann in O(N log N) Operationen berechnen. In Abschnitt 3.3 werden wir den optimalen
trigonometrischen Vorkonditionierer fiir Toeplitz—Matrizen in O(N log N) Operationen
berechnen. In Abschnitt 3.4 wird gezeigt, dafl wir den optimalen Vorkonditionierer
auch fiir die Losung der Normalgleichung A'A £ = A'b in O(M log M) Operatio-
nen berechnen kénnen. Dabei ist A € RMY mit M > N eine beliebige rechteckige
Toeplitz—Matrix.
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Bemerkung 3.10 In [54, 55| wird ein optimaler trigonometrischer Vorkonditionierer
fiir Matrizen Ay € RY", die durch Diskretisierung einer partiellen Differentialglei-
chung entstehen, berechnet. Unser Zugang erlaubt ebenfalls eine schnelle und einfache
Berechnung der Skalarprodukte (3.17) fiir derartige diinnbesetzte Matrizen und somit
eine einfache Berechnung des optimalen trigonometrischen Vorkonditionierers. O

Bemerkung 3.11 Wir kénnen &hnliche Ideen fiir die Konstruktion der optimalen tri-
gonometrischen Vorkonditionierer beziiglich C%', 8% _,, SN and S} nutzen. Fiir die

entsprechenden Basen von A, mit

B; = Ol diag(Ti(c)))25 ™" Ogim

1
= 5(6?)72 (stoep e}, + hank(u}, v})) ,

By = Oy, diag(Us(c)iZy™" Ogim
gilt, dafl
( 3 0 -1 \
0o 2 0 -1

1 -1 0 2 0 -1

G'l=_— . . .

i%e ) ) .
-1 0 2 0 -1

-1 0 a1 9

\ =1 g 93]

ist. Dabei sind die Gréflen K, g1, g2, g3, dim, ¢;, ur und v, entsprechend der gewéhlten
orthogonalen trigonometrischen Transformation Og;,, gemifl Tabelle 3.1 einzusetzen.

Oim G dim Uy Vg K gi | 92 g3
cl cos &t N €1 | €er_1 2N 3| —2 |82
Ccl | cos (22;)” N ep_1 | —ex_1 2N 110 1
S . | cos W N—-1| e |—€_|2N+2] 2| 0

val cos W N —€_1 | —€er_1 2N 3| 2 ?’]\]fv—_2
ST | cos (2@\})” N —er_1 | ep_1 2N 110 1

Tabelle 3.1: Groflen fiir die optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer
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Benutzen wir die Basis B; als Ansatzmatrizen fiir das Galerkin—Verfahren, so ist die

schnelle Konstruktion des optimalen Vorkonditionierers beziiglich C'y und S%" eben-
- . = N-1 . .

falls moglich. Man erkennt leicht, dafl G := ((B;, B£>)j,k:0 = 2N diag(2,1,...,1) gilt.

O

3.3 Vorkonditionierer fiir symmetrische Toeplitz—
Matrizen

Sei C'y, die Menge aller reellwertigen, stetigen 27—periodischen Funktionen. Fiir ¢ € Cy,
sei

ar = ag(p) : ! /7r o(t)e*dt (ke Z) (3.19)

:% o

der k—te Fourier-Koeffizient von . Sei T'y(p) € CVY (N > 1) die Toeplitz-Matrix mit
den Eintriagen a;_ (0 < j,k < N). Die Funktion ¢ wird erzeugende Funktion fir die
Folge von Toeplitz-Matrizen T y(¢) genannt. Da wir hier nur reellwertige Funktionen
¢ € Cyr betrachten, ist a_y = @, (k € Z). Somit sind die Matrizen T y(¢) hermitesche
Matrizen.

Das folgende Lemma gibt eine Beziehung zwischen ¢ € (5, und den Eigenwerten von
Tn(p) an. Wir bezeichnen mit

Pmin = min {o(t) : t € [-m, 7]}
das Minimum und mit

Omax ;= max {¢(t) : t € [-7, 7|}
das Maximum der Funktion ¢ € Cy,.

Lemma 3.12 (siehe [49], S. 64) Sei ¢ € Cy,. Fir alle Figenwerte \j(Tn(p)) (7 =
0,...,N —=1) von Tn(p) gilt

(TN (9)) € [Pmins Pmax] -

Insbesondere ist
||TN(90)||2 S ®max -

Falls @min > 0 ist, so ist T x(p) positiv definit fiir alle N € N.

Dieses Lemma wurde in [49], S. 63 — 65 bewiesen. Eine wichtige Konsequenz von [18]
ist, daf alle Matrizen T’y () positiv definit sind, falls ¢ € Cy,, wobei fiir alle t € [—7, 7]
gilt ¢(t) > 0 und fiir ein ¢y € [—m, 7] gilt ¢(¢y) > 0. Wir wollen hier einen allgemeineren
Satz beweisen.
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Satz 3.13 Sei o € Cy,; eine positive Funktion mit
Omin := Min {Q(t) T te [_7-‘—’71—]}7

Omax := max {p(t) : t € [—m,7|}.
und 0 < Omin < Omax < 00. Ferner seien ¢, € Cop nichtnegative Funktionen mit
o(t) = ¥(t)o(t), wobei ¥(ty) > 0 fiir ein ty € [—m, | gilt. Dann liegen alle Figenwerte
der Matriz TR () Tn(p) im offenen Intervall (omin, Omax)-

Beweis: Da Ty (1)) eine hermitesche, positiv definite Matrix [18] ist, gilt fiir den
Rayleigh—-Quotienten (siehe [42], S. 264) mit zy € Cy (z # on)

2y Ty () Ta(p) Ty (W) ey gy Tly) vy

Ty Uy Tn(¥) yn
N-1N-1

Z Z ak—1(P) YTk

k=0 (=0
N-1N-1

Z Z k-1 (V) Y17k

k=0 [=0

Nun gilt mit Formel (3.19) (siehe auch [49], S. 64)

N—-1N-1

Iy Tn(p) yy = Z Z ak—1(P) Uik

k=0 [=0

N-1
]. 4 i
- = / 1S e 2p(t) dt (3.20)
T k=0

Mit dem erweiterten Mittelwertsatz der Integralrechnung erhalten wir

Omin Uy TN (V) Yy < Uy Tn(9) Yy < Omax Uy TN (V) Yy -

Da T n(1) positiv definit ist, folgt wegen

2 Tr'* () Tn(p) Ty (4) an
CEINJIN

Omin < < Omax

die Behauptung. [ |

Das Lemma 3.12 kann in dhnlicher Weise mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes der

Integralrechnung gezeigt werden. Einen anderen Beweis von Satz 3.13 findet man in
[10].

Einer beliebigen reellwertigen, stetigen Funktion f :=1 — R (/ := [—1, 1]) ordnen wir
die Funktion ¢ := f(cos) : [0,7] = R zu. Wir setzen ¢ durch ¢(t) := f(cost) (t € R)
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auf R fort. Somit ist ¢ eine gerade, 2r—periodische Funktion. Mit C'(I) bezeichnen wir
den reellen Banach-Raum aller stetigen Funktionen f: I — R mit der Norm

[flloo := max {[f(x)| : = € I}.

In diesem Abschnitt wollen wir reellwertige, gerade Funktionen ¢ betrachten, so dafl
die Matrix T y(¢) reell und symmetrisch ist. Deshalb iibertragen wir die Theorie fiir die
stetigen 27m—periodischen Funktionen auf stetige Funktionen auf dem Intervall /. Fiir
feC() sei

alf] = %/ w(@) f(2) To(w)dz (k€ No)

1

mit dem Chebyshev-Gewicht w(z) := (1 — 2?)~Y/? (z € (—=1,1)) der k-te Chebyshev-
Koeffizient von f. Die Funktion f wird erzeugende Funktion fiir die Folge von symme-
trischen Toeplitz—Matrizen

To(f) = 5 stoeplalflyanlfl,- - ax (/)

genannt. Falls ¢ := f(cos) ist, besteht zwischen den Fourier—Koeffizienten von a(y)
und den Chebyshev-Koeffizienten ay[f] der Zusammenhang

2ak(p) = ax[f] (F€Ny).

Somit erzeugen die Funktionen ¢ = f(cos) und f die gleichen Toeplitz—Matrizen.
Die Chebyshev-Reihe von f lautet

> (er)® alf] T -

k=0
Die n—te Teilsumme S, f dieser Reihe heifit n—te Chebyshev—Summe. Es sei L2 (I) der
reelle Hilbert-Raum aller me3baren Funktionen f : 1 — R mit

/lw(ac) f@)2dz < oo

1

Das Skalarprodukt in L2 (I) lautet

1
() = [ wl)f@ate)de (g€ L)
Die zugehorige Norm von f € L2 (I) ist dann || f||2. := (f, f)}/?. Wie {iblich werden in
L2 (I) fast iiberall gleiche Funktionen identifiziert. In [93, 94] werden Toeplitz-Matrizen
betrachtet, die von quadratisch integrierbaren Funktionen erzeugt werden. Dies fiihrt
dann aber zu keiner superlinearen Konvergenz des PCG—Verfahrens. Deshalb fiithren
wir fiir jede positive Zahl s € R Teilrdume L7, () von L2 (I) durch

Ly, (1) = {f € L,(I) : |Ifll2w,s < 00}
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mit der Norm vom Sobolev—Typ

o 1/2
| fll2mw,s == (Z (1+k)* alc[f]z)

k=0

ein. Wir fassen einige Eigenschaften der Raume L, ,(I) in dem folgenden Satz zusam-
men.

Satz 3.14 (siehe [11]) Es gilt
(1) L, (1) = L, (D),
(ii) L3, (1) € L3, ,(I) mit || fll2we < (1 fll2w,s fiir f € L2, (1) im Fall0 <t <'s,
(iti) L2, (I) € C(I) fir s > 1/2.

Diese Aussagen werden wir im folgenden Abschnitt benutzen.

Das Lemma 3.12 und der Satz 3.13 lassen sich in einfacher Weise iibertragen. Im fol-
genden wollen wir wieder eine Beziehung zwischen f € C(I) und den Eigenwerten von
T n(f) angeben. Wir bezeichnen mit

fmin :=min {f(z) : z €I}
den kleinsten und mit

[max := max {f(il)‘) S I}
den groBten Funktionswert der Funktion f € C(I).

Lemma 3.15 Sei f € C(I). Fir alle Eigenwerte \;(Tn(f)) (j =0,...,N —1) von
Twn(f) gilt
AT (f)) € [fmins frmax] -
Insbesondere ist
[Tw(F)ll2 < fmax-

Im Fall frax > fumin > 0 ist Tn(f) positiv definit fiir alle N € N.

Beweis: Fiir ¢ := f(cos) € Cy, sind diese Aussagen in Lemma 3.12 angegeben. Da
2ar(p) = ag[f] ist, werden die gleichen Toeplitz—Matrizen erzeugt. Fiir fi, = 0 folgt
die Aussage von [18]. |

3.3.1 Strang—Typ—Vorkonditionierer

Strang [87] fithrte zuerst zirkulante Vorkonditionierer fiir Toeplitz—Matrizen Ty =

(t]-_k);-\”k_:lo € CMY ein. Fiir gerades N ist der zirkulante Strang—Vorkonditionierer durch

circ(to,t—1, ... ,t_ns2,tnj2—1,--- , 1)
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gegeben. Dieser einfache Vorkonditionierer kann von einer Fourier-Reihe abgeleitet wer-
den [34]. Im trigonometrischen Fall wollen wir dhnlich vorgehen. Wegweiser sind die
Diagonalisierungsaussagen (siehe Satz 1.4). Unser Ziel ist die Ubereinstimmung der
symmetrischen Toeplitz—Matrix T 5 mit dem Toeplitz—Anteil des Vorkonditionierers.
Dies werden wir im Lemma 3.16 zeigen. Wir werden die Strang-Typ—Vorkonditionierer
mit Hilfe der Chebyshev-Reihe definieren. Diese konnen wir in einfacher Weise dndern
und Vorkonditionierer in analoger Weise wie in [34] ableiten. Auch diese Vorkonditio-
nierer sind Matrizen aus der Algebra (3.5).

Die Strang—Typ—Vorkonditionierer von T n(f) beziiglich einer diskreten trigonometri-
schen Transformation sind wie folgt erklért:

DCT-I: M5 (Chs) = ByChy, diag (S f(c}))), ChiiRy,
DST-I: M$_((Sh_1) = Si_i Ry diag(Sy f(c}));, RnSh_.,
DCT-II: M3(CY) = (CY) diag (Sy f(c))),, C¥.
DST-1I: MS$(SY) = (SY) diag (Sy f(c;V))]N:1 S
DCT-IV: M3(CY) = CV diag(Sy f(&}.)_, CV,
DST-1V: M3(SY) = SV diag (Sn f()),, SV

Ein sogenannter Displacement-Zugang wurde kiirzlich in [62] gegeben. Fiir die DST-1
sind die Vorkonditionierer als 7—Vorkonditionierer bekannt (siehe z.B. [7, 12, 14]). Im
folgenden untersuchen wir nur den Vorkonditionierer beziiglich der DCT-II. Fiir die
anderen Vorkonditionierer ergeben sich analoge Aussagen.

Lemma 3.16 Sei f € L2(I) die erzeugende Funktion der symmetrischen Toeplitz—
Matriz Ty := £ stoep(aolf ], ailf],... ,an_1[f]) € RNY . Fiir den Strang—Typ—Vorkondi-
tionierer von TN qgilt

MR(CY) = Ty + Hy

mit H y := £ shank(a:[f], as[f], ... ,an-1[f],0). Die Eigenwerte des Vorkonditionierers
M3 (CY) sind durch

A (MS(CH) =8nf () (G=0,...,N—1)
gegeben. Insbesondere gilt fir f € C(I) mit f >0

1

IMY(Clz < fmax  und  [(MF(CK)) [z < i

(3.21)

Beweis: Fiir die N-te Chebyshev-Summe gilt

Snf= Z(€k)2 arlf] Tk
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und somit
N

Snf(el) = (er)* axlf]l Tu(c)) (=0,...,N).

k=0

Da f die erzeugende Funktion fiir die Toeplitz—Matrix T’y ist, gilt mit ay[f] :=0
(Snfej))ito = C (an[f)no - (3.22)
Nach Diagonalisierungssatz 1.4 (ii) folgt
(ciy diag(SNf(c;-v));y:_o1 Cl =Ty +Hy.

Da die Matrix C¥ orthogonal ist, kénnen wir die Eigenwerte von M®(C%) aus der
Diagonalmatrix ablesen. Unter Beachtung der Symmetrie von M%(C%) folgen die Un-
gleichungen (3.21). |

Satz 3.17 Fir eine Folge von symmetrischen Toeplitz—Matrizen T = %stoep aly
(N €N) und ay = (a)l-) € RN gelte

o0
Z ka, < oo.
k=1

Dann ezistieren fiir alle ¢ > 0 Indizes M € N und n € N (n > M), so daf$ fiir alle
N>n
Ty — M(CH=Wy+Vy

gilt, wobei W n eine Matriz mit Rang < 2M ist und ||V yl||2 < & gilt.

Beweis: Da

ITn = MF(CY)2 < 1Ty — MF(CY)llr

= ||shank(a,aq,... ,an_1,0)||F
N—1

= (2) ka)'?
k=0

gilt, existiert fiir ein hinreichend grofles NV ein Index M € N, so daf§
W n = shank(ay, as, ... ,a,0,...,0)
eine Matrix mit Rang < 2M und
V n = shank(0,...,0,ap41,--- ,an_1,0)

eine Matrix mit kleiner Spektralnorm ||V x| < € ist. |
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Folgerung 3.18 Wird die symmetrische Toeplitz—Matriz Tn(f) € RYY von einer po-

sitiven Funktion f € qu,l/z(l) erzeugt, so erfillt der Strang—Typ—Vorkonditionierer
M3(CY) fiir hinreichend grofe N die Eigenschaften (E1) — (E4). Ferner gilt dies
auch fir f € C(I) mit f > 0.

Beweis: Der StrangTyp-Vorkonditionierer ist nach Definition symmetrisch. Die Ei-
genwerte dieses Vorkonditionierers sind nach Lemma 3.16 durch die Funktionswer-
te der N—-ten Chebyshev—-Summe Sy f gegeben. Da die Chebyshev-Reihe sogar in
Li(I) > L, ,,(I) konvergiert (siehe Satz 3.14), sind fiir positive f alle Eigenwerte
positiv (swhe [76], Lemma 2.1). Aus den Eintréigen der Toeplitz-Matrix Ty kénnen
wir mit einer C Ir+1 den Vorkonditionierer M, (CY) in O(N log N) Operationen nach
der Formel (3.22) berechnen. Damit sind die Eigenschaften (E1) — (E3) erfiillt. Fiir die
Chebyshev-Koeffizienten a; := ag[f] von f € L2 | o) gilt

o0
Z (1+k)a; <oo.
k=0

Somit folgt die Eigenschaft (E4) aus den Sdtzen 3.17 und 3.4.

Diese Aussage ist auch fiir f € C(I) giiltig (siehe auch [35]). Dazu benutzen wir den
Approximationssatz von Weierstrafl. Zu f € C(I) existiert ein Polynom gy, € I, so
daB ||f — gmlleo < €/2 ist. Wir zeigen, daB fiir alle N > n > 2M gilt

Tn(f) — MJ(Tn(f),CN) =Wy +Vy,

wobei Wy eine Matrix mit Rang < 2M ist und |V |2 < € gilt. Dazu nutzen wir (siehe
auch [35])

Tn(f) — M3 (Tn(f),CN) = Tn(f—gu) — M3 (Tn(f — gu), CN)
+ Tn(gm) — M3 (Tn(9u),Cx) -

Da gjs ein Polynom hochstens vom Grade M ist, hat die Matrix
Wy =Tn(gu) — M3 (Tn(9u), CY)

einen Rang < 2M. Nun gilt nach Lemma 3.15, da [|Tx(f — gm)ll2 < |If — 9utlloo,
und nach Formel (3.21), daB ||M3(Tx(f — gm), Ci)ll2 < If — garloo- Somit gilt fiir
Vi =Tn(f = gu) = M3 (Tn(f = gu), Cy), daB [V yla < € ist. =

Analoge Aussagen gelten fiir die anderen trigonometrischen Vorkonditionierer.

Bemerkung 3.19 Die Definition der Strang—Typ—Vorkonditionierer kann man analog
zu [34] dndern. Wir erhalten dann Vorkonditionierer, die auf verschiedenen Kernen
der Approximationstheorie basieren. In Abschnitt 3.2 behandelten wir die optimalen
trigonometrischen Vorkonditionierer. Fiir symmetrische Toeplitz—Matrizen werden wir
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die optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer in Abschnitt 3.3.2 betrachten. Fiir
die optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer beziiglich Cy" und S% erhalten wir
— wie im zirkulanten Fall — die Aussage, dafl sich diese Vorkonditionierer mit Hilfe der
Fejér-Kerne (siehe [79]) beschreiben lassen. Es gilt

N_1 N—1
Mg(C’{VV) = C?\TV diag ( Sk f( 0214-1 ) Cfvv )
j=0

N_1 N-1
M%(vav) = vavdiag( Sk f( 02]4-1 ) vav-
§=0

Um diese Formeln zu beweisen, ist es lediglich notig, die Koeffizienten von (3.10) mit
den Basis-Matrizen By (CY ) zu berechnen. In diesem Fall ist die Galerkin—Matrix G
eine Diagonalmatrix (siche Bemerkung 3.11). O

Im folgenden wollen wir den wichtigen Fall betrachten, daf§ f > 0 Nullstellen hat. In
diesem Fall gilt cond(T x(f)) — oo fiir N — oo. Da die bekannten zirkulanten Vor-
konditionierer in diesen Fillen keine guten Ergebisse liefern (siehe z.B. [83]), wurden
Band-Toeplitz—Vorkonditionierer (siehe [18, 33, 7, 83]) bzw. Toeplitz—Vorkonditionierer
(siehe [26]) vorgeschlagen. Wir wollen uns hier auf Vorkonditionierer aus der Algebra
(3.5) beschrinken, weil in diesem Fall das PCG-Verfahren in jedem Schritt nur N
Multiplikationen mehr als das CG—Verfahren benétigt (siehe Abschnitt 3.3.3). Fiir er-
zeugende Funktionen mit Nullstellen ist der Strang-Typ-Vorkonditionierer oft nicht
positiv definit, d.h., in der Diagonalmatrix des Vorkonditionierers haben wir negative
Eintrége. In vielen Anwendungen ist die erzeugende Funktion explizit bekannt. Dies ist
eine Voraussetzung fiir die Konstruktion der Vorkonditionierer in [18, 33, 7, 83]. Wir
definieren deshalb vereinfachte Strang—Typ—Vorkonditionierer durch

Mi(f,SK) = (SKY ding (£(c), S¥ -
MA(1.C) = (O diag (1)) €U 529
Dabei ist wieder f(x) = ¢(arccos z) (x € [—1,1]), d.h., in der Diagonalmatrix stehen
nicht Funktionswerte der N-ten Chebyshev—Summe, sondern die Funktionswerte der
erzeugenden Funktion. Im Fall f > 0 ist der Vorkonditionierer symmetrisch und po-
sitiv semidefinit. Im Fall f(c)) > 0 fiir j = 1,..., N ist M y(f, S}) positiv definit.
Im Fall f(c¥) > 0 fiir j = 0,...,N — 1 ist My(f,CY) positiv definit. In [76] ha-
ben wir fiir hermitische Matrizen Vorkonditionierer fiir schlecht kondtionierte Matrizen
aus der Formel (3.20) unter Nutzung der Trapez-Regel hergeleitet. Fiir die symmetri-
schen Matrizen erhalten wir Formel (3.23). Solche Vorkonditionierer wurden kiirzlich
auch unabhéngig in [61] fiir die DST-I vorgeschlagen. Die vereinfachten Strang-Typ—
Vorkonditionierer beziiglich der anderen Transformationen kénnen wir in analoger Weise
definieren. Wir sind erstmals in der Lage, fiir diese Vorkonditionierer die Eigenschaften
(E1) — (E4) zu beweisen. Falls f ein trigonometrisches Polynom vom Grade kleiner N
ist, gilt M (Oy) = My(f, On), wobei Oy eine trigonometrische Matrix ist.
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Lemma 3.20 Fulls f € C(I) mit f > 0 ist, so erfillt der vereinfachte Strang—Typ—
Vorkonditionierer die Eigenschaften (E1) — (E4).

Beweis: Mit dem Approximationssatz von Weierstrafl folgt in analoger Weise wie im
Beweis von Folgerung 3.18 die Behauptung. [ |

Im folgenden betrachten wir nur Funktionen f € C([), die in x = 1 eine Nullstelle
ganzzahliger Vielfachheit haben und sonst f(z) > 0 (z € [-1,1)) gilt. Wir setzen
M y(f) = My(f, SY). Falls die erzeugende Funktion ¢ € Cy, endlich viele Nullstellen
gerader Ordnung hat, siehe [76].

Satz 3.21 Sei s € N. Ferner sei f € C(I) mit f(z) > 0 fir x € [-1,1) und f(1) =0
gegeben, wobei x = 1 eine s—fache Nullstelle von f ist. Ist f die erzeugende Funktion
der symmetrischen Toeplitz—Matriz T n(f), dann ist die Anzahl der Iterationschritte,
die das PCG—Verfahren mit dem Vorkonditionierer M n(f) bei dem Toeplitz—System

Tn(f)m = b

fiir eine vorgegebene Genauigkeit bendtigt, unabhdingig von N.

Beweis: Wir bezeichnen mit Ry (m) eine beliebige (N, N)-Matrix vom Rang m. Nach
Voraussetzung kénnen wir die Funktion f in der Form

f(x) =ps(z) r(z) (zel)

mit dem Polynom p,(z) = (1 — x)* darstellen. Fiir r = const ist die Aussage trivial.
Deshalb seien 7yin := min{r(x) : = € I} und ryay := max{r(z) : = € I} Konstanten
mit der Ungleichung 0 < 7pin < Tmax < 00. Wir werden nun zeigen, dal N — 2s
Eigenwerte von (M y(f))'Tx(f) im Intervall (Zmin Imax) Jiggen. Dazu betrachten wir

Tmax’ Tmin

den Rayleigh-Quotienten (siehe auch [9]) fiir zy # on

ey Tn(f)ey _ @y Tn(f) ey xy Tn(ps) zy
xy My(f)zn 2y Tn(ps) Tv 'y Mny(f) oy

Nach Voraussetzung ist Ty (ps) eine Bandmatrix der Bandbreite 2s + 1. Somit 148t sich
die Toeplitz—Matrix Ty (p;) in der Form

Tn(ps) = My(ps) + Ry(2s)

schreiben. Die symmetrische Matrix Ry(2s) kann in der Form
Ry(2s) = Qv D}, Qy + Qv Dy Qn = Ry(s1)) + Ry(25—s51) (3.25)

dargestellt werden. Dabei ist Q eine orthogonale Matrix und D} und DY sind Diago-
nalmatrizen, die die s; positiven bzw. 2s — s; negativen Eigenwerte der Matrix Ry (2s)
als FEintrige enthalten. Setzen wir nun

zy Tn(f) N
x’y Tn(ps) Tn

(3.24)

wlN MN(ps) TN
xy My(f) ey’

a(xy) = , m(xy) =
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so erhalten wir mit (3.24) und (3.25)

ey Tn(f)zN 'y Ry(s1) xn 'y Ry(2s — s1) xy
zy My(f)zn zy My(f)zn zy My(f)zn

Mit Satz 3.13 und nach Konstruktion von M y folgt fiir alle zy € RY (zy # oy), daB

=a(xn) m(zn)+a(zy) +a(zy)

1 1
a'(wN) € [rminarmax] ’ m(wN) € [—a
Tmax T'min

]

ist. Da fiir alle zy € RY (zy # oy)

'y Ry(s1) xn >0 zy Ry(2s — s1) <0
xy My(fley — zy My(f)zy  —

gilt, erhalten wir

v Tn(f)zy < Tmax N 'y [Fmax BN (51) + Tmin BN (25 — $1)] &N
a:I]VMN(f)wN "~ Tmin :E’NMN(f)wN

und damit

m?\f [TN(f) - (TmaXRN(Sl) + TminRN(QS - 81))] N < Tmax
mINMN(f)mN _T.min‘

Die Matrix maxRn(51) + "min BN (25 — s1) hat wieder s; positive und 2s — s; negati-
ve Eigenwerte. Somit folgt aus den Eigenschaften des Rayleigh-Quotienten und nach
dem Verflechtungssatz von Weyl (siehe [56], S. 184), dafi hochstens s; Eigenwerte von
M y(f)T'Twn(f) grofer als tme= sind. Ahnlich erhalten wir

vy [Tn(f) — (rminBRN(51) + Tmax BN (25 — 51))] TN 5 Tmin

CBINMN(f) N T Tmax ‘

Somit sind héchstens 2s — s; Eigenwerte von M n(f)'Tn(f) kleiner als p2in - Damit
liegen nur 2s Eigenwerte von (M y(f))™'"Tn(f) auBerhalb des Intervalls (jmin, fmax),

Nach Satz 3.5 ist — unabhéingig von N — nur eine beschrinkte Anzahl von Iterationen
fiir das PCG—Verfahren bei vorgegebener Genauigkeit notwendig. |

Erstmals nutzte R. Chan (siehe [18]) Band—Toeplitz—Matrizen By als Vorkonditionie-
rer fiir Toeplitz—Matrizen Ty (¢), falls ¢ € Cy,, wobei ¢(ty) > 0 fiir ein ¢y € [—7, 7]
gilt und o(t) > 0 fiir alle ¢t € [—m, 7] gilt. Dabei wurde gezeigt, dafl alle Eigenwerte von
B]_VIT N 1n einem beschréankten Intervall — unabhéngig von N — liegen. Diese Methode
wurde dann in [10, 33, 83, 73] verallgemeinert und weiterentwickelt.

Im folgenden werden wir zeigen, daf§ die Eigenwerte von M y(f)™'T y(f) sogar um 1 ge-
clustert sind. Diese fiithrt zu besseren numerischen Ergebnissen (siehe Abschnitt 3.3.3).
Auflerdem bendtigt der vereinfachte Strang—Typ-Vorkonditionierer keine zusitzlichen
diskreten trigonometrischen Transformationen (siehe Bemerkung 3.29).
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Satz 3.22 Sei s € N. Ferner sei f € C(I) mit f(z) > 0 fir x € [-1,1) und f(1) =0
gegeben, wobei x = 1 eine s—fache Nullstelle von f ist. Ist f die erzeugende Funktion
der symmetrischen Toeplitz—Matriz T x(f), dann besitzt der vereinfachte Strang—Typ—
Vorkonditionierer M n(f) die Eigenschaften (E1) — (E4).

Beweis: Die Eigenschaften (E1) — (E3) sind erfiillt, da f(cj-v) >0(j=1,...,N)und
My(f) € Agy. Damit bleibt zu zeigen, daff die Eigenwerte von M y(f)™'Ty um 1
geclustert sind. Es sei N hinreichend grofi gewéhlt. Nach Voraussetzung ist r = f/p;
eine stetige positive Funktion. Wir benutzen den Approximationssatz von Weierstraf,
so daf} fiir beliebiges € > 0 ein Polynom ¢, € II,, mit

1 1
qn(x) — 5 E7min < r(z) < gulx) + 5 E7min (x €l (3.26)

existiert. Da ps(z) > 0 ist, gilt

Qn(x) ps(w) - %‘Srminps(x) < f(w) < Qn(w) ps($) + %5rminps(m) (m € I) .

(3.27)

Aus der rechten Ungleichung erhalten wir mit Formel (3.20)

1
eNTrn(f)ey < €y Tn(gnps) Ty + §6rminw’NTN(ps) Ty -

Da die Matrix M y(f) positiv definit ist, folgt fiir alle zy € RY (zy # o)

ey Tn(fley o @y Tn(g.ps) TN Ll zy Tn(ps) Tn
ey My(fley —  xy My(f)zn 2 "aly My(f)en

Wiederum bezeichne Ry (m) eine (NN, N)-Matrix vom Rang m. Da sich die Band-
Toeplitz—Matrix T y(p;) in der Form

Tn(ps) = My(ps) + Ry (29) (3.29)
darstellen 148t, gilt mit einem Ergebnis von Benedetto [8]

Tn(gnps) = Tn(gn) Tn(ps) + Rn(2n+ 2s)

(3.28)

die folgende Formel

= Mny(¢,) My(ps) + Ry(m) . (3.30)

Dabei ist Ry(m) eine symmetrische Matrix mit Rang m < 4n + 4s + min{2n, 2s}.
Substituieren wir (3.29) und (3.30) in (3.28), so erhalten wir

ey Tn(fley  _ @y My(g) My(ps) Ty | @y Ry(m)zy
zy My(f)zy — z'y My(f)zy zy My(f)xn
1 $IN MN(ps) Iy 1 §B’N RN(QS) N

+ = €T min — ETmin .
2 :n’]VMN(f)wN 2 :B’NMN(f)ch
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Da ,
z'y M n(ps) zn < 1
y My(f)Ty ~ Tmin
folgt
ey [Tn(f) = By(m)]xy _ y My(gn) Mn(ps) 2y L
'y My(f)xy - 'y My(f)xn 2
mit m < m + 2s. Setzen wir nun yy = My(p,)'/?xy und nutzen die Identitit
My(f) = My(r) M y(ps), so folgt
Ty [TJ\If(f)_RN(m)] TN < Yy My (g:) yn n 16. (3.31)
xy My(f)zy Yy Mn(r)yy 2

SchlieBlich bekommen wir mit (3.26) und der Definition von My fiir alle y, € RY
(yn # on) die Ungleichung

1

Yy My(g)yy < Yy My(r)yy + 5 Tmin YnYn -

/!
1
YvYn < ist, ergibt sich

Da nun 0 <
le MN (T) yN Tmin

ynN' MN(Qn) Yn
Yy Mny(r)yy

< 1+ L
—€.
2

Nutzen wir diese Ungleichung in (3.31), so erhalten wir

<1+ €.

In analoger Weise folgt aus der linken Ungleichung von (3.27)

z'y [Tn(f) — Ry(m)] N

1 €
xy My (f) TN N
Somit sind héchstens 7 Eigenwerte von M y(f)™'T n(f) nicht in [1 —¢, 1+¢] enthalten
und die Eigenschaft (E4) ist gezeigt. [

In Abschnitt 3.3.3 werden wir in numerischen Tests diese Vorkonditionierer vergleichen.
Auflerdem werden wir die Effizienz der vereinfachten Strang—Typ—Vorkonditionierer
auch im Block—Fall verdeutlichen (siehe [76]).

3.3.2 Optimale trigonometrische Vorkonditionierer

Die Konstruktion des optimalen trigonometrischen Vorkonditionierers fiir beliebige Ma-
trizen Ay € RM¥ haben wir ausfiihrlich in Abschnitt 3.2 beschrieben. Dieser Zugang
soll nun auf symmetrische Toeplitz—Matrizen angewendet werden. Fiir symmetrische
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Toeplitz—Matrizen wurden die optimalen Vorkonditionierer beziiglich der Sinus-Matrix
ST, in [14, 31] untersucht. In [14] wurden die Matrizen angegeben, welche durch
Ch.1,CY bzw. SY diagonalisiert werden. Diese Idee wurde in [20] genutzt, um den
optimalen Vorkonditionierer fiir die DCT-II zu berechnen. Unser neuer, allgemeiner
Zugang fiir die optimale Vorkonditionierung erlaubt eine sehr einfache Berechnung
beziiglich aller trigonometrischen Matrizen. Dies soll im folgenden erklirt werden.

Um den optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer zu berechnen, miissen wir den
Vektor d € RY in (3.14) berechnen. Dies ist mit einer DST-I(N — 1) aus o € RY
moglich (siehe (3.15) und (3.16)). Deshalb brauchen wir im folgenden Satz nur die
Berechnung des Vektors o = () ' € RY angeben.

Satz 3.23 Sei Ty = stoep(to,t1,.--,tn_1) € RYN. Der optimale trigonometrische
Vorkonditionierer M$, = M y(Ty, CY) beziiglich der DCT-1I kann mit einer DST-1
aus den Daten

1 _ . .
o = H((N=5)tj = 21 = (N=j=2tjse) (j=0,...,N=2)
N-2
2 3N —2
aN—_1 = _N2 E ktk + N2 tN—l .
k=0

mit Hilfe der Formeln (3.15) und (3.16) berechnet werden.

Beweis: Wir berechnen zunichst die Daten

N-1
=0

B' = ((Tw,B}))
(siehe (3.17)). Die Basis By, ist durch (3.11) gegeben. Also gilt

8] = (Tn,B}) = (Ty,stoepe}) + (Ty,shanke] ;) (j=0,...,N—1).

Unter Beachtung der Definition des Skalarproduktes (3.6) erkennen wir

= 2(]) )N -5t (G=0,...,.N—-1),
= 2,
= 4t1;

= (TN,shankej> + 4tj (]ZQ, ,N—l) .

(T v, stoep e;)
(T n, shank eg)
(T n,shank e;)
(T'v,shank e;_o)

Benutzen wir nun Lemma 3.9, so erhalten wir die Daten (3] );-V:_Ol. Anschliefilend folgt
mit Lemma 3.8 und (3.13) die Behauptung. |



64

Bemerkung 3.24 Fiir die optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer beziiglich
ct, 8% _., S bzw. S erhalten wir folgenden Vektor o = (O{j);—vz_ol € RV:
Fiir den optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer beziiglich DCT-IV(N) gilt

a; = ((N_j)tj_(N_j_2)tj+2) (j:O:"'aN_2):

—1

2§2|"‘

aN—1 =

Fiir den optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer beziiglich DST-I(N — 1) gilt

(N -3)
oy = to - N tQa
1 . . .
ap = = (N+1=9)t; = (N=j=3t;2) (G=1,...,N=3),
3tn—2
aN—2 = N

Fiir den optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer beziiglich DST-II(N) gilt

1 ) ) .
N-2
2 3N -2
anN_1 = N2 E (—1)k+1+thk -+ N2 tN—l .
k=0

Fiir den optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer beziiglich DST-IV(N — 1) gilt

0 = v (N=ity = (N=j=Dt5) (i=0,...,N~2),

tN—1

N

aN-_1 =

Mit Hilfe von Bemerkung 3.11 kénnen wir die Diagonalmatrix (3.9) des entsprechenden
Vorkonditionierers bestimmen. O

Satz 3.25 Fir die Folge von symmetrischen Toeplitz—Matrizen Ty = stoepa’y (N €

N—1
o0
Z ka, < oo.
k=1

N) mit ay = (ax),—, gelte
Dann existieren fiir alle ¢ > 0 Indizes M € N und n € N (n > M), so daf fiir alle
N>n

Ty — M$(TyN,C) =Wy +Vy

gilt, wobei W n eine Matriz mit Rang < 2M ist und ||V |2 < & gilt.



65

Beweis: Es gilt

Ty - M =Ty — M3 + MS — M .
Da sich der Strang-Typ-Vorkonditionierer durch C¥ diagonalisieren l:it, erhalten wir
mit der Eigenschaft (3.9)

My - My = —(Cy) (8(Cy(Ty — M3)(Cy))) Cy -
Nach Satz 3.17 ergibt sich
Ty-M3 = Wy+Vy — (CY) (J(CYyWnN(CY))) Cx
— (CV) (8(CyVN(CY))) Cx

mit der Matrix Wy := (wj,k)fk_:lo und wj, =0 fiir M < j+k <2N —2— M aus Satz
3.17. Nun gilt

ICNS((CR)VNCY)(CN)ll2 = [I6(Cx)'VNCY)ll2
< HCN)VNCNl =Vl <e/2.

N-1
Mit w:= ) |wjy| folgt dann die Abschétzung
0

J,k=
2+ )7 n(2k + 1)m
o(CEW (CH))|, < e ]kzo w]kcos oy o0 oN |
< 2w/N <¢/2

fiir N > 4w/e. Beachten wir, daf§ fiir festes M der Wert w nicht von N abhiingt, so
erhalten wir die Behauptung. |

Folgerung 3.26 Fulls die Folge der symmetrischen Toeplitz—Matrizen

1

Ty := §(a|j—k\[f])§\,lk_:lo (N €N)

von einer positiven Funktion f € L?UMQ(I) erzeugt wird, so erfillt der optimale trigono-

metrische Vorkonditionierer M (T, CY) die Eigenschaften (E1) — (E4). Ferner gilt
dies auch fir f € C(I) mit f > 0.

Beweis: Die Eigenschaft (E1) ist nach Lemma 3.7 erfiillt. Aus den Eintrigen der
Toeplitz-Matrix Ty kénnen wir nach Satz 3.23 den Vorkonditionierer M (T'y, CY) in
O(Nlog N) Operationen berechnen. Damit sind die Eigenschaften (E2) — (E3) erfiillt.
Fiir die Chebyshev-Koeffizienten aj := a;[f] von f € L2 /o(I) gilt nach Definition

o0
Z (1+k)a; <oo.
k=0
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Somit folgt die Eigenschaft (E4) aus dem Satz 3.25 und Satz 3.4. Analoges Vorgehen
wie in Folgerung 3.18 zeigt, dafl diese Aussagen auch fiir f € C([) giiltig sind. Dies
wurde in [31] fiir den Vorkonditionierer M$_,(T'x_1, S _,) bewiesen. |

Bemerkung 3.27 Falls die symmetrische Toeplitz—Matrix T 5 indefinit ist, d.h., die
erzeugende Funktion f hat positive und negative Funktionswerte, dann kénnen wir die
hier beschriebenen Algorithmen und Vorkonditionierer nicht anwenden. In diesem Fall
gehen wir zu der Normalgleichung iiber (siehe Abschnitt 3.4 und Beispiel auf S. 81).
Folgende andere Losungsmoglichkeit bietet sich fiir diese Klasse von Matrizen an. Man
nutzt eine Verallgemeinerung des CG—Verfahrens, um indefinite Probleme zu 16sen (z.B.
SYMMLQ oder MINRES, siehe [47], S. 166 ff). Ein offenes Problem ist die Entwicklung
spezieller Vorkonditionierer fiir diese Verfahren. ]

Bemerkung 3.28 Fiir diinnbesetzte Matrizen Ay € RM? sind approximative Vor-

konditionierer bekannt [2]. Dazu ist ein Vorkonditionierer M y mit zusétzlichen Forde-
rungen gesucht, so da ||[Iy — M y Ay||r minimal wird. E. Tyrtyshnikov berechnete fiir
Toeplitz—Matrizen Ty in [92] die nichtsingulére, zirkulante Matrix M y, fiir die

| Iy — MyTy|r = min{|[Iy — ByTn||r: By € Ay, , By reguliir}

gilt. Diese Matrix M y wird superoptimaler zirkulanter Vorkonditionierer von Ty ge-
nannt. Wir definieren analog die superoptimalen trigonometrischen Vorkonditionierer.
Fiir eine gegebene Matrix Ay € RV wird eine Matrix M y(Ay, Oy) € RVY super-
optimaler trigonometrischer Vorkonditionierer von Ay in A, genannt, wenn (siche
[92])

HIN — MN(ANaON)ANHF = mln{HIN _BNANHF : BN € ‘AON’BN reguliir}

gilt. In [23] wurde fiir zirkulante Vorkonditionierer gezeigt, dafl die Eigenwerte der Ma-
trix M yTy um 1 geclustert sind. Der superoptimale Vorkonditionierer 148t sich leicht
berechnen, wenn man den optimalen Vorkonditionierer fiir die Matrizen T'yT x und Ty
berechnen kann. Die Ergebnisse aus [22, 89] lassen sich in einfacher Weise auf Matri-
zen iibertragen, die von einer trigonometrischen Matrix diagonalisiert werden kénnen.
Auch im trigonometrischen Fall kann man aus M (T'y Ty, Oy) und aus M (T, Oy)
den superoptimalen trigonometrischen Vorkonditionierer konstruieren. Die schnelle Be-
rechnung von M §(T'yTy,Oy) werden wir in Abschnitt 3.4.2 betrachten. Da man oft
nicht weif}, wie ,gut“ die Clusterung bei den Vorkonditionierern ausfillt, ist man auf
numerische Tests angewiesen (siehe [90]). Die numerischen Ergebnisse des superoptima-
len zirkulanten Vorkonditionierers zeigen, dafl dieser oft schlechtere Ergebnisse als die
zirkulanten Strang—Vorkonditionierer bzw. die optimalen zirkulanten Vorkonditionierer
[88] liefert. Fiir die superoptimalen trigonometrischen Vorkonditionierer kénnen wir die-
se Beobachtung bestétigen. Deshalb wollen wir die Ergebnisse auch nicht iibertragen,
sondern nur numerische Testergebnisse angeben (siehe Abschnitt 3.3.3). O
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3.3.3 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir die Strang—Typ—Vorkonditionierer, die optimalen trigo-
nometrischen Vorkonditionierer und die superoptimalen trigonometrischen Vorkonditio-
nierer an verschiedenen Beispielen testen. Wir benutzen die Vorkonditionierer beziiglich
cy,cy ., S baw. 84 . Die schnelle Berechnung der Vorkonditionierer und des PCG—
Verfahrens wurden in MATLAB auf einer Sun SPARCstation 20 implementiert und
getestet. Die schnellen trigonometrischen Transformationen wurden von G. Baszenski
in C implementiert [4]. Mit Hilfe des cmex—Programms kénnen wir diese Programme
von MATLAB aus starten. Somit ist eine schnelle Berechnung der trigonometrischen
Transformationen in MATLAB moglich.

Um die Anzahl der trigonometrischen Transformationen in jedem PCG—Schritt zu re-
duzieren, gehen wir dhnlich wie in [60] vor. Wir zerlegen die Toeplitz—Matrix mit Hilfe
der diskreten trigonometrischen Transformation, welche wir fiir den Vorkonditionierer
benutzen. Dies wird am Beispiel der Vorkonditionierung mit der DCT-IT verdeutlicht.
Mit dem PCG—Verfahren haben wir das lineare Gleichungssystem

My Ty zy = My by (3.32)

zu 16sen. Dabei ist Ty eine symmetrische Toeplitz—Matrix und M y ein trigonometri-
scher Vorkonditionierer, der durch eine DCT-II diagonalisiert werden kann, d.h.

My = (C%),D C{VI’

My = (Cy)D Cy
mit einer Diagonalmatrix D. Fiir die symmetrische Toeplitz—Matrix T 5 benutzen wir
die Zerlegung (siehe Satz 1.4 (ii))

Ty =(CN)ECY + (SN)VE Sy

mit Diagonalmatrizen E und E. Somit wiirden wir in jedem PCG—Schritt 6 diskrete
trigonometrische Transformationen bendtigen. Wir ersetzen (3.32) durch

(CYMy Tn(CY)) (Cy zy) = Cy My by .
Mit der Darstellung des Vorkonditionierers und der Toeplitz—Matrix erhalten wir das
lineare Gleichungssystem

D' (E + CY(SY) ESY (CY)) yy = by (3.33)

mit ¥ := CY xy und by := CY M} by. Die Matrizen in (3.32) und (3.33) haben die
gleichen Eigenwerte. Wir wenden also das PCG—Verfahren mit dem Vorkonditionierer
D auf die Matrix Cy T x(CY)" an.

Bemerkung 3.29 Verwenden wir fiir die symmetrischen Toeplitz—Matrizen T' 5 €
RMY (N € N) Zerlegungen mit den gleichen trigonometrischen Matrizen Oy, so braucht
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das PCG-Verfahren mit dem Vorkonditionierer O’y DOy nur N Multiplikationen mehr
als das CG—Verfahren. Es sind dadurch in jedem PCG—Schritt 4 diskrete trigonome-
trische Transformationen (8 N log N +O(N) arithmetische Operationen) nétig. Arbeitet
man dagegen mit der DFT fiir reelle Eingabedaten, so sind 10N log N + O(N) arith-
metische Operationen notwendig (siehe [60]). Aus diesem Grunde bevorzugen wir die
diskreten trigonometrischen Transformationen. O

Als Transformationslinge wihlen wir N = 2". Die rechte Seite by von (3.32) ist der
Vektor, der N Einsen enthélt. Das PCG—Verfahren starten wir mit dem Nullvektor.
Die Iteration wird abgebrochen, wenn ||70)||5/||7(®]|s < 1077 gilt. Dabei bezeichnet )
den Residuumvektor nach j Iterationen.

In den Tabellen im Anhang tragen wir in der zweiten Spalte die Anzahl der Itera-
tionen ein, die das CG—Verfahren benétigt. Die 3. — 6. Spalten bzw. 7. — 10. Spalten
geben die Anzahl der Iterationen an, die das PCG—Verfahren mit einem Strang-Typ—
Vorkonditionierer bzw. einen optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer beziiglich
der jeweiligen diskreten trigonometrischen Transformation benétigt. Die letzten vier
Spalten geben die Anzahl der Iterationen an, die das PCG—Verfahren bei Benutzung
eines superoptimalen trigonometrischen Vorkonditionierers braucht.

Beispiel (i): Wir benutzen zunichst die erzeugende Funktion f(z) := z* + 1 (z €
[—1,1]), um symmetrische Toeplitz—Matrizen Ty zu definieren. In diesem Fall sind die
Chebyshev—Koeffizienten durch die Darstellung

1 1 11

gegeben. Nach Lemma 3.15 gilt fiir die Eigenwerte A\; der Matrix T' 5 die Ungleichung
1 < X(Twn(f)) < 2. Wir konnen nach Satz 3.5 eine obere Schranke fiir die Anzahl
der notigen Iterationen berechnen, um diese Toeplitz—Systeme ohne Vorkonditionierer
zu l6sen. Fiira = 1,0 =2,p =0,¢g = 0 und 7 = 1077 erhalten wir 10 Iterationen.
Die Anzahl der Iterationen fiir verschiedene Vorkonditionierer haben wir in Tabelle 3.2
angegeben. Wir betrachten zwei weitere Beispiele aus der Literatur.

Beispiel (ii): Die Eintrége der Toeplitz—Matrix sind durch ¢, = 1/(k+1) (k =0,... ,2"—
1) (siehe [14] und Tabelle 3.3) gegeben. In diesem Fall sind die Voraussetzungen von

Satz 3.17 und Satz 3.25 nicht erfiillt, denn Z kt; divergiert.

k=1
Beispiel (iii): Die erzeugende Funktion ¢ ist durch ¢(t) =t*+1 (¢t € [-m,7|) gegeben
(siehe [28, 31] und Tabelle 3.4). Nach Satz 3.5 sind maximal 84 Iterationen nétig, um
die geforderte Genauigkeit zu erhalten.

Aus vielen weiteren numerischen Beispielen mit Matrizen aus [14, 31, 88, 90, 92] ergeben
sich folgende Beobachtungen:
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1. Unter den Voraussetzungen von Folgerung 3.18 und Folgerung 3.26 konvergiert
das PCG—Verfahren mit dem Strang-Typ—Vorkonditionierer, mit dem optimalen
trigonometrischen Vorkonditionierer und mit dem superoptimalen trigonometri-
schen Vorkonditionierer superlinear.

2. In allen Fillen liefert ein trigonometrischer Vorkonditionierer in weniger Schrit-
ten ein gleich gutes Ergebnis wie ein zirkulanter Vorkonditionierer. Da die arith-
metische Komplexitdt mit einer diskreten trigonometrischen Transformation ge-
ringer als bei einer DFT mit reellen Eingabedaten (siche Bemerkung 1.6 und
Gleichung (3.33)) ist, sind diese Vorkonditionierer fiir reelle Toeplitz—Matrizen
vorzuziehen.

3. In allen getesteten Beispielen liefern die superoptimalen trigonometrischen Vor-
konditionierer keine besseren Ergebnisse als die Strang—Typ—Vorkonditionierer
oder die optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer. Wir betrachten sie des-
halb in den weiteren Beispielen nicht mehr. Dies wurde fiir den superoptimalen
zirkulanten Vorkonditionierer bereits in [88] beobachtet.

Es ist bekannt, daf} trigonometrische Vorkonditionierer auch dann gute Ergebnisse lie-
fern, wenn die erzeugende Funktion f > 0 Nullstellen hat [8]. In den folgenden 3 Bei-
spielen untersuchen wir Toeplitz—Bandmatrizen. In diesen Féillen sind die vereinfachten
Strang—Typ— und die Strang—Typ—Vorkonditionierer identisch.

Beispiel (iv): Zunéichst sei f(z) := (z? +1)(1 — z) (z € [-1,1]) die erzeugende Funk-
tion fiir die Folge von symmetrischen Toeplitz—Matrizen. Die Chebyshev-Koeffizienten
konnen wir wieder explizit berechnen. Tabelle 3.5 zeigt die Anzahl der Iterationen, um
T'by mit der geforderten Genauigkeit zu berechnen. Diese Toeplitz—Matrizen sind
Bandmatrizen mit der Bandbreite 6. Es ist klar, daf§ der Strang—Typ—Vorkonditionierer
beziiglich DCTII fiir diese Funktion nicht invertierbar ist, weil f(1) = Syf(1) = 0
(N > 4) gilt. In diesem Fall liefert der optimale trigonometrische Vorkonditionierer
MG (CY) schlechtere Ergebnisse als M (S% ). Die besten Ergebnisse erhalten wir mit
dem Strang-Typ-Vorkonditionierer M3 (S4).

Beispiel (v): Sei nun f(z) := (22 +1)(1 + z) (z € [-1,1]) die erzeugende Funktion fiir
die Folge von symmetrischen Toeplitz—Matrizen. In diesem Fall kénnen wir den Strang—
Typ-Vorkonditionierer beziiglich DST-II nicht invertieren, weil f(—1) = Sy f(=1) =0
(N > 4) gilt (siehe Tabelle 3.6).

Beispiel (vi): Auch fiir mehrfache Nullstellen sind diese Vorkonditionierer noch gut ge-
eignet. Wir wihlen dazu die erzeugende Funktion f(z) = (22 +1)(1 +z)? (z € [-1,1])
(siehe Tabelle 3.7).

Um unsere trigonometrischen Vorkonditionierer mit den Vorkonditionierern aus [83] zu
vergleichen, verwenden wir die gleichen Testbeispiele.

Beispiel (vii): Sei p(t) := (t* — 1)? (¢t € [—m,7]). Die Fourier-Koeffizienten kénnen wir
explizit berechnen. In Tabelle 3.8 haben wir die Iterationszahlen eingetragen. In diesem
Fall ist der Strang—Typ—Vorkonditionierer nicht positiv definit, d.h., in der Diagonal-
matrix des Vorkonditionierers haben wir negative Eintrdge. Dies kennzeichnen wir in
den folgenden Tabellen durch einen Stern hinter der Anzahl der benotigten Iterationen.
Vergleichen wir diese Ergebnisse mit denen aus [83], so erkennen wir, daf§ die verein-
fachten Strang—Typ—Vorkonditionierer die besten Ergebnisse liefern. Ist die erzeugende
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Funktion ¢ bekannt, so sollte man den Vorkonditionierer M y(f) benutzen. Die letzte
Spalte von Tabelle 3.8 gibt die Anzahl der Iterationen beziiglich M y(f, SY) an. Der
Vorkonditionierer M y (f, C) erméglicht in diesem Fall die gleichen Ergebnisse.
Beispiel (viii): In der Tabelle 3.9 ist die Anzahl der Iterationen angegeben, falls die
Toeplitz—Matrizen Ty von der Funktion ¢(t) := t* (¢t € [—m,7]) erzeugt werden (vgl.
[83, 18, 26]). Zu beachten ist, dafl fiir dieses Beispiel der vereinfachte Strang-Typ-
Vorkonditionierer M y(f, CY) beziiglich der DCT-II singulir ist, da ¢(0) = 0 ist.
Auch hier liefert der Vorkonditionierer M y(f, S%) die besten Ergebnisse. Die numeri-
schen Ergebnisse bestétigen, daf} die vereinfachten Strang—Typ—Vorkonditionierer auch
fiir schlecht konditionierte positiv definite Matrizen geeignet sind. Die Wahl des Vor-
konditionierers hingt von der Lage der Nullstellen ab. Wichtig ist dabei, daf} die Vor-
konditionierer nicht singulér sind.

Beispiel (ix): Um die Effizienz der vereinfachten Strang—Typ—Vorkonditionierer auch
im Block-Fall zu verdeutlichen, wollen wir ein Beispiel angeben. Da die Ubertragung
auf den Block-Fall schon fiir viele andere Vorkonditionierer [79, 73, 66] erfolgte, ver-
zichten wir auf eine ausfiihrliche Herleitung. Sei o(s,t) = s%t* (s,t € [—m,n]) die er-
zeugende Funktion des symmetrischen Block—Toeplitz — Toeplitz—Block—Systems. Mit
M y(p, S ® SY) bezeichnen wir den vereinfachten Strang Typ-Vorkonditionierer.
AuBerdem betrachten wir die erzeugende Funktion (s, t) = (s? + t?)? (s,t € [—7, 7))
(siehe [73]). Die Ergebnisse stellen wir in Tabelle 3.10 dar. Auch im Block-Fall sind keine
Vorkonditionierer bekannt, die fiir schlecht konditionierte Matrizen bessere Ergebnisse
liefern. Auflerdem benétigen diese Vorkonditionierer keine zusétzlichen diskreten trigo-
nometrischen Transformationen (siehe Bemerkung 3.29).

3.4 Vorkonditionierer fiir nichtsymmetrische und
rechteckige Toeplitz—Matrizen

Da im symmetrischen Fall die trigonometrischen Vorkonditionierer oft sehr gute Er-
gebnisse liefern, wollen wir trigonometrische Vorkonditionierer auch fiir nichtsymmetri-
sche Toeplitz—Matrizen konstruieren. Auf Grund der bestechenden Eigenschaften des
CG—Verfahrens fiir symmetrische, positiv definite Matrizen ist natiirlich die Frage von
Interesse, welche Eigenschaften sich auf nichtsymmetrische Matrizen iibertragen las-
sen. Zunéchst ist darauf hinzuweisen, dafl eine beliebige invertierbare Matrix A i.allg.
kein Skalarprodukt induziert. Zwei Losungsmoglichkeiten bieten sich an. Zum einen
kann man das CG—Verfahren verallgemeinern (siehe z.B. [81]) und entsprechende Vor-
konditionierer konstruieren. Dies wurde kiirzlich von E. Tyrtyshnikov [94] untersucht.
Er betrachtete zirkulante Vorkonditionierer fiir GMRES. Falls man auf jeden Fall die
Drei-Term—Rekursion des CG—Verfahrens erhalten will, so geht man i.allg. zu der Nor-
malgleichung

AAxz=A"b

iiber und realisiert ein CG—Verfahren fiir die symmetrische, positiv definite Matrix
A'A. Dieses Vorgehen hat jedoch wegen cond (A’A) = (cond A)? zur Folge, daB
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in der Abschiitzung (3.3) zur Konvergenzgeschwindigkeit der Faktor cond (A) durch
(cond A)? zu ersetzen ist. Da dies oft eine signifikante Verschlechterung fiir die Kon-
vergenzgeschwindigkeit bedeutet, wollen wir in diesem Abschnitt Vorkonditionierer mit
den Eigenschaften (E1) — (E4) fiir die Normalgleichung konstruieren.

Es soll nun der allgemeinere Fall einer rechteckigen Toeplitz—Matrix

A = (aj-p)jloly € RYY
mit M > N betrachtet werden, wobei RangA = N ist. Wir erhalten somit ein lineares
Ausgleichsproblem. Gesucht ist zu gegebenem b € R und A € R®Y mit M > N ein
Vektor £ € RV, so daf

Ib— Az|, = min . (3.34)

Satz 3.30 (siche [42], S. 66) FEin Vektor x € RY ist genau dann eine Ldsung des
linearen Ausgleichsproblems (3.34), wenn er die Normalgleichung

AAz = A'b (3.35)

erfullt. Insbesondere ist das lineare Ausgleichsproblem genau dann eindeutig lésbar,
wenn A mazximalen Rang hat, d.h. Rang A = N.

Fiir die Normalgleichung wurden zirkulante Vorkonditionierer [24] und sogenannte ,,dis-
placement“ —Vorkonditionierer [25] konstruiert. Ein trigonometrischer Vorkonditionierer
wurde in [8] angegeben (siehe auch Satz 3.32).

Unser néchstes Ziel ist eine geeignete additive Zerlegung von A’A. In Lemma 3.33 wird
gezeigt, dafl unter zus#itzlichen Voraussetzungen A’'A in die Summe einer symmetri-
schen Toeplitz—Matrix TN, einer Matrix mit Rang < M und einer Matrix mit kleiner
Spektralnorm zerlegt werden kann. Diese Vorgehen fiihrt dann zur Konstruktion von
einfachen Vorkonditionierern. Wir beweisen zunéchst:

Lemma 3.31 Seien L € RMY und L € RV untere Toeplitz—Dreiecksmatrizen

L := toep(dy, (0,11,1s, ... ,In_1)),
L := toep(dy, (0,In-1,In-2,... 1)) -
Dann gilt
L'L + LL' = stoep((L'L ep)") . (3.36)

Fiir obere Toeplitz—Dreiecksmatrizen

U := toep((0,ur,us,...,un_1),0y),

U := toep((0,un_1,un—2,...,%),0y)
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qgilt

U'U + U0’ = stoep((UU' e)") . (3.37)

Beweis: Die Behauptung verifizieren wir durch einfaches Nachrechnen. |

Satz 3.32 Sei ¢ € O, die erzeugende Funktion einer gegebenen Toeplitz—Matriz
A = (aj-1(p))j2o 2 - € RN
mit M > N. Dann lifit sich A'A in der Form
~ ~ o~ ~ o~
A'A =Ty — LyLy — UxUy (3.38)

zerlegen. Dabei ist Ty eine symmetrische Toeplitz—Matriz, die von der Funktion ||
erzeugt wird. Die Matriz U y st eine obere Toeplitz—Dreiecksmatriz und Ly st eine
untere Toeplitz—Dreiecksmatrix mit

Ty = stoep(to,t1,...,tn—1), (3.39)
Uy = toep((0,a1-n,a2-n,...,0_1),0y), (3.40)
Ly = tOep(OINa (0,an—1,0pm—2, .. ,Gpm—N+1)) - (3.41)

Beweis: Wir benutzen die Darstellung (1.15) von Lemma 1.8 und beachten (3.36) sowie
(3.37). Dann ist

Ty =Ty + stoep((L'L e)") + stoep(UU" e)') .

Die Eintrége der symmetrischen Toeplitz—Matrix T'x der Form (1.20) sind in Lemma
1.8 angegeben. Mit den Bezeichnungen von Lemma 1.8 erhalten wir wegen Gleichung
(1.21) _
TN = stoep(fo, El, e ;EN—I)

mit

({O,El, e ,EN_l)I = (MIM + MIL + UIM + LIL + UUI) €y .
Die Eintrige dieser Toeplitz—Matrix kénnen wir in O(M log M) Operationen berechnen
(siehe Formel (1.14)). Nun gilt aber auch die Gleichung

(forFrs. . ive1) =Tv eo = (A'A + LyLy + UnUy) e .

Schreiben wir dies um, so erhalten wir

(an t~1, ‘e aEN—l)I = toep((a’llw-i—N—la OIN—l)a (a1-n, OIN—l))((JM+N—1aM+N—1)Ia 05\[—1)1

(3.42)
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mit der Abkiirzung ayiy_1 = (aj)j”i Ii ~- Nutzen wir die Polynomdarstellung wie in
[8], so erkennen wir, daf die Toeplitz—Matrix Ty von der Funktion lp|? erzeugt wird.
Dazu betrachten wir die Laurent—Entwicklung von der erzeugenden Funktion ¢ in der
Form

M-1
o(z) = ;2 .
j=1-N
Die Funktion
M-1
P(2) = a;z "’
j=1-N

erzeugt die Toeplitz—Matrix A’. Die Berechnung der Laurent-Koeffizienten der Funk-
tion @ fiihrt genau auf die Gleichung (3.42). Somit wird die Toeplitz—Matrix T 5 von
der Funktion |p|? erzeugt. |

3.4.1 Strang—Typ—Vorkonditionierer

In diesem Abschnitt wollen wir einfache Vorkonditionierer fiir die Normalgleichung
A'Az = A'b

einfiihren, wobei A = (Cljfk)j]vig,lk’g(; ' € RN eine rechteckige Toeplitz-Matrix mit

M > N ist. Diese Vorkonditionierer beruhen auf einer Zerlegung der Matrix A’ A. Wir

werden diese Vorkonditionierer deshalb wieder Strang—Typ—Vorkonditionierer nennen.

Wir betrachten zwei Vorkonditionierer M’ und M*!. Dabei bezeichnen wir mit M T

den optimalen Vorkonditionierer der symmetrischen Toeplitz—Matrix Ty von (3.38)

und mit M " den Strang-Typ—Vorkonditionierer der symmetrischen Toeplitz—Matrix
Ty von (3.38).

Lemma 3.33 Fir die rechteckigen Toeplitz—Matrizen A = (aj_k)j]vig,lk’ﬁ;l € RMN

M > N gelte

mit

o0

D> |kla; < oo (3.43)

k=—00

Dann ezistieren fir alle ¢ > 0 Indizes m,n € N (n > m), so daf§ fir alle N > n die
Darstellung

AA-Ty=Wx+Vyx

gilt, wobei T’ durch (3.39) erklirt ist, W y eine Matriz mit Rang < m, ist und ||V ||z <
e gilt.
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Beweis: Wir verwenden die Darstellung (3.38). Fiir die Frobenius—Norm erhalten wir
die Abschitzung

|LyLy + UnUyllr < [|Lyllr | Exlle + 1UNF 1UN e -

Wegen
N-1
IUnllr = || toep((0,a1 n,02 n,--- ,a 1), 0y)|lF = (Z k GQ_k)l/Z
k=1

existiert fiir ein hinreichend grofies N ein Index m € N, so dafl
W = toep((0,...,0,a_p, a1 m,--.,0_1),0)
eine Matrix mit Rang < m und

Vi = toep((0,a1_n,a2_ N, -+ ,0_1_1,0,...,0),0y)

eine Matrix mit einer Spektralnorm ||V |l» < ||V y|lr < (3¢)"/? ist. Wir bilden analoge

Zerlegungen fiir die Matrizen U'y, Ly und L'y. Da die Multiplikation einer Matrix mit
Rang < m mit einer beliebigen Matrix wieder eine Matrix mit Rang < m ist, erhalten
wir die Behauptung. |

o0
Bemerkung 3.34 Falls ¢ = Z are™ die erzeugende Funktion fiir die Folge der
k=—00
Matrizen A € R™¥ ist, so bedeutet die Gleichung (3.43), da ¢ eine Funktion aus
einem periodischen Sobolev-Raum ist. _
In Lemma 3.33 haben wir eine symmetrische Toeplitz—Matrix Ty gefunden, die die
Matrix A’A ,approximiert“. Wir konnen auch analog wie in Lemma 3.6 vorgehen.
Finde die symmetrische Toeplitz—Matrix Ty mit
N-1
Ty = Z ay stoep e}, ,
k=0
so daB

||A,A — TNHF = mln{HA'A — TNHF : TN = stoept'N, tN € RN} .

Dieses Problem konnen wir wieder in einfacher Weise mit einem Galerkin—Ansatz bere-
chen. Zur schnellen Berechnung der Skalarprodukte (A'A, stoep e}) verweisen wir auf
die Lemmata 3.36 — 3.38. O

Das Lemma 3.33 zeigt, wie man in einfacher Weise trigonometrische Vorkonditionierer
fiir die Matrix A’ A definieren kann.

Mit M% := M§(Ty, Oy) bezeichnen wir den optimalen trigonometrischen Vorkondi-
tionierer der symmetrischen Toeplitz-Matrix Ty aus (3.38). Mit MY := M$ (Ty,Oy)
bezeichnen wir den Strang—Typ—Vorkonditionierer der symmetrischen Toeplitz—Matrix
Ty aus (3.38).
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Folgerung 3.35 Falls eine Folge von Toeplitz—Matrizen A € RMN yon einer Funktion
© mit || > 0 und (3.43) erzeugt wird, so erfillen die Strang—Typ—Vorkonditionierer
MY, und MY die Eigenschaften (E1) — (E4). Ferner gilt dies auch fir ¢ € Coy mit
lp| > 0.

Beweis: Nach Satz 3.32 sind die Voraussetzungen von den Folgerungen 3.18 und 3.26
erfiillt. Zusammen mit Lemma 3.33 folgt die Behauptung. Analoges Vorgehen wie in
Folgerung 3.18 zeigt, daf} diese Aussagen auch fiir ¢ € Cy, giiltig sind. [ |

Wie in Abschnitt 3.3.3 wollen wir unsere Vorkonditionierer auch an schlecht gestellten
Problemen testen. In Satz 3.32 haben wir gezeigt, daf die Matrix T v durch die Funktion
|o|? erzeugt wird, falls die Matrix A durch ¢ erzeugt wird. Deshalb definieren wir analog
vereinfachte Strang—Typ—Vorkonditionierer fiir die Matrix A’ A durch

. N
I3 JT
Mo, S5 = (55 ding (Je5D?)  SE,
j=1

. N-1
. Jm
M(lol?,CH) = () ding (Jo(5DR) ¥
§=0
In Abschnitt 3.4.3 werden wir sehen, dafi diese Vorkonditionierer die besten numerischen
Ergebnisse liefern.

3.4.2 Optimale trigonometrische Vorkonditionierer

Die Konstruktion des optimalen Vorkonditionierers fiir beliebige Matrizen Ay € RY:Y
haben wir ausfiihrlich in Abschnitt 3.2 beschrieben. Der Zugang soll nun auf eine Nor-
malgleichung fiir nichtsymmetrische Toeplitz—Matrizen (3.35) angewendet werden.
Um den optimalen Vorkonditionierer zu erhalten, miissen wir die Diagonalmatrix diag d
in (3.14) berechnen. Dies ist mit einer DST-I(/N — 1) aus den Daten o moglich (siehe
(3.15) und (3.16)). Lemma 3.9 zeigt, wie aus dem Vektor 8’ der Vektor B’/ bestimmt
werden kann und mit der Formel (3.13) der optimale Vorkonditionierer. Aus diesem
Grund brauchen wir im folgenden Satz nur die Berechnung der Daten

B’ = ((AyAx, B! (3.44)

anzugeben.

Wir beschriinken uns wieder auf Vorkonditionierer beziiglich C'. Die Konstruktion
wird aber so dargestellt, dal mit Hilfe der Bemerkung 3.11 die anderen trigonometri-
schen Vorkonditionierer leicht berechnet werden kénnen.

Wir betrachten die Summanden auf der rechten Seite von (1.15). Die Matrix Ty
ist eine symmetrische Toeplitz—Matrix. Die Matrizen Ly Ly und U'yU y sind keine
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Toeplitz—Matrizen. Fiir Ay € R™" fiihren wir die Vektoren s(Ay) := (sp(An))r o
h(Ayn) = (h(An))p= und h(Ay) := (hi(An)) - durch

sk(Ay) = (Ap,stoepe) (k=0,...,N—-1),
hk(AN) = <AN: hank(e;c’ O;V)) (k = 0: Tt aN - 2) )
hi(Ax) := (Ay,hank(dly,e;)) (k=0,...,N—2)

ein und definieren h_; = h_; := 0. Es folgt mit (3.11), daB
(Ay,Bp) = sp(An) + hio1(AN) + i1 (Ay)  (k=0,...,N—1). (3.45)

Durch Addition bzw. Subtraktion der Daten s;(Ax), hi(Any), hr(Ax) kénnen wir
leicht unter Beachtung von Tabelle 3.1 die Skalarprodukte beziiglich der Basen der
anderen trigonometrischen Vorkonditionierer berechnen.

Lemma 3.36 Sei Ty := stoep(to,t1,...,tn-1). Dann gilt

Sk(TN) = 2(N—k)tk (k:(), ,N—l),

ho(Tn) = to, M(Tn) =21,

he(Tn) = 2t + he—a(Tn) (k=2,...,N—2),

hi(T'w) hw(Tny) (k=0,...,N—-2).
Beweis: Da Ty eine symmetrische Toeplitz—Matrix ist, folgt die Behauptung aus der
Definition. ]
Lemma 3.37 Sei Ay := U\Uy, wobei Uy = toep(r',0)y) eine obere Toeplitz—

Dreiecksmatriz mit v = (ry)n=" und ro = 0 ist. Dann gilt

s(Ay) = 2 hank((0, (N — D)ry, (N =2)rg,...,ra-1),(0,...,0,rn_1)) 7,

(3.46)
hO(AN) = Zo, hl(AN) = I1,
hk(AN) = hk,Q(AN) + T (]{I =2,..., N— 2) , (347)
ho(ANn) = %0/2, M(AN) = Y1,
h(An) = he2(An) + yo (k=2,...,N—-2), (3.48)

wobei

xz = Ulyr,
y = hank(2(ro,71,...,7n 1), (=79, —T3,... ,—TN_1,0,2ry 1)) T

15t.
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Beweis: Weil U y eine obere Toeplitz-Dreiecksmatrix ist, ergibt sich
ajk =015 1+7rr5 (Gk=1...,N—-1). (3.49)

Somit erhalten wir (3.46) wegen

N—k—-1 N—1-k
sk=2 Y k= >, (N—=j—k)rjr;.
=0 =0
Die Rekursionen (3.47) und (3.48) folgen durch einfache Rechnung aus (3.49). |

Lemma 3.38 Sei By := Ly Ly und sei Jy = shank(e'y_,) die Gegenidentitit. Dann
gilt

N) = Sk(JNBNJN) (k:O,...,N—l),

B
hk(BN) = hk(JNBNJN) (]fZO,,N—2),
By) = ho(Jy ByJy) (k=0,...,N—2),

so daff s(By),h(By) und h(By) mit Hilfe von (3.46) — (3.48) berechnet werden
konnen.

Beweis: Die Relationen fiir s(By), h(By) und h(By) folgen aus der Definition von
JN. Da
In Ly Ly Iy = (Jy Ly Jx) (Jn Ly Jx)

und die Matrix

Jny Ly Jn = toep((to,--- ,tn-1), (t,0,...,0))

eine obere Toeplitz—Dreiecksmatrix ist, konnen wir s(By), h(By) und h(By) durch
(346) - (348) mit AN = JN BN JN and ’l"l = (0, QM —N+1,OM—N+2, - - - ,aM_l) berech-
nen. |

Satz 3.39 Sei A := (aj_k)%c;lo’Nfl € RMN gegeben. Die Eintrige der Matriz (1.20)
seien vorberechnet. Dann kann der optimale Vorkonditionierer MG (A'A, CY) € A
von A'A in O(Nlog N) arithmetischen Operationen konstruiert werden.

Beweis: Wir berechnen den Vektor @' durch (3.44) — (3.45) und mit Lemmata 3.36
— 3.38. Wir beachten, dafl die Multiplikation einer Toeplitz—Matrix (sieche Lemma
1.7) oder analog einer Hankel-Matrix mit einem Vektor nur O(N log N) Operationen
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bendtigt. Somit erhalten wir den Vektor 8 in O(N log N) Operationen. Aus dem Vek-
tor B’ berechnen wir den Vektor 3’/ mit Hilfe von (3.18) in O(N) Additionen. Nach
Lemma 3.8 ergibt sich a :== G™' 3" durch O(N) Operationen. SchlieBlich benétigt eine
DST-I (siehe (3.16)) der Daten @ noch O(N log N) Operationen, um die Eintréige der
Diagonalmatrix (3.14) zu erhalten. Es sind somit nur O(N log N) Operationen notig,
um den optimalen Vorkonditionierer M (C}) zu berechnen. |

Folgerung 3.40 Fulls eine Folge von Toeplitz—Matrizen A € RN yon einer Funktion
@ mit || > 0 und (3.43) erzeugt wird, so erfillt der optimale trigonometrische Vor-
konditionierer MG (A'A, CX) die Eigenschaften (E1) — (E4). Ferner gilt dies auch fiir
@ € Cyr mit || > 0.

Beweis: Die Eigenschaft (E1) ist nach Lemma 3.7 erfiillt. Aus den Eintrigen der
Toeplitz—Matrix A kénnen wir nach Satz 3.39 den Vorkonditionierer M§(A’A, C¥) in
O(M log M) Operationen berechnen. Damit sind die Eigenschaften (E2) — (E3) erfiillt.
Um die Clusterung zu zeigen, gehen wir v6llig analog wie in Satz 3.25 vor. Ahnliches
Vorgehen wie in Folgerung 3.18 zeigt, daf§ diese Aussagen auch fiir f € C([I) giiltig sind.

|

Bemerkung 3.41 Es gibt einige Arbeiten (z.B. [36]), die einen zirkulanten Vorkondi-
tionierer M y fiir komplexe nichthermitesche Toeplitz—Matrizen Ay € CN+V berechnen.
Unter bestimmten Voraussetzungen an die erzeugende Funktion von Ay wurde super-
lineare Konvergenz des CG—Verfahrens fiir

(M AN) (MG Ay)ey = (My Ay)*My'by (3.50)

bewiesen. Nutzen wir trigonometrischen Vorkonditionierer fiir nichtsymmetrische Ma-
trizen Ay € RV so fiihrt dieses Vorgehen zu keiner Clusterung der Eigenwerte. Dies
kann man leicht am folgenden Beispiel einsehen. Falls Ay = (aj,k)ﬁk;lo mit ap = 1 und
ar = —a_y (k=1,... ,N —1), dann gilt M5 (Ayx,Oy) = Iy, d.h., wir haben keine
Vorkonditionierung. Ist z. B. a_; = —a; = 2 und a,, = 0 (|k| > 1), dann erfiillen die
Matrizen Asyy1 (N € N) die Voraussetzungen von Folgerung 3.35 oder Folgerung 3.40.
Die Eigenwerte von Ajy, 1 Aay 1 sind aber durch 9 — 8 cos(jn/(N+1)) (j =0,...,N)
gegeben. O

3.4.3 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir die Strang-Typ-Vorkonditionierer M, sowie ML und
die optimalen trigonometrischen Vorkonditionierer M fiir die Normalgleichung (3.35)
an verschiedenen Beispielen testen. Wir benutzen nur die Vorkonditionierer beziiglich
DCT-IT und DST-II, weil diese im symmetrischen Fall die besten Ergebnisse liefern. Um
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die Anzahl der diskreten trigonometrischen Transformationen in jedem PCG-Schritt
zu reduzieren, gehen wir &hnlich wie in Abschnitt 3.3.3 vor. Wir zerlegen die Toeplitz—
Matrix mit Hilfe der diskreten trigonometrischen Transformation, welche den Vorkon-
ditionierer diagonalisiert (siehe (1.13)). Analoges Vorgehen wie in Abschnitt 3.3.3 zeigt,
daf} ein Schritt im PCG-Verfahren nur N Multiplikationen mehr als ein Schritt im
CG—Verfahren bendtigt. Fiir einen Schritt bendtigen wir 12 diskrete trigonometrische
Transformationen fiir allgemeine rechteckige Toeplitz-Matrizen (siche Algorithmus 1.9)
und 8 diskrete trigonometrische Transformationen im Fall M = N (siehe Lemma 1.7).
Als Transformationslinge wihlen wir N = 2". Die rechte Seite b von (3.35) ist der Vek-
tor, der M Einsen enthilt. Das PCG—Verfahren starten wir mit dem Nullvektor. Wir
brechen die Iteration ab, wenn ||r()||y/||7®]], < 1077, wobei (/) den Residuumvektor
der Normalgleichung nach j Iterationen bezeichnet. Wir vergleichen

1. den optimalen Vorkonditionierer MG = MG (A'A, Oy), 3

2. den Strang-Typ-Vorkonditionierer My, = M (T y, Oy), wobei Ty in Lemma,
3.32 angegeben ist, und 5

3. den Strang Typ-Vorkonditionierer My = M%(Tx,On).

Um diese neuen Vorkonditionierer mit den bekannten zirkulanten Vorkonditionierern
zu vergleichen, wéhlen wir die gleichen Beispiele wie in den entsprechenden Arbeiten.

Beispiel (x): (siehe [65] und Tabelle 3.11)

1/log(2—k) k< -1,
ap =< 1/log(2)+1 k=0,
1/(1+k) k>1.

Beispiel (xi): (siehe [65] und Tabelle 3.12)

2 k=0,
Qp = —-0.7 Ap+1 k S -1 s
0.9 Ar—1 k 2 1.

Wir wollen jetzt die Kleinste—-Quadrate-Losung von rechteckigen Toeplitz—Matrizen
mit Vollrang ermitteln. Dafiir wurden zirkulante Vorkonditionierer in [71, 24, 25, 30]
entwickelt.

Beispiel (xii): (siehe [25, 30] und Tabelle 3.13)

. e 011’ p=_N4+1,...,0,
T e01k? k=1,...,M—1.

Beispiel (xiii): (siehe [25] und Tabelle 3.14)
0 k=-N+1,....,0,

ag =13 1/2w+2) k=0,...,w—1,
0 k=w,... M=k+w-—2.
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In allen Fillen lieferte ein trigonometrischer Vorkonditionierer in nicht mehr Schritten
ein gleich gutes Ergebnis wie die bekannten Vorkonditionierer [71, 24, 25, 30]. Da die
arithmetische Komplexitét im trigonometrischen Fall geringer ist (siche Bemerkung 1.6
und Gleichung (3.33)), sind diese neuen Vorkonditionierer fiir reelle Toeplitz—Matrizen
vorzuziehen.

Beispiel (xiv): Im folgenden wenden wir unsere Methode zur Losung eines Anfangswert-
problems an. In [16] wird die sinc-Funktion

sin(7t)
sinc t := Tt t#0,
1 t=20

und deren Translate benutzt, um das Anfangswertproblem

w(t) = f(tu(®), lim u(t)=0
——00
zu 16sen. Dazu suchen wir eine Ndherungslosung u, mittels Kollokationsverfahren in

der Form
oM—1

up(t) = Z zysine ((2M)Y*t — (k — M)) .

Eine kurze Rechnung in [16] zeigt, daf8 dieses Problem auf das lineare Gleichungssystem

1
(m)l/2 T2M Loy = sz (351)
mit
1 11 1
Ton = atoep(0, —1,=, —=, > ..., —
2M aoep(a a2: 3:4 ) 2M—1)

fithrt. Wir wollen hier wie in [16], Beispiel 2.9 vorgehen. Die Funktion
u(t) = (cosh(mt))™
ist die eindeutige Losung des Problems

u'(t) = —nsinh(mt)u(t)? tl}moou(t) =0.
Die Bestimmung der Koeffizienten z;, (k = 0,...,2M — 1) erfolgt durch Losung des
linearen Gleichungssystems (3.51). Die rechte Seite bops ist durch Abtasten der Funktion
g(z) = —%}m an den Kollokationspunkten (k — M)(2M)~'/2 (k=0,... ,2M — 1)
gegeben. Wir starten das PCG—Verfahren mit dem Nullvektor und brechen die Iteration
ab, wenn ||r9]|y/[|r@]]; < 1077 ist, wobei 79 den Residuumvektor nach j Iterationen
bezeichnet. Die Anzahl der Iterationen beziiglich der verschiedenen Vorkonditionierer
geben wir in Tabelle 3.15 an. Da ¢(z) = iz die erzeugende Funktion fiir die Folge
der antisymmetrischen Toeplitz—Matrizen T'9y, ist, konnen wir auch den vereinfachten
Strang-Typ—Vorkonditionierer M y(|p|?, S&) berechnen. In der letzten Spalte geben
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wir den maximalen Fehler an den Kollokationspunkten zwischen der exakten Losung
u(z) und der numerischen Losung an (siehe [16]).

Diese Ergebnisse zeigen, dal wir das Problem sehr effizient mit dem PCG—Verfahren
l6sen konnen, wenn wir die Vorkonditionierer M5 (S, ML (S%) oder M y(|¢|?, SY)
wiéhlen.

Beispiel (xv): In diesem Beispiel wollen wir ein Kleinstes—Quadrate-Problem lGsen,
wobei die rechteckige Toeplitz—Matrix sehr schlecht konditioniert ist. Solche Beispiele
treten in vielen Anwendungen auf, so z.B. in der Signal- und Bildrekonstruktion. Da
die Matrix schlecht konditioniert ist, ist die Losung extrem instabil beziiglich kleiner
Storungen der rechten Seite. Die Kleinste—-Quadrate-Losung ist deshalb oft nutzlos.
Die Methode der Regularisierung kann benutzt werden, um Stabilitdt zu erhalten. Die
regularisierte Losung @ = x(u) wird berechnet als

| ( °) - (T )a
min o ,UL T |2,

wobei i > 0 der Regularisationsparameter und L eine Regularisationsmatrix ist. Um
eine ,glatte“ Losung zu erhalten, wird L als eine Differenzenmatrix gewahlt. Dies be-
deutet, da} man von der Losung fordert, daf sie eine ,kleine k—te Ableitung® besitzt.
Ein dhnliches Beispiel wurde in [25] betrachtet. Dort wurden wieder zirkulante Vorkon-
ditionierer verwendet.

Im folgenden wihlen wir L := stoep(2, —1, 0y _,) und T := (exp(—(k — 5)2/10))19]\[,;;10-
Der Regularisationsparameter sei p := 0.01. Wir erhalten die Normalgleichung

(T'T + *L'L)x =T'b

und konstruieren fiir die Matrix T'T + p?L’'L einen Vorkonditionierer.

Die numerischen Ergebnisse zeigen, dal wir mit den Vorkonditionieren M} (C%) und
MY (S iiberraschend gute Ergebnisse erhalten. Dieses wichtige Beispiel wurde mit
einem Multigrid—Verfahren in [19] untersucht. Vergleichende Rechnungen der verschie-
denen Verfahren miissen noch durchgefiihrt werden.

Beispiel (xvi): Wir rechnen das gleiche Beispiel wie oben, nur wéhlen wir jetzt T :=
(exp(—(k —1)2/100)),,—,- Die Anzahl der Tterationen beziiglich der verschiedenen Vor-
konditionierer geben wir in Tabelle 3.17 an.

Beispiel (xvii): Wir betrachten die Folge von Toeplitz—Matrizen, die von der Funkti-
on ¢(t) :=t? e (t € [-m, 7]) erzeugt wird. Die numerischen Experimente in Tabelle
3.18 zeigen, daB der Vorkonditionierer M4 nicht positiv definit ist. Die Vorkonditionie-
rer beziiglich der DST-II liefern bessere Ergebnisse als die Vorkonditionierer beziiglich
der DCT-II. In der letzten Spalte haben wir die Anzahl der Iterationen beziiglich des
vereinfachten Strang-Typ—Vorkonditionierers eingetragen. Dieser liefert die besten Er-
gebnisse. Der Vorkonditionierer M y (|p|?, C) ist singulir, da ¢(0) = 0 ist.

Beispiel (xviii): Wir betrachten abschlieend noch ein Folge von symmetrischen Matri-
zen Ty, die von der Funktion ¢(t) = t* — 2 (¢t € [, 7|) erzeugt wird. In diesem Fall
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sind die Toeplitz-Matrizen T' 5 symmetrisch und nicht positiv definit. Somit sind die
Voraussetzungen von Folgerung 3.18 und Folgerung 3.26 nicht erfiillt. Wir geben die
Ergebnisse dennoch in Tabelle 3.19 an. Natiirlich sind auch die Vorkonditionierer nicht
positiv definit. In Tabelle 3.20 geben wir die Anzahl der Iterationen an, wenn wir die
Normalgleichung 16sen (sieche Bemerkung 3.27).



Anhang

Strang—Typ-V. Optimaler trig. V. Superoptimaler trig. V.
o | 1v ol [su T [sv [ e [si[cv sy [ci[si]el ] sy
7] 8 3 3 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
8 | 8 3 3 5 5 5 4 5 5 5 5 5 5
9| 8 3 3 5 5 4 4 5 5 4 4 5 5
10| 8 3 3 5 5 4 4 5 5 4 4 5 5
111 8 3 3 5 5 4 4 5 5 4 4 5 5
12 8 3 3 5 5 4 4 5 5 4 4 5 5
13| 8 3 3 5 5 4 4 5 5 4 4 5 5

Tabelle 3.2: Beispiel (i): f(z) =z*+1 (z € [-1,1])

Strang—Typ-V. Optimaler trig. V. Superoptimaler trig. V.
n | Iy | C ] st e [ [ el st e [ s [ ot [ st ol | st
7119 5 5 7 7 6 6 7 7 5 6 7 7
8 | 21 5 5 7 7 6 6 7 7 6 6 7 7
9 | 24 5 5 7 7 6 6 7 7 6 6 7 7
10 | 26 5 5 8 8 6 6 8 8 6 6 8 8
15| 33 5 5 8 8 6 6 8 8 6 6 8 8

Tabelle 3.3: Beispiel (ii): t, =1/(k+1), (k=0,...,2" —1)
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Strang—Typ-V. Optimaler trig. V. Superoptimaler trig. V.
n | Iy | Cl st ey s [ci st ol [sv [ et st |y | s
6 | 37 5 5 7 7 7 6 8 8 22 6 19 19
7 | 55 5 5 7 7 7 5 8 8 18 6 14 14
8 | 67 5 5 7 7 6 5 7 7 13 5 11 11
9 |70 5 5 7 7 6 5 7 7 10 5 9 9
10| 7 5 5 7 7 5 5 7 7 8 5 8 8
15| 71 5 5 7 7 5 5 7 7 5 5 7 7

Tabelle 3.4: Beispiel (iii): p(t) =t*+1 (¢t € [-m,7])

Strang-Typ-V. Optimaler trig. V.

0| Iy | CU SV [sY | o [su |l [ sy

5 | 16 * 4 8 8 9 6 11 11

6 | 36 * 4 8 8 12 6 14 14

7| 75 * 4 8 8 15 6 16 16

8 | 144 * 4 8 8 18 ) 21 21

9 | 279 * 4 8 8 24 5 25 25

10 | 545 || = 4 8 8 30 5 34 | 34

Tabelle 3.5: Beispiel (iv): f(z) = (#2+1)(1 —z) (z €[-1,1])

Strang—Typ—V. Optimaler trig. V.
n | Iy | CV [ su [ [ o [su oy [ sy
5 | 16 4 * 8 8 ) 8 11 11
6 | 34 4 * 8 8 5 9 14 14
7 1 69 4 * 8 8 ) 12 16 16
8 | 136 4 * 8 8 5 15 19 19
9 | 265| 4 * 8 8 5 17 | 24 | 24
10 | 524 4 * 9 9 4 23 31 31

Tabelle 3.6: Beispiel (v): f(z) = (> +1)(1+2z) (z€[-1,1])
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Strang-Typ-V. Optimaler trig. V.
n | Iy | CU]sT] e s |l st o] sy
5 21 5 * 9 9 7 15 22 22
6 59 5 * 9 9 8 22 | 27 | 27
7 187 5 * 10 10 9 34 | 46 | 46
8 658 5 * 11 10 10 | 54 | 73 | 74
9 | > 1000 6 * 9 10 14 | 122 | 134 | 141
10 | > 1000 || 5 * 10 12 16 | 305 | 297 | 305

Tabelle 3.7: Beispiel (vi): f(x)

=Z*+1)(1+2)? (ze[-1,1])

Strang—Typ—V. Optimaler trig. V.

w| In | Cu|su[C sy | ci[si]cn S| Muir.sH)

) 25 9* 8* 13* | 13* 17 | 10 20 20 )

6 69 9* 8* 13* | 13* 21 11 26 26 )

7 190 10* | 10* | 15* | 15* 26 14 27 27 7

8 457 10* | 10* | 14* 14 33 16 41 41 8

9 | > 1000 | 11 9 15* | 14* 43 19 46 46 9

10 | > 1000 || 10* | 10* | 15* | 15* 59 | 24 52 o1 7

11 | > 1000 || 10* | 10* | 16* | 167 79 | 30 67 66 7

Tabelle 3.8: Beispiel (vii): p(t) = (> —1)* (t € [-7, 7))
Strang—Typ-V. Optimaler trig. V.

w| Iv | CH | sV V[ sY | ok |si] on | ¥ | MairSD
) 33 12* | 10* | 18* | 15* 18 10 27 27 6
6 116 18* | 15* | 20" | 20* 30 13 44 44 7
7 487 27 | 21* | 26% | 27* 54 16 89 87 8
8 | >1000 | 40" | 33" | 37 | 37" 155 19 199 200 9
9 | >1000 || 115* | 63* | 46* | 45* 376 25 403 411 9
10 | >1000 || 218" | 165* | 86* | 67* || >1000 | 32 | >1000 | >1000 10
11 | >1000 || 761* | 533* | 132* | 134* || >1000 | 48 | >1000 | >1000 11

Tabelle 3.9: Beispiel (viii): p(t) = t*

(t € [-m, 7))
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N | My(p, Sy ®SY) | My(¥, Sy ® SY)
8 13 9
16 16 12
32 22 14
64 29 19
128 36 25
256 43 35
512 52 49

Tabelle 3.10: Beispiel (ix): ¢(s,t) = s* t* und ¥(s,t) = (s*> + t?)? (s,t € [-m, 7))

n | Iy | M3(Cy) | My(Sy) | My(CY) | My(Sy) | My (Cy) | My(Sy)
7| 24 8 15 7 12 13 13
8 | 32 8 17 7 13 15 14
9 | 43 8 19 8 13 15 15
10 | 57 9 20 9 14 17 16
11| 86 9 20 9 16 21 19
12 | 121 9 22 9 16 24 21
13 | 176 9 22 10 17 24 21
Tabelle 3.11: Beispiel (x)
n | Iy || MJ(CY) | ME(SY) | My(CY) | My(Sy) | My(CYy) | My (Sy)
5 | 20 8 15 9 9 8 8
6 | 27 9 13 9 8 6 6
7| 34 9 12 8 8 3 D
8 | 43 8 11 8 7 3 3
9 | 53 7 10 7 7 3 9
10 | 59 7 9 7 7 3 3
11 | 50 6 9 7 7 3 3

Tabelle 3.12: Beispiel (xi)
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n| M| Iy | MJ(CY) | MJ(SY) | My(CY) | My(SY) | My(CYy) | My(SY)
4| 32 | 22 9 20 17* 22* 19* 20"

5| 64 | 46 10 29 31* 32* 29* 34*
6128 | 75 9 28 95* 60* o8* 61"
7256 | 125 8 23 96* 102* 101* 106*

Tabelle 3.13: Beispiel (xii)

n| M| Iy || My(Cy) | MJ(SY) | My(Cy) | My(SY) || My(Cy) | My(Sy)
4123 | 10 2 10 2 7 8* 10*

5| 47 | 21 2 12 2 7 17 20"

6| 95 | 41 2 16 2 8 30 34*
71191 | 66 2 12 2 9 103* 139*

8 | 383 | 123 2 13 2 9 275" >300

Tabelle 3.14: Beispiel (xiii)
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n| Iy | MJ(CY) | ME(SY) || My(Cx) | My(Sy) || My(CY) | My (Sy) || Mn(l¢l?, Sy) | Fehler
6| 36 21 12 23 9 37 37" 5 1.63e-5
7] 79 24 11 29 7 60° 55* 6 2.30e-7
8 | 169 31 6 38 6 07" 89" 5 2.95¢-8
9 | 358 10 6 7 6 169° 181° 5 8.27¢-9

Tabelle 3.15: Beispiel (xiv): Ein Anfangswertproblem
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n | Iy | MJ(CY) | MR(SY) | My(CY) | My(SY) || My (Cx) | My (SY)

6 28 18 26 22 31 8 9

7| 122 15 39 19 42 8 9

8 | 272 13 39 15 46 8 9

9 | 477 11 31 13 40 8 9

10 | 651 10 23 10 30 8 9

11 | >800 9 18 9 22 8 9

12 | >800 8 18 9 22 8 9
Tabelle 3.16: Beispiel (xv): Anzahl der Tterationen fiir T'T + 107*L'L

w | 1n [ Mo | Mg | aici [ arsi | e [ s

6 84 40 7 44 87 13 17

7 145 73 148 90 177 14 18

8 343 95 257 98 255 14 18

9 847 109 256 136 292 12 14

10 | 1836 85 226 103 227 12 14

11 | >2000 63 181 79 237 12 14

12 | >2000 49 163 61 193 13 15

Tabelle 3.17: Beispiel (xvi): Anzahl der Iterationen fiir T'T + 10~*L'L
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n | In || MJ(CY)| MR(SY) || My(CY) | My(SY) || MY (CY) | My (SY) || Mn(l¢P, SY)
2 84 29 21 34 18 22* 19* 11
6 311 52 26 64 22 32* 26* 11
7 1226 116 33 139 27 o6* 44* 14
8 5220 256 40 324 39 96* 76* 16
9 | >10000 664 74 865 9d 2007 157* 19
10 | >10000 1758 101 2546 78 466* 357" 21
Tabelle 3.18: Beispiel (xvii): p(t) :==t? e (t € [-7,7])
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Strang-Typ-V.

Optimaler trig. V.

Superoptimaler trig. V.

n | Iy |l s e [sv | et [stcy sy | ci|st]ct| s
5 16 5* 5* 7 T 10* 7* 10* 10* 11* 9* 16* 16*
6 37 5* 5* 6* 6* 10* 8* 10* 10* 14* | 11* | 19* 19*
7 | 80 5* 5* 7 T 10* 8" 10* 10* 16* | 11* | 23* 23*
8 | 172 4* 4* 6* 6* 9* 7* 9* 9* 19* | 13* | 27* 27
9 | 359 H* H* 6* 6* 10* * 9* 9* 25* | 16* | 34* 34*
10 | 720 4* 4* 6* 6* 9* T* 9* 9* 32% | 19* | 45* 45*

Tabelle 3.19: Beispiel (xviii): p(t) = t* — 2

(t € [-m, 7))
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n | In | MJ(CYN) | MJ(SY) | My(CY) | My(SY) || My (CY) | My (SY) | Mx(l¢P, SY) | Mn(l¢l, CY)
5t 22 14 15 14 11 10* 9% 6 7
6 51§) 17 17 19 13 10 10 7 8
7 | 136 18 18 21 15 9* 9% 7 8
8 | 311 22 20 27 19 10 10 8 8
9 | 670 30 25 36 23 11 11 8 8
10 | 1383 36 29 46 29 11 10 9 9
Tabelle 3.20: Beispiel (xviii): o(t) =2 -2 (t € [-m, 7))
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