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Einleitung

Die Wavelet—Theorie hat sich als Zweig der numerischen Analysis in den letzten 10 Jah-
ren stiirmisch entwickelt. Sie ist eine moderne Weiterentwicklung der Fourier—Analysis,
mit deren Hilfe mittels lokaler Wavelet—Basen die lokalen Figenschaften einer Funkti-
on effizient untersucht werden kénnen. Die Bedeutung dieser Theorie ergibt sich aus
deren vielfaltigen Anwendungen in der digitalen Signalverarbeitung, Mustererkennung,
Datenkompression, Spracherkennung und bei der numerischen Lésung von Operator-
gleichungen.

Die Ubertragung der Wavelet—Theorie auf Funktionen, die auf einem kompakten Gebiet
von R? definiert sind, ist ein noch offenes Problem, um deren Lésung weltweit grofie
Anstrengungen unternommen werden. Es bestehen berechtigte Hoffnungen, fiir spezi-
elle kompakte Gebiete eine entsprechende Wavelet—Theorie aufbauen zu kénnen. Ein
besonders interessanter Fall ist die Oberfliche der dreidimensionalen Einheitskugel, die

Sphare S.
Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, Funktionen, die auf der Kugeloberflache

S:={ze€R’: 2= (21,29,23), 27 + 23 + 22 = 1}

erklart sind, zu interpolieren und in Wavelets zu zerlegen. Dazu fithren wir auf S sphéri-

sche Kugelkoordinaten (¢,0) € D := [0,2x] x [0, x] durch

z1 = cos ¢ sin 6§,
Zzy = sin ¢ sin 4,
zs = cos 0

ein, so dal wir die Oberfliche S mit dem Rechteck D identifizieren kénnen.

Bei der Untersuchung von Funktionen auf der Sphére entstehen Schwierigkeiten, wel-
che durch die Darstellung mittels sphérischer Koordinaten hervorgerufen werden. Am
Nordpol (6 = 0) (bzw. Siidpol (§ = 7)) fallen die Punkte (¢,0) (bzw (¢, 7)) fir al-
le ¢ € [0,27] zusammen. Wir wollen auBerdem glatte Funktionen auf S, die stetig
sind und zusatzlich stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung besitzen, untersuchen. Die
Funktionaldeterminante

OGn22:2) o sg. oy
a(r,e,0)

verschwindet fiir §# = 0 und § = 7, d.h., sphérische Koordinaten ,entarten® an den
Polen. Deshalb wird in Kapitel 1 dieser Arbeit das ,,Polproblem® erlautert. In Ka-
pitel 2 stellen wir wichtige Figenschaften trigonometrischer Wavelets zusammen. Wir
wahlen eine spezielle Skalierungsfunktion aus [9], benutzen aber einen Zugang, wie er
in [8] beschrieben wurde. Anschliefiend stellen wir in Kapitel 3 die Ergebnisse zu den
Chebyshev—Wavelets auf dem Intervall I := [—1,1] aus [14] und [7] zusammen. In
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Kapitel 4 erklaren wir ein Tensorprodukt von trigonometrischen und algebraischen Po-
lynomwavelets im Raum L3, (R x I') und betrachten in Kapitel 5 eine Multiresolution
dieses Raumes. Wir sind nun in der Lage, in Kapitel 6 die Waveletrdume zu definieren,
um in Kapitel 7 effiziente Dekompositions— und Rekonstruktionsalgorithmen anzuge-

ben. Numerische Testergebnisse stellen wir in Kapitel 8 vor.

An dieser Stelle mochte ich mich bei PD Dr. Prestin fiir die Ubernahme der Betreuung
bedanken. Mein besonderer Dank gilt Prof. Tasche fiir die gute Zusammenarbeit und
fiir die vielen Hinweise beim Anfertigen dieser Arbeit.



Bezeichnungen

span A Menge aller Linearkombinationen aus Elementen von A

dim A Dimension des Raumes A

Ad B orthogonale Summe zweier Teilriume A und B eines Hilbert—Raumes
7, Menge aller trigonometrischen Polynome der Ordnung < n (n € Np)
1L, Menge aller Polynome vom Grad <n (n € Np)

C(Q) Vektorraum aller stetigen Funktionen, die auf © definiert sind

C™(Q) Vektorraum der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen, die auf

) definiert sind

Cor Vektorraum aller 2r—periodischen, stetigen Funktionen

Goo Go1 -+ QoN
(Gj,k)é\fk:o - 10 G171 - 41N

aGyo Gn1 ' 4ANN
A—T = (AT)—I
A® B := (ag; B)}j=o Kronecker-Produkt der Matrizen A und B
(f®g)(x) = f(x1)g(xzy) Tensorprodukt von Funktionen (x := (x1,z3))
0]1 ® 0]2 Tensorprodukt von Operatoren

le ® Vf Tensorprodukt von Rdumen

Gl x G2 kartesisches Produkt von Mengen
k= (ki,ky) €ZxNg

x = (z1,72) € R?

/ 1 n
S =tet Y
k=1

k=0

LI 1 nl 1
E ag ::§a0+zak+§an
k=0 k=1



1 Glatte Funktionen auf der Sphire

Ist eine Funktion f € C'(S) gegeben, so folgt
£(0,0) = f(27,0) (0<0<7), (1)
f[(9.0) = fn, [flém) =fs (0<¢<27), (1.2)

wobei fy und fs die Funktionswerte am Nord— bzw. Siidpol sind. Ist eine Funktion
f € C'(S) gegeben, so erhalten wir die Bedingungen

d 0

551000 = F2/Cm0) (0<0<x), (1.3)
D 1(6.0) = Axcos + Bysing (0<6<2m). (1.4)
D f(6m) = Ascos g + Bssing (0<¢<2m). (1.5)

wobei Ay, By, As und Bs Konstanten sind. Die Bedingungen (1.1), (1.2) und (1.3)
sind offensichtlich. Um (1.4) und (1.5) einzusehen, betrachten wir eine Entwicklung von

f nach Kugelflichenfunktionen (siehe z.B. [4] oder [6]).

Wir fithren orthonormale Funktionen beziiglich des Skalarproduktes

(Foahs o= [ ggar = [7 [T 1(6,0)506.0) sin 0 ds do (16)
ein. Es sei 4
1
P](Z) = ﬂ @ (22 — 1)1 (Z € [—1,1], ZE NO)

das [-te Legendre—Polynom. Mit
Pr(z) = (1=22"2P"(2) (z€[-1,1],1 € Noym =0,...,1)

bezeichnen wir die zugeordneten [-ten Legendre—Funktionen. Die Kugelflichenfunktio-
nen kénnen wir nun durch

Y™ (¢,0) = al" P"(cos )™
(ZE Ng,m:(),...,l)

Y7 (¢,0) = (=1)"Y"(6,0)

mit dem Normierungsfaktor

m L+ 1/2 (1 —m)!
ai' = (=1) \l 2r (I 4+ m)!

erkldaren. Die Funktionen Y;™ bilden ein vollstandiges Orthonormalsystem im Hilbert-

raum L?(S) mit dem Skalarprodukt (1.6). Es gilt

!

Y YV )s =610 bmmr (LU €ENgs m=—1,...00;m' ==1U',....1') .
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Wir entwickeln die gegebene Funktion f € C''(S) in eine Fourierreihe nach den Kugel-

flachenfunktionen
00 {

=2 2 (LEYM)sYT(6,0).

(=0 m=-1

Um (1.4) zu zeigen, betrachten wir

B - a
D f60) = 3 X (V)5 A v (00).

=0 m=-1
Dabei nehmen wir an, f sei glatt genug, so dafl wir die partielle Ableitung gliedweise

bilden kénnen. Wir berechnen — Y (¢,0) . Wegen P2(z) = Pi(z) gilt

0
50 Py(cos 9)‘ =0.

Fir m > 1 erhalten wir

0

50 P (cos 0) = % {sin™ 0 Pl(m) (cos 0)}

= m sin™ " fcos 0 Pl(m) (cos 0) + sin™ 0 PI(mH) (cos ) sin
= m cot § P"(cos ) + le"'l(cos g) .

Wegen der Rekursionsformel fiir die zugeordneten Legendre—Funktionen (siehe z.B. [3],

S. 107)
2m cot 0 P (cos 0) = leH (cos ) + (n—m+1) (n+m) le_l (cos 0)

ergibt sich

1
0 P (cos ) = % P/t (cos 0) + 3 (n—m+1)(n+m)P"" (cos 0) .

a0
Aus P™(1) = 0 (m > 0) und P(1) = 1 folgt somit
P 0 - om= 0,
Oy (6,0) = ap et m=1,
0 m > 1

und damit die Behauptung (1.4). Eine analoge Uberlegung liefert (1.5).

1.1 Bemerkung

Setzen wir ¢ = 0 bzw. ¢ = x/2 in (1.4) und (1.5), so kénnen wir die Konstanten Ay,
By, As und Bg berechnen. Somit ergibt sich

Av = 2f0,0), By= o f(x/2,0),

f(r/2,7),

NN

9,
AS = %f(o,ﬂ'), BS:



d.h., fiir ¢ € [0,27] gilt

0 0 9, :

By (¢,0) = %f(0,0) cos ¢ + 50 (x/2,0) sin ¢, (1.7)

0 0 9, :

50 (¢p,7) = ET] (0,7) cos ¢ + 50 (x/2,7) sin ¢ . (1.8)
]

1.2 Bemerkung

Die folgende Uberlegung zeigt die geometrische Bedeutung der Bedingungen (1.4) -
(1.5). Eine glatte Funktion f € C'(S) reprisentiert eine geschlossene Fliche F' im
Raum R?. Die Punkte dieser Fliche entsprechen den Vektoren

z(6,0) = f(4,0) (cos¢ sinf . sin¢ sinf,cosb) .
Eine Tangentialebene an F im Punkt z(¢, 8) (4,60 € D) wird durch die beiden Vektoren

0
z4(p,0) = (@_¢ f(¢,9)) (cos ¢ sin 6, sin ¢ sin 6, cos 0) (1.9)

+ f(¢,0)(—sin ¢ sin 0, cos ¢ sin 6 ,0),
d
zo(4,0) = <% f(¢,9)) (cos ¢ sin 6, sin ¢ sin 6, cos 0) (1.10)
+ f(¢,0)(cos ¢ cos 6 ,sin ¢ cos 0, —sin 0)

aufgespannt. Die beiden Pole bediirfen gesonderter Untersuchungen. Die Forderung
f € C'(S) impliziert am Nordpol, daf} alle Vektoren

20(6,0) = 5 1(6,0)(0,0,1) + fi cos 6, 5in ,0)

in einer Tangentialebene liegen. Diese wird z.B. von den Vektoren z4(0, 0) und z4(7 /2, 0)
aufgespannt. Folglich miissen z¢(0, 0), zg(7/2,0) und z¢(¢,0) (¢ € [0, 2x]) linear abhéngig
sein. Dies fithrt auf die Bedingung

0
0
, 0
I con 6 [y sin 6 25 f(6,0)
Wir erhalten mit fy # 0 die Behauptung (1.7).

Eine analoge Betrachtung am Siidpol (6 = =) liefert (1.8). In [2] wird gezeigt, daB die
Tangentialebenen an F' an den Polen stetig ineinander tibergehen und dafl die Bedin-
gungen (1.9) und (1.10) somit hinreichend sind. O
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In [1] werden Funktionen auf der Sphéire untersucht, die die Randbedingungen (1.1)
— (1.5) erfiillen. Ebenfalls wird ein Tensorprodukt formuliert, wobei ein Faktor durch
Spline-Wavelets auf [0,1] (siehe [10]) beschrieben wird. Der dort beschriebene Zugang
hat den Nachteil, da} die Dimension des entstehenden, linearen Gleichungssystems ex-
ponentiell wachst und daff die Bedingungen (1.4) und (1.5) nach einer Waveletzerlegung
nicht mehr erfillt sind.

Im folgenden werden wir stetige Funktionen auf der Sphére konstruieren, die auch nach
einer Waveletzerlegung stetige Funktionen auf S liefern. Die Bedingung (1.3) ist erfiillt,
weil ein Faktor des Tensorproduktes eine 2r—periodische Funktion ist. Fiir Funktio-
nen f € CY(S) erfiillen wir die Bedingungen (1.4) und (1.5) aber auch nur néhe-
rungsweise. Die spater verwendeten Interpolationsknoten (2xk/M;, (cos(nl/N;)+1)/2)
(k=0,...,M; —1, I =0,...,N;) sind auf der Sphére ungleichméBig verteilt und lie-
gen in der Nahe der beiden Pole dichter. Diese Tatsache werden wir ausnutzen, um die
Bedingungen (1.4) — (1.5) ndherungsweise zu erfiillen.

Ein anderer Ausgangspunkt wird in [12] gewahlt. Verallgemeinerte Haar—Wavelets wer-
den benutzt, um Wavelets auf Dreiecken zu beschreiben. Eine Triangulierung der Sphére
S erlaubt die Beschreibung von Funktionen, die auf S definiert sind. Beispiele und nu-
merische Testrechnungen werden angegeben.
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2 Trigonometrische Wavelets

Zum besseren Verstdndnis der Arbeit wiederholen wir die Ergebnisse zu den trigono-
metrischen Wavelets aus [8] und [9].

Es sei L3 (R) der Hilbert—Raum aller 2r—periodischen, quadratisch integrierbaren Funk-
tionen f : R — R mit dem Skalarprodukt und der Norm

L2 1/2
(Fr9)er = o= [ T 90t s W lar = (513

Der u—te Fourierkoeffizient von f € L3 (R) sei durch

e (f) == (f,e7™)ar (u€Z) (2.1)

definiert. Mit 7; C L3 _(R) (I € N) bezeichnen wir den linearen Raum aller trigonome-
trischen Polynome hochstens [~ter Ordnung. Wir erkléaren den Dirichlet-Kern Dy € T,

durch 1

1
D, = 3 + kz::l cos(k-) . (2.2)
Fir 7 € Ny betrachten wir den de la Vallée Poussin—Kern
5291
M; ;=277 > D (2.3)
[=3.27

mit M; := 29+3 (j € Ny). Wir erhalten dann

{ sin(2j+2x) sin(2j$) € R\25Z.

27+ M sin?(x/2)
1 xr €217.

pilx) =

Mit h} := 2x /M, definieren wir die Verschiebungsoperatoren O'Jl"k vom Level 3 durch
Thee! = elim @l — kR (k= 0. M= 1).
Diese Werte erfiillen die Interpolationsbedingungen
(ip)(IR]) = 6y (k,1=0,...,M; —1) . (2.4)
Fiir v € Z und f € L3_(R) erhalten wir

co(f(- — kb)) = wel(f) (k=0,...,M;—1), (2.5)

u

wobei w; 1= exp(—2nt/M;) ist. Fir j € Ny erklaren wir den Skalierungsraum vom Level
J
V!i=span{p;,: k=0,...,M; —1}.

J

Definieren wir den Operator L} : O (R) — V;.l durch
M, -1

Lif »= ) f(khj)ejp (f € Can(R)),

k=0
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so hat L} die Eigenschaften
L;f(lh;) = f(lh;) (Il=0,....M; — 1),
Lif € Vi, (2.6)
d.h., L} ist der Interpolationsprojektor auf le beziiglich des Gitters
= {QFZ/M] ZZO,...,Mj—l}.
Weiterhin gilt
T3.05 C le CTsoio1 (J €Ny,

so dafl V' C VI, (7 € Np) ist.
Da ¢} eine reelle, gerade Funktion ist, gilt ¢} (¢}) = cL, (¢}) € R (n € Z), so daB wegen
(2.2) und (2.3) fir v € Ny

1 u=0,...,3-27
Mic,(¢;) = 271(5-—27u) u=3-241,...,5-20 -1, (2.7)
0 sonst

folgt. Die Fourier-transformierte Zweiskalen-Relation von ¢} ist somit durch

C}m(@;) - A;+1n ’I'L(SO]-'-l) (.7 € NO? n < Z) (28)

mit dem Zweiskalen—Symbol von L,oj

2 n=0 3.2
Ajjr, =452 n=3-241,...,5-2 -1, (2.9)
0 n:5-2],...,Mj
und
A;—{—ln = A;-H -n = A;-H n+M; 41 (n € No)

gegeben. Die Teilraumkette {Vl o bildet eine 2m—periodische Mulliresolution von
L3 (R), weil die folgenden drei Bedmgungen erfiillt sind:

(My 1)
VicVin (€N,
(M; 2)
clos ( U Vl) L3 (R).

(M; 3) Fiir alle j € Ny und fiir alle (a;,) " € RM gilt

M;-1 M;—-1 M;-1

_ 1/2

270N ainl? < YD @ M N2 <Y Jagal
n=0 n=0 n=0
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Die Aussage (M; 3) ist dquivalent zu der Ungleichungen

[u—y

< Y M (@)P <1 (=0, M; = 1). (2.10)

p1==—00

2
Wir betrachten den trigonometrischen Waveletraum W} := Vi, 6 V' (j € Ny) vom
Level 7 und setzen

@/’]1‘4-1 =2 ‘P}+1,1 - ‘P;( . h}+1) € V;l+1 : (2.11)
Dann wissen wir aus [8], daB

W} =span{o}, ¢l : k=0,...,M; — 1}

gilt. Da ¢} eine reelle Funktion ist, gilt ¢, (¥}) = cL,(¢}) (n € Z). Somit folgt wegen
(2.5), (2.7) und (2.11) fiir v € Ny

Mj+lc’llt('77b‘71+l) = Mj+1w;+1(2011¢(99}+1) _Ci(99}))
(Q_ju—S)w;H u=3-241,...,5-2 -1,

_ 2wy w=>5-2/,...,3-2%"
- (5—2_j_1u)w;*+1 u:3-2j+1—|—1,...,5-2j+1—1,
0 sonst.

Mithin ist die Fourier—transformierte Zweiskalen—Relation von 77/)]1-_}_1 durch

C;( ]1‘-|-1) = B}-H,n C:L(SO}-H) (j €No, n €Z)

mit dem Zweiskalen—Symbol von v;

0 n=0,...,3-2,
B, =14 Qn=3)wy, n=3-2+1,...,5-2 -1, (2.12)
2wl n=>5-2,....,M;

und
1 _ 1 _ 1
Biyin = Bjyi—n = Bitinin,,, (n€N)

gegeben. Wir fiithren die Zweiskalen—Symbolmatriz vom Level j (5 € Ny) durch

Al B!
Sjl-l-l,n p— ( 7+1,n ]1+1,n ) (n c Z)

1
Aj+17M]+n B]+17M]+n

ein, d.h.,

2 0 ,
B n=0,...,3-27,

0 _ij+1

5—27In 27Ip — 3) w? . .
S}+1n:: , ( 4 ) A n=3-22+1,...,5-27—1,
' 277n—3 (277n —5) Wy

0 2w” .
o+ n=>5-2 ... M.

2 0

Diese Matrix ist invertierbar und es gilt

1 _ Q1 .
Sj—}-l,n - Sj+1,—n - S]+177L+M]+1 (TL € NO) .
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3 Chebyshev—Wavelets auf einem Intervall

Aus [7] tragen wir folgende Ergebnisse zusammen. Im folgenden sei [ := [—1,1] und
w(z) == (1 —2%)~Y% (z € (=1,1)). Mit L2 (I) bezeichnen wir den Hilbertraum aller
beziiglich des Gewichtes w quadratisch integrierbaren Funktionen f: I — R mit dem
zugehorigen Skalarprodukt und der Norm

1
(190 = — [ w@f@g@)de, 1fll = (L0
Wir erkléren das n—te Chebyshev—Polynom (erster Art) durch
T, = cos(narccos) (n € Np).

In L2 /(1) bildet {T,, : n € Ny} ein vollstindiges Orthogonalsystem. Es gilt fiir k,1 € Ny

1 k=1=0,
(T]mTl)u; = 1/2 k:l>0,
0 k#£1.
Der k—te Chebyshev—Koeffizient von f € L2 (I) ist durch
i(f) == 2(f,Te)w (k€ No) (3.1)

definiert. Im Level j € Ny betrachten wir mit N; = 2/%% die Skalierungsfunktion go?,
deren Chebyshev—Koeffizienten

2 n=0,...,3-27,
Njci(p}) =3 5-27n n=3-21+41,...,5-2/ — 1, (3.2)
0 n=>5-2,5-2041,...

lauten. Mit A}, := cos(%) (7 € No, n € Z) definieren wir den Verschiebungsoperator

vom Level 3 durch
1 1
(05 )(@) 1= S f(ahly +B(2)d(h5,) + 5 (whf, — d(@)i(hS,)) (v € 1)

mit w(z) := (1 — 22)Y/2 (z € I). Es gilt fiir f € L2(I) der Verschiebungssatz fiir die
Chebyshev—Transformation (siehe [14])

numw
ci(agz,u f) = hinu Ci(f) = cos 2

N, c(f) meNp,ueZz). (3.3)

Fiir j € Ny fithren wir den Skalierungsraum vom Level j
VZi=span{pi,: k=0,...,N;}

ein, wobei wir zur Abkiirzung o?, := 07, ¥ setzen. Die Funktionen ¢, besitzen die
Interpolationseigenschaft

2 k =0, N;,
(Wip)(hi) =31 k=1=1,...,N; -1, (3.4)
0 k£1(k1=0,...,N;)



Wir definieren den Operator L% : C'(I) — V? durch

L2 =Y " f(h2) ¢i (FeC(I),
fiir den

Lff(hik) = f(hik) (k:()a-"ij)v
Lif e V?

J

gilt. Somit ist L? ein Interpolationsoperator beziiglich des Gitters

k
G {cos—ﬂ-:k:O,...

Die Chebyshev—transformierte Zweiskalen—Relation von Lp? ist durch

cn(e;) = Afpincn(ein) (n € No) (3.5)

mit dem Zweiskalen—Symbol

2 n=0,...,3-2
A2 =5 =27 n=3-2041,...,5-20 — 1, (3.6)
0 n:5'2j,...,N]‘+1
und
A?-i—ll A?-}-l Z+TLNJ+2 = A?+1,Nj+2—l (n e NO? l: 077N]+1)

gegeben. Die Teilraumkette {V?}32, bildet eine Multiresolution von L2,(I), weil die fol-
genden drei Bedingungen erfiillt sind:

(M 1)
VicVi (GeNo).
(M, 2)
clos (U V]Q) = L2(I).
7=0
(M3 3) Fir alle j € Ny und fiir alle (amn)nNio € RNit! gilt
N,

" " 12 "
21y ain—HZ a5 N3 ml\2<2 i

n=0
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Wir erklaren nun den Waveletraum Wf vom Level j (j € Np) als das orthogonale Kom-
plement von VjQ in VjQ_H, d.h. Wf = V]Q_H S Vj?. Fir die Funktion ;/;]2 € Vf_,_l, deren
Chebyshev-Koeffizienten
27in -3 n=3-241,...,5-2 -1,
o 2 n=>5-2,...,3-2%"
Nje, (Vi) = i - -
5—=277"'n n=3-227 +1,....5-227 — 1,

0 sonst

lauten, gilt
Wf = span{(f]‘+1,2k+1¢]2'+1 P k=0, N; =1},

Wir erhalten die Chebyshev—transformierte Zweiskalen—Relation von ¢?+1

CZ(¢?+1) = B32+1,n CZ(‘P?-H) (n € NO) ) (3-7)
wobei 4
0 n=20,...,3-27,
B, =22"n=3 n=3-241,...,5-2 —1, (3.8)
2 n=>5-2..., N
und
BJQ'+1,1 = B]2'+1,l+nN]+2 = B]2+1,N]+2—z (n €Ny, [ =0,... 7Nj+1)
ist. Wir fithren die Zweiskalen—Symbolmatriz vom Level j (5 € Ny) fiir alle n € Ny durch
2, = ( Afn Bl )
L AJ+1,N]+1—7L _Bj+17N]+1—n
ein, d.h.
2 0 :
n=20,...,3-27,
0 -2
5—27In 279n —3 . .
Sty = , . n=3-2+1,...,5-2/ -1,
’ 279pn—3 277n—5
0 2 4
5 0 n=>5-2,...,Njq
und
512+1,z = 5]2+1,l—|—nN]+2 = 5]2+1,N]+2—1 (n €N, [=0,... 7N]+1) :

Das folgendes Beispiel soll das unterschiedliche Verhalten der Waveletanteile bei Ver-
schiebung der Ausgangsfunktion verdeutlichen.
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3.1 Beispiel
Mit N, bezeichnen wir den linearen B-Spline
x 0<z<1,
No(z):=4 2—2 1<a<2,
0 sonst .

Im folgenden projizieren wir die mit Hilfe von N, gebildete Funktionen f in V2* und
berechnen deren ,glatten“Anteil in V2 und deren Waveletanteil in W2. Da die Ablei-
tung von f Sprungstellen besitzt, interessiert, ob auch in der Niahe des Intervallrandes
liegende Sprungstellen im Waveletanteil zu erkennen sind.

1 0.007
0 AUA
-0.004
-1 0 1 -1 0 1
Ve (f(z) = Nao(4(x +0.5))) Wg  (f(z) = Na(4(z +0.5)))
1 0.004
0
0
-0.005
-1 0 1 -1 0 1
Ve (f(z) = Nao(4(x +0.9))) Wg  (f(z) = Na(4(z +0.9)))
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1 0.002

-0.003
-1 0 1 -1 0 1

Ve (f(z) = Na(4(x 4 0.99))) W (f(z) = Na(4(x + 0.99)))

Diese Ergebnisse zeigen, dal wir die Unstetigkeiten von f" auch in der N&he des Inter-
vallrandes gut analysieren kénnen.

1 0.0015
0 b
0
-0.003
-1 0 1 -1 0 1
Ve (f(z) = No(4(z + 1)) W (f(z) = No(4(z + 1))

Die Funktion Ny(4(z + 1)) ist im Punkt = —1 stetig differenzierbar. Durch die Wa-
veletzerlegung werden die ,,Singularitdten® von f genau widergespiegelt, falls das Level
J geniigend grof} ist.

3.2 Bemerkung

Bei dem Tensorproduktansatz in [1] sind als Faktoren periodische Spline-Wavelets und
Spline-Wavelets auf einem Intervall gew&hlt worden. Wir wollen deshalb den Zerle-
gungssalgorithmus in [7] (basierend auf Polynom—Wavelets) mit dem Algorithmus in
[10] (basierend auf Spline-Wavelets) vergleichen. Der Zerlegungsalgorithmus fiir linea-
ren Spline-Wavelets benétigt 6 - 271! reelle Multiplikationen, um aus 2/+' + 1 Funkti-
onswerten von f;11 € V4, die 27 Waveletkoeffizienten von g; € W; zu berechnen. Fiir
den kubischen Fall sind bereits 14 -2/*! reelle Multiplikationen nétig. Im folgenden Bild
ist die Anzahl der benétigten Multiplikationen (jeweils dividiert durch 2/*!) bei dem
Zerlegungsalgorithmus fiir Polynomwavelets in Abhangigkeit vom Level 5 = 3,...,20
dargestellt.
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18 | %
16 - X a
14 - x B
12 - B

10 |- X .

\ \ \ \ \ \ \ \ \
42 4 6 8 10 12 14 16 18 20
J
Wir zeigen nun, daB der Zerlegungsalgorithmus in [7] mit einer arithmetischen Kom-
plexitat von O(N logN) in praktisch interessanten Féllen besser als der Algorithmus
in [10] mit einer Komplexitat O(N) sein kann. Der Algorithmus fiir linearen Spline—
Wavelets benétigt bis zum Level 5 = 4 mehr reelle Multiplikationen. Benutzen wir
kubische Spline-Wavelets, so erfordert dieser Algorithmus bis zum Level ;7 = 14 mehr
reelle Multiplikationen.

Noch deutlicher werden die Unterschiede, wenn man diese Algorithmen beztiglich einer
vollstandigen Zerlegung der 27! gegebenen Daten in eine Zerlegung in 2/ +2/=1 . 423
Waveletdaten und 2% Daten im Skalierungsraum vom Level j = 3 betrachtet.

30
T T L S
. X
257 * ><>< -
* X
. X
207 X ]
* X
X
. X
15 - » -
X
<>52§<><><><><><><><><><><><><>
0 © % -
o X
X
5 | | | | | | | | |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

J
Wir haben fiir j = 3,...,20 die Anzahl der benotigten reellen Multiplikationen (divi-
diert durch 2/*1) eingetragen:
x — Zerlegungsalgorithmus fiir Polynomwavelets in [—1, 1]
o — Zerlegungsalgorithmus fiir lineare Spline-Wavelets in [0, 1]
* — Zerlegungsalgorithmus fiir kubischen Spline-Wavelets in [0, 1] 0
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4 Tensorprodukt—Methode

Nachdem wir nun 2x-periodische Skalierungsfunktionen durch (2.7) und Skalierungs-
funktionen auf den Intervall I durch (3.2) erklart haben, sind wir in der Lage, ein
Tensorprodukt zu definieren.

Wir fithren zuvor noch eine Transformation A : [0, 7] — [—1,1] durch A(f) := 20/%x —1
ein. Zur Vereinfachung der Bezeichnung sei im folgenden x := (21, 23) mit 21 = ¢, x4 =
A(8). Somit betrachten wir Funktionen auf H := [0,27] x [—1, 1]. AuBlerdem benutzen
wir ein fiir unseren Fall angepaBtes Skalarprodukt, welches sich von (1.6) unterscheidet.
Wir betrachten Funktionen f € L3 (R x I), welche 2r—periodisch beziiglich z; sind

2T, w

und der Bedingung
[ ) 1F)Pax < oo

geniigen. Fiir diese Funktionen erkldren wir das Skalarprodukt und die zugehérigen
Norm durch

1

~ o2

(1.9 = 55 [ 0G0 0GB dx s flar = (£, (1)

mit
w(x) == (1—23)7"? (22 € (-1,1)).
Definieren wir By(x) := e*1%1 T}, (z3) (k1= (k1,k2) € Z x Ny), so gilt
(Bi, B)) = (€™, e )gr (Tay, Thy)e (k= (ka, ko) 1:= (I, 1) € Z x Np)

1 klzllél und kQZZQZO,
1/2 klzllez und kQZZQEN,

0 sonst.

Der k—te Fourierkoeffizient (k = (ki1,kq) € Z x Ny) sei durch
= 2

cklf] (f;Bx) (f € Ly (R xT)) (4.2)
definiert, d.h., fiir f € L3 (R x I) gilt die Darstellung

AuBerdem sei ¢[f] := (ck[f])kezxn,- Betrachten wir fiir f,g € L3 (R x I)

2T, w

L) = (S S allBe 3 3 allB)

klz—oo kQZO 11:—00 12:0
1 o0 o0 , .
= 0 Y > alfal.
klz—oo k2:0

so folgt die Parsevalsche Gleichung

o0

S = S S el A1 (4.3)

kl =—00 k2:0
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Wir definieren nun die Skalierungsfunktionen o; := ¢} @ % (j € Ny). Dabei bezeich-
net f ® g wie iiblich das Tensorprodukt der Funktionen f € L3 (R)und g € L2 (I):

(f © 9)(x) = [(z1)g(z2) (xeRx).

Den Verschiebungsoperator o;x vom Level j erklaren wir durch das Tensorprodukt der
Operatoren
| 2
Tjk = Ojp, & Ojp, -

Wir benutzen die Abkiirzung

R | 2
Yik = 05k P; = Yip @ @ip, -

Einen linearen Teilraum U von L (R x I) nennen wir verschiebungsinvariant vom
Level j (5 € Ny), wenn fiir jedes f € U alle verschobenen Funktionen o;xf (ki =
0,...,M; =1, k, = 0,...,N;) in U enthalten sind. Fiir j € Ny definieren wir den

verschiebungsinvarianten Skalierungsraum vom Level j
‘/j — ‘/jl ® ‘/]2
= span{pjx : k1=0,...,M; —1, kg =0,...,N;}, (4.4)
2

welcher von ¢; € L3,
V; erklaren wir durch

(R x I) erzeugt wird. Den Interpolationsoperator L; : C(H) —

Ly = L' @ L2,

d.h.
M,;-1 N,
Lif = > > flhjx)eix (f€C(H)), (4.5)
k1=0 ky=0
wobei hjy := (ky h}, b2 ,)) ist. Aus (2.4) und (3.4) folgt die Interpolationseigenschaft
2 lgzk‘Q:O,N]’ und klzll,
99]‘71(}1]‘7](): 1 lgzkgzl,...,N]’—l und klzll,
0 sonst
und damit
L; f(hjx) = fl(hjx), (4.6)
Lif € Vi,

d.h., L; ist ein Interpolationsprojektor auf V; beziiglich des Gitters

G]' = Gl X G?

J

= { (2kyw/M;j,cos(ke/N;)) ki =0,....M; =1, ky =0,...,N; }.
Eine beliebige Funktion f € V; kann eindeutig in der Form

M;-1 N,

F=3 Y axf)ein (4.7)

k1=0 ky=0
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mit Koeffizienten a;x(f) € R (k1 =0,...,M; —1, ks =0,..., N;) dargestellt werden.
Folglich ist dim V; = (N; + 1)M;.

Wir wollen die Zweiskalen—Relationen im Bildbereich benutzen. Dazu sind diskrete
Kosinus—Transformationen (DCT) und diskrete Fourier—Transformationen (DFT) no-
tig. Diese wollen wir in Matrixform darstellen.

Die diskrete Kosinus—Transformation (DCT) vom Typ1 der Linge N+1 (DCT-I(N+1))
wird durch die Matrix

k‘lk‘g’ﬂ')N

I -
Cnyr = <€N7k2 cos —

k1 ,ko=0

mit eno = enn = 1/2,enp, =1 (ko = 1,...,N = 1), die DCT vom Typ 11 der
Linge N (DCT-II(N)) wird durch die Matrix

k1(2k2 + 1)7" N-t
cif = (cos—
2N k1 ,ka=0

und die DCT vom Typ III der Linge N (DCT-III(N)) wird durch die Matrix

N = |eng, cOS————
2N k1 ,k2=0

erzeugt (siehe [13]).
Die DCT vom Typ I — III sind bijektiv. Es gilt

_ 2
(CJIV-H) b= NC']I\,_H )
2
CcIn-1 2 olr
(FORNEE

Die diskrete Fourier—Transformation der Lange M; (DFT(M;)) wird durch die M;~te

Fourier—Matrix

kiks \ M. —omi
FMJ = (wjl 2)]61?162:0 (w] =€ ’ /M])
erklart. Es gilt
1 ——
-1 _
FM] — M] FMJ .

4.1 Lemma
Es sei j € No. Es gilt f € V; genau dann, wenn
alf] = a;(f)ale;] (1€Z xNo)
mit aji(f) € C, wobei
() = anan () = @16 () = G pin, () (L €Z, 1 € No)

(
(4.8)
ajnn,(f) =ainN,-(f) (LEeEZly=1,...,N; —1)
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151.

Beweis:

1. Wegen der eindeutigen Darstellung (4.7) einer Funktion f € Vj, den Verschiebungs-
sétzen fiir die Chebyshev—Transformation (3.3) und fiir die DF'T (2.5) erhalten wir unter
Beachtung der Eigenschaft

ale;] = a,(¢)) e, (¥?) (L eZ, 1€ No) (4.9)
die Gleichung
M;71 N " k‘glgﬂ' .
alfl = 3 > k() wih cos N, alg’] (heZ,l,eNy).
k=0 ky=0 j
Wir setzen
) M;-1 N; M by k‘glgﬂ'
a(f) = Z Z ajx(f)w*™ cos — . (4.10)
k1=0 ky=0 NJ

In Matrixschreibweise bedeutet dies

J

Aj = Fuy A; (Ch )"

mit
M;—1,N A . M;—1,N
Aj = (k) rZodzo . Aj = (0(f))i =0 -
Fiir beliebiges [, € Ny definieren wir

. " k l ™
aj7k17l2(f) = Z Qj.ky ko (f) cos 2]\[2 (kl = 07 s 7Mj - 1) : (411)
ko =0 J
Die M; Vektoren (&] Ky, 12(f))g o (k1 =0,...,M; — 1) entstehen durch DCT-I(N; +
1) von (aj,, k2(f))k2 o (kr = 0,...,M; — 1), d.h. A; = A-(C]{,j+1)T mlt A; =

(G0, (f ))k1 Z;IéV Wir betrachten nun die N; + 1 Vektoren (dj711712(f))11 0 I, =

0,...,NN;) mit den Komponenten

CALle 12 Z a]kl 12 wklll (11:0,...,Mj—1, 12:0,...,N]‘). (412)

k1=0

Diese sind durch die DFT(M;) der M; + 1 Vektoren (dj7k1712(f))k1 o (I =0,...,N;)
entstanden, d.h. A; = F; A;. Also hat A; = Far, A; (C']IVJH)T die Eigenschaften (4.8).

2. Zu beliebig vorgegebenen a;1(f) € C mit den Eigenschaften (4.8), d.h., zu den be-

liebig vorgegebenen N; 4+ 1 Vektoren (&Ll(f));\l/j o (la=0,...,N;) existieren eindeutige
Vektoren (&Mhlz)(f))if 01 (I = 0,...,N;) mit (4.12), weil die DFT(M;) bijektiv ist.

Wegen der Eigenschaft a;;, 1,(f) = a;—i,,(f) (b € Z,1; € No) gilt ajx5,(f) € R
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(ks =0,...,M;—1,1,=0,...,N;). Weil die DCT-I(N; + 1) invertierbar ist, existieren
eindeutig bestimmte a;x(f) € R (ky =0,...,M; — 1, k, = 0,...,N;) mit (4.11), d.h.,

Aj = Fit Aj(CF )7

Dann folgt fir [; € Z und I, € Ny

alfl = a;(f) ale;] (4.13)
Mt keolom
" 202
= ajx(f)wi cos v aledl
k1=0 k2=0 J
d.h.
M;—1 N,
f=2 > ax(Heix n
k1=0 ky=0

Wegen (4.11) und den Eigenschaften der DCT-I(N; + 1) folgt fiir &y = 0,..., M; — 1

NJ 1" 2 1 N] 17 2
Yo @ikt = 17 Yo laim
ky=0 J=1 =0

Nach (4.12) und den Eigenschaften der DFT(M;) ergibt sich [, = 0,..., N;

M1 2 Mot 2
k;) a0 |" = ﬁ] 112::0 it -
4.2 Folgerung
FEs gilt fiir die Transformation (4.10)
M;j-1 N, ; oMo, 2
k;} g::o = SN 112230 Z;O ajal” - (4.14)

Wegen (4.9), (2.9) und (3.6) erhalten wir durch Multiplikation von (2.8) und (3.5) die

transformierte Zweiskalen—Relation

cl[%‘%] = Aj+1,l CI[SO]‘.H] (l €7 x NO)
mit dem zugehérigen Zweiskalen—Symbol

A2

Aj-}—l,l = A 41,00 (l €7 x No) .

1
741,04
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4.3 Bemerkung

Folgende Fehleraussage fiir den Interpolationsprojektor L; findet man in [11]. Mit
Hy? (R xI) C L3 (R x I) wird der anisotrope Sobolev-Raum mit dem Skalar-
produkt

T s 2l o o ok ol
<f7g>7‘,s = Z /0 /_1 w(@)@—;r;’fa—xé f(l’bl’z) 8—:1;’1“8—:612 9($17$2) dzqda,

k=0 (=0

und der Norm
1fllrs == (1007 (s € No)
bezeichnet. Fiir f,g € L3, (R x T) gilt 272 (f,9) = (f,9)o,0-

2T, w

Fiir r,s € N mit r + s > 2 und beliebiges f € H;; (R x I) gilt

1f = Lifllan,w < O(2770D 4270 | ]|,

wobei C' eine positive Konstante (unabhéngig von j) ist. O
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5 Multiresolution von L3 (R x I)

27, w

Wir wollen nun eine Multiresolution des Raumes L3, (R x I') erkldren. Motiviert durch
die Bracketprodukte im eindimensionalen Fall (siehe [8] und [14]), definieren wir das
Bracketprodukt von @ = (ax)kezxng, 0 = (bx)kezxn, € [*(Z x Ny) vom Level j (5 € Ny)

durch
[a, b]; = ([a,b]j,k)if;‘oi;f;m

wobei

o0 o0
[avb]Lk = Z Z (a#lM]+k17M2N]+1+k2b#lM]+k17M2N]+1+k2
#1=—00 puy=0

+ a’mM]+k17(M2+1)N]+1—k2b#lM]+k17(#2+1)NJ+1—k2 ) :

5.1 Lemma

Fiir o = ¢} @ ¢} (j € No) gilt

< MJ'QNJ‘Q—I [c[@j]ac[@j]]j,k <1.

B

Beweis:
Aus der Definition des Bracketproduktes folgt unter Benutzung von (4.9)

[elwi], clpillix

o0 o0
= Z E (|CH1MJ+k17M2NJ+1+k2[99]”2 + |CM1MJ+1€17(M2+1)NJ+1—1€2[@]HQ)
p1==—00 pz=0

o0

= ( Z |C}A1MJ+1€1(S‘Q})|2) (E |ci2Nj+1+k2(g‘9‘?)|2 + |c%#2+1)NJ+1—k2(99§)|2) :

f#1=—00 wu2=0

Beachten wir (3.2), so gilt

[N]

1 2 - 2 2y12 2 2Y12
5 < Nj—l (Z |C;L2N]+1+k2(99j)| + |c(n2+1)N]+1—k2(9§j)| <1

p#2=0

und mit (2.10) ergibt sich

< MJ‘QNJ'Q—l [e[e;], elesllie < 1. -

=

Fiir jedes j € Ny erhalten wir nach Definition (4.4) einen beziiglich o,k verschiebungs-
invarianten Teilraum V;, welcher von ¢; erzeugt wird. Die Teilraumkette {V; }22, bildet

eine Multiresolution von L3_ (R x I) im folgenden Sinne:

2T, w
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ViCVin (1 eNo).

clos ( UV}) —Lgﬂw(RXI).

M 3) Fiir alle j € Ny und fiir alle (a; )27 N € RM*(Ni+1) gilt
7.k )k k=0 g

M;-1 Ny M;-1 N;
- " " 1 2A71/2
4 ! Z Z |a]k|2 S ” Z Z Cl] / j/ S‘ijkl‘gr,w
k1=0 k2=0 k1=0 ko=0
M;—-1 Ny
"
< Z Z |a1k|
k1=0 k1=0

Beweis:
Aus den Bedingungen (M; 1) — (M; 2) und (M3 1) — (M3 2) folgen sofort die Eigen-
schaften (M 1) und (M 2). Um (M 3) zu zeigen, betrachten wir

M;—-1 N,

f = Z E ”aJ}k MJ‘I/Q le/2 Yik € V; :

k1=0 ky=0

Nach der Parsevalschen Gleichung (4.3) und Lemma 4.1 gilt

1 & >
HngW,w = 5 Z Z |Cm[f] ?
m1=—00 mo=0
= MjNi.o Y 3l 117

m1=—00 m2:0

Substituieren wir my = I + psM;, mqg = Iy + paNjy1 (L = 0,..., M; — 1; I =
0,...,Njy1—1; 1 € Z; pz € Ny) und benutzen die Eigenschaften (4.8), so erhalten wir

M;—1 Njj1—1 o

HfHQﬂ’w

i41+l2 [9‘9]] |

j—1
{1=0 I=0 p1=—00 =0

Da @ 1,1, = Gj1,,N; 41 -1, 15t (siehe Lemma 4.1), kénnen wir die Summation iiber l; wie
folgt aufspalten:

M;—-1 Ny

o0 o0
1"
ll Z Z (|CM1M]+117M2N]+1+15 [S‘o]’”Q +

{1=0 l' =0 H1=—00 pa=0

£ 13m0 =

7—1

|CM1M]+11,(}L2+1)N]+1 _ll2 I:QOJ] |2) :
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Also ist
M;—1 N;

11120 = MiN; S0 32

11=0 I5=0

Nach Lemma 5.1 folgt (M 3) unter Verwendung von (4.14).

ajal*[eles], cleillin -
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6 Waveletraume

Wie bekannt, entstehen bei einem Tensorproduktansatz 3 verschiedene Waveletraume.
Fiir 7 € Ny definieren wir die Waveletrdume vom Level 3 durch

wl .= Vf@Wf = span{;bhl’k ki =0,...,M; =1, ks =0,...,N; — 1},
wi .= le ® Vj2 = span{;/)ﬁ_Lk ke =0,...,M; —1, kg =0,...,N;},
VleH = W;@Wf = span{@bﬁik ke =0,...,M; =1, ky=0,...,N; — 1}

mit den Funktionen

f+1,k = (le',kl ® J]2‘+1,21Q+1) (H‘Q; ® 77Z)]2'+1)7
¢f-{—1,k = (Ugl',kl ® ng‘,kz)) (¢;+1 ® ‘P?)v
@Z)]Iﬁk = (le',kl ® U]2'+1,2k2+1) (@/}]1'-;-1 ® @/)]2‘+1)-

6.1 Satz

Fir y € Ny gilt
‘/j‘}‘l = ‘/] S WJI@ W]II@ W]‘Illv

wobei & die orthogonale Summe beziglich des Skalarproduktes (4.1) bedeutet.

Beweis:

Wegen (M 1) und den Definitionen von L/)}_H und 77/)]2+1 ist klar, daB die Raume V}, W]-I,
I/VjH und W].IU Teilrdume von Vji; sind. Die Orthogonalitdt dieser Raume folgt aus
den Eigenschaften V' L W} und V? L W?. Wir zeigen nur V; L W]-I. Dazu ist es

hinreichend, die Orthogonalitat fiir die Basisfunktionen von V; und W]-I zu beweisen,

d.h.
<¢j,¢j+17k> =0 (ky=0,...,M; —1,k,=0,...,N;). (6.1)

Wegen 4,9? 1L 0]24_1_17%2“ @/)Jz_l_l ist
I 11 2 2 2
<99ja ¢j+1,k> = (%a%,kl)% (99]‘70]‘+1,2k2+1 ¢j+1)w =0

und somit gilt (6.1). Analog folgt V; L W]-H, V, L W]-HI, WJI L WjH, Wj[ L WjHI,
W]-H 1 Wj[ ' yund damit auch

Vim C V; uW/u wlu wir,
Die Uberlegung

dim W/ = M; N;
dim W/ = M; (N;+1),
dim W/ = M; N;
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vervollstandigt den Beweis, denn es gilt

dimV; + dim W/ + dim W' + dim W/
= M;(N;+1) + M;N; + M;(N; +1) + M;N;
= Mjp(Njp + 1) = dim Vi, . |

I 0,77/111 NN

7 . o . . . . I L
Wir wollen nun Zweiskalen—Relationen fiir die Funktionen 7, 1= ¢, o, ¥50, =¥ o

und 1 = I o herleiten. Aus (4.2), (2.1) und (3.1) folgern wir

al ]I+1] = 2 ][+17Bl>

2<99} ® @bj2'+176i11. ® Tl2>
c}1 (S‘Q}) 6122(?7/)]2'-}—1) :

Somit gilt

Cl[(gyl',kl ® Uf’,zkﬁl)@/’fﬂ] = 6111(99},k1)0122(0g2'+1,2k2+1 @/’]241)

15(2ky + 1
wé'lkl €os 72( N2 ) Cl[¢;+1] .
j+1

Benutzen wir nun die Gleichungen (2.8) und (3.7), so erhalten wir mit

= Al

j+17ll

I
B,

By, (€ZxN,)
unter Beachtung von (4.9), (2.9) und (3.8) die transformierte Zweiskalen—Relation fiir
J+1 ) )
alja] = Biayalein] (1€ZxNo). (6.2)

Analog erhalten wir mit

Bl == B, A, (1€ZxNy),

7+1,1 741,04
II7 L 1 2
Bitiy = Bjpiy, By, (1€Z x No)

die transformierten Zweiskalen—Relationen fiir @/}ﬁ_l und ;/)]I_{Il

alpiiy] = Bllaleia]l (1€ Zx Ny, (6.3)

alpil] = Bl jaleiq] (1€ ZxNy). (6.4)
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7 Dekompositions— und Rekonstruktionsalgorithmen

In diesem Kapitel geben wir effiziente Dekompositions— und Rekonstruktionsalgorith-
men an. Unsere Hilfsmittel sind dabei die diskrete Fouriertransformation (DFT) und

die diskreten Kosinustransformationen (DCT). Eine gegebene Funktion f;41 € Vjy4
(7 € No) der Form

Mjy1—1Njqa
fimn = 2 X ki (7.1)
k=0 ky=0
soll in die Summe
fin = fi+9l + 9"+ g}” (7.2)
von eindeutig bestimmten Funktionen f; € V;, gjl € WjI, WU und gIU WjHI

zerlegt werden. Wir nehmen an, dal von f;;; die Koefﬁmenten aivix € R (b =
0,...,M;41 — 1, kg =0,..., N;41) oder die transformierten Daten

Miz1—1 N]+1// k‘glgﬂ'
Gyl = Y. > ajpik wH_1 cos (7.3)
k1=0 ky=0 J+1
bekannt sind. Die gesuchten Funktionen f; € V;, gjl € WjI, I/VH und gIH WjHI

kénnen eindeutig in der Form

Mj-1 N,
fi = 20 D ajxeix, (7.4)

k1 =0 k2 =0

gf = Z Zb ]+1k’ (7.5)

k1=0 ky=0
M;-1 N,
"
g’ = 2 Z bk Vg - (7.6)
k1=0 ky=0
M,—1 N;—1

g = X Y bk vk (7.7)

k1=0 ko=0

dargestellt werden. Um die Funktion f;1; € V41 zu rekonstruieren, miissen wir die
Summe (7.2) mit den gegebenen Daten der Funktionen f; € V}, gf € Wj[, g]U € WjH
und gIU € WJIH berechnen. Wir nehmen an, daB die Koeffizienten a;x € R (k4 =
0,...,M; —1, ks =0,..., N;) oder die transformierten Daten

Mt keylym
1"
a1 = Z Z a;x wkll1 COSQZV—Q, (7.8)
k1 =0 ky=0 j

die Koeffizienten bj{k ER(k=0,...,M; =1, ky =0,...,N; — 1) oder die transfor-
mierten Daten

M1 N1 (ng + 1)[271'

E Z b k1l1 N74+1 , (79)
J

k1=0 k2=0
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die Koeffizienten bﬁ( ER (ki =0,...,M; =1, kg =0,...,N;) oder die transformierten
Daten

Mt keylym
E E ”b klll cos =22 (7.10)
k120 ka=0 N;

und die Koeffizienten b]I-’IkI ER(k =0,....M; —1, kg = 0,...,N; — 1) oder die

transformierten Daten

—lN -1
5 2k 1
bir' = DS bIAT ol cos Zrz + Dlam 2; )lzm (7.11)
k1=0 koy=0 J+1

bekannt sind.

7.1 Bemerkung

Die diskrete Transformation (7.8) der Grofle (M, N; + 1) ist eine eineindeutige Abbil-
dung von RM>*N;+1) auf CM*(Ni+1) | die jeder Matrix A; = (a; k)g Olk]j o € RMx(Nj+1)
eine Matrix Aj = (a; 1)5\14 0112N0 € CM;x(Nj+1) durch (7.8) zuordnet. In Matrixform be-
deutet dies

Aj=Fu, A (Cf )T

J

Umgekehrt erhalten wir
Aj = Fyt Aj(CR )™

d.h., es gilt
M;-1 Nj
"o, —k1l1 ]{721271'
a;k Z E a; 1W; CcOSs .
» MN » N
J=1 11=0 =0 J

Die diskrete Transformation (7.9) der Grofie (M, N;) ist eine eineindeutige Abbildung
von RM>XN; auf CMi*Ni | die jeder Matrix B; = (bmk)%];&éﬁgl € RMi*N; eine Matrix
B]I (bjll)ll 8112]\7 ~' e CM*Ns durch (7.9) zuordnet, d.h.

Bf = Fa, B(CY)".

Umgekehrt erhalten wir
Bj = Fi BJ(CR)™

d.h., es gilt
M;—1 N; -1
1 4 _ 2ky + 1)lym
b= N, 2 > byt o ! N Jor. O
7+Y5=1 {1=0 [,=0 J+1

Diese Transformationen kénnen in Matrix—Vektor—Form geschrieben werden. Mit dem
einfachen Zeilen—Spalten—Verfahren kénnen diese Transformationen effizient realisiert
werden. Als Beispiel geben wir hier nur die Transformation (7.8) an.
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7.2 Algorithmus (Zeilen—Spalten—Verfahren fiir die Transfor-

mation (7.3) )
Eingabe: a;x € R (ky =0,...,M; —1, k; =0,..., N;).

1. Berechne fiir k; = 0,..., M; — 1 jeweils

~ " k l ™
Ajkly — E a; k COS j\/? (12:0,...,N]’)

k2=0

mittels eines schnellen DCT-I(N; + 1)-Algorithmus.

2. Berechne fiir [; = 0,..., N; jeweils

(AljJ = Z Elj7k1712 wflll (11 = 0, e ,M]‘ — 1)

k1=0

mittels schneller Fourier-Transformation der Lange M;.

Ausgabe: a;; € C (4, =0,...,.M; —1,1,=0,...,N;).

7.3 Satz
Fir g € Ny seien fi41 € Viga, f; € Vi, g]l € WJI, WU und gIU I/Vj[H mit (7.1) —
(7.11) gegeben. Dann gilt firl; =0,...,M; — 1, lg =0,...,N; —
- s~ 4 IIT pIIl
ajp1r = ajiAjn + b B]+11 + b B]+11 + b Bj+11 (7.12)
aj+17117N]+1_l2 = a]71 Aj+17117N]+1_l2 - b B]+1 11, +1—12 —I_ b B]+1 11, +1—12
STIT pIII
— b Bj+17ll7N]+1_l2 (713)
aj+1711+M]712 = a] 1 Aj+lvll+ijl2 —I_ b] 1 B +1 11+M 12 —I_ b +1 ll‘l‘
III 177
aj+1711+M] 7N]+1_l2 = a]71 Aj+1711+M] 7N]+1_l2 b B]-I—l ll+ +1—12 —I_ b B]-|—1 11-}-
STIT III
- b j+1,ll+M],Nj+1—12 Y (7'15)
sowie
- A , SII 171
Gjrn,N, = Qi Ajpn, by Bidi o, (7.16)
. . 4 111
GiinerN, = N Anany, + 0 B Ly (7.17)
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Beweis:
Fiir 1 € Z x Ny gilt

alfiv] = alfi] + alg]] + alg!] + alg!"] .

Beachten wir, daf}

alfil = (f, By

M;—-1 N;

Z Z ”aﬁk Yik; Bl>

k1=0 k2=0

= aj1ale;)

und analog

alg] = ?)ﬂcl[@/ﬁ],
alg!l = blalp!'],
cl[g][II] — bIII W)III]

gilt, so folgt mit (4.13), (6.2), (6.3) und (6.4)

dimpalpin) = anale] + balpll + Malp!] + 81 afp!]
= (a0 A4 + bJ1B+11 + b Bl + bHIBfg,l)cl[(PHl]-

Wegen (2.7) und (3.2) ist afp;41] # 0 (L =0,...,M; — 1,1, = 0,..., Nj41), womit
(7.12) bewiesen ist.

A

. A A oA 11 3T _ I II
Benutzen wir a;l1 = a;5L,4+M = Cl],ll,Nj+1—127 bj,1 - b]‘,11+M],12 - bj7ll7NJ+1_l27 b,
111 _3II III III . III _
bj7ll+ijl2 —_— bj7ll7NJ+1_l2 und b b] ll+ _— bj7ll7NJ+1_l27 SO folgt (7.13) (7.17). .

Wir definieren die Zweiskalen-Symbolmatix S;41; als Kronecker-Produkt der Matrizen

1
Sj+17l1 und S? JH1,0p0

Sit1l = Sl+1,11 ® SJZ-H,IQ (1€Z x No).

J

Somit hat S;411 die Form

A}+1,11A3+1,z2 A}+1,11BJ2+1,12 B}+1,11A3+1,z2 B;+1,11B]2+1,12

A}+1,l1 A3+1,N]+1—l2 _A}+1,11 B]2+1,N]+1—l2 B]1+1,11 A?+1,N]+1 —lg _B]1+1,l1 B]2+1,N]+1—l2
A}+1,MJ+Z1A§+1,Z2 A}+1,MJ+Z1B]2+1,Z2 B]1+1,MJ+Z1A§+1,Z2 B;+1,M]+l1B?+1,l2
A}+1,MJ+Z1 A?+1,NJ+1—12 _A}+1,Mj+l1 B]2+1,NJ+1—Z2 B]1+1,Mj+l1 A?+1,NJ+1—12 _B]1+1,Mj+l1 B]2+1,NJ+1—Z2
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. I Ir7 II7
Ay, By, B, Biinn

, I 1  pIII
AJ+17117NJ+1_12 Bj+17ll7N]+1_12 B]'+1J17N]+1—l2 J+1L0,Nyjp1 =12
- I 7 I
Aj+17MJ+llvl2 Bj+17M]+11J2 B]'+17M]+11J2 B]'+17M]+11J2

, I 1 _ pIII
AJ+17MJ+117NJ+1_12 Bj+17M]+117N]+1—l2 Bj+17M]+ll7N]+1_l2 B]+17M]+117N]+1—12

Firl, =0,...,M; —1,1,=0,...,N; — 1 gilt dann

Q41,002 RN
N 77
Aj41,11,Njp1-1a _ o b]'7l1,l2 718
A - ]+171 AII ( : )
Aj+1,M;+1 12 T
A - IIIT
Aj41,M;+11,Njp1 12 bj711’l2
und fir [, =0,...,M; — 1,1, = N;
aj+17117N] - Sl ajvllyN] 7 19
A — M4l ?)II ( . )
a]+17M]+llyN] j,ll,Nj
Da die Matrizen S}, und S?,,, invertierbar sind und
-1 1 -1 2 -1
(Sj+1,l) - (Sj+1,11) ® (Sj+1,12)
gilt, folgt fir h, =0,...,M; — 1,1, =0,...,N; — 1
Qi lz A1,y 1
bt 1, | @
i)[[ = (Sj+171) A~ (720)
j,ll,lg a:j+17M]+llyl2
IIIT o
bj711712 Aj4+1,M;+11 ,Njy1—l»
und fir [, =0,...,M; — 1, = N;
& 1,01,N & i+1.1.. N
Jab141Vy o Sl -1 .7+ sb144V g 7 21
i)[[ - ( j+1,ll) - ( : )
jvllvN] a]+17M]+117N]

7.4 Dekompositionsalgorithmus
Eingabe: 5 € Ny,
MJ' = 2j+3, NJ' = 2j+2,
(Sj_}_l’])_l (11 - 0,,M] - 1, 12 - 0,,N] - 1),
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(Si41) ™ (i =0,..., M; = 1),

i1 €C(L=0,.... M1 —1,1,=0,...,Nis1).
1. Berechne (7.20) fir Iy =0,...,M; — 1,1, =0,...,N;, — 1.
2. Berechne (7.21) fir [, =0,..., M; — 1.
Ausgabe: ;3 (1 =0,...,M; —1,1,=0,...,N;),

bL(h=0,.,M; —1,1,=0,...,N; — 1),

B (h=0,...,M; —1,1,=0,...,N;),

B (L =0, ,Mj —1,1,=0,...,N; — 1).

7.5 Rekonstruktionsalgorithmus

Eingabe: 5 € Ny,
Mj = 2j+3, N]' = 2j+2,
S]‘+171 (11 :0,...,M]‘—1, 12:0,...,N]’—1),

Sty (h=0,...,M; — 1),
ajip (h=0,...,.M; —1,1,=0,...,N;),
b (h=0,...,Mj—1,1,=0,...,N; — 1),
B (Lh=0,....,M; —1,1,=0,...,N;),
BT (L =0, , M; —1,1,=0,...,N; —1).
1. Berechne (7.18) fir 4, =0,...,M; — 1,1, =0,...,N; — 1.
2. Berechne (7.19) fir [, =0,..., M; — 1.
Ausgabe: 4;111 € C (l1=0,...,Mjp1 —1,1=0,...,N;j31).
Die 3 Waveletraume WJI ) VVjH und le sind richtungsabhingig. Um einen moglichst
richtungsunabhédngigen Waveletraum W, zu erhalten, definieren wir
W; = W],I S WjH D WJIH .

Damit stellt sich folgende Aufgabe:
Eine gegebene Funktion f;11 € Vj41 (7 € Np) der Form (7.1) soll in die Summe

fisn = [; + 95

von eindeutig bestimmten Funktionen f; € V;, g; := g][—l—g]U—l—g]UI € W, C V41 zerlegt
werden. Um die Berechnung von g; effizient zu gestalten, soll die Summe natiirlich im

Bildbereich berechnet werden, d.h.

alg;] = algl] + algll + alg”'] (1€Z xNo).
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Wir wollen

g; = i i,qw;‘] By

11:—00 12:0

auf dem Gitter
G]‘+1 = { (leﬂ/Mj_l_l,COS(]CQW/N]‘_l_l)) : ]{71 = 0, e 7Mj+1 —1 5 k‘g = 07 e 7Nj+1 }
berechnen, d.h.
sl sl ’ —llkl le‘Qﬂ-
gix = gi(hjpx) = Y D algi] wih cos i
741

11:—00 12:0

fir kl = 0, ey Mj+1—1, kQ = 0, Ce ,Nj+1. Dabei gllt C][g]] = 0, falls ll € {—Mj+1, ey Mj+1—
1} oder Iy € {0,..., N;42} (siehe (2.7), (3.2)). Somit folgt

RN Ik lakom
9gik = Z Z alg;] wi ™ cos N
li=—Mj41 12=0 J+1
M;41-1Njqo Lk
' Lk 2Ko™
= Z Z (enlg;] + Cly—Mj 41,1 [9;]) WLy cos N
11=0 15=0 J+1
Mj41-1 N]+1”
= > > (ennlg) +en-mpnle] +
{(1=0 =0
—liky lykym

Cly,Njto—Is [gj] + Cli—Mj41,Njp2—12 [gj]) W,y COS N .
741

Wir nehmen an, da§ von f;4; die Koeffizienten a;;1x € R (k4 =0,..., M4 — 1, ky =
0,...,Njt1) oder die transformierten Daten (7.3) bekannt sind. Wir wollen nun ¢[g;]
(h=0,...,M;41 — 1,1, =0,...,N;41) berechnen. Hierzu bestimmen wir nach (7.20)
— (7.21) die Koeffizienten a;; (I; =0,...,M; — 1,1, =0,...,N;). Da

algi] = alfin] —alfj]

= (G411 — a4 1)alpi]

ist, erhalten wir mit der Definition

bip1y:=
aj+171 - CE]‘JA]‘_HJ ll = 0, e ,M]’ - 1, 12 = 0, e ,N]‘ 5
G411 — CZ]‘7[17N]+1_12A]'+171 ll = 0, Ce ,M]' — 1, lg = Nj + 1, Ce 7N]'+2 5
(i) = A1 -0; 1 Ay h=M,....Mjy1 =1, b=0,...,N;,
G411 — CE]‘711_M]7N]+1_12A]'+171 ll = Mj e 7Mj+1 — 1, 12 = N]‘ + 1, e ,Nj_}_g

(7.22)
die Gleichung )
algi] = bipg alpjl] -
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Beachten wir die Eigenschaften

A A

b]'+171 = bj+1’ll+nMj+1’l2 (l € Z X N(), n € Z) 5
bivix = birrupnn,y, (1€Zx Ny, neN)
so konnen wir die gesuchten Koeffizienten von ¢g;] (Ih = =M1, ..., M4z — 1, Iy =

0,...,Nj42) berechnen. Wir erhalten mit Hilfe der inversen DFT (M) und DCT-
I(N;41 + 1) die Funktionswerte ¢;x auf dem Gitter G41.

7.6  Verkiirzter Dekompositionsalgorithmus
Eingabe: 5 € Ny,
M]‘ = 2j+3, NJ' = 2j+2,
(S]‘+171)_1 (11 :0,,Mj —1, lg :0,,N]—1),
(Sh410) 7 (h=0,..., M; — 1),
CALJ'+171 E(C (11 :0,...,M]’+1 —1712 :0,...,N]’+1),
&]’71 (11 :0,,M]—1712:0,,N])
1. Berechne (7.20) fir Iy =0,...,M; — 1,1, =0,...,N;, — 1.
2. Berechne (7.21) fir [, =0,..., M; — 1.
3. Berechne (7.22) fir [, =0,...,Mj41 — 1,1, =0,...,Nj41).

Ausgabe: alg;] (h=0,...,Mj41,l,=0,...,Nj1).
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8 Numerische Ergebnisse

Benutzen wir die Transformation A(0) = 20/ — 1 (6 € [0,7]), so ist der Interpolati-
onsoperator

Lif(¢,0) == L f(¢,A(0)) (f € C(5))
ein Interpolationsprojektor auf V; beziiglich des Gitters

(k17 /M;, 27 w(cos(kem /N;) 4+ 1)) (k1 =0,...,M; =1, ky=0,...,N;) .

Interpolieren wir eine Funktion f € C'(S), so ist auch L3 f € C(S5). Die Bedingung
(1.1) ist erfiillt, weil ¢y ; eine 2r—periodische Funktion ist. Die Bedingung (1.2) ist am
Nordpol erfiillt, denn aus

f(leﬂ—/MjaO):fN (klz()v---ij_l)

folgt
Lif(6,0) = fx (o€ 0.7).

Ist f € C(S), so ist fiir L% f auch die Forderung (1.3) erfiillt. Im Fall f € C'(S5) gelten
die Bedingungen (1.4) und (1.5) fiir L% f nur ndherungsweise. Wir ersetzen % (¢,0)
durch den Differenzenquotienten
f2kym/M;, 27 w(cos((ky + )7 /N;) + 1)) — f(2ky7w/M;, 27 w(cos(kym /N;) + 1))
2717 (cos((k2 + 1)7/N;) — cos(kamw /N;))
(k‘l :0,...,Mj—1,k2 :0,,N]—1) .
Die Differenz 27 ' (cos((ky + 1)7/N;) — cos(kyw/N;)) wird an den Polen kleiner, weil

die Interpolationspunkte hier dichter liegen. Fiir hinreichend grofies Level j ist

f(2kim/M;, 27 w(cos((ky + 1)7/N;) 4+ 1)) — f(2ky 7/ M;,0)
2717 (cos((k2 + 1)7/N;) + 1)

eine gute Naherung fiir %f(qﬁ,()) Wegen der Interpolationseigenschaft (4.6) erfiillt
L% f die Bedingung (1.4) ndherungsweise.

Wir betrachten folgende Beispiele:

8.1 Beispiel
Durch die Formel
242+ 4z =1, z=(2,2,23)cR’
wird ein Rotationsellipsoid beschrieben. In spharischen Kugelkoordinaten ergibt sich
1 = (f(¢,0))*(cos® ¢ sin*0 + sin®¢ sin’6 + 4cos® )
= (6,00 (1 +3cos?0)
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Wir betrachten
1 0<6< 5

(1—|—3c0s2(9)_1/2 <0<,

f(p,0) ={

Diese Funktion stellt ein Halbellipsoid mit einer aufgesetzten Halbkugel mit dem Radius
r =1 dar. Wir wollen die Unstetigkeit der Kriimmung am Aquator (f = 7/2) analysie-
ren. Zunéchst wird diese Funktion durch Interpolation in den Raum Vg projiziert, d.h.,
wir bestimmen

agx = f(k17/256,27 ' (cos(kom/256) + 1)) (k1 =0,...,511,ky = 0,...,256) .

Wir benutzen nun Algorithmus 7.2 und den verkiirzten Dekompositionsalgorihmus 7.6.
Mittels schneller DCT-I sowie schneller Fourier—Transformation berechnen wir as
(ky = 0,...,255, ky = 0,...,128) sowie gsx (k4 = 0,...,511, ky = 0,...,256). Die
Funktion auf der Kugeloberfliche wird in Grau-Toénen dargestellt. Wir benutzen die
Zuordnung

[fnin - - - fmax] — [weill. .. grau . ..schwarz] .

Bild 1 zeigt dieses Ergebnis in V5 und Bild 2 zeigt den Betrag des Waveletanteils in Wi.
Wir drehen die Ausgangsfunktion um 7 /4 in Richtung Nordpol und fithren die gleiche
Berechnung durch (Bild 3 ,glatter Anteil, Bild 4 Waveletanteil). Eine Erwartung an
den Betrag des Waveletanteils ist, dal dieser mdglichst unabhéngig von der Lage auf
der Kugeloberflache ist. Wir zeigen deshalb in Bild 5 die Ergebnisse bei Drehung der
Ausgangsfunktion um 157 /32 (Bild 5 ,glatter Anteil, Bild 6 Waveletanteil).
SchlieBlich stellen wir noch die Ergebnisse bei Drehung der Ausgangsfunktion um 7 /2 in
Richtung Nordpol vor (Bild 7 ,glatter Anteil, Bild 8 Waveletanteil). Diese Ergebnisse
zeigen, da} wir auch in der Nahe der Pole die Unstetigkeiten gut analysieren kénnen.
Berechnungen in héheren Skalen als j = 5 verbessern die Ergebnisse weiter.

8.2 Beispiel

Mit N3 bezeichnen wir den quadratischen B-Spline

x? 0<e <1,
—3/2—|—3:L'—;z:2 1< <2,
9/2—3:t,'—|—:1:2 2< <3,

0 sonst .

Ns(z) =

Wir definieren die Funktion f(z) := Ns((5z — x)/x) und betrachten auf der Kugel-
oberfliche S die Funktion

1(6.0) = F(Vie—r/2y + 0-n/27 ) ,

was einer Drehung der Funktion f auf D entspricht. Die Ergebnisse nach der Projektion
in V5 und anschlieBender Anwendung des verkiirzten Dekompositionsalgorithmus sind
in Bild 9 (,glatter® Anteil) und Bild 10 (Waveletanteil) veranschaulicht.
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8.3 Bemerkung

In [12] findet man ein Beispiel fiir die Datenkompression eines topografischen Bildes.
Dazu werden 15000 und 190000 Koeffizienten berechnet. Wir wollen hier an einem Bei-
spiel demonstrieren, dafl die Berechnung in héheren Skalen j keine Probleme bereitet.
Die Funktion aus Beispiel 8.2 projizieren wir in V7 (Berechnung von 525312 Koeffizien-
ten). AnschlieBend benutzen wir den verkiirzten Dekompositionsalgorithmus und stellen
in Bild 11 den Waveletanteil dar. Der ,,glatte“ Anteil unterscheidet sich nicht von Bild 9.

Eine gute Schédtzung fiir den Interpolationsfehler

02%23(” |f(¢7 0) - Ljf(¢7 0)|

ist die Berechnung des Fehlers auf dem Gitter G ;44

max |f(hjrrx) = L f(hjy1x)|

By =0,...,M; 41—
ka=0,...,Njq1

= max [ f(hjp1k) = fi+r(hipix) + g5(hit1 k)]

k1=0,. M, 11—
ky=0,..,Njiq

L TR VAT 95 (Pjy1)] -

ky=0,..,Nj 1

Im folgende Bild zeigt wir deshalb fiir j = 2,...,6 den Wert

k=0 ey 1 195 (1] -

ky=0,..,Njiq

le-1 ¢ .
le-2 = * -
|- * -
1 % |
le-3 | * =
I y . 1
le-4 X =
I N |
L X |
le-b -
L X |
le-6 I | | | | | ]
1 2 3 4 5 6 7
J
x — Funktion aus Beispiel 8.1
* — Funktion aus Beispiel 8.2 U
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Bild 2



N

Bild 3




Bild 5

Bild 6
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Bild 7

Bild 8
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Bild 9




Bild 11

48



Literatur

1]

2]

7]

8]

Dahlke, S., Dahmen, W., Schmitt, E., Weinreich, 1., Multiresolution analysis and
wavelets on S? and S®, Preprint, RWTH Aachen, 1994.

Gmelig Meyling, R. H. J., Pfluger, P. R., B—spline approximation of a closed sur-
face, IMA J. Numer. Anal. 7, 1978, 73 - 96.

Hobson, E.W., The Theory of Spherical and Ellipsoidal Harmonics, Cambridge
University Press, Cambridge, 1931.

Janich, K., Analysis fiir Physiker und Ingenieure, Springer—Verlag, Berlin, 1990.

Kilgore, T., Prestin, J., Polynomial wavelets on the interval, Constr. Approx., im

Druck.

Lense, J., Kugelfunktionen, Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig, Leip-
zig, 1950.

Plonka, G., Selig, K., Tasche, M., On the construction of wavelets on a bounded
interval, Preprint, Univ. Rostock, 1994.

Plonka, G., Tasche, M., A unified approch to periodic wavelets, in: Wavelets: Theo-
ry, Algorithms and Applications (C.K. Chui, L.. Montefusco, and L. Puccio (Eds.)),
Academic Press, San Diego, 1994, 137 — 151.

Prestin, J., Selig, K., Interpolating and orthonormal trigonometric wavelets, Pre-
print, Univ. Rostock, 1994.

Quak, E., Weyrich, N., Decomposition and reconstruction algorithmus for spline
wavelets on a bounded interval, Appl. Comput. Harmonic Anal. 1, 1994, 215 — 231.

Quateroni, A., Blending Fourier and Chebyshev interpolation, J. Approx. Theory
51, 1987, 115 -126.

Schréder, P., Sweldens, W., Spherical wavelets: Efficiently representing functions
on the sphere, Research Report, Univ. South Carolina, 1995.

Steidl, G., Tasche, M., Schnelle Fouriertransformation — Theorie und Anwendun-
gen, Buchmanuskript.

Tasche, M., Polynomial wavelets on [—1,1], in: Recent Developments in Approxi-

mation Theory (S.P. Singh (Ed.)), Kluwer Academic Publ., Dordrecht, im Druck.

49



9 Erklarung

Ich erklare, daB ich die vorliegende Arbeit selbstdndig und nur unter Verwendung der
angegebenen Literatur angefertigt habe.

Rostock, den 10.03.95

Daniel Potts

50



