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Kapitel 1

Lineare Differentialgleichungen

Im Kapitel 16 von Teil I haben wir die Jordan’sche Normalform einer Matrix kennenge-
lernt. Wir wollen diese Ergebnisse nun anwenden, um damit die Losungstheorie fiir lineare
Differentialgleichungen zu bekommen.

Beispiel 1.1 Schwingungsgleichung
Ein Gewichtstiick mit Masse m sei an einer Schraubenfeder mit Federkonstante p auf-
gehéngt. Zu Anfang wird das Gewicht um die Strecke zy ausgelenkt.

YL A

Ruhelage

X

Auflerdem erhalte es eine Anfangsgeschwindigkeit vy. Die Bewegungsgleichung lautet (mit
dem Hook’schen Gesetz):

n_ T p
dt? m

mit Anfangsbedingungen
z(0) = z9, 2'(0) =1p.

Wir fiihren als eine neue Variable die Geschwindigkeit ein:

UZLL'/, (U,:.flf”)
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und erhalten das System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung

HEERIME

Anfangsbedingungen : [ i ] (0) = l o0 ] :

Vo

Wir mochten eine allgemeine Theorie zur Losung von linearen Systemen gewdhnlicher Dif-
ferentialgleichungen

y=Ay+f y0)=y, AeK™, y€K" (1.3)
wobei

y, f:[0,a] = K".
Satz 1.4 Die Léosungen des homogenen Differentialgleichungssystems

y = Ay, y:[0,a] - C", Aec™", (1.5)

bilden einen Untervektorraum L4 des (unendlich dimensionalen) Vektorraums der iber dem
Intervall [0, a] stetig differenzierbaren Funktionen

C*' ([0,a],C™).

Beweis: Seien yy, ..., yr Losungen von (1.5), so folgt fiir alle ay, ..., ax € C,

!/

k k k k
(z y) SN o= Y ey, = A (z y) |
=1 =1 =1 =1

Also ist jede Linearkombination von Losungen eine Losung und die anderen Gesetze lassen
sich leicht iiberpriifen, insbesondere ist die Funktion y = 0 das Nullelement. O

Satz 1.6 Jede Lésung des inhomogenen Systems
y' = Ay + f (1.7)
st von der Form

Y=+, (1.8)

wobei yy eine spezielle Lisung von (1.7) ist und ys eine Liosung des homogenen Systems

(1.5).
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Beweis: Seien y,y; Losungen von (1.7), so gilt dass

(y—wm) = Ay—Ap+f—f
A(y_y1)7

also ist y — y; Losung des homogenen Systems. |
Wie erhalten wir nun die Lésungen von (1.3)7?

Da A € €™, so gibt es nach Satz 16.1 bzw. Folgerung 16.6 von Teil I (S. 123, 127) eine
nichtsinguliire Matrix 7', so dass TAT ! in Jordan’scher Normalform ist. Es gilt

Ty = (Ty) = TAT Ty +Tf, (1.9)
Ty(0) = (Ty)(0) = Tyo = 0. (1.10)

Setze Ty =: z, T'f = g, so folgt

!/

2 J1 21 9
z J. z
2 _ 2 ‘ .2 " gz 7 (1.11)
2k Ji 2 Ik
01
wobei J; = NI + Nj | N; = h 1 und \; Eigenwert von A.
0

Wir erhalten lauter kleine Systeme

Schauen wir uns so ein System im Detail an.

Zi1 gin
Sei z; = : . G = |, sogilt

il Gil;
[ Zz/',l(x) )\l 1 .. Zz'71(37) gi,l(x)

L= B S R N (1.13)
[ 2i0,(2) A\ Zi1, () i1 ()
[ Zi1 221

Oy =1

L Zivl’i Zl,li
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Dieses System konnen wir durch Riickwértseinsetzen losen, sofern wir eine Gleichung der
Form

w'(z) = w(z) +v(z), w(0) = wp (1.14)

losen konnen.

Multipliziere beide Seiten von (1.14) mit e=** # 0, so gilt
e (z) = e Mw(z) + e y(x), (1.15)

und da

da;' (e‘”w(m)) = d—z(e_m)w(:p) + e (z) = —AeMw(x) + e M (),

so folgt dquivalent

-z "\ — (T — AT
e M (w w) 6?,,;56(6 w) ey
= e My = /(e”\tfy)dt +c
0 xr
= w = e)‘m/(e_’\ty)dt + e
0
0
w(0) = wy = wp = ¢’ (/ e_ktvdt> +ce® = [c=wp].
0

Satz 1.16 Die eindeutige Lisung von (1.14) ist

T

w = e /(e‘”’y)dt + My .
0

Beweis: Die Eindeutigkeit und Losbarkeit folgt aus der obigen Konstruktion. O

Wir erhalten also rekursiv aus (1.13)

T

Zig, = e’\”/ (e_)‘itgi,li (t)) dt + 27, eM* (1.17)
0
und
Zij = e)‘ix/e_)‘it (9i;(t) + 2 j41(2)) dt + zgjeAix, (1.18)
0
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Korollar 1.19 Das Differentialgleichungssystem (1.3) hat eine eindeutige Ldsung.
Beweis: System (1.3) hat eine eindeutige Losung <= (1.9), (1.10) hat eindeutige Losung
<= alle Systeme (1.13), 7 =1, ..., k, haben eindeutige Losung. O

Wir kénnen also die Existenz und Eindeutigkeit nachweisen und auch die Lésung mit Hilfe
der Jordan’schen Normalform von A bestimmen.

Um die Losungsdarstellung zu vereinfachen, fithren wir jetzt fiir A € C™" die Exponential-
funktion fiir Matrizen ein.

Definition 1.20 Die Exponentialfunktion von A € C™" ist definiert durch

A o~ Ly R T 0
ed =) A = lim ) —A (" = 1).
pard A 51!

k—o0 4
1=

Dass diese Definition Sinn macht, werden wir spéter sehen. Es muss natiirlich gezeigt
werden, dass der Grenzwert existiert.

Lemma 1.21 FEs gilt fir A,B € C™":

(a) ;i_(e“) = Ae®

(b) (eM ™t =e".
(¢) Falls AB = BA, so ist €8 = ¢t . B,

Beweis: Mit formaler Potenzreihe. O

Satz 1.22 Die Losung des Systems von linearen Differentialgleichungen

y=Ay+f,  y(0)=1¢°

st gegeben durch

xz

y = e® /e’Atfdt + eyl (1.23)
0

Beweis: Da wir die Eindeutigkeit schon nachgewiesen haben, brauchen wir nur zu zeigen,
dass (1.23) eine Losung darstellt.

y/ _ i (GAx/G_Atfdt+6AxyO)
dx

0

_ i Ax f —At Ax d/w —At i Ax 0
= (d:ve )0/6 fdt+e daso e fdt | + dgse Y

GAI/B_Atfdt—f-@AxyO
0

— 4 +f.

Y
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Weiter gilt

0
y(0) = eo/e_Atfdt—l—eoyo
0
0

Das heif}t, die Anfangsbedingung ist auch erfiillt. O

Satz 1.24 Sei A € C™™", so hat die Lisungsmenge des homogenen Systems y = Ay die
Dimension n.

Beweis: Die gleiche Konstruktion wie bei der Losung von w’ = Aw + f ergibt

xT

y = e” / e M0 dt +e'c,

0
—_— ——
0

wobei ¢ ein beliebiger Vektor aus C" ist. O

Beispiel 1.25 Betrachte das System aus (1.2):

HEETIHE RN

Losung:
0 1
)L o]
= e m
v Yo
0 1 - 4 N .
Da | 0 die Eigenwerte A\ 5 = iz\/% hat und die Eigenvektoren dazu sich aus

i E 1
FYm ] [ il ] =0 ergeben,
2

1
S0 ist [ “ ] = [ o ] Eigenvektor zu —i,/ﬁ
i) —U\/ = m
. i
] Eigenvektor zu 444/ — .
m



Kapitel 2

Lineare differentiell-algebraische
Gleichungen

Heutzutage spielen bei der Modellierung von technischen Systemen neben Differentialglei-
chungen, sogenannte differentiell-algebraische Gleichungen eine besondere Rolle.

Beispiel 2.1 Betrachte den einfachen Schaltkreis

R L
+ —
| -
Vi) 20
GEL

C —" VC(I)

Vs ist die Spannung, R Widerstand, L Induktivitdt und C' Kapazitit. Die Spannungsabfille
an Widerstand, Spule und Kondensator sind Vg, Vp, Ve, I(t) ist die Stromstérke. Die
Anwendung der Kirchhoff’schen Gesetze ergibt das System

L0 0 0 1(t) 0 100 I(t) 0
00CO|| V)| | 1 000V 0
000 0[|Ve | |-Roo01[|Ve@ |T] o
00 0 0| Va(t) 0 1 1 1]/ Vg —Vs(t)

Dies ist ein lineares System von differentiellen und algebraischen Gleichungen.

Ein allgemeines System dieser Art hat die Form

Ei = Az + f, E,Ae K™ xeC ([t t1], K™), (2.2)
feC(fto,ta], K). ’
Wie kénnen wir nun so ein System lésen? Ahnlich wie im Fall der linearen Differenti-
algleichungen kénnen wir das System von links mit nichtsinguldren Matrizen P € K™"
multiplizieren und auBerdem z = Qy setzen, wobei ) € K™™ nichtsingulér.

7
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Definition 2.3 Zwei Paare von Matrizen (Ei,Ay), (B, As), FE; A; € K™ i = 1,2
heiffen aquivalent, wenn es nichtsinguldre Matrizen P € K™" Q) € K"™™ ¢ibt, so dass

(E1, A1) = (PE2Q, PAXQ) (2.4)

Beispiel 2.5 m =n,E; = Fy = I,,, P = Q" ergibt die Ahnlichkeit von A; und A,. Wir
erwarten also eine Verallgemeinerung der Jordan’schen Normalform.

Wir wollen hier nur einen Spezialfall betrachten, ndmlich sogenannte requldre Paare.

Definition 2.6 FEin komplexes Matrizenpaar (E,A), E,A € C™™, heifit reguldr, wenn
n =m und ein A\ € C existiert, so dass

det(AE — A) # 0.

Falls (E, A) reguldr, so heiffen die Nullstellen von det(AE — A) verallgemeinerte Eigenwerte
von (E,A).

Beispiel 2.7 (1, A) ist immer regulér, denn fiir alle A, die nicht Eigenwert von A sind, gilt
det(AI — A) # 0. Verallgemeinerte Eigenwerte von (I, A) sind die Eigenwerte von A.

Beispiel 2.8 Fiir den Schaltkreis aus Beispiel 2.1 gilt

L0 0 0 0 100
00 C 0 1 00 0
det 1A\ 0 g g 0] | —R 00 1
00 0 0 0 11 1
iLl _01 )\008 0 AC 0 -1 AC 0
= det R0 0 —1 = AL det 0 0 —1]|4+det| R 0 -1
1 -1 -1 0 -1 —1

0 -1 -1 -1

:/\2L0+(—1)det[_01 » ] —()\C)detl]g » 1 — X2LC + ARC + 1.

1 4L
Es gibt also nur zwei verallgemeinerte Eigenwerte \; o = —57 (R +4/R?— C)’ obwohl

die Matrizen 4 x 4 sind.

Beispiel 2.9

O =
O =
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so folgt

det(A\E — A) =

A0
0 XN | =0 fiir alle A,
0

also ist das Paar (E, A) nicht regulér.

Lemma 2.10 Jedes Matrizenpaar, welches dquivalent zu einem reguliren Paar ist, ist eben-
falls reguldr. Aquivalente Paare haben dieselben verallgemeinerten Eigenwerte.

Beweis: Fy = PE1Q, Ay = PA,Q, mit P, () nicht singulér.
det()\Eg — AQ) = det()\PElQ — PAlQ)

= det P-det(AE, — A;) -det @ .

— det()\Eg — Ag) =0 S det()\El — Al) = 0.

Satz 2.11 Weierstraf-Normalform
Seien E, A € C"" und sei (E, A) reguldr. Dann gibt es nichtsinguldre Matrizen P, Q) € C™",

so dass

rea-[1 4], waa- 18],

wobei J eine Matrix in Jordan’scher Normalform ist und N eine nilpotente Matriz in Jor-
dan’scher Normalform. Dabei sind N, J (bis auf Permutation der Jordanblicke zu verschie-
denen Figenwerten) eindeutig bestimmit.

Beweis: Da (E,A) regulér, so gibt es Ay € C mit det(\E — A) # 0. Dann ist (£, A)
dquivalent zu

(ME —A)TE, (\E — A)71A)
= (ME — A)E, (AE — A (=ME + A+ \E))
= (ME = A)T'E, —I + X(ME — A)7'E)
= (E,—I+)\E)

Sei P; nichtsingulér, so dafl

PUEP =Pt (MWE = A)'E) P =J
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in Jordan’scher Normalform ist (existiert nach I./Folgerung 16.6).
—> (E, —I + \E) ist dquivalent zu (P{lEPl, PrY(—T + )\OE)Pl) = (J, =T+ XoJ).

Teile J auf als

| — |
CD._‘KN

]% ] ., mit J nichtsingulér und N nilpotent.
Wir erhalten also

. . J 0 ~I+Xh | 0
(J. =1+ AoJ) = e ).
0 N 0 |1+ N

—T+ AN ist nichtsingulér, da N strikte obere Dreiecksmatrix ist,
also folgt, dass (J, —I + \oJ) dquivalent zu

I o 1[4 o] [J! 0 —I+Xh 0
0 (=I+XN)H [ 0 N |'| 0 (=I+XN)™" 0 —I+XN

(Lo s[5 7]

Seien P, P3 nicht singuldre Matrizen, so dass J = P J Py in Jordan’scher Normalform und

N = P;N P; ! nilpotent in Jordan’scher Normalform. So folgt, dass

P 0] O][Rt o] [T 0
0 P30 N 0 P'] |O0ON

' o l[Jo][R" o] [JoO
0 P[0 T 0 P |0 T]

und

Wir haben gezeigt, dass jedes reguldre Paar dquivalent zu einem Paar der Form

(Lo w ][5 7))

ist, wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen.

Lol Le 7)) (o ml L3 7))

Selen
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zwei Normalformen von (E, A), d.h.

I 0 Ji 0
PlEQl = [ 0 Nl ] ’ PlAQl = [ 01 I 1
I 0 Jo 0
PEQ:=| g x| Pae=| Y]

—

I 0 I 0
—1 —1 _
P1P2 [ 0 N2 ] QQ Ql - [ 0 N]_ ‘|

[ o] J 0]
131P21|‘02 I]Q21Q1:l01 ]_

i P Y B P i

so folgt

Py = Qu1, PiaNo = Qua, Por = NiQa1, PoaNa = N1Qo

und

Pudy = J1Qu, P2 = JiQ12, Puda = Qa1, Pz = Q2.

= Py = NiPnJy, = NiPyJ? = ... = NIP,yJ, = 0, fiir ein [.

— P = Qu1, Py = Q9 nichtsingulér.

— P11J2P1_11 = J1 = J; = Jy, bis auf Permutation verschiedener Jordanblocke
und

PyuNoPs' = Ny = Ny = Ny,

denn die Jordan’sche Normalform ist (bis auf Permutationen) eindeutig. a

Beispiel 2.12

"L 0 0 07T 0 100
00 C 0 1 000
000O0|'|=-R OO 1
00 00] |0 111
"L 00 07T 0 1 0 07
00 C 0 1 0 0 0
~ 000 O0]|'| =R -1 =10
‘oo o0o0] |0 1 1 1]
"L 0 0 07 T 1 0 0]
00 C 0 1 0 0 0
~ 000 O0]|'| =R -1 -1 0
o000l |0 0o 0 1]
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"L 0 0|07 [-R 1 —1]0T7
00 Clo 1 0 010
~ 00 0l0|’| 0 =1 010
0 0 0l0O)] [ 0 0 01
"L 0 0|07 [-=R -1 1 1]07
0 C 00 1 0 010
~ 0 0 0lol’] 0 0 =110
0 0 0ol0o] [ 0 0O O [1]
1 o0l0jl07 -2 —1]0]0
N 0 1/0/0 & 0]0]0
0 o0olofo|'| 0 0 [1]0
0 0l0[0] [ 0 o0 |01
"1 0[0[07 7TXA 0]0]0
0 1/0]0 0 X |0]0
~ 0 0/0[0|’| 0 O0]1]0
0 0l0[0] [0 o0]o0/1

-] o[ 2]

Definition 2.13 Sei (E, A) ein regulires Paar mit Weierstrafi—Normalform

(Lo % 1[o7l)

So heifit der Nilpotenzindex von N der Index von (E, A). Wir schreiben Ind (E, A)).

Die verallgemeinerten Eigenwerte sind die Eigenwerte von J und dazu kommt noch der
Eigenwert oo von (AN — I), denn

det(N —pl) =0

hat nur die Nullstelle 0 und das charakteristische Polynom A (V:1).

1
det(N — pl) = pdet (N— [) :
i

1
Fiir \A=— =o0“, d.h. (u= 3= 0), ergibt sich die entsprechende Jordanstruktur von N.

=~

Nun konnen wir auch die differentiell-algebraische Gleichung
Ei = Ax + f, x(ty) = 2,

mit (E, A) regulér, losen.
Seien P, die Matrizen, die (E, A) auf Weierstrai—-Normalform bringen, so gilt mit z = Qy

PEQy = PAQy+ Pf. y(t) =Q 'a" =:y".
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Teile g := Pf und y entsprechend der Aufteilung von (PEQ, PAQ) auf, d.h.
I 0 U1 J 0 (1 g1
. = 2.14
IR RIARE o2

yi(to) =47, ya(to) = 13-
So ist y; die Losung von

n=Jn+g, wlt)=1 (2.15)

Existenz, Eindeutigkeit und Losungsdarstellung siehe letztes Kapitel.
1y ist die Losung von

Nyo = ya + g2 (2.16)

mit Anfangsbedingung
ya(to) = Y- (2.17)

Satz 2.18 Sei g, € C” ([to, t1], (Cl), wobei v der Nilpotenzindex der nilpotenten Matriz
N € ¢ ist, so hat die Losung von (2.16) die Form

v—1 )
v =~ Nigd. (2.19)
=0

Die Lésung ist eindeutig, falls keine Anfangsbedingung (2.17) gegeben ist. Ist ys(to) = 49
als Anfangsbedingung gegeben, so ewistiert die Losung und ist eindeutig genau dann, wenn

v—1 )
vs = =3 N'g (to). (2.20)
i=0
Beweis: Dass jede Funktion der Form (2.19) die Gleichung (2.16) 16st, folgt durch Einsetzen.

v—1 -
Njp = N-(=T Nigf™)
_IS N gl

=0
= — 2:1 Nigéz)
= -
= _;NZQQ (N”=0)
v—1 )
= =Y Ng) + Ny
——

i=0
g2

Y2
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Dass jede Losung die Form (2.19) hat, folgt durch Losung der einzelnen Teilblocke der
Jordan—Form von N.

Ny L
N=| . | m=] T | ecw

Der Rest ist klar. Da (2.19) schon eindeutig ist, muss die Anfangsbedingung erfiillt sein
oder die Losung existiert nicht. O

Bemerkung 2.21 Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen kénnen wir An-
fangsbedingungen nicht beliebig wdhlen.
Auferdem muss die Inhomogenitit geniigend oft (Ind (E, A)-mal) differenzierbar sein.



Kapitel 3

Bilinearform und Hermite’sche Form

Ein wichtiges Hilfsmittel in vielen Teilen der Mathematik ist der Begriff der Bilinearform,

den wir nun einfithren wollen.

Definition 3.1 Sei V' ein Vektorraum tiber einem Kérper K. Eine Abbildung
6:VxV =K

heif$t Bilinearform, falls folgende Bedingungen gelten:

(i) B(v1 + vz, w) = B(v1, w) + B(vs, w)
o, w) = AB(v, w)
(iii) B(v, w1+ w2) = B(v, wi) + B(v, wo)
(iv) B(v, Aw) = AB(v, w).

fiir alle v, vy, V9, w, wiwy € V, A € K.

(
(
(v,
(

Die Bilinearform heifft symmetrisch, falls
B(v,w) = B(w,v), Yv,w e V.

Die Abbildung B heifit Hermite’sche Form, falls (i), (ii) und (v) erfiillt sind.

(v) B(v,w) = p(w,v), Yo,we V.
Beispiel 3.2

(a) Das in Teil I Kap. 9 eingefiihrte Skalarprodukt in R™

(u,v) =v'u

ist eine symmetrische Bilinearform. Das analoge komplexe Skalarprodukt in C”

eine Hermite’sche Form.

15

st
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(b) Sei V' =C([a,b],R). So bildet die Abbildung

5(h0)= [ f-gde

eine symmetrische Bilinearform.

Lemma 3.3

(i) Sei V' ein Vektorraum iber R und 3 :V x V — R eine symmetrische Bilinearform.
B definiert ein Skalarprodukt in V' genau dann, wenn B(v,v) > 0 fir v # 0.

(i) Sei V' ein Vektorraum iiber C und 3 :V x V — C eine Hermite’sche Form.
B definiert ein komplexes Skalarprodukt in V' genau dann, wenn 5(v,v) > 0 firv # 0.

Beweis: Aus den Eigenschaften der symmetrischen Bilinearform (Hermite’schen Form) fol-
gen sofort Bedingungen (1) und (2) des Skalarprodukts und die dritte Bedingung ,,positive
Definitheit“ ist eben genau

B(v,v) >0, v # 0.

O

Es gibt eine Matrixdarstellung jeder Bilinearform. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektor-
raum iiber K und (3:V xV — K  eine Bilinearform. Sei {vy,---,v,} eine Basis von
V. Dann heifit die Matrix B € K™", mit den Eintrigen

b = B(vj,vi), i.j=1,...,n,

die Matrixdarstellung von 3 beziiglich der Basis {v1,...,v,}.
Falls 3 eine symmetrische Bilinearform ist, so ist die Matrixdarstellung B beziiglich jeder
Basis symmetrisch, d.h., B = B'. Falls B eine Hermite’sche Form ist, so ist die Matrixdar-

stellung B beziiglich jeder Basis Hermite’sch, d.h., B = B¥ = B'.

Beachte, auch im komplexen Fall gibt es symmetrische Bilinearformen, die nicht Hermite’sch
sind (komplex symmetrische Matrizen).

Beispiel 3.4

V=c? D= 1 , B1(v,w) = w' Dv = vywy 4 vews — v3ws
—1

ist eine symmetrische Bilinearform, denn
Br(w,v) = wivy + weve — wzvy = F1(v,w).

Dagegen ist  3y(v,w) = w? Dv  eine Hermite’sche Form.
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Fiir die Basis {e1, e, e3} ergibt sich die Matrixdarstellung B = D und fiir

1 0 0
O, ¢ |,]|s mit ||+ [s]* =1
0 —S c
ergibt sich
10 01" [1 0 0
B = 0 ¢ s D{0 ¢ s
|0 -5 ¢ | 0 -5 ¢
10 O 1[1 0 O
= 0 ¢ —s 0 ¢ s
05 ¢ ||[035 —¢
1 0 0
= |0 |c]*—|s? 2¢Cs .
0 25c 5|2 —|c|?
Lemma 3.5 Seien {vy,---,v,},{01, -+, 0,} Basen des Vektorraumes V iber R und sei P

die Basisiibergangsmatriz, d.h., falls v = i Aiv; = 3 Nili, SO qilt
i=1 =1

it 7

Ist 3 : V. xV — R eine Bilinearform und B die Matrizdarstellung von (3 beziiglich
{v1,--+,vn}, so ist

B=P'BP
die Matrizdarstellung von B beziiglich {01, -, 0} .

Beweis:

w = Zézvz = Z(L@Z

=1 =1

)\1 5\1 61 51
A = ., A= . A= . A=



18 Lineare Algebra 11

So gilt A = PA, A = PA und

B(o,w) = ﬁ(imiéjvj) S5 A (o 0y)

=1 j=1 i=1j5=1
n o n )\1 ! 51
= > > Ndjb;; | B| : | = (PN)"B(PA)
1=1j5=1 )\n 5n
= ATPTBPA = S Nojby; = YN0, 9))
B ij=1 i=1

O

Definition 3.6 Seien A, B € R™", so heiffen A und B kongruent, falls es eine nichtsin-
qulire Matriz P gibt, so dass B = PTAP.

Analog, falls A, B € C™", so heiffen A und B kongruent, falls es eine nichtsinguldre Matriz
P gibt, so dass B = PHAP.

Zur Wiederholung: Ein reeller Vektorraum V' mit Skalarprodukt (positiv definiter symme-
trischer Bilinearform) heift Euklidischer Raum  (V, 3) oder (V (-,-)).

Analog nennen wir einen komplexen Vektorraum mit Skalarprodukt (positiv definiter Her-
mite’scher Form) unitdren Raum  (V, ) oder (V, (-, -)).

Falls wir einen euklidischen (unitdren) Raum haben, verwenden wir typischerweise (V, (-, -))

und nicht (V] 3).

Definition 3.7 Sei V ein euklidischer (unitdrer) Raum. Ein Endomorphismus f:V — V
heifst orthogonal (unitér), falls

(f(v), f(w)) = (v,w)

fir alle v,w e V.

Korollar 3.8 Sei V' ein euklidischer (unitirer) Raum mit Orthonormalbasis {vy,- -+, v,}.
Sei f:V — V ein orthogonaler (unitdrer) Endomorphismus. Dann gelten folgende Aussa-
gen:

(i) Die Matrizdarstellung von f beziiglich der Basis {vi,---,v,} ist eine orthogonale
(unitire) Matriz. (Die Umkehrung, dass jede orthogonale (unitéire) Matrix einen orthogonalen

(unitéiren) Endomorphismus definiert, gilt natiirlich auch.)
(11) f ist injektiv und f~1 ist ebenfalls orthogonal (unitdr).
(117) Ist A ein Figenwert von f, so ist |A| = 1.

(iv) Ist ||| die durch (-,-) induzierte Norm, d.h., || v ||= \/{v,v) so gilt || f(v) ||=| v ||
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Beweis:

(i) Sei F' = [fi;] die Matrixdarstellung von f, d.h., f(v) = Fv. Wir erhalten wie {iblich
die Elemente f;; iiber die Basisdarstellung der Bilder von f, d.h.,

f(Uj)—ifszi j=1,...,n.

Im reellen Fall ist mit v = i A, w = i YiV;
i=1 i=1

(v,w) = Z Aivjlvi, v5) = Z)\ﬂ’i
i,j=1 i=1

(f(v), f(w)) = (Fv,Fw)
= Z)\ﬂj(Fvi,ij)

i,j=1

= > Ny F'Fo; = (v, FT Fuw)

ij=1
f ist orthogonal = (v,w) = (f(v), f(w)) VYv,w €V, und damit:
(v,w) = (v, FTFw) Yv,w €V,
insbesondere damit
w=F"Fw, YweV — FTF=T1.
Die Umkehrung ist trivialerweise erfiillt, denn im reellen Fall
(Fo, Fw) = (v, FT Fw) = (v, w).
und im komplexen
(Fv, Fw) = (v, FPFw) = (v, w).

(iii) Sei v ein Eigenvektor von f, d.h., f(v) = Av.
Dann folgt, da f (als invertierbare Matrix F') nicht den Eigenwert 0 hat,

07 (v,v) = (f(v),f(v)) = (Mo, Iv)
B A {v,v), falls K =R und A €R
| M\{(v,v), falls K =C oder A ¢ R,

1 = N, falls K=R und A€R
— ) [N falls K =C oder A ¢ R.

(Falls K = R und A ¢ R, muss das komplexe Skalarprodukt verwendet werden.)
Also A € {+1,—1}, falls K =R und A € R, und |A\| =1, falls K = C oder A ¢ R.
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ol = (wv) =/ (), f(v))
— )]

Die Umkehrung von Teil (iv) des Korollar 3.8 gilt ebenfalls.

Lemma 3.9 Sei V' ein euklidischer Vektorraum und f : V. — V eine beliebige Abbildung
mit f(0) =0 und

v —w| = [[f(v) = f(w)| = [[f(v—w)| fiir alle v,w €V,
so ist f ein orthogonaler Endomorphismus.

Beweis: Es gilt fiir alle v,w € V

((v,v) + (w,w) — (v —w,v — w))

N —

(v, w) =

Analog

(f(v), f(w)) =

mit w = 0 ergibt sich

0 = (f0).0) = 3 (Fw), 7)) +(0,0) — (v,0))
(@), 7)) = 5 (00)+ fww) — 0~ w0~ w))
= <va>

Wir miissen nur noch die Linearitdt von f zeigen, d.h.,
f()\ﬂ)l + )\21)2) = /\1f(7jl) —+ )\2f<U2), W U1,V € V, )\1, A € K.

1F avr + Agva) = Auf(v1) = Ao f (va)]?

= (fuvr+ Awe), f(or + Aawa)) + AL(f(01), f(1)) + A3(f(v2), f(va2))
= 22X (f(v1), f(Arv1 4+ Agv2)) — 2Xo(f (v2), f(A1v1 + Aowa))
+ 22X Ao (f (v1), f(v2))

= (Av1 + Aavg, Mot + Aave) + A2{vg,v1) + A3 {vg, v9)
— 2(\jv1 + Agvg, Aju1 + Agvo)
+ 2\ Ao (vy, Vo)

= 0 = Behauptung.



3. Bilinearform und Hermite’sche Form 21

Wir haben bereits gesehen, dass alle Eigenwerte von orthogonalen bzw. unitiren Matrizen
den Betrag 1 haben.

Satz 3.10 Reelle Schur-Form (Reelle Version von Teil I, Satz 13.15)
Sei A € R™", dann gibt es U € O(n) = {A € R*" | A orthogonal }, so dass

Ry -+ Rip
U AU = :
Rmm

wobei die Diagonalblocke R;; entweder 1 x 1 oder 2 X 2 sind, und falls sie 2 X 2 sind, so
haben sie ein Paar komplex konjugierter Figenwerte.

Beweis: Da A reell ist, treten alle nicht reellen Eigenwerte in komplex konjugierten Paaren
auf. Falls alle Eigenwerte reell sind, folgt der Beweis genau wie bei Teil I, Satz 13.15, nur
reell. Ansonsten mit Induktion:

LA:n=1n=2 = Klar.

L.V.: Die Behauptung sei richtig fiir A € R*~1n~1

[.S.: Falls A =a + b, a,b € R, Eigenwert von A mit Eigenvektor = + iy, so gilt
Az +iy) = (a +ib)(x + iy)
und
A(x —iy) = (a — ib)(z — 1y), (z +iy) " (z —iy) = 1.

Es gilt dann durch Addition und Subtraktion dieser Gleichungen

s = el | 1

und damit ist [z, y] ein reeller invarianter Unterraum.

Mit der Q R-Zerlegung (Gram-Schmidt, Teil I, Folgerung 10.13) gibt es U; orthogonal,

so dass
[ 11 Y |
0y
T _ . T11 Y11 . .
U/ lz,yl=1 0 0 |, mit l 1 invertierbar,
] ) 0 yxn
L O 0 -
und damit

a b
UT AU [2,9) = U [z, [ o ]
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und es folgt, dass

11 Q12 «
Q21 Q12
ufAau, = 0 0
: : Ay
0 0 |

und dafl Ry = [ @1 A2 ] dhnlich ist zu [ _ab Z ]

@21 A12

Per Induktionsvoraussetzung gibt es Us, so dass

R22 RZm
U2T A2 U2 ==
Rmm

von der gewiinschten Form ist.

I, 0

2

] folgt die Behauptung.

Wir kommen nun zum zentralen Satz fiir orthogonale Matrizen.

Satz 3.11

(i) Sei A e U(n) ={A € C""|A unitir }. Dann gibt es eine unitire Matriz P, so dass
A1
PT'AP = P"AP =
An

(ii) Sei A € O(n) :={A € R""|A orthogonal }. Dann gibt es eine orthogonale Matriz P,

so dass
v ]
_[q
P'AP=PTAP = D,
D |
mit D; = l © T er2?, 24821
S C




3. Bilinearform und Hermite’sche Form 23

Beweis:

(i) Nach dem Satz von Schur (Teil I, Satz 13.15) gibt es eine unitdre Matrix P € C™", so

dass
1 0 Tin
P'AP=P"AP =R =
TTL?’L
Da P~!', A, P unitér sind, folgt mit der Ubung ... ... (da U(n) eine Gruppe ist), dass
R unitér.
= RHR = In, dh, 5zk = ijirjk-
j=1
Es gilt
’7”11|2 =1 = 11 7£ 0
und
?117’1j20,j:2,...,n, = le:O,j:2,...,n.

Per Induktion folgt dann die Behauptung.

Um Teil (ii) zu beweisen, verwenden wir analog die reelle Schurform aus 3.10. O



Kapitel 4

Hermite’sche, symmetrische
Matrizen, adjungierte
Endomorphismen

Im folgenden sei V ein euklidischer oder ein unitidrer Raum.
Definition 4.1 Seien f,g:V — V Endomorphismen. g heifst adjungiert zu f, falls
(9(v),w) = (v, f(w)) Yv,weV.

Lemma 4.2 Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer (unitirer) Raum und f:V —V
ein Endomorphismus. Dann gibt es einen eindeutigen adjungierten Endomorphismus f@

zu f, und es gilt (fo?)* = f.

Beweis: Wir zeigen nur den reellen Fall, der Beweis im komplexen Fall ist Ubungsaufgabe.

Sei V* = L(V,R) der Dualraum zu V', (siehe Teil I, Kapitel 11) und sei:

p: V-V
U'_)</Ua'>

¢ ist ein Vektorraumisomorphismus (s. Teil I, Satz 11.7).

Sei f*:V* — V*die zu f duale Abbildung

o) =gf, dh, (F9))=g(f(v), veV, geV
und definiere

fV =V durch f*v) = (97 fo)(v).
f4 ist natiirlich ein Endomorphismus und es gilt

) w) = o (1) (w
= () (w)
— o(0) (f(w)) = (v, f(w))

24
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Wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen. Sei g : V' — V ein Endomorphismus mit

(g(v),w) = (v, f(w)) = ¢(g(v)) = ¢ (f*(v))

FEEN g0) = £w))

((feh)*(v),w) = (v, fel(w),v) = (w, f(v)) = {f(v),w)
(v)zg ) (v), Yo eV,

)™

—
—

—~

Beispiel 4.3

(a) V =R}

f: V-V
v— Fv

(glv),w) = (v,Fw) = (Fw)'v = w' Flv = (FTv,w)

g=f . V=V
v— Flo

(b) V. ={feC>([a,0],R), fa) = f(b) = O}

b

(z(f),9) = (f, D(9))

a/bz(f)-gdx = a/bf-g/dx = f\;_g/]ﬁ—jf’gdm = —a/bf'gdx

=0

= z(f) = —f = D"(f).

Definition 4.4 FEin Endomorphismus f :V — V heifit selbstadjungiert, falls Vv,w € V

25
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Lemma 4.5 Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer (unitirer) Raum mit Orthonor-
malbasis {vi,...,v,}. Sei f:V — V ein Endomorphismus und F die Matrizdarstellung
von f bzgl. {vi,...,v,}.

i) Falls V' euklidisch, so ist f selbstadjungiert genau dann, wenn F symmetrisch.

i1) Falls V' unitdr, so ist f selbstadjungiert genau dann, wenn F hermite’sch.

Beweis:

i) Seiv:Z)\ivi,w:Z%vi, A=| |, I'=
i=1

i=1

(f(v),w) = TTFA
(v, f(w)) = (FI)'A = T'"FTA

— TTFTA=TTFA, VATEcR"
— FT=F

ii) Ubungsaufgabe

(]
Wir haben also den Zusammenhang
EBuklidischer Raum Unitérer Raum
e symmetrische Bilinearform e Hermite’sche Form
e selbstadjungierter Endomorphismus e selbstadjungierter Endomorphismus
e symmetrische Matrix e Hermite’sche Matrix
Satz 4.6

(i) Sei A € R™™ symmetrisch, so gibt es Q € O(n), so dass
Q'AQ=QTAQ =D eRr™"

diagonal ist.
Insbesondere ist damit A diagonalisierbar und alle Figenwerte sind reell.

(ii) Sei A € C™"™ Hermite’sch, so gibt es Q € U(n), so dass
Q7' AQ = Q"AQ = D € ™

diagonal ist.
Insbesondere ist damit A diagonalisierbar und alle Eigenwerte sind reell.
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Beweis:

(i) Nach Satz 3.10 (reelle Schur-Form) gibt es @ € O(n), so dass
Ry Rip ... Rip
014Q = QTAQ - o R
: -

Aber RT = (QTAQ)" =QTATQ =QTAQ = R.
Wegen R=R' = R;;=0,j>i.
Nach Satz 3.10 sind die R;; (1 x 1) oder (2 x 2) reell symmetrisch.

a; b;

Da aber im (2 x 2)-Fall R;; = [ b o

] das charakteristische Polynom

A — (a; + )N + (aic;) — b2 =0

7,+C7,j: (CLZ—CZ)Q—F[)ZQ

a
die Nullstellen 5

(2 x 2)-Blocke.
= Behauptung.

hat und diese beide reell sind, gibt es keine

(ii) Nach dem Satz von Schur, Teil I Satz 13.15 gibt es @ € U(n), so dass

11 T1in
Q'AQ = Q"AQ =

TTL'I’L

Aber (QPAQ)Y = QTAYQ = QU AQ.

— 1;=0,7>% und r; =7, = 1y reell

Beispiel 4.7

2 —1 32
A=| -1 2 =32

3 .3 .
-5 21 5\/52 3

9 9 9 9
Ps(\) = >\3—7)\2+/\(6+6+4—5—5—1)+(—12—§—§+9+3+9)

= N -T2 +6)A = A—1AN—-6)

Eigenwerte sind Ay 23 = 1,0, 6.
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Berechnung von Q:

Bilde
—1 1 =3V
(Ml —A) = 1 -1 3V
3V2i —3V2i -2
Eliminiere
1 1 1 1
i vy a0
Q= 1 1 H 11 0
v e ’ 1T TV v
0 0 1 0 0 1
[0 0 0 0 0 0
QIMI-A)Qr = | &5 -3 32 |Q = |0 -2 3
| 3V2i —3V2i -2 0 —3i -2

0 0 0 10 0
— QFAQ=MIT—-|0 -2 3 |=]|0 3 -=3i
0

USW.
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Satz 4.8 Sei V' endlichdimensionaler euklidischer oder unitdrer Raum. Seien f1, fo selbst-
adjungierte Endomorphismen von V- — V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt eine Orthonormalbasis {vy,...,v,} von V', so dass {v1,...,v,} Eigenvektoren
fur fi und fy sind, d.h. fi und fy sind simultan diagonalisierbar.

(“) fiofo=fao fi

(In Matrizterminologie: Zwei reelle symmetrische (Hermite’sche) Matrizen Fy, Fy sind ge-
nau dann simultan diagonalisierbar, wenn FyFy = FyF.)

Beweis:
(i) = (ii)
Sei v; Eigenvektor von f; zum Eigenwert A} und von f, zum Eigenwert A\?.

—  (fio f2)(w) = fi (folvy)) = MM = N2\ Jw; = (fao f1)(vi) Vi=1,...,n.
(if) = (i)
Da fi, fo selbstadjungierte Endomorphismen sind, so gibt es Matrixdarstellungen F}, F; und
eine orthogonale (unitire) Matrix P;

PlHFl.Pl = Dl, mit: D1 = diag()\lljl, ce /\kjjk) mit >\z 7& )‘j fiir ¢ 7é j,
PARF,P, — PHF,PPPF,P, = D,PYF,P,
— PHEFP, — PHE,PD;.
Fip - Fy
Setze PIFoP, = | : .. : |, analog zu D, partitioniert. Es folgt
Fei -+ Frg

>\zFZ] == F1ij/\j V’L,j

Wegen \; # A; fiir ¢« # j gilt Fj; =0 fiir i # 7,

Fiy
= PI{RP =
Fi
1
Setze P, = diag , II; orthogonal (unitiir), so dass I1Z Fj,IT; = A; diagonal,
11,
so folgt, dass
[ A1,
PEPER PP, = und
L )‘k[jk
CA
PEPHE,P P =
L Ak

diagonal sind. O
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Definition 4.9 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f :V — V ein Endomor-
phismus.

[ heif$t normal, falls
o f=fof

In Matrizterminologie in C*" (oder R™"): F' heif$t normal, falls
FAFp=FF% (FTF=FF").

Beispiel 4.10

o1 . +. Joolfo1] Jo o
A_[OO] so ist AA—ll OHOO]_[O 1]

R R

A:[; g] soist ATA=A%2=AAT.

Satz 4.11 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum, so gilt
(i) Ist f :' V — V ein orthogonaler (unitirer) Endomorphismus, so ist f normal.

(ii) Ist f -V — V selbstadjungiert, so ist f normal.

Beweis:
(i) Vo,w € V gilt

(f(), f(w)) = (v,w)  und  {f*(v),w) = (v, f(w)).

Da V endlichdimensional ist, ist f invertierbar und f~! orthogonal (unitér).
Also gilt Yo,w € V

(w, f(w)) = (f(v),w) = (f*),w) = f~* = f** und somit
fofi=frof.
(i) f=/f" = fof=fof=frof.

O

Normale Matrizen (Endomorphismen) bilden also eine Obermenge von orthogonalen und
symmetrischen (bzw. unitdren und Hermite’schen) Matrizen (Endomorphismen). Die Ei-
genschaft der Diagonalisierbarkeit wird damit auch vererbt.
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Lemma 4.12 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f : 'V — V ein normaler
Endomorphismus. Dann gilt

(i) Kemn () = Kern ().

(ii) Fiir alle Eigenwerte X von f gilt E(\, f) = E(X, f¢9).
(Zur Erinnerung: E(X, f) ist der Eigenraum von f zum Eigenwert \).
Beweis:

(i) Vo e V gilt

(f(v), f(0)) = ((f*"o f)(v),v)
= {(fo f*)v,v) = (f*(v), f**(v))
Aus der Definitheit von (-, -) folgt die Behauptung.

(i) Sei h = f — X -idy, so folgt ho? = fad — X\ . idy.

(Beachte, dass bei komplexen Eigenwerten auch das komplexe Skalarprodukt verwen-
det werden muss.)

(h(v),w) =

EO\f) = Kern (f — A-idy) £ Kern (f* — X - idy)
= E(\ ).

|

Damit kénnen wir nun zeigen, dass die durch unitéire Ahnlichkeit diagonalisierbaren Endo-
morphismen genau die normalen sind.

Satz 4.13 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f :'V — V' ein Endomorphis-
mus. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt eine Orthonormalbasis von V' aus Figenvektoren von f.

(ii) f ist normal.

(In Matrizterminologie: A ist unitir diagonalisierbar genau dann, wenn A normal ist.)
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Beweis:

(i) = (ii) Sei {vy,...,v,} ONB von V aus Eigenvektoren von f.

(7o) = G P = (o) =Moo ={ 0 157
= f(v) = i(fad(vz%vﬁvj = \vj
— (fofad)(f)i:)l: Mo = (f%0 f)(v;) Vi=1,...,n
_ fofad:fadof.
(i) = (i) Mit Induktion:
LA: n=1 ist klar.
L.V.: Behauptung sei richtig fiir n — 1.

[.S.: Sei v; mit ||v1]|, = 1 ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A und W = L(v;)™*.
Sei w € W, so gilt

(v1, f(w)) = (f*(vr), w) "= oy, w) = Aoy, w) =0
= f(W)CW.

Weiter gilt: f|y ist natiirlich auch normal.
Da dim(W) = dim(V) — 1, so gibt es ONB {v,,...,v,} aus Eigenvektoren von
flw. Dann ist {vy,...,v,} ONB von V aus Eigenvektoren von f.

In Matrixterminologie ist der Beweis eine Folgerung vom Satz von Schur und Satz 4.8.
(i) = (ii) Falls A unitér diagonalisierbar, so gilt P*AP = D,
P*A*AP = P*A*PP*AP
= D*'D=DD*"=P"AA*P
— A"A = AA".

(i) => (i) Sei A*A = AA*.

Tin - Tin
Nach Schur gibt es P*AP = A = T (obere Dreiecksmatrix).
0 Tnn
(P*AP) = P*A*P = A*
A A = A A*
T11 ‘ 0 - 0
2 2 | W 2 n 9 0
r1a]* = [ru +22’T1j| = Z2|7‘1j| =0 = A= .
J= J]= :
0

Rest mit Induktion.
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Fiir normale Matrizen liefert also der Satz von Schur die Diagonalisierung.

Zusammenfassung:

A Hermite’sch, A = AY
ONB aus Eigenvektoren
Eigenwerte reell

A unitar, AHA =1
ONB aus Eigenvektoren
Eigenwerte || = 1

A schiefhermite’sch, A = —AY
ONB aus Eigenvektoren
Eigenwerte rein imaginér

A reell symmetrisch, A = AT
ONB aus reellen Eigenvektoren
Eigenwerte reell

A orthogonal, ATA =1
ONB aus i.a. komplexen Eigenvektoren
Eigenwerte |[A\| = 1

A reell schiefsymmetrisch, A = —AT
ONB aus komplexen Eigenvektoren
Eigenwerte rein imaginér



Kapitel 5

Die Singularwertzerlegung

Wir haben bisher verschiedene Transformationen kennengelernt, A € K™™,

Transformation Normalform

A — PAQ P, () nichtsingulir [ L0 ]

0 0
n=m| A— QlAQ @ nichtsingulédr | Jordan’sche NF.
n=m| A— QTAQ () unitar Schur—Form

Es stellt sich die Frage, was sich ergibt, wenn wir A — PA(Q betrachten, P, unitar
(orthogonal).
Um die Betrachtungen elegant zu machen, fithren wir zuerst mal ein paar neue Normen ein:

Sei A = [ai,j] c Cn7m<Rn,m)'

A = {Zz |am|2] (tr (A7 A))2 (5.1)

=1 j5=1

heiBt Frobeniusnorm von A (Euklidische Norm in ¢ (R™™)).

HAtz
b,

1]l = (5.2)

heifit Spektralnorm von A.
Lemma 5.3 FEs gilt fir A€ c™, PecCc™,Q eCc™™, P Q unitdr:

Al = [IPAQ[p,
1Al = [1PAQ],.

(Analog fir A € R™™, P € R™" Q € R™™, P,Q orthogonal).

34
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Beweis:

Fe: (i ((PAQ)YT(PAQ)))® = (tx (QATAQ))* = (tr (A7) .

| Az |, (Az, Ax)
||||2 : o H-TH = Sup ——F——,

270 2 z#£0 (x,x)

IPAQx|l, (PAQz, PAQz)? (AQz, AQu)*
sup ———= = sup - = sup ————
w20 [zl 20 (x,x)2 w0 (Qz, Q)2

A
= sup | y||27 mit y = Q.
v20 [[lly

Satz 5.4 Sei A € ™ (R™™), n > m, so gibt es P, Q) unitir (orthogonal),
Pec, Qec™ (PeR™, Q€R™), so dass

01

PTAQ = Om mit op > 09> ...> 0, >0.

Beweis: Seien x € C",y € C"(x € R™,y € R"), mit ||z|, = ||y|l, = 1 und Az = oy,
wobel o = ||A|,. (Das kann man natiirlich immer erreichen.)
Sei P =y P] € C"",Q = [z Q1] € C"™™ unitar (Ergdnzung zu ONB), so folgt

H
 DH B o w 1
Al =P AQ - [ 0 A2 n—1
1 m—1
Da
o 2 o? —I—wHw
w Ayw
2 2
so folgt
| Azl >
||A1||2 - SB&E ||Z|| 2 ||A1||2 Z 02 + wHw-
ZZGCm 2
Aber

02:||A||22:||A1||22 — wlw=0 = w=0.

Der Rest folgt mit Induktion. O
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Definition 5.5 Sei A € C™"™(R™™), n > m. Die Zerlegung in

01

A=P - Q"

Om

mit P, Q unitdr (orthogonal), heifst Singuldrwertzerlegung von A, die o; heiffen Singulirwerte
und die Spalten von P (@) Linkssinguldrvektoren (Rechtssinguldrvektoren). (Matlab: SVD)
(Fiir m > n gilt alles mit der Singulirwertzerlequng von A™).

Satz 5.6 Sei A € C"™(R™™), n>m, und sei mit P = [p1,...,pu], Q@ = [q1,-- -, @]

01

A=P - Q"

Om

mit o1 > 09 > ... > 0p > 0pi1 = ... =0y = 0 die Singuldrwertzerleqgung von A, dann gilt

(1) r = Rang (A4),

(ii) Kern (A) = span {g 11, -, q¢m},
(111) Bild (A) = span {p1,...,p},
(i) ||Ally = o1,

(v) |All,° =02 +... 4052,

Beweis:

(i) Die Behauptung folgt aus den Sétzen 11.5, 4.2 Teil 1.
(ii) Die Spalten von @ bilden ONB von €™,

Algrst, - qn] =0 = {¢s1,---,qm} = Kern (A)

(iii) Fir das Bild gilt die Betrachtung analog.

(iv) Nach Konstruktion

HPHAQH = = sup 7”[02%]”2 =01 mit x = e;.
: o || T2 Tl
xT

0

2

0) 141l* = [PPaq],” = ot + ...+ o2
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Bem.: Die Singuldrwerte sind die Wurzeln der Eigenwerte von A7 A bzw. AAH.

Mit der Singulirwertzerlegung erhalten wir das Analogon zur Normalform unter Aquivalenz.
Allerdings bietet die Singuldrwertzerlegung neben der Tatsache, dass man sie numerisch sehr
gut ausrechnen kann, auch noch weitere wichtige Eigenschaften.

Wir kommen nochmal auf das allgemeine lineare Gleichungssystem

Ar=b mit AeC™ und beC”,zec™ (AeR™ beR" ze€R™). (5.7)

Wir setzen jetzt aber nicht voraus, dass b € Bild (A). Damit ist Az = b aber nicht mehr
unbedingt 16sbar. Wir losen statt dessen

||Az — b|| = min , (5.8)
und wie schon vorher im Fall der 16sbaren Gleichungssysteme fordern wir

|z|| = min , (5.9)
damit die Losung eindeutig wird.

Satz 5.10 Betrachte die Minimierungsaufgabe || Az — b||, =min unter der Zusatzforderung
|z||, =min. Sei Rang A = r. Diese Aufgabe hat eine eindeutige Lisung, die mittels der
>, 0

0 0 1 QM mit X, nichtsinguldr, wie folgt

Singulirwertzerlequng von A = PXQT = P [

angegeben werden kann:

P=Q [ ETI[ITOO]PHZ’ 1 . (5.11)

Das Residuum ist gegeben durch
1Az = b]l, = ||[0 -] P"b] .

Bewezs:
||Az — b||, = min und ||z||, = min < HPHAQQHz - PHbH2 = min und HQHxH2 = min.

Das Gleichungxssystem P? AQQ"z = PHb hat die Form

X 0 vi | b | | [L0]PHb lwm | | L 0)QFx
l 0 01 [yl]‘ {bﬂ‘ [ [OIn_rJPHb]’ V= [yl]‘ l [ozm_r]QHa:]“”)
Dessen Minimallosung lautet

y1 = S0y = B 0| P,

y2:07

. i-0Q l 2;1[@00]13% ] '
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Damit haben wir eine Losung. Und da die Minimallosung von (5.12) eindeutig ist, ist auch
die Losung (5.11) eindeutig. Fiir das Residuum gilt:

| Az —bll, = [P 4QQ"E — Pb], = [lll, = [0 L] P"b]

Beispiel 5.13

11 1 S0
A=1111, b=]|2]|, Singularwertzerlegung von A = P " QY.
0 0
00 3
1 1 3
i v 0 V2 V2 v
H 11 H A _ Hpy _ | 1
Pr=1 -5 5 0/, P"A=| 0 0 |, PY % |
0 0 1 0 0 3
11 2 0
V2 V2
Q—[l L m=pPrag=|0 0|, y=0f
V2 V2 00
3
s [yl 7 3,
- NG = Y1= 7= Y=Y,
V2
0 0 Y2 3 22

1 1 3 3
Vi Ve 0 1
Residuum:
3 1 1
2 2
1 1 19
lAz —bll, = || 3 | — | 2 || =Vitit VT
0 310, I -3 11,

Definition 5.14 Sei A € C™™ (R™™) und sei A= P [ Z(J)T 8 1 H = PYQ mit
Y, = diag(oy, ..., 0,) die Singulirwertzerleqgung von A. Die Matrix
—1
AT =Qxtp? mit Nt = [ 26 8 € R™"

heifst Moore—Penrose—Inverse von A.

Satz 5.15 Sei A € C™™ (R™™).

(i) Falls Rang (A) = m, so gilt AT = (AFA)~1AH.

(1i) Falls n =m und A nichtsingulir, so gilt At = A~".
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(11i) A™ ist die eindeutige Matriz X, welche die vier Moore—Penrose-Gleichungen erfillt:
(a) AXA=A,
(b)) XAX = X,
(c) (AX)" = AX,
(d) (XA = XA.

Beweis: A= PXQ", ¥ = l 2(]{ 8 ]

(i) Da Rang (A) =m, d.h., A = [ Eom ], so folgt AT = QXTPH = QX 10| PY.

(AT A)1AT <Q[Em 0P P l s ] QH>1-Q[ZM 0| P

= Q¥ 2Q7Q[%,, 0|P" = Q[x. ' 0]PH.

(ii) Klar.
(iii) Y = QFXP
(a) PTAQ Q"XP PPAQ PTAQ,
-Er 0 }/11 Y712 Zr 0 _ Zr 0
0 0| Yy Y [0 O] T |0 0
= LYk, =X = Y= E;l
(b) -
Yiuo Yo || 2 0| Y Yio | | Y Yoo
(Vo Yo || 0 0| Yo Ya Yo Yo |’
= Y112 Yn Yir,
YuXoYn = Yo,
Y112, Y12 = Yo,
YuXiYiz = Yoo

(¢) - .
> 0 Yii Yo
0 0 Yor Yoo |

@ . _
Yio Yo || 2 O
| Yor Yoo 0 0|

Hermite’sch =—

Hermite’sch = Y5, %, =0, (Y1 3,)7 =Y 5,.

Alle 4 Gleichungen zusammen ergeben

(C) — Y2 =0,
(d) — Y5 =0,
(b)) = Yp=0,
(a) = Y=x "

Losung ist eindeutig = Behauptung.

£,Yie =0, £,Y1, = V{SH,



Kapitel 6

Die Hauptachsentransformation

Nachdem wir mit der Singuldrwertzerlegung bereits eines der wichtigsten praktischen Werk-
zeuge der linearen Algebra kennengelernt haben, welches uns wichtige Eigenschaften wie
Rang, Kern, Bild einer Matrix erzeugt, kommen wir nun zu weiteren wichtigen Trans-
formationen. Bisher haben wir Aquivalenztransformationen PAQ mit P, nichtsingulir,
orthogonal oder unitir betrachtet und P~' AP mit P nichtsinguldr, orthogonal oder unitir.
Im Fall P orthogonal ist das PT AP.

Was passiert nun aber, wenn P nicht orthogonal ist und wir PT AP betrachten? Wir haben
schon gesehen, dass dies die Form ist, die ein Basiswechsel bei einer Bilinearform hat, siehe
Lemma 3.5. Im Komplexen betrachten wir natiirlich analog P AP.

Definition 6.1 Sei K ein Korper. Seien A, B € K™". A und B heiffen kongruent, falls es
eine nichtsinguldre Matriz P € K™™ gibt, so dass

A=P'BP.

Zu jeder Matrix konnen wir sofort eine Bilinearform konstruieren und umgekehrt.

Sei K ein beliebiger Korper, V' ein Vektorraum und {vi,...,v,} eine Basis von V. Ist
a:V xV — K eine Bilinearform, so setze A = [a;;] mit a;; = a(v;,v;), 4,7 =1,...,n. So
ist A die Matrixdarstellung von « beziiglich der Basis {vy, ..., v,},

Umgekehrt sei A = [a;;] € K™, so definieren wir auf V' eine Bilinearform a: V x V — K
wie folgt: Seien v,v" € V und sei

n n by C1
v:Zbivi, v':Zcivi und b= | : |,c=1| : |,
i=1

= bn Cn

n
so setze a(v,v') == cTAb= Y ca;b;.
ij=1
Beachte, diese Bijektion zwischen Matrizen und Bilinearformen héngt natiirlich von der Ba-
sis ab. Wir hatten schon in Lemma 3.5 geschen, dass fiir zwei Basen {vy, ..., v, }, {v], ..., v}
von V' mit Basisiibergangsmatrix P, die Matrixdarstellung von einer Bilinearform «a :
V x V — K beziiglich dieser beiden Basen durch Kongruenztransformation gegeben ist.

40
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n n n n
Fallsv,weV, v= ‘21 biv; = Zlb;vg und w = Zlcz-vi = ;cgv;, so ist
1= 1= 1= 1=

b W]

b:=| : = P| : | =PV
| bn | L bh |
e ] C T

c:= = P| : | =P
| | L ¢ |

und es ergibt sich
alv,w) =c' Ab= (PJ)TAPY = " PTAPY .

Beachte, wir betrachten Bilinearformen (auch falls K = C.)

Wir hatten auch bereits gesehen, dass die Matrixdarstellung von « symmetrisch ist ge-
nau dann, wenn « symmetrisch ist, und dass es in diesem Fall eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren gibt.
Beispiel 6.2 V= RZ, {’017 UQ} = {61, 62},
4 1
by 1 _ — T
« by | = a(bieg + baeg, cre1 + coey) = ¢ Ab

= 4b101 + bQCl + blcg + 2b2c2.

A hat das charakteristische Polynom — P4(\) = A2 — 6\ + 7.

Eigenwerte:
M A =3+V/9—7T=3+V2.

Eigenvektoren:

A_A1[:[4—3+\/§ 1 ]:[1+\/§ 1 1

1 2-3++2 1 —1++2

Va+ V2R Ja+ V2R

QT:[ cs] 1++2 1

—S C

QT(A—AJ)Qzl c(14+V2)+s c+s(—14+V2) ] lc —s]

—s(1+v2) +¢ —s+c(—=1+V2) 5 ¢
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(1+v22+1 1+vV2-1+V2
\/(1+\/§)2+1 \/(1+\/§)2+1 [c —81

-14+2-1

0 TRV 5 c
_ 1 (1+v2)2+1 202 || ¢ —s
N (1+\/§)2+1[ 0 0 HS c]

1 l (V224 (VD) 1VE  (14v2)2v2—1—(141/2)2 ]
2 0 0
(N/(1 +v2)2 + 1)

1 (A42v2) (1+v2)+2v2  2v/2+4—1-1-2v/2-2
(1+v2)2+1 0 0

1 8+8v2 0
(1+v2)2+1 0 0

Was fiir eine Menge stellt

E:{x:lwl ER2|xTAx—1:O}:{[x1
T2 X2

dar? — Dies ist eine Ellipse.

€ R? | 4a? + 2129 + 202 = 1}

Wenn wir zu dem Koordinatensystem iibergehen, welches durch die ONB { [ z 1 , [ _CS ] }

gegeben ist, so ist

E = {y:QTxERQ yTlg—i_Oﬂ 3_0\/513/:1}

= {ye®” | i3+ V2)+ 13- Vv2) =1}, dh, die Ellipse

N
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¥y

Im kanonischen Koordinaten-
system mit der Basis {e,es}

ist das also die Ellipse v
!

Definition 6.3 Sei V' ein euklidischer Raum und o : 'V x V. — R eine symmetrische
Bilinearform. Dann heifit « positiv definit, falls a(v,v) > 0, Yo € V, v # 0, und
positiv semidefinit, falls a(v,v) > 0Vv € V.

Satz 6.4 Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Raum und o« : 'V XV — R eine
symmetrische Bilinearform.

(i) « ist positiv definit genau dann, wenn es eine Basis {vq,...,v,} von V gibt, so dass
die Matrizdarstellung von o beziglich {vy, ..., v,} nur positive reelle Eigenwerte hat.

(i1) o ist positiv semidefinit genau dann, wenn es eine Basis {vi,...,v,} von V gibt,
so dass die Matrizdarstellung von o beziglich {vy,...,v,} nur nichtnegative reelle
FEigenwerte hat.

(iii) Es gibt eine Orthonormalbasis {v,...,v,} von V', so dass die Matrizdarstellung von
a beziiglich dieser Basis diagonal ist.

Beweis: Wir beweisen (i) und (ii) zusammen.

Sei « positiv (semi)definit und A = [a;;] die Matrixdarstellung von a beziiglich {vy, ..., v,},
d.h., a;; = a(vj,v;). A ist reell symmetrisch = 3 Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von A, P = [p1,...,ps], und beziiglich der Basis {vy,...,v,}- P hat a die Matrixdarstellung

A1
PTAP =
An

Ist w der Koordinatenvektor von z € V| in der Basis {vy,...,v,} - P, dann gilt
a(z,2) =w' PTAPw =Y wik:.
i=1

Falls es A\; < 0 (\; < 0) gibt, so betrachte w = e; und es gilt a(z,2) = A\ <0 (< 0) und
das ist ein Widerspruch zur positiven Definitheit (Semidefinitheit).
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Fiir die andere Richtung: Ist x der Koordinatenvektor von z € V' in der Basis {v1,...,v,},
dann ergibt sich aus

A1 .
oafz,2) =2 Ar =2 P Pla=> "2\ >0 (>0)
)\n =1

sofort, dass a positiv definit (semidefinit) ist.

(iii) ist klar. Man nimmt einfach eine Matrixdarstellung beziiglich irgendeiner Basis und
erhilt A. Mit der Orthonormalbasis aus Eigenvektoren ergibt sich die Behauptung. O

Beachte: Wir haben sogar bewiesen, dass die Matrixdarstellung einer positiv (semi-
)definiten, symmetrischen Bilinearform beziiglich jeder Basis von V nur positive (nicht-
negative) reelle Eigenwerte hat.

Wir kommen nun zu der Frage, welches die Invarianten unter der Transformation P AP,
angewandt auf symmetrische Matrizen A, sind. Es ist klar, dass fiir P orthogonal dies
die Eigenwerte sind, aber fiir P nichtorthogonal sind dies nur die Anzahlen der Eigenwerte
<0,=0,>0 .

Satz 6.5 (Tragheitssatz von Sylvester)

Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Raum und o : V x V' — R eine symmetrische
Bilinearform. Seien {vy,...,v,}, {v], ..., v} Basen von V und A, A’ Matrizdarstellungen
von « beziiglich dieser beiden Basen.

Seien (m,v,w) und (7',v',w'") die Anzahl der Figenwerte (> 0,< 0,= 0) von A bzw. A’
Dann gilt 7 =7',v =" und w = W' und Rang (A) = Rang (A’).

Beweis: Es gibt (), Q" orthogonal, so dass
QTAQ — D, Q/TA/Q/ — D/
und die Diagonalelemente von D, D’ seien geordnet als

D, D
D= D, , D = D), ,
0 0

wobei Dy und D} die positiven Eigenwerte von A und A’ enthalten und D, und D) die
negativen.

Da dies mit einer Permutation immer moglich ist, kénnen wir gleich @, Q)" so wihlen, dass
das gilt. Wir wissen, dass A’ = PT AP, also gilt
D'=P"DP mit P=Q'PQ

und auBerdem Rang (A) = Rang (D) = Rang (D) = Rang (4’) .
Da A’ und A symmetrisch sind, ist (mit der Singuldrwertzerlegung) Rang (A) = 7 4+ v und
Rang (A’) = 7’ + /. Es reicht also zu zeigen, dass m = 7’ , dann gilt auch v = v/



6. Die Hauptachsentransformation 45

Wir erhalten aus der Diagonalisierung Réaume V., V,, V,, bzw. V/, V!, V', die aus den ONB
Q, Q' gebildet werden. Wir zeigen nun, dass

Dazu sei v aus V; N (V) & V), so gilt a(v,v) > 0 und a(v,v) <0, also v = 0.
Mit dem Dimensionssatz (Teil I, Satz 8.26) folgt

dimV,; +dim V), + dim V/, < n.
Aber da

dimV/, + dimV/, + dim V', = n,
folgt:

dimV, <dimV/, = =<7

Mit V., N[V, & V] folgt " < 7.

Also 7/ = 7 und dann v/ = v. O
Definition 6.6 Das zu einer symmetrischen Bilinearform a gehérende Tripel
(m, v, w)

heifst Tragheitsindex von «.

Dieser Begriff stammt urspriinglich aus der Mechanik (Beschreibung von Trégheitsmomen-
ten). Ein direktes Korollar aus Satz 6.5 ist die Normalform unter Kongruenz.

Korollar 6.7 Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Raum der Dimension n und o
eine symmetrische Bilinearform von V', so gibt es eine Basis {v1,...,v,} von V, so dass
die Matrizdarstellung von o beziiglich dieser Basis die Form hat:

Iz
-1, € R™".
0

Beweis: Wir wissen schon, dass 7, v, w Invarianten unter Kongruenz sind und dass es P
orthogonal gibt, so dass

T D1 }TI' ~ Dl_i 1
P AP = Dy v . Setze P=P- (—Dy)"3 ’

0] o I,
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so folgt

D,?D,D, ?

PIAP = (—D2)"2Dy(—Dy)~

N

Lineare Algebra I1

O

Man beachte, dass die Basis, d.h. die Transformationsmatrix, nicht eindeutig ist, aber die

I
Form -1,

Definition 6.8 Sei A € R™" symmetrisch, so heiffit A positiv definit (positiv semidefinit),

falls
z'Ar > 0(>0), Vaecr"\{0}.

A heifit negativ definit (negativ semidefinit), falls

v'Ar < 0(<0), VreRrR"\{0}.
Korollar 6.9 Sei A € R™" symmetrisch.

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) A ist positiv definit.
(i1) Alle Eigenwerte von A sind positiv.
(111) Der Tragheitsindex von A ist (n,0,0).
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) A ist positiv semidefinit.

(ii) Alle Eigenwerte von A sind nichtnegativ.

(111) Der Tragheitsindex von A ist (m,0,w).

Beweis: Der Beweis ist Ubungsaufgabe.




Kapitel 7

Bewegung starrer Korper

Als Beispiel wollen wir nun die Bewegung eines

starren Korpers betrachten.

Markiere einen seiner Punkte und beschreibe

dessen Bahn durch die Funktion a(t)(t > 0). Da

der Korper starr ist, d&ndern die anderen Punk- a(t) 1
te ihren Abstand zu a nicht, so dass fiir alle

Punkte z(t) gilt

2(t) — a(t) = Q(t) (2(0) — a(0))

mit einer t-abhéngigen orthogonalen Matrix ().

Mit der Kenntnis der Bahnbewegung zweier weiterer Punkte b(t), c(t) (die zu a(t) in allge-
meiner Lage liegen) kann man dann Q(¢) bestimmen.

zi(t) = b(t) —a(t) = Q) (b(0) - a(0))
wa(t) = c(t) —a(t) = Q) (c(0) — a(0))
z3(t) = a(t))

Die Vektoren sind linear unabhéngig.
Da @ orthogonal und z3(0) L 21(0), 22(0), gilt auch

Q(t)z3(0) L Q(1)21(0), Q(1)x2(0) = Q(t)x3(0) = MQ(t)21(0) x Q(t)2(0)).
Da sich die Orientierung des Korpers nicht dndern kann, gilt A > 0 und (siche Teil I)

1(Qz1) x (Qza)[l,> = Q1 [|Qall,” — (Q1, Qua)?
1|52 |22, — (@1, 22)? = |23,
= |Qzsll,> = A=1.

Damit haben wir gezeigt, dass auch fiir x3 die Bewegung durch z3(t) = Q(¢)z5(0) beschrie-
ben wird.

47
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Da det[Qx1, Qxs, Q3] = det Q - det[zy, xo, 3], aber det Q € {+1,—1}, bedeutet die Erhal-
tung der Orientierung also: det @) = +1.

Q(t) € SOB) = {Q € O(3)|det Q = 1} .

Man beachte, dass a(0), a(t) nicht eindeutig bestimmt sind, aber Q(t). Fiir die Geschwin-
d
digkeit & = %x(t) eines Punktes x(t) gilt

&(t) = at) + Q(t) ((0) — a(0)).
Was wissen wir iiber die Ableitung einer orthogonalen Matrix?

RQ'Q=1 = Q'Q+QTQ=0 = QTQ ist schiefsymmetrisch,
QRT=1 = QQ"+QQ"=0 = QQ" ist schiefsymmetrisch.

Nun gilt aber

Q (2(0) — a(0)) = QQTQ (x(0) — a(0)) ,
&= a+QQ" (Q(x(0) —a(0)) = a+QQT (z(t) —a(t)).

QQT ist schiefsymmetrisch. Sei also

) 0 —g3 @
QR'=| ¢ 0 —q |,  soist
-2 0

q1
QAT (z(t) —a(t)) = { 02 ] X (z(t) — a(t)) (Vektorprodukt in R?).

qs
N——
w(t)

— i=a+wt)x (z(t) —a(t)).

Die Momentanbewegung eines starren Korpers ist zusammengesetzt aus der Translation des
Punktes a(t) mit der Geschwindigkeit a(¢) und einer Rotation um die durch w(t) definierte
Achse durch a(t) mit der Winkelgeschwindigkeit |lw(t)]|,.

w(t) ist eindeutig, @ und die Zerlegung von 7 in @ und w sind nicht eindeutig.

Wir wihlen nun als a(t) die Bahn des Schwerpunktes des
Korpers

wobei y; die Orte einzelner Massenpunkte sind, m; ihre Mas-
N

sen und m = Z m; die Gesamtmasse.
i=1
(Im nichtdiskreten Fall sind die Summen durch Volumenintegrale zu ersetzen).
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Setze v = ||ally, vi = [|Gillys 7 = yi —a, 0i = ||7ill,-

—> Kinetische Energie des Korpers:

N 4 N ,
T = Zimivf = > gmin +w X i,
i=1 i=1
N
m; . 1
= > (21@2 +mi{a,w X ;) + M ||lw x 7”1”3)
i=1
N
m ) 1
= S0 (aw x Yomar) + 3 omi (w3 6 — (w.r:)’)
i=1 i=1
0
N Ti1 w1
Nun ist aber Zmiri =0und mit r; = | r2 |, w=| wsy | folgt
i=1 Ti3 ws
HWH224912 - (Wa Tz‘>2 = (W% + W% + Wg)@? - (eril + wario + W37”i3>2
3
= > wwi(0]0m — rarar)-
k=1

Setze © = [O] € R*® mit

N
@k,l = Zmi{Q%kz - Tikm},

i=1

so folgt
T ="42 + le@w
2 2 '
%7)2 heifit Translationsenergie,

1
in@w heifit Rotationsenergie.

Die Normierung der Bilinearform © als

Te
0, =222
lell
heifit das auf die Achse || WH bezogene Trigheitsmoment des Korpers.
Wilo

© ist symmetrisch und (falls nicht alle Massenpunkte auf einer Geraden liegen) positiv de-
finit. Die Gleichung w'©w = 1 beschreibt ein Ellipsoid, das Trigheitsellipsoid, das die bei
fester Rotationsenergie zu den verschiedenen Richtungen gehorenden Winkelgeschwindig-
keiten veranschaulicht. Die Hauptachsen dieses Ellipsoids sind Achsen, um die der Korper
reine Rotationsbewegungen ausfithren kann.

Dazu kommt dann noch die Kreiselbewegung, die behandeln wir hier nicht.



Kapitel 8

Quadriken

Wir wollen nun einen Bezug zur Geometrie herstellen und damit die Klassifikation von
geometrischen Objekten im R? und R® vornehmen. Sei K ein Kérper. Ein quadratisches
Polynom in n Variablen ist ein Ausdruck der Form

P(Il,...,l’n) = Z Qi3T5 5 + Z bil‘i+C, (81)

1<i<j<n 1<i<n

in dem nicht alle a;; verschwinden. P ist eine nichtlineare Abbildung

P:K"— K.

Definition 8.2 Fine Teilmenge () C K™ heifit Quadrik oder Hyperflache zweiter Ordnung,
falls es ein quadratisches Polynom gibt, so dass

T
e K" | P(xy,...,z,) =0

O
I

Tn

Beispiel 8.3

(1) K=R, n=3

2 2 2
P(I1,$27ZE3):JZ1+I2+ZL’3—1, =

A
|
i
/

1\
)
\y
;)

N
\/

N
N
TNy
Y
WA
A
VY
Yﬁ'
)

O
Vﬁ/

N
%\

Ay

N
N
AN
3

AVAVAYA)

it
i
/]

N
Af
AVAN

T
Q= Ty | ER® | 2i 425 +25—1=0
T3

VAAN
AVAVAYAV

oo
Agu

vs\‘
N

C
JAYAY)
<N/
<
§ \/

AVAY

AN

N
R

o
(7

<L

4

ist gerade die Oberfliche einer Kugel mit Mittel-
0

punkt | 0 | und Radius 1.
0

NS KA

S

e
S

20
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(2) K=R, n=2 - X,

P(xy, 1) = 23 + 219

o-{[n

(3) K=R, n=3

ER? | x%—l—?xg:()}
Parabel

™
N

A
i\\\“QQ\\\\\‘\\\\\\\\‘\\\\\

.2
P(I‘h Ta, (L’g) = Iy + 21’2 \\\\
Y

Rk
NRITHT
T \\\\\\\\\\\
Q: T2 €R3‘$%+2$2:0
x3 Parabelzylinder

Im folgenden betrachten wir nur Korper, in denen 1+ 1 # 0 ist.

Sei P(xy,...,%,) quadratisches Polynom wie in (8.1). Wir wollen nun alle Quadriken mit
Hilfe von Matrizen beschreiben. Dazu konstruieren wir aus A = [a;;] € K", be K", c € K
die folgende Matrix

[ c bl bf? bin i
2 2 2
by a ao Qin
b2 11 2 2
A — a . A
A = L = [a;]. (8.4)
: : anfl,n
: 2
bfn A1n An—1n a
L 2 2 2 nno

1

~ 1 T

reQ <<= 'Ar=0 firz= ]: !
T

xn

Durch diese Erweiterung gehoren also zu den Punkten aus () diejenigen erweiterten Vekto-
ren, fiir die die iiber A definierte Bilinearform

& - Kn+1 X Kn+1 =S K

ergibt &(,2) =2 Ai = 0.
Wir wollen nun spezielle Abbildungen betrachten, die Absténde erhalten.
Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit einer Abstandsfunktion

d(v,w) = ||lv —wl|,.

Eine Abbildung f : V — V|, fiir die gilt d(v,w) = d(f(v), f(w)) Vv,w € V heiit
abstandserhaltend (wird manchmal auch Kongruenzabbildung genannt).
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Betrachte nun die Abbildung

g: V-V
v g(v) = f(v) = f(0).
Es gilt natiirlich, dass g wieder abstandserhaltend ist und ¢(0) = 0.

Also folgt aus Lemma 3.9, dass ¢ ein orthogonaler Endomorphismus ist. Es gibt also zu
jeder abstandserhaltenden Funktion f : V' — V einen orthogonalen Endomorphismus g, so
dass

fw)=a+gv) YweV,  (a=f(0).

Umgekehrt gilt natiirlich sofort, dass alle Abbildungen v — a + g(v), mit a € V und g
orthogonal, abstandserhaltend sind.

Was ist die Matrixdarstellung von f bzw. g7

Von g ist das natiirlich eine orthogonale Matrix und von f eine Matrix der Form

1‘0 e 0

G = (8.5)

a1
wobei GG die (orthogonale) Matrixdarstellung von g ist und a =

an

Lemma 8.6 Ist ) eine Quadrik in R™, beschrieben durch die Matrix A und f:R" - R"”
eine abstandserhaltende Abbildung mit der Matrizdarstellung

1[0 -+ 0

so ist f(Q) eine Quadrik, beschrieben durch die Matriz

A

G- TAG™. (8.7)

Wir sehen, dass dies eine (spezielle) Kongruenztransformation mit G st

A

Beweis: Sei y = f(x), y = GT mit
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(Aus der Gruppeneigenschaft folgt, dass G invertierbar ist.)
yeflQ) <= 2€Q <« i'Ai=0 << §'G TAG ') =0.

Also wird f (Q) gerade durch die Matrix G~TAG" beschrieben und ist damit eine Quadrik,
denn G~! hat die gleiche Form wie G. |

Wir wollen noch einmal anschauen, was

GG TAG ) =0 (8.8)
ist:
1]0 0
N 1 A ai . 1 0 A1 1 0
y_ly‘|7 G = Gq _l G]a G _[_G—la G—1]7
ap,
b o T
d-| 2 Gl e %
I b4
bn n
2 a? Ann

§TGTAG g = [ Gy —a T [ g g [ Gy —a ]
[ ] +h G-
Gy —a) by AG-1(y—a)
— ot LG =) + (G =) S+ (6 =) AC - a)
—c+ (%G)TGTQ + (QJ;“)TG%Y +(y—a)"(G"TAG N (y — a).

Wir erhalten also, dass A durch eine orthogonale Kongruenztransformation mit G~ trans-
formiert wird.
Deswegen sprechen wir von Abbildung von Quadriken unter Kongruenz.
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Satz 8.9 (Klassifikation der Quadriken in R" unter Kongruenz)

Sei Q) eine Quadrik in R™. Dann gibt es eine Kongruenzabbildung f, natirliche Zahlen 7,0
und reelle Zahlen 3; > 0,1 < i < 7T+ 1, so dass die Quadrik f(Q) durch eine der folgenden
Gleichungen beschrieben wird:

2 o 2
S Zio— 0, 7>, (8.10)
2 2
g2 Tt 22
T o 8.11
2B 2 (8:11)
7 g2 T2 o
2@_ 21? = Tiipil, T+ <n. (8.12)
= (2 =7+ (3

Beweis: Sei @) = {x ER"| P(xy,...,x,) =3 Ak = 0}, wobei #, A wie in (8.4) gebildet
sind,

, und A=A".

N
I
N N‘E

S O

1. Schritt: Diagonalisierung von A. Da A reell symmetrisch ist, so gibt es nach dem
Trégheitssatz von Sylvester eine orthogonale Matrix P, so dass

By

~ /\1 >\7r+1
)\n )\7r+1/
0

T e
c %P 5 /\1
A, =PTAP = —. |t
Tb T i :
P3| PTAP - A,
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2. Schritt: Verschiebung des Nullpunktes

_ 1 -
4!
- 1
A
Sei T'= | _Jrtv 1 ,
Aﬂ+V
0 1
L0 T ]
i c 0o --- 0 Va4l - Tn |
0 A
: . 0
Ay =T AT = 0 P
Vr4v+1
: 0 0
L Tn J

3. Schritt: Jetzt unterscheiden wir 3 Falle.

(a) c=0und Ypyps1 =... = =0.
1 ~ .
Mit der Setzung [3; = —— erhalten wir dann Rang A = Rang A und Teil (8.10).

N

(b) ¢ #0und Yogpr1 = ... =7, =0, also Rang A = Rang A + 1.
]

h&ﬂ]ﬁ% == ‘A»

erhalten wir (8.11).

(c) c#0Oundesgibt v, #0, r+v<j<n = Rang A = Rang A + 2.

Vr4+v+1
Setze v = : und ] = T
171l
Tn
Ergénze ¢, durch s, ..., ¢,_r_, zu einer Orthonormalbasis von R"~"7 setze
1 0 0
= und V= 0 | Iry |0 | mit V= (0102 - - Pr—r—]-
2[1l,
6@1 0 %
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Dann gilt
0 |0 0 |lhll, 0 - 0]
0 |\
: 0
VTA V= 0 )\7T+V
’ 1712
0
: 0 0
- O -
2
und mit 3; = ||7||2, i=1,...,m+ v erhalten wir (8.12).

| Ail

Beachte, je nach Vorzeichen von ¢ wechseln die Rollen von 7 und v.

Beispiel 8.13

p(x) = 23 + 923 — 62129 + 202, — 45 — 10

—10 220 _;l 10
— A= 1_3,A: 00 3= 10
-3 9 24 9

-5 =3 9

Rang A=1, Rang A= 3, da invertierbar.

(1) Diagonalisierung von A:

Pi(A\) =X —10\, =  Eigenwerte 0, 10
| c —s i _n. ol x 0
P = . C],sodassP(A 0 I)P—[O 0]
-3 3 1
S = = — s C = ———
P+1 V10 V10
= 10 0
Tip—
pAp_[OO]
_ 8 14
tolafio) oo e
0 P’ 0P| |}
L0 0 0

Lineare Algebra I1

Also haben wir den Fall (8.12).
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(2) Verschiebung des Nullpunktes

1 |00 =30 2V10
T=| 8101 o[, Ay =TTAT = 0 10 0
5.10
0 |0 1 2V10 00
14 314 157
_ \/_10]GIR<1, —[1), f=—— = 2L10
7 [5 er=U &= 5o nT = 70
1 00 0 0 V10
V= 0 10|, VTAV = 0 10 0
BIVI0 0 1 ¥V10 0 0
/21410
Setze (1 = 510 Dann erhalten wir die transformierte Gleichung
vi 5
—12 =1 oder %\/ 10y? —y, =0, wobei
i
1 0 0 1
g=P-T-Vi=|% 75 w5 || wn|, baw
49 _ 3 1
700 Ji0 V10 Y2
1 0 0 1
_17r./10 2 L T
700 Vo V10 2

]

p(z) = 22 + 923 — 6x129 + 202, — 4zy — 10 =0

57
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Wir kénnen damit alle Quadriken klassifizieren. Im R? erhalten wir die folgenden Moglich-

keiten:

Tabelle 8.14 Quadriken in R?

Gerade

T

zwel sich schneidende
Geraden

1

Punkt

zwei parallele Geraden

Z1

(8.10) v=0, 7=1, 2 =0 T3
2
v=1 wm=1, %—x%z() T2
i
x1 = £0122
22
v=0, m=2, —;—i-x%:() T2
i
2
811) v=1, =0, —l=1
1
2
V:O, ’]T:]_’ %:1 ZEQ
1
=1
—r? 3
v=2 m=0, —F—"2=1
st B
2zl
v=1, w=1 =L-22-1
gt B

=]

151

Hyperbel

|B1]
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X2

29

Ellipse

/13

N

Parabel

Z1

Quadriken sind Schnitte von Ebenen mit einem doppelten Kreiskegel, sie werden daher auch

Kegelschnitte genannt.

Hyperbel

lllll..

N
N
T L7

Ellipse

8 W
i, NS
we NS
it -- 177
1

Parabel
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Tabelle 8.15 Quadriken in R3

(8.10) v =0,
v=1,
v =20,
v=1,
v=0,

=1,
T =1,
=2,
=2,
T =3,
T =0,

5

2 _
7 =10

2

1 20
2 2
1
2

T
1 2

Lineare Algebra I1

eine Ebene

zwel sich schnei-
dende Ebenen

eine Gerade

Ellipsenkegel

Punkt
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x .
v=0, wmw=1, —é =1 zwei parallele Ebe-
1 nen
— e S L
2 2
—x x
1 2
vV = 2, ™ = 0, Y52 T T, = 1 (Z)
1 2
2 2
x x .
v=1, wn=1, —; — —g =1 Hyperbelzylinder
1 2
2 2
x x ) )
v=0, m=2 —; —3 =1 Ellipsenzylinder
Ioh i
2 2 2
Ty Ty T3
V= 3, ™= 0, Y3 T e a2 1 @
1 2 3
2 2 2
Ty Ty X3 . .
v=2 7m=1 - ——5=1 zweischaliges  Hy-
1 2 3 perboloid
2 2 2
x x x . .
v=1, 7m=2, B—; —3 — —3 =1 einschaliges Hyper-
N == 4 loi
=
=
EE
By
2 2 2
x x x o
v=0, m=3, —é —g —g =1 Ellipsoid
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2
:Cl .
(8.12) v=0, ©=1, —5 = T parabolischer
1 Zylinder
—
“ ~
- =
P ==
2
=
2 2
l’l x2 .
v=1 wm=1, ? — ? =3 hyperbolisches Pa-
1 2 raboloid
D
o)
\\‘ i
AR )
LN L
A i
R i
Rt 4 i
' S
L
WAL
2 2
xq Xy ..
v=0, m=2, 7ﬂ2 752 =13 elliptisches Parabo-
1 2 loid

Definition 8.16 Sei V' ein Vektorraum itiber K. FEine Abbildung f : V. — V heifit
affin linear, falls es a € V' und lineare Abbildung g : V' — V gibt, so dass f(v) = a+ g(v).
Zwei Quadriken (1, Q2 heiflen affin dquivalent, wenn es eine bijektive affine Abbildung

Korollar 8.17 Jede Quadrik in R™ ist affin dquivalent zu einer Quadrik in R™, die durch
eine der folgenden Gleichungen gegeben ist:

™ T+v
doai— > 1i=0 (8.18)
=1 i=m+1
™ T+v
Yoai— Y ai=1 (8.19)
=1 i=m+1
™ T+v
ZSL’? o Z x? = Trtvt1 (820)
=1 i=m+1

Beweis: Wir kénnen natiirlich annehmen, dass wir schon eine Beschreibung der Quadrik @)
in der Form (8.10 - 8.12) haben. Sei f : R" — R" die lineare Abbildung mit der Matrixdar-
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stellung
[ ot

-1
ﬁﬂJrV bzgl. {61, c. 7671}7

1

so ist f natiirlich bijektiv und wir haben sofort, dass f(Q) einer der Gleichungen (8.18 -
8.20) geniigt, denn sei zum Beispiel (8.10) die Form von @, so gilt

1
y=f(z) mit yizﬁxi i=1,...,m+v

Yi = T t=m+v+1,...,n

2 T+v 2

Y€ f(Q) — r1€Q — Z;g— > ;;:O
_ o i=1 Mi  i=nt1 Mi
= Y yi- > yi=0.
=1 i=m+1

Die anderen Fille sind analog.



Kapitel 9

Positiv definite Matrizen
(Bilinearformen)

Wir haben bereits gesehen, dass symmetrisch positiv definite Matrizen (Bilinearformen) eine
wichtige Rolle spielen (Skalarprodukte, Quadriken usw.), und dass diese dadurch charakte-
risiert sind, dass alle Eigenwerte reell und positiv sind. Jetzt wollen wir noch einige weitere
wichtige Eigenschaften kennenlernen.

Zuerst noch ein paar Bemerkungen zum komplexen Fall.

Definition 9.1 Sei V' ein unitdrer Raum und B :V XV — C eine Hermite’sche Form, so
heifit 3 positiv definit (positiv semidefinit) genau dann, wenn B(v,v) > 0 (G(v,v) > 0) fir
alle v € V '\ {0}.

Beachte, dass damit auch (v, v) € R gilt.

Korollar 9.2 Sei V' ein unitirer Raum und 3 : V xV — C eine Hermite’sche Form. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) B ist positiv definit.

(ii) Jede Matrizdarstellung B von 3 (beziiglich einer Basis {vi,...,v,} von V') hat nur
positive reelle Figenwerte.

(111) Fiir jede Matrizdarstellung B von 3 gibt es eine nichtsingulire Matriz T, so dass
T-"BT'=1.

(iv) Fiir jede Matrizdarstellung B von 3 gibt es eine nichtsinguldre untere Dreiecksmatriz
L, so dass B = LL" (Cholesky-Zerlegung).

(v) Fiir jede Matrizdarstellung B von 3 gibt es eine Hermite’sche Matriz A mit beliebigem
Trigheitsindex (,v,0), so dass A?> = B.

64
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Beweis: Der Beweis, dass (i) <= (ii), gilt analog wie im reellen Fall.
,(ii) = (iii)“: Nach dem Satz von Schur gibt es eine unitire Matrix @, so dass B = Q7 DQ
mit D =diag(dy,...,d,),d; > 0. Setze

so folgt mit T = D%Q, dass T invertierbar und
B=T"T — T"BT'=1.

,(iil) = (iv)“: Nach Satz 10.11 mit Folgerung 10.13 aus Teil I gibt es @ unitér, so dass
T = QR mit einer oberen Dreiecksmatrix R. Es folgt

B=THT =RYQ"QR=R"R mit L=R"

,»(iv) = (iii)“: trivial

L (iil) = (ii)“ Ubungsaufgabe

,(ii) = (v)“: B=QYDQ, D = diag(dy,...,d,) mitd; >0, i=1,...,n.
Setze A = QHD% [ [ _ ] @, so folgt, dass A Hermite’sch ist und

,(v) = (ii)“: Bilde A = Q" DQ mit D =diag(dy,...,d,) und d; # 0, reell, i = 1,...,n, so
folgt B = A? = Q" D?(Q), und damit hat B nur positive Eigenwerte. O

Um die Cholesky-Zerlegung einer Hermite’schen, positiv definiten Matrix A € C™" zu be-
rechnen, betrachten wir die Gleichung

Ly -+ 0 m I
A=LLH =| + . o |, L=y, L;=0 firj>i.
i - o 0 - L
So gilt (fiir Zeile 1 von A)
ann =il = i1 = an = b, (wir konnen l;; so wihlen)
* - (9.3
alj :lllljl e l]l = @7 j :2,...777/.
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Analog (fiir Zeile )

% i—1 I
ai; = > Ll = i = Jay — X |li;|?> = li,  (wir konnen [;; so wéhlen)
Jj=1 j=1
n i -1l _
aij = 2 lilje = 30 lilie = 32 Linlje + liglyi (9.4)
k=1 k=1 k=1
1 i1
= l; = l(aij - > likljk) fir 7 > .
ii k=1

; Q12 1
I =+/an = \/5, lj1 = 4 = Iy = 2z _ I3 =0,

: 1 3
l22_\l@2— |l = \Jaz — [la1]* = 2_5 ~—\y
j=1

1 LIS o3 — loylsy 2 2
I3 = — <a23_zl2kl3k> = B2 J2(1-0) = /5
la2 =1 lao 3

/ 2 4
lss = \/G33—\131|2—|l32\2 = 2—§: 3

V2 0 0 V2 5 0
1 /3 H

L= | s O =0 53
2 /4
VERRE 00 3

Probe:

2 10
LI =112 11.
01 2

Es gibt noch viele weitere wichtige Eigenschaften Hermite’scher (positiv definiter) Matrizen.
Um diese wichtigen Sdtze zu betrachten, ordnen wir die Eigenwerte im folgenden.

Falls A\;(A),..., \,(A) € R die Eigenwerte von A sind (gezdhlt mit ihrer Multiplizitat), so
gelte

M(A) 2 Xa(A) =2 ... = A (A).

Dann gilt der
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Satz 9.6 (Satz von Courant—Fischer)
Ser A € C™" Hermite’sch, so gilt firk=20,...,n—1

) o Az
Mer1(A) = min max :
dim(S)=n—k 0#z€S xHy
sccr

Beweis: Betrachte
max 2z’ Az mit den Nebenbedingungen ||z||, =1 und pfz =0, i=1,... k,

wobei p; # 0 irgendwelche linear unabhéngige Vektoren sind. Nach Satz 4.6 gibt es eine
unitdre Matrix (), so dass

A1
Q"AQ =D, mit D= .
An

Wir setzen y = QP z, so folgt a7 Az = 27QQT AQQ"x = y"Dy. Setzen wir noch ¢; =
Q"p;, konnen wir also stattdessen betrachten:

maXZyi)\iyi mit den Nebenbedingungen %y =1und ¢’y =0, i=1,...,k.
i=1
Fiir beliebige Vektoren p; und damit ¢; erhalten wir damit k£ + 1 < n Gleichungen fiir die

Komponenten von y.
Fiir jede Wahl y der Form

n
. af! :
Y= : € R", so dass : m =0,
Yk+1 H
0 qx Yk+1
0

kénnen wir y so normieren, dass |ly||, = 1, und erhalten die zu maximierende Funktion

k+1 k+1

STlilPA > Ao D uil? = A
i=1 i=1

Also maxaf Az > )\, fiir alle Wahlen p; und damit auch

. o Ax
min max > Ner1-
dim(S)=n—k 0#zeS xHy
scen

Fiir die spezielle Wahl p; = Qe;, @ = 1,..., k, ergibt sich ¢; = e; und damit y;,...,yx = 0.
Also

/\1 n
n
. 2
o Ax =y . y= > Nyl < M Y wil® = X
xH Ax , oH Ax
—> max < Aky1 = min max < A1
xHy xHy

Also folgt die Behauptung. |



68 Lineare Algebra 11

Damit konnen wir die Eigenwerte iiber eine Optimierung bekommen. Dieser Satz hat viele
wichtige Folgerungen. Wohl die wichtigste ist der Cauchy’sche Trennungssatz.

Korollar 9.7 Sei A, die fihrende r x r - Hauptabschnittsmatriz von A = |a;;] € C™",

Q11 - A1y
A=A" dh A, = : |, soqilt firr=1,....,n—1
Q1 Qo
)\r+1(Ar+1) S /\7"<Ar) S /\T<Ar+1> S s S )\Q(Ar+1> S )\1<AT) S /\1(Ar+1)-
/\T<Ar) )‘I(AT)
| | | | | e | | | |
[ [ [ [ IS [ [ [
A (Ary) A (Ari)

Beweis: Mit Satz 9.6 gilt fir k =0,...,r —1

T a T
A
) A . [ 0 ] r41 l 0 ]
Met1(Ar) = min max —7 — H
dim(S)=n—k 0#zcS :L”Hl‘ dim(S)=n—k 0#z€S x Xz
sccr Sl
0 0
H
1 L Ar—l—lx
< min max (A
T dim(S)=n—k Oyéze)% SCH.T k+1( r+1)
sccrtlt

Andererseits gilt: Die Menge der Werte 7 A,x, x € C", ist gleich der Menge der Werte
oAz, reC™, 2,4, =0. Also

. iUHArHiU
Met1(4,) = min max ————.

sccrtt 0#zes  xHy
dim(S)=n—k 2r+1=0

Es gibt eine Menge von Vektoren pq, ..., pg, fiir die dieses Minimum angenommen wird, d.h.
Aei1(A,) ist das Maximum von 2 A, 1z, wobei 22 =1, 2,41 =0, plo =0,i=1,... k.
Aber Mgio(A,41) ist das Minimum {iber alle Maxima fiir jede Wahl von z,..; und p;,
i=1,...,k,

— >\k+2(Ar+1> S >\k+1(Ar)a k:O,...,r— 1.

O

Ahnliche Sitze spielen eine groBe Rolle bei der Stérungstheorie von Matrizen (Operatoren),
die bei der Modellbildung und in vielen Bereichen der Numerischen Mathematik auftreten.
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Eigenwert— und
Eigenvektorberechnung

Wir wollen in diesem Kapitel einige Methoden zur Eigenwert- und Eigenvektorberechnung
betrachten. In Teil I (Seminar) haben wir schon die Nullstellenberechnung fiir Polynome
behandelt. Man berechnet allerdings fast immer besser die Eigenwerte einer Matrix, ohne
iitber das charakteristische Polynom zu gehen. Wir definieren zunéichst den Begriff des
orthogonalen Projektors.

Definition 10.1 Se: S € K™ ein Unterraum.
P € K™ heifit orthogonaler Projektor auf S, falls

Bild(P)=S, P*=P undP'" =P fir K=R, (bzw. P¥=P firK=c).

Die orthogonalen Projektoren kann man z. B. aus der Singuldrwertzerlegung erhalten. Sei
A =UXV*H die Singulirwertzerlegung von A und r = Rang (A). Setze

v - |
Vo= |

=T
=5

So ist

V,VH  die orthogonale Projektion auf Bild (A¥),
V,VH  die orthogonale Projektion auf Kern (A),
U.U?  die orthogonale Projektion auf Bild (A),
U, UM die orthogonale Projektion auf Kern (A®).

Fiir zwei Unterrdume S7, S5 € K™ lasst sich damit ein Abstand definieren:
dist (S1,52) := [|[P1 — P|ly, P orthogonaler Projektor auf S;, i = 1,2.

Die erste Methode, die wir betrachten wollen, ist die Potenzmethode.

69
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Algorithmus 10.2 Gegeben A € C™" und ein beliebiger Vektor 2(®) € € mit Hx(o)H2 =1

for k=1,2,...

(1) Setze y* = Azk-1),

(k)
(2) Normalisiere z(¥) = y(k) .
1yl

(3) Teste, ob Hx(k) — x(kfl)HZ klein.

Seien Ap, Ag, ..., A, mit |Aq| > |Xo| > ... > |\,| die Eigenwerte einer diagonalisierbaren
Matrix A mit den Eigenvektoren zj, d.h.

Wann konvergiert nun die Potenzmethode?

Satz 10.4 Sei A € C™" diagonalisierbar und es gelte |\1| > |Aa|, so konvergiert die Potenz-

A
methode mit der Konvergenzgeschwindigkeit =2 gegen zy, falls ay # 0 in der Darstellung

A1
I(O) = Z ;25
=1

n
Beweis: 9 = Z%‘Zi, also

i=1
Ak = AkZaizi
i=1

n n
k k k
= E Oéi)\,L- Z; = 041)\121 + E ai)\i Zi
=1

=2

"oy (M)
Z1+Z]<>\J> zj].

7= !

= Oé])\lf

A

Fiir £ — oo geht nach Voraussetzung ( 3
1

Da z®) € span {A*2(©} folgt

k
> — 0, also konvergiert die Folge gegen z;.

dist (E(x(k)),£(21)> — 0 und [N\ — AP =0 fiir k — oo.

(k) A1),
Dabei ist A#) = %2_1) = ( gik_l) ) (fiir eine Komponente xgk_l) #0)
x T;

oder [\ = [[y® ] oder X® = (o) 42®. 5
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Beispiel 10.5

—261 209 —49
A= | =530 422 -98 hat die Eigenwerte {3,4,10}.
—800 631 —144
1
Verwende (®) = | 0 |, dann ergibt sich bei der Potenzmethode fiir A*:
0
ygk) k (k) (k) (k) k k) o.(k
I =S T T o S [ PECRSERETY
1

1 | —261.00000, 994.495349, | —.26244467, —.53293361, —.80442810, 274.06048
2 | 13.2145592, 13.0605581, | —.26553923, —.53354216, —.80300790, 2.4954564
3 | 10.7599327, 10.7191503, | —.26654951, —.53401840, —.80235635, 05266728
4 | 10.2230953, 10.2072991, | —.26696201, —.53428429, —.80204214, .15983316
5 | 10.0698519, 10.0632843, | —.26713624, —.53441568, —.80189657, .05006162
6 | 10.0225526, 10.0198037, | —.26720953, —.53447621, —.80183181, .01626419
7 | 10.0074380, 10.0062959, | —.26724003, —.53450290, —.80180385, .00540406
8 | 10.0025084, 10.0020379, | —.26725260, —.53451432, —.80179205, .00184831
9 | 10.0008544, 10.0006622, | —.26725774, —.53451912, —.80178714, .00063392
10 | 10.0002994, 10.0002214, | —.26725982, —.53452111, —.80178512, .00021929

G0y [ 1000000000 e

—— = | 2.000005497 Eigenvektor zu A\; = 10 : =—1 2

10
ch ) 3.000021151 % 3

1

Der Faktor & ist 0.4, also &
A A1

10
) ~ 0.0001.

Die direkte Verallgemeinerung der Potenzmethode ist die orthogonale Iteration.

Sei () € C™P eine Matrix mit orthonormalen Spalten.

Algorithmus 10.6

Sei

for

Zy,
QiR

k=1,2,.

AQk—1
Zy

QR~Zerlegung.

+N
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die Schur-Zerlegung von A mit [Aq| > [Az|... > [A\p| > [Apr1| > ... > |\, und

0 Tag | nyp’

p n—p

P—(p, P, F:lfn F12] P

p n—p

Apt1

So konvergiert die Folge {Bild (Qx)} gegen Bild (P;) mit der Rate )
4

Beispiel 10.7 A wie in Bsp. 10.5

A 3
Faktor ﬁ =5 =07

Qo = [61762]7

Wir betrachten den Abstand d, = dist (Bild (P;),Bild (Qx)) = [|[W1 — Vil,, wobei W;
orthogonaler Projektor auf Bild (P;) und V} orthogonaler Projektor auf Bild (@) ist, sowie

d
das Verhéltnis ¢, = d—k, (dp =1).

k-1
k dp qk T11 22

1 | 0.0052170 0.9187 994.4953494 -4.1139003
2 1 0.0047929 0.8217 13.0605581  3.9728619
4 1 0.0030776 0.7814 10.2072916  3.9806330
5 | 0.0023527 0.7645 10.0632840  3.9862537
6 | 0.0017808 0.7569 10.0198036  3.9901713
7 | 0.0013417 0.7535 10.0063037  3.9928825
8 | 0.0010088 0.7519 10.0020396  3.9947836
9 1 0.0007577 0.7511 10.0006716  3.9961424
10 | 0.0005688 0.7507 10.0002254  3.9971303

Fiir p = n ergibt sich der QR-Algorithmus.

Algorithmus 10.8

Ag = A.
for k=1,2,...

Akfl = QkRk

(QR~Zerlegung)
Ay =RiQr = QU A1Qr = Q- QT AQ1 - Q.

Falls [A| > |A2] > ... > |\, so konvergieren die Elemente unter der Diagonalen mit den

Raten

A

k

J

gegen 0.
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Beispiel 10.9 Wir betrachten die Matrix A wie vorher.

Ao 4 3 3
X 10 10 1
k| O(lax|) | O(lasi]) | O(lass|)

107! 1072 1072
1072 1072 1074
1072 1073 1073
1073 1073 1073
1073 1073
1073 107° 1073
1074 107° 1073
1074 1076 1073
1074 1076 1073
1077 1073

© 00 N O Ot = W N
—_
I
w

—_
S
—_
3
ot

In der Praxis bringt man die Matrix A durch Drehungen und Spiegelungen erst mal auf
Hessenberggestalt:

_x ‘7'/' PR ) x_
l’ x ... . . x
10 - 0 =z =z

Dann kostet jede Iteration anstatt O(n®) nur noch O(n?) ,flops*.

Auflerdem beschleunigt man die Konvergenz, indem man mit (A — AI') rechnet, wobei X als
,Eigenwertndherung® ein Eigenwert von

ist.
Fiir symmetrische Matrizen ist die Hessenberggestalt tridiagonal.

T x
r xr T
Ay = Q1TAQ = r
: .
r

Dann kostet die Iteration noch O(n) pro Schritt.

Fiir reell symmetrische Matrizen (oder auch Hermite’sche) gibt es als ganz andere Methode
noch das Jacobi—Verfahren.
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Bei diesem Verfahren 16st man in verschiedenen Reihenfolgen 2 x 2 - Probleme, d.h. man

diagonalisiert Blocke [ @pp Cpg ] durch Drehungen [ pa Spq ]

Ggp Qqq ~Spg Cpq
Man setzt
Tt = cot(z@pq):% (10.10)
Pq
Cpg = €08(Oy) (10.11)
Spg = sin(O,,) (10.12)

Die klassische Jacobi-Iteration sieht dann so aus.

Algorithmus 10.13

A=A
for k=0,1,2,...
Sei |a )| = max|a )|
(k
Sei cpq),s;q) wie in (10.11), (10.12)
\l \1
Cpq —Spq Cpq Spq
1 1
Alk+1) — AF)
\ \
Spq Cpq —Spq Cpq
L \1 J L \1 J
= J]I](@) Alk) Jpq(@)

Fiir die Konvergenz schauen wir uns
0 ( = HAHF Z 2

an. Es folgt, daB fiir B = J, (©)A J,,(0)

n
2
off(B) = |B|m—> 05
i—1
9 o 2 .
2 2 2 2
= Al - Zbii = ||All% — Z g = by — bgq-
— -
’ i#p,q
Dabei ist
byp g _ ¢ =S (pp  Cpq
bap  byq | S c Qgp  Qqq —s ¢
B [ Clpp — Spg  Clpg — SGyq c s
| Sapp t+cagy  Sayg + cag -5 ¢

[ 2 2
_ Cpp — 2C80pg + 57 0gq * ]

2 2
* §%Qpp + 28Capg + C agq
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Also folgt aus

2 2 2 9 2 2
bpp + bqq + 2bpq = a,,+ay,+ 2apq

2 2 9 2 2 2
bpp + bqq =y, T Ayt 2apq B prq
2 & 2 .
= |Blr— X b = A7 - X a2, + 207,
i=1 i=1

Die Elimination wird so ausgefiihrt, dafl b,, = 0. So wird die Summe der Quadrate der
AuBlenelemente um 2a12,q reduziert.

_ n(n —1) 1 A
Mit m = s folgt, da 2[a{M]? > — off(A®)) daB
off(ARH) < (1 - 1) off(AM)
m

und per Induktion

off(AM) < (1 - ;)k off (49)).

Beispiel 10.14

11 1 1

1 2 3 4

A= 1 3 6 10

1 4 10 20
k| O( off(A(k)))
0 10!
m 100
2m 1073
3m 10712
4m < 10720

Es gibt viele weitere Varianten — siche Vorlesungen {iber numerische Mathematik.



Kapitel 11

Projektive Riume und projektive
Geometrie

Wir wollen nun eine weitere wichtige Struktur der linearen Algebra kennenlernen, den pro-
jektiven Raum.

Definition 11.1 Sei V' ein Vektorraum tber einem Korper K und sei P(V) die Men-
ge der eindimensionalen linearen Unterrdume von V. P(V) heifit der zu V' gehiorende
projektive Raum. Die Elemente von P(V') nennt man Punkte des projektiven Raums.

Die eindimensionalen Unterrdume sind
geometrisch die Geraden durch 0.

Man kann nun auch fiir P(V') wiederum Unterrdume definieren und Dimensionen.

Definition 11.2 Se: V' Vektorraum iiber K.
IstU C V Untervektorraum von V' so nennen wir P(U) C P(V') einen projektiven Unterraum

von P(V).

Falls V' endlichdimensional ist, so setzen wir dimg (P(V')) = dimg (V) — 1 und nennen diese
Zahl die projektive Dimension von P(V).

Beispiel 11.3 V = R".

n=0 dimP(V)=-1 P(V)=2¢

n=1 dimP(V)=0 P(V) hatein Element

n=2 dimP(V)=1 P(V) heifit projektive Gerade
n=3 dimP(V)=2 P(V) heiit projektive Ebene

76
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Ist V = K" so schreiben wir P,(K) anstatt P(K™™') und nennen diesen Raum den
kanonischen n—dimensionalen projektiven Raum.

Beispiel 114 (1) K =R

Sei

Zo n
St = ol EeRT D ai=1
1=0

Tn

Dies ist die n—Sphiire in R"*1. Fiir n = 2 ist das gerade die Oberfliiche der Einheitskugel
(Beachte: S™ C R"™!). Sei U C R™"! ein eindimensionaler Unterraum, so ist die Menge
S™ N U gerade die Menge der beiden Schnittpunkte der Geraden mit der Kugel.

20 —20
Falls 1 eS*NU, soist auch : e sS"nU.
Zn —Zn
Zo
Sei S*=1{| : | errt ioa,ﬂ —1,2,<0 gn-t
=
Tn

die Oberflache einer Halbkugel. Es folgt, dass der Rand
von S™ eine (n — 1)-Sphire S"~' C S™ ist.

P, (R) entsteht aus S™ durch Identifizieren der Antipo- |
dalpunkte aus der Randsphire S™*~!. Wir kénnen uns |

’ n
also P;(R) als S! vorstellen. o2
Betrachte nun P, (K). Fiihre Koordinaten ein:
To
Ist z = | : K"\ {0}, so ist Kz = {\z|\ € K} ein eindimensionaler Unterraum.
T,
Zo
Wir schreiben (zg; x1;...;2,) = K | ¢ und nennen dies homogene Koordinaten.
Offensichtlich gilt Tn

(xo; ;.. 5mn) = (Yo Y15 - -3 Yn) <IN E€ K\ {0} mit y; = A\x; Vi=0,....,n.

Homogene Koordinaten sind also nur bis auf einen Faktor # 0 bestimmt.
Wir definieren nun eine Einbettung K™ — P, (K) durch

xy
— (Lizg;... ).

Tn

Als Bild erhélt man gerade die Elemente (zo;...;2,) € P,(K) mit xy # 0.
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Das Komplement des Bildes besteht gerade aus den Punkten (0;yi;...;y,). Dies ist ein
projektiver Unterraum der Dimension n — 1 und heifit ,uneigentliche Hyperebene® oder
sunendlich ferne Hyperebene®.

Beispiel 11.5 n =2, K =R
(ao; a; az)

AN ap as
x / I < ?3)
g Qo

o]~ e

a2

die Punkte der Form (0; *; ), Die Punkte in dieser Ebene
sie entsprechen den Geradenrichtungen in R?. entsprechen bijektiv den Punkten von R

Wir fithren nun einen Abbildungsbegriff ein.

Definition 11.6 Seien V,W K—Vektorrdume.
FEine Abbildung f : P(V) — P(W) heifit projektiv, wenn es eine injektive lineare Abbildung

F:V W  gibt, mit
f(Kv)=KF(v) VYveV\{0}. (11.7)

Man schreibt dann f = P(F).
Fine bijektive projektive Abbildung heifst Projektivitét.

Sei f: P(V) — P(W) eine projektive Abbildung, so ist f injektiv und es gilt
dimP(W) > dimP(V),
falls V, W endlichdimensional sind.
Eine Menge {po,...,p,} von Punkten eines projektiven Raums P(V) heifit projektiv
unabhéngig, wenn es linear unabhingige Vektoren

Vo, ... ,v, €V gibt mit p;=Kv; firi=0,...,r

Eine Menge {po, . .., pn+1} von Punkten aus P(V') heifit projektive Basis von P(V'), wenn je
n + 1 Punkte projektiv unabhéngig sind, wobei n = dim P.

Beispiel 11.8 P, (K) = P(K™)
Projektive Basis:  pg = (1;0;...50), ..., ppn = (0;...50; 1), ppay = (1;...5151)
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Lemma 11.9 Sei V' ein Vektorraum mit dimV =n + 1. Ist {po,...,pas1} eine projektive
Basis von P(V'), so gibt es eine Basis {vo,...,v,} von V mit p; = Kv; ,0 < i <n, und

Pt = K(vo+ ... 4+ vyp).

Beweis: Da {py,...,p,} projektiv unabhéngig sind, gibt es {zo,...,z,} € V linear un-
abhéngig mit

pi=Kz; 1=0,...,n.

Da diese linear unabhéngig sind und dimV' = n + 1, bilden die x; eine Basis von V. Also
gibt es

/\0,...,)\n € K mit Pn+1 = K()\O$O+/\nmn)

Da po,...,pi1,Pit1,-- -, Pns1 Projektiv unabhéngig sind, folgt, dass A\; # 0,2 =0,...,n.
Mit v; = \jx;, 0 <1 <mn, erhalten wir, dass

pi=Kuv;, 0<i<n und D1 = K(vo+ ...+ vy,).

a

Korollar 11.10 Seien P(V) und P(W) projektive Riume gleicher Dimension mit projekti-
ven Basen

{p0> s 7pn+1}7 {QCH s 7Qn+1}'

Dann gibt es genau eine Projektivitit
f:r(V)—pr(W)
mit f(p;) = q; -

Beweis: Wihle Basen {vy,...,v,} von V und {wy, ..., w,} von W wie in Lemma 11.9 und
die lineare Abbildung F': V' — W durch F(v;) = w; fiir 0 <7 < n.

Seiv e V\{0}. v= Zn: AiVi, SO setze
i=0

f(Kv)=KFv=K- Z)\iF(Ui) =K- Z)\iwi.
i=0 i=0

So ist f eine Projektivitét.

Seien f, g Projektivitaten mit f(p;) = ¢;, g(p;) = ¢; und dazu F,G : V — W mit

f(Kv) = KF(v)

o(Kv) = KG() fir v e V'\ {0}.
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So gibt es Ao, ..., A\, € K\ {0}, po,..., 1, € K\ {0} mit
dann

¢ = Kw; = f(p;) = f(Kv;) = KF(v;) und
¢ = Kwi = g(pi) = 9(Kv;) = KG(vy).

f(anrl) = dn+1,
9(Pns1) = Guy1,

so gibt es A\, u € K \ {0} mit

Flog+...+v,) = Mwo+...+w,)
Goo+...+wv,) = plwog+...+wy,)

o= fo=...= [

Seiv e V\{0},v= i,uivi
i=0

f(Kv) = KF(v)= Kzn:)\iuiwi

i=0
= KZMM’U%’ = szwi = KZMz’Mwi
i=0 i=0 i=0

= KG(v)=g(Kv).
= f=gq. O

Definition 11.11 Sei K ein Koérper und V' ein Vektorraum diber K.
FEin projektives Koordinatensystem in P(V') ist eine Projektivitit

k:p,(K)—P(V).

Ist p = K(xo;...;2,) € P(V), so heifit (x¢;...;x,) homogener Koordinatenvektor des
Punktes p.

Nach dem Korollar 11.10 folgt, dass zu jeder projektiven Basis {po, ..., pnt1} von P(V) ein
projektives Koordinatensystem

k:P,(K)—P(V)
durch
po=k(1;0;...50), ...y pu=Fk(0;...50;1), puyr = k(1;...51)

gegeben ist.
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Definition 11.12 Sei V' ein Vektorraum. Seien Xy, ..., X, projektive Unterrdume des pro-
jektiven Raums P(V'), wobei 2.B. X; =P(Z;), Z; C V.

(a) Dann setzen wir X; V...V X, = P( ZT: Z;). Dieser Raum heifft Verbindungsraum und
i=1

ist der kleinste projektive Unterraum von B(V'), der die Vereinigung EJ X, enthdlt.
i=1
(b) Seien X1, Xo C P(V') projektive Unterrdume gleicher Dimension. Eine Abbildung
f : Xl — XQ

heifit Zentralprojektion, wenn es einen projektiven Unterraum Z C P(V') (genannt das
Zentrum ) gibt, so dass

(i) ZN X1 =ZNXy =10
(iii) Fiir alle p € Xy ist f(p) = (Z Vp) N Xs.

Beispiel 11.13 Sind p,q € P(V), so ist pV q eine projektive Gerade, die p und ¢ verbindet.
Beachte: eine projektive Gerade ist ein zweidimensionaler Unterraum von V.

Beispiel 11.14

Bedingungen (i) und (ii) in Definition 11.12 besagen, dass Z auflerhalb von X; U Xs.

Lemma 11.15 Sei V' ein Vektorraum, Xy, Xy C B(V) projektive Unterriume gleicher Di-
mension. Sei f: X1 — Xy eine Zentralprojektion. So ist f eine Projektivitit.
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Beweis: Sei X; =P(W;), i =1,2. Wir miissen F : W; — W, finden, so dass
f(Kv) = KF(v) YveV\{0}.

Aus Definition 11.12 i) und ii) folgt fiir das Zentrum Z = P(W), dass
V=WeW, =WaeW,.

Sei
P:V=Wa@W, - W, mit Plw+ws) =wy, weW, wye Wy

und sei F' die Einschrankung von P auf W;. Zeige, dass F' ein Isomorphismus ist.

F ist offensichtlich linear.

Sei nun w; € Wi mit P(wy) = 0. Da V. = W @& Wy, so gibt es w € W,wy € Wy mit
w; = w + wy, als

0= P(wy) = P(w+ wy) =ws und damit w = w; € W.
Da V=W @& Wy, folgt wy; = 0. Also ist F' injektiv.

Da dim W; = dim W5 ist, folgt sofort, dass F' ein Isomorphismus ist. Wir miissen nun noch
zeigen, dass

f(Kv) = KF(v).

Sei p = Kw; € Z; und sei U C V der Unterraum, definiert durch U = W & Kw;. Dann ist
P(U) = Z V p. Nach Definition von F' ist

F(Kwy) =UNWs, also

f(p) =P(UNW,) =PU)NP(W3) = (ZVp)N Zs.

Lemma 11.16 Seien Z,Z C Po(K) projektive Geraden. Dann gilt Z N Z # 0.
(D.h., zwei projektive Geraden in Py(K') schneiden sich immer.)

P(U), wobei U, U zweidimensionale Unterriume des K? sind.

Beweis: Seien Z = P(U), Z =1
UNU). Da aber

Es folgt, dass Z N Z = B(

dmUNU = dimU + dim U — dim(U + U)
= 4—dim(U+0U)>1
N—_————’

<3

ist, folgt dimP(U N U) > 0 und somit Z N Z # 0. O
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Wir hatten bei der Einfiihrung der homogenen Koordinaten eine Einbettung
K? — Py(K)

gemacht und dabei als Komplement die unendlich ferne Gerade eingefiihrt. Diese enthélt
gerade die Schnittpunkte von parallelen Geraden in K 2,
Seien G, G parallele Geraden in K>

G=v+4+U, G=0+U, wobeiU C K? eindimensional und v # 7.
Seien X1, X, € G, Xl, Xg cq jeweils verschiedene Punkte. Setze

Z = XjV Xy CPyK)

Z = Xl \/XQ C ]PQ(K)

und damit gilt G ¢ Z,G C Z. . 3

Aus Lemma 11.16 folgt, dass Z N Z # (. Da G NG = () ist, so muss der Schnittpunkt im
Komplement liegen, der unendlich fernen Geraden.

Man kann sich jedoch jede projektive Gerade als unendlich ferne Gerade vorstellen, wie das

folgende Lemma zeigt:

Lemma 11.17 Sei E C K* Unterraum der Dimension 2. Dann ist Po(K) \ P(E) bijektiv
zu K2, d.h. wir kinnen uns P(E) als unendlich ferne Gerade vorstellen.

Beweis:
Zo
E= X1 €K3 | Aoxo + a1x1 + asxs =0
)

und mindestens eins von ag, a1, as € K ist ungleich Null. O.B.d.A. sei dies ay.
Definiere

X

gy + a1 + asxs
T2

apo + a1x1 + asxs

0 :Py(K)\P(E) — K* durch (zg;21;22) =

und zeige dann, dass ¢ bijektiv ist.

Fiir alle A € K \ {0} gilt per Definition von ¢, dass ¢(zo; z1;2) = ©(Axo; Azy; Azy), damit
ist o wohldefiniert.

To % - %(alyl + azyp)
Sei nun [ % ] € K? sosetze | 71 | = i
Y2 2o ”

Dann ist p(zo; x1;22) = l Zl ]
2
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Damit folgt, dass jedes Element von K? als Bild vorkommt, also ist ¢ surjektiv.

Fiir die Injektivitit seien

(w05 213 22), (Yo; Y13 Y2) € Po(K) mit ¢(zo; 215 22) = ©(Yo; Y15 y2), d.h.

Iy hn

apTo + a1y + ATz | | AoYo + A1y1 + G2Y2
T2 N Y2

aoTo + 171 + a2T2 apYo + a1y1 + agy>

apxo —+ a1xq —+ A2
aoYo + a1y1 + azy2

Wir miissen also nur noch zy = Ayg zeigen.
Aus 1 = \y1, 29 = A\ys folgt

Mit A = # 0 folgt 1 = Ay1, 2 = A\yo.

ap | apriyo + asr1ys = @Y1 + agyr o und
as | apTayo + ar1ayn = agyero + a1Y211
Summe:
Apa1T1Yo + A200T2Yo = QpG1Y1To + ApG2Y2To
2 2
+agZoYo +ayZoYo

aolyo(aoTo + a171 + asxs) = agTo(aiyr + agyo + azys)

- o = )\yo

O

Punkte eines projektiven Raumes heiflen kollinear, wenn sie auf einer projektiven Gerade
liegen.

Seien py, p1, p2, p3 Punkte in P(V) iiber einem Kérper K, wobei pg, p1, p» paarweise verschie-
den sind und py, p1, p2, p3 kollinear.

Dann ist pg, p1, p2 eine Basis der gemeinsamen projektiven Gerade G. Es gibt also in G ein
projektives Koordinatensystem

k:Py(K)—G
mit

k(L;0) =po, Kk(0;1) =p1, k(1 1) = pa. (11.18)
Seien (A\;u) = k~'(p3) die homogenen Koordinaten von ps. Dann definieren wir als
Doppelverhdltnis

w 7é 07 d.h. Y25 #pO

A
DV (po; p1;p2;p3) = 3
00 pw=0
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Lemma 11.19 Das Doppelverhiltnis bleibt unter Projektivitit erhalten.

Beweis: Seien pg, p1,p2,p3 € P(V) kollinear und py, p1, po paarweise verschieden, und sei
f:P(V) — P(W) eine Projektivitét.

Dann sind f(po), f(p1), f(p2), f(p3) wieder kollinear. Denn sei G die Gerade, auf der
Do, P1, D2, p3 liegen, so liegen die Bilder auf f(G) und f(G) ist wieder eine projektive Gerade.

Zeige nun

DV (po, p1,p2;p3) = DV (f(po), f(p1), f(p2), f(p3))

Sei k : P1(K) — G ein projektives Koordinatensystem wie in (11.18) und & : P (K) — f(G)
ein projektives Koordinatensystem mit

k(1;0) = f(po), k(0;1) = f(p1), Kk(1;1) = f(p2).

Dann ist f|gok = k, denn es hat die gleichen Eigenschaften wie k und damit folgt die
Behauptung wie in Korollar 11.10.

Da k~'(p) = k=" (f(p)) folgt dann auch, dass die Doppelverhéltnisse gleich sind. O

PopP2  PopPs

Dv(p07p17p27p3) =

P2D1 D3Di

f(po) f(p2)  f(po) f(p3)
f(p2) f(p1) ~ flps) fp1)

Wir kénnen das Doppelverhéltnis mit Hilfe von Determinanten beschreiben.
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Lemma 11.20 Gegeben sind vier Punkte
pi = (\is ;) € P1(K), i =0,1,2,3 so dass py, p1,p2 paarweise verschieden sind. Dann ist

det[)\3 A1]~det[)\0 )\2]
M3 M1 Mo M2

det[)\0 )\?’]-det[)\2 )\1]
Mo M3 Mo U1

Dv(p07p17p27p3) -

Beweis: Sei k : P1(K) — P1(K) ein projektives Koordinatensystem mit
k(1:0) = (Ao po),  K(031) = Az ), (L 1) = (Ag, o)

Sei F': K? — K? mit k = P(F). Dann wird F beziiglich der kanonischen Basis durch
folgende Matrix A beschrieben.

Man rechnet dann sofort nach, dass

)\Odet[)\Q Al] /\ldet[)\o AQ]

A: Ho Ho 2 :[al GQ]
o A o o az as |’
det det
Moe[/@ /Ll‘| 'ule[ﬂo MQ]

a1 61 R P e B Py D Y S

Das Doppelverhéltnis erhélt man dann iiber

A1 A3 _ 1 ] g —Aag A3
Us det A —ag ay 3

Den konstanten Faktor kénnen wir weglassen und erhalten

ag —ag | | Az | _ | (Aapa — psdi) (Aopz — poda)
—az  ap s (Aopts — poA3) (Aot — praAq)

Das ist das gesuchte Verhiltnis. O

Definition 11.21 Seien pg, p1, p2, ps vier verschiedene kollineare Punkte in P(V'), so liegen
(po,p1) und (pa, p3) harmonisch, falls

DV(pOaplap27p3) =-1

Lemma 11.22 Seien po,pi1,pe, ps vier verschiedene kollineare Punkte in P(V) so sind
(po, p1) und (pa, p3) harmonisch, wenn

Dv(p07p17p27p3) - Dv(p17p07p27p3)
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Beweis: Sei k : P1(K) — P(V) projektives Koordinatensystem der gemeinsamen Gerade G
und seien ¢; = (A;; p;) € P1(K) die Urbilder von p;, i =0, 1,2, 3.

Wegen der Invarianz des Doppelverhéltnisses reicht es, die Behauptung fiir ¢;, ¢ = 0,1, 2, 3,
7Zu zeigen.
Aus Lemma 11.20 folgt, falls DV (qo, ¢1, g2, q3) = A, so ist

detl)\?’ Aol-detl)\l /\2]

H3 - Ho H1 o 2
DV (q1,q0, 2, q3) = T o A
det[ ! 3]-detl2 O]
M1 3 M2 Ho

Ist Dv<q07q1,QQ,Q3) - _1’ s0 ist Dv(q17QO7q27Q3) = (_1)_1 =—1.
Umgekehrt

DV (qo,q1,92,q3) = DV (q1,q0, G2, q3) = DV(Q0,917(]2>C]3)2 =1

Sei g3 = (As; p3)-
Da (A3’M3) 7& (17 1) = ()\27N2>’ fOlgt DV(QOanaQ%QS) = —1L O

Eine klassische Aufgabe der Geometrie ist es nun, zu 3 kollinearen Punkten einen vierten
Punkt zu finden, der harmonisch dazu liegt (und dies nur mit Hilfe eines Lineals).
Betrachte dazu 4 Geraden in allgemeiner Lage in einer projektiven Ebene, d.h. keine 3
Geraden haben einen gemeinsamen Schnittpunkt. So etwas heifit vollstindiges Vierseit.

Seien py, ..., pg die Schnittpunkte. Bilde dann die Verbindungsgeraden G5, Gg, G7 zwischen
den Ecken. Die Schnittpunkte der Diagonalen seien ¢y, ¢, q3.
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Satz 11.23 Auf jeder Diagonalen eines wvollstindigen Vierseits liegen die Punktepaare
(pi,p;), (qr, @), bestehend aus Ecken und Diagonalenschnittpunkten harmonisch.

Beweis: Zeige exemplarisch DV (py, p2, 1, q2) = —1.

Wir verwenden dazu die Zentralprojektion mit dem Zentrum p,. Nach dem Satz iiber das
Doppelverhéltnis 11.19 gilt

Dv(p17p27 q1, q2) = Dv(p57p37 qs3, qQ)

Die Zentralprojektion mit dem Zentrum Py ergibt

Dv(p5ap3aQ37Q2) = Dv(pz,Pl,QhQQ)-

Damit folgt die Behauptung aus Lemma 11.22. O

Damit konnen wir die gewiinschte Konstruktionsaufgabe 16sen. Seien py, ps, p3 € G Punkte
auf einer Geraden G. Wihle ¢ ¢ G.

q

Betrachte Geraden: ¢qV pi, ¢V p2, qV ps.
Wihle Punkt ¢, € ¢V p3, ¢1 # ¢, ps und bilde p; V q1, p2 V q1.

Sei gg=(p2Vaq)N(gVp1), 3=mE1Vq)N(¢Vp2) und ps=(g2V q3) NG.
Dann sind (p1, p2), (ps,ps4) harmonisch.

Korollar 11.24 Seien pg, p1, p2, p3, pa Punkte einer projektiven Geraden, so dass po, p1, P2
paarweise verschieden.

Ist DV (po, p1, p2,p3) = DV (po, p1,p2, pa), so folgt ps = pa.

Beweis: (Ubung) |

Zwei weitere wichtige Satze der ebenen Geometrie erhalten wir jetzt als Folgerungen.
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Satz 11.25 (Satz von Desarque)

Sei K ein Korper und seien zwei Dreiecke in Po(K) gegeben, die in perspektivischer Lage
zueinander liegen, d.h. es gibt Punkte p1, pa, p3, P1, P2, P3, SO dass sich p1V p1,pa V P2, p3V P3
i einem Punkt Z schneiden. Dann sind die Schnittpunkte

= (p1Vp2) N (D1 V P2)
b = (p2Vps)N(p2V Ps)
c = (psVp1)N(psVpr) | 1

kollinear.

Beweis: Sel

q = (p1Vp2) N (psVDps),
q (p1VDp2) N (psVps), V = (aVe) N (p2Vps),
r = (aVe) N (p3Vps3), V' = (aVe) N (P2 VpPs).

Zu zeigen ist b =b' = b".

Zeige zuerst, dass b = b". Dafiir zeigen wir, dass DV (a,c,r,b') = DV (a,c,r,V").
Fiir die Zentralprojektion mit dem Zentrum ps gilt

DV(CL, G, b/) = Dv(aapla Q7p2)-
Analog folgt fiir die Zentralprojektion mit dem Zentrum Z, dass

Dv(a?p1’q7p2) = Dv(aaﬁlaqaﬁQ)
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und fiir die Zentralprojektion mit dem Zentrum ps
DV(CL?ﬁl? 67 ﬁ?) = DV(CE, G, b//)'
Also folgt aus Korollar 11.24, dass ' = b”. Analog folgt b ='. O

Satz 11.26 (Satz von Pappos) .
Sei K ein Korper und seien in Po(K) zwei Geraden G,G gegeben und darauf paarweise
verschiedene Punkte

P1,P2,DP3 € G7 2517]527]53 € é

Dann sind

(p1V P2) N (P1V p2)
b = (p2Vps)N (P2 Vps)
c = (p3Vp)N(psVp1)

kollinear.

Beweis: Sei Z = G'N G (existiert nach Lemma 11.16),

qg = (avenG b3
i = (ave)ndG
vV = (aven
V' = (ave)n(p
q G

7

Zeige b/ = 0" und dazu DV (q,c,q,b") = DV (q,c,q,b").

Verwende dazu Zentralprojektionen

f + aVe— G mit Zentrum ps

g : G—-G mit Zentrum a

h : G—aVc mit Zentrum ps
Es folgt

DV(Qacvqabl> L DV(q,pl,Z,pg) < DV((j,ﬁQ,Z,ﬁl) g DV((j,bII,q,C)
= DV(cha(jab”)



Kapitel 12

Das Kroneckerprodukt

Wir wollen nun ein weiteres wichtiges Hilfsmittel der linearen Algebra kennenlernen, welches,
wie wir sehen werden, in der Stabilitdtstheorie dynamischer Systeme eine grofie Bedeutung
hat.

Definition 12.1 Se: K ein Kéorper und seien
A= [CLU] € Km’m, B e [bU] c K"
so definieren wir durch
® . (Km,m’ Kn,n) N Km~n,m~n
CLHB cee almB
(A,B)— A® B = :

amiB 0 ammB

das Tensor- oder Kroneckerprodukt.

Beispiel 12.2

B = b21 b22 623 s > A ® B e K6’6,

A= l a11 A2
bsi b3z bs3

Q21 A22

‘| bll b12 bl3

ajbyy anbiz apibis ai2biy @bz aiabis
a1bar  ainbae  ay1bo a12ba1  aiabas  ay12bo3
A® B = a1bsr  ainbsy  a11bs3 a12b31  ai2b3z  ay12bs3
ag1biy azbiz a3 ab11  agebia a3
a1ba1  az by as1boz A2b21  ag2b32  a22bo3
a1b31  azbsy  asibsz A2b31  az2b32  a22b33

Wir wollen nun einige Rechenregeln kennenlernen.

91
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Lemma 12.3 Seien im folgenden die Matrizdimensionen so, dass die Summen und Pro-
dukte definiert sind, und sei p € K. Dann gilt

ww
® +
28
I
N
®
=
_.I_

(AR B)® C,
(v) (A B)T = AT®B".
Beweis: Ubungsaufgabe. O

Beachte, dass sich in (v) bei diesem Produkt die Reihenfolge beim Transponieren nicht
umdreht.

Den Zusammenhang zwischen Matrixmultiplikation und Kroneckerprodukt gibt das folgende
Lemma.

Lemma 12.4 Seien A,C € K™™ B, D € K™". So gilt

(A B)- (C® D)= (AC)® (BD). (12.5)
Beweis:
A® B = la;B]

C@D = [CZ']'D]

Dann ist der Block (7, j) in der Blockmatrix [F};] = (A® B)-(C® D) mit F;; € K™" gegeben
durch

g, - Z(aikB)(cij) _ Zaikckg“B'D = (Z akaj) BD.

k=1 k=1 k=1

Fiir die Blockmatrix [G;;] = (A-C) ® (B - D) mit G;; € K™" erhalten wir
Gij = gUBD H’llt gij = Z aikckj.
k=1
Daraus folgt die Behauptung. O
Aus diesem Lemma folgen einige wichtige Konsequenzen:

Korollar 12.6 Seien A € K™™ B e K™" so gilt:

(i) A®B = (A®1,)  (I.® B)
(I,®B) - (A® L)

(i) (A@ B)™' = A'®@B™', falls A=*, B! emistieren .

D.h., I, ® B und A ® I,, sind vertauschbar und die Inverse des Kroneckerprodukts ist das
Kroneckerprodukt (in gleicher Reihenfolge) der Inversen.
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Korollar 12.7 Seien Ay,..., A, € K™™ By,...,B. € K™ So gilt

(A1 ® B1)(A3® Bs) ... (A, ®@B,)=(A1-...- A,)® (By ... B,).
Im allgemeinen ist das Kroneckerprodukt nicht kommutativ, aber es gilt:

Lemma 12.8 Seien A € K™™ B € K™", so gibt es eine Permutationsmatriz P € K™"™",
so dass

P (A® B)P = B® A.

Beweis: Sei P die Permutationsmatrix, so dass P'(A® I,)P =1, ® A.

P erhalt man iiber die Permutation

ol,...,m-n) = (1, n+1, 2n+1, ..., (m—1)-n+1,
2, n+2, 2n+2, ..., (m—1)-n+2,
n, 2n, 3n, e m-n).

Es gilt auerdem PT"(I,, ® B)P = B® I,,.
Aus Korollar 12.6 (i) folgt dann

P (A®B)P = P'(A®1,) (I, ® B)P

P (A® I,)PP'(I,, ® B)P
12.6 (i)

([, ®A)- (BRI, =" (BIl,) - (I,®A)
= B®A.

Korollar 12.9 Seien A € K™™ B e K™". So gilt

det(A® B) = (det A)" - (det B)™
Beweis: Aus Korollar 12.6 (i) folgt

det(A® B) = det (A® 1) (I;, ® B)) = det(A® I,) - det(I,,, ® B).
Nun gilt aber

det(A® 1,) "2 det (P(1, ® A)PT) = det(I, ® A) = (det A)"

und det(/,, ® B) = (det B)™. O
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Die Abbildung ® geht von (K™™ K™™") nach K™™™" Wir brauchen jetzt auch noch eine
Abbildung von K™ in K™". Dies ist die vec-Operation, gegeben durch

vec: K™™ — KM
A = [ay] — lai]

a1 a1
a1

vec(A) == =| (12.10)

vec ist eine lineare Abbildung, denn
vec(aA + B) = avec(A) + [ vec(B) (12.11)
fiir alle A, Be K™", a,( € K.
Lemma 12.12 Die Matrizen
Ay, o A e KM
sind linear unabhdngig als Elemente des Vektorraums K™"™ genau dann, wenn
vec(Ay), ..., vec(Ag)
linear unabhdngig als Elemente des Vektorraums K™ sind.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Den Zusammenhang zwischen ® und vec ergibt der folgende Satz.
Satz 12.13 Sei A = [a;;] € K™™, B = [b;] € K™", X € K™" so gilt
vec(AXB) = (B" ® A)vec(X).

Beweis: Fiir j = 1,...,n ist die j—te Spalte von AX B gegeben durch

(AXB)e; = (AX)(Be;) = ibkj(AX)ek

n

= Y (biA)(Xex)

k=1

—— (AXB)GJ = [ble, ijA, ceey bn]A] VGC(X).
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Korollar 12.14 Seien A € K™™, Be K™, X € K™". So gilt:

(1) vec(AX) = (I, ® A)vec(X),

(17) vec(XB) = (BT ® I ) vec(X),

(iii) vec(AX + X B) (1. + (BT & Iy)| vee(X),
(iv) tr(A® B) = tr (A) tr (B),

(v)  Rang (A® B) = Rang(A)-Rang(B).

Beweis: (i) — (iii) sind triviale Folgerungen aus Satz 12.13 und der Definition von vec.
(iv) (A® B) = [a;;B]

3

n

=1 j5=1

(v) Seien Py, Q 4, Pg, Qp nichtsinguldre Matrizen, so dass

L o]

PyAQs = 0 o0l= R4
L 0]

PgBQp = 02 ol = Rp

Rang (A) - Rang (B) = Rang (PAAQ.) - Rang (PsBQg) = 11 - 1,
Rang (A® B) = Rang [(Py'RaQ3") @ (P5'RpQ5")]

2% Rang [(Pi' ® P5")- (Ra® Ra) - (Q3' ® Q)
— Rang [(PA® Pp)™' - (Ra® Rp) - (Qa ® Qp)~']

= Rang (R4 ® Rp) =11 - 712.

|

Als néchstes werden wir nun den Zusammenhang zwischen den Eigenwerten von A, B und
A ® B studieren.

Sei p(x,y) = Z c;;z'y’ ein Polynom in zwei Variablen und seien A € ™™, B € C™".
4,7=0
Setze
l . .

ij=0
Beispiel 12.16 Ist p(z,y) = 2x + 3zy? = 22'9° + 3z1y?
p(A;B) =2A® I, +3A® B

Dann haben wir den folgenden fundamentalen Satz.
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Satz 12.17 (Satz von Stephanos)
Sei p(A; B) wie in (12.15) und seien Ay, ..., Ay, die Eigenwerte von A € C™™ und py, . . ., fn
die Figenwerte von B € C™", so sind die m -n Zahlen

p(Arpis), r=1,....m, s=1,...,n
die Eigenwerte von p(A; B).

Beweis: Seien P € ¢c™™, ) € C™", so dass P'AP = J4 und Q7 'BQ = Jp in Jor-
dan’scher Normalform sind.

Da J4 und Jp obere Dreiecksmatrizen sind, so sind auch J7, J% und J4 ® J% obere Drei-
ecksmatrizen. Die Eigenwerte von Ji; sind A% und die von .J sind .

Damit sind die Diagonalelemente von p(Ja; Jg) gerade p(Ay, pts), 7=1,...,m, s=1,....n.

!
p(4;B) = Z (PJ4P7Y) @ (QJpQ™Y
z
12.3/12.5 i j _ _
LS (PR Q) - (The (P e Q)
i,j=0
l . .
= (PeQ)| X «(heJy) | (PeQ)™
4,7=0

Damit folgt die Behauptung. O

Korollar 12.18 Seien A € C™™ B € C"" und \y,...,\, die Figenwerte von A und
1, .- by die Figenwerte von B.

(i) Die Figenwerte von A® B sind die m-n Produkte A\,-ps, r=1,...,m, s=1,... ,n.

(ii) Die Eigenwerte von A® I, + I, ® B sind die m - n Summen X\, + i,
r=1,....m, s=1,....,n.

(iii) Sei C = (A®I,)+ (I, ® B), so gilt e = et ® B,

Beweis: (i) und (ii) folgen direkt aus Satz 12.17.
Fiir (iii) folgt aus Korollar 12.6, dass A ® I,, und I,, ® B vertauschbar sind, also ist

e = AHMOE N (A L) + (I, ® B)Y
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_ Zjlzl (A ® BY)

:()Z
= €A®€B.

|

Wir werden diese Ergebnisse nun anwenden, um die Stabilitdt von dynamischen Systemen
zu iiberpriifen. Dies ist die berithmte Stabilitdtstheorie von Lyapunov.
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Lineare Matrixgleichungen

Wir werden nun das Kroneckerprodukt verwenden, um lineare Matrixgleichungen zu behan-

deln. Betrachte die allgemeine lineare Matrixgleichung
AlXBl -+ AQXBQ + ... + ApXBp - O
mit A; € ™™ By ec, j=1,...,p, X,C € C™".

Satz 13.2 Eine Matriz X € C™" lost (15.1) genau dann, wenn der Vektor
x = vec(X) eine Lisung des linearen Gleichungssystems

Gz =c

mit ¢ = vec(C) und

P

j=1
Beweis: Der Beweis folgt direkt aus Satz 12.13.
Korollar 13.5

a) Gleichung (13.1) hat eine Lisung genau dann, wenn Rang |G, c] = Rang G.

b) Gleichung (13.1) hat eine eindeutige Liosung, falls G nichtsinguldr.

Beweis: Siehe Teil I, Lemma 4.12.

Wir betrachten nun den Spezialfall der Sylvester—Gleichung

AX +XB=C,

mit A e c™, Bec", X,C ecCcm™.

98

(13.1)

(13.3)

(13.4)

(13.6)
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Satz 13.7 Die Sylvester—Gleichung (15.6) mit A € ¢™™ B € ¢c™",C € C™" hat eine
eindeutige Losung genau dann, wenn fir die Spektren gilt o(A) No(—B) =0, d.h., A und
— B haben keine gemeinsamen FEigenwerte.

Beweis: Wir kénnen (13.6) schreiben als
(I, @ A+ B @ I,)vec(X) = vec(O).
Die Eigenwerte von G = I, ® A + BT ® I,,, sind nach dem Satz von Stephanos (12.17)

Ar + s, wobei 0(A) = {A1,..., A}, 0(B) = {1, ..., pun}. Also ist G nichtsinguldr genau
dann, wenn \, + pus Z0Vr=1,... . m,s=1,... n. O

Fiir die Sylvester—Gleichung (13.6) kénnen wir eine Losungsformel angeben.

Satz 13.8 Fulls alle Figenwerte von A € C™™ und B € C™" negativen Realteil haben, so
ist die eindeutige Losung von (13.6) gegeben durch

oo

/ (eACePY)d (13.9)

0

(Integral wird komponentenweise berechnet.)

Beweis: Aus der Eigenwerteigenschaft folgt nach Satz 13.7, dass es eine eindeutige Losung
von 13.6 gibt.
Sei nun Z(t) : (0,00) — C™" definiert durch die Differentialgleichung

dz
— =AZ+ 7B, 2(0)=C. (13.10)

Integration dieser Gleichung von ¢ = 0 bis t = oo ergibt

Jim Z(t) — Z(0) = A/OOZ(t)dt + (7Z(t)dt) B.

Mit der Losung
Z(t) = et CeP (13.11)

von (13.10) erhalten wir

Jim Z(t) = Jim eMCeP!
o im pelat pTloQe’?t Q7 =0
t—oo SN e — N
=0 konst. —0
und damit folgt dann, dass X = — [ Z(t)dt = — [ eMCePBldt die eindeutige Losung von
0 0

(13.6) ist. O
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Korollar 13.12 A € C™" habe nur Eigenwerte mit negativem Realteil, und W € C™" sei
Hermite’sch positiv definit. Dann hat die Lyapunov-Gleichung

AX + XA = W (13.13)

eine eindeutige Losung X, die auch Hermite’sch positiv definit ist.
Beweis: Da die Realteile der Eigenwerte von A gleich den Realteilen der Eigenwerte von A
sind, konnen wir Satz 13.8 anwenden und erhalten die eindeutige Losbarkeit mit der Losung

X = —/eAt(—W)eAtht. (13.14)
0

Fiir alle z € ™\ {0} gilt

"Xy = 2f (/ eAtWeAtht) r = /(:BHeAt)W(eAHt$) dt > 0.
0

0 >0
O
Satz 13.15
(a) Die diskrete Sylvester—Gleichung
X =AXB+C (13.16)

mit A € C™™ B € C"" und C' € C™" hat eine eindeutige Losung X genau dann,
wenn \pps # 1 fir alle N, € o0(A) und ps € o(B).

(b) Falls fiir die Spektralradien von A und B p(A) - p(B) < 1 gilt, dann ist die eindeutige
Losung von (13.16) gegeben durch

X=> ACB. (13.17)

Jj=0
Beweis:

(a) Wir kénnen nach Satz 12.13 die Gleichung (13.16) schreiben als
vec(X) = (B" ® A)vec(X) + vec(O) (13.18)
oder

(Imn — BT @ A)vec(X) = vec(C). (13.19)

Nach dem Satz von Stephanos (12.17) sind die Eigenwerte von G von der Form 1— A, -
s. Also ist G invertierbar genau dann, wenn \.us # 1, Vr=1,....m, s=1,...,n.
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(b) Setze nun {Z;}2, an als Losung von Zy1 = AZ,B + C mit Zy = C. So folgt

Zyypw = AZB+C

= A2, B*+ ACB+C
k+1 '
— Y ACB.

J=0

Da die eindeutige Losung existiert und

k—o0 k— k—oo

k
lim 7, = lim ZAJCB] = lim P Z PlCQ)JL | Q71
a,_/

J=0 konst.

konvergiert, folgt die Behauptung.

Korollar 13.20 A € C™" habe einen Spektralradius p(A) < 1 und C = CH € C™ sei
positiv semaidefinit. Dann hat die Stein—Gleichung

X =AXA" +C (13.21)
eine eindeutige Losung X und es qilt, dass X und X — C positiv semidefinit sind.

Beweis: p(A?) = p(A) = Wir konnen Satz 13.15 anwenden und erhalten die eindeutige
Losung

X = iAjC(AH)j .

Jj=0

Damit folgt

1 X = § (" ANC(A"Y x>0,

=0

>0

(X — )z = ij( 2T ANC(AYiz > 0.

O

Wir kénnen die Losung der Sylvester—Gleichung auch noch anders angeben. Dazu betrachten
wir zuerst den Spezialfall der homogenen Gleichung mit B = —A

AX = XA, A X ec™. (13.22)

Die Losungsmenge ist die Menge aller Matrizen, die mit A vertauschen. Sei J4, = P~1AP
die Jordan’sche Normalform von A, so kénnen wir mit Y = P~ X P auch die Gleichung

JY =YJ (13.23)

betrachten.
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Ji
Sei J4 = mit  J; = NI, + N,,.
JP
Yy - Yy,
Setze Y = : © |, partitioniert genau wie J4, so erhalten wir das System

Js}/st:YstJh S7t:17"'7p7
oder dquivalent
()\5 _At)yst :Y;tht _anYSta S,t: 1,...,p. (1324)

Fall 1: A # A,
Sukzessives Einsetzen und Multiplikation mit (A — A\;) ergibt

(As = M) Yo =D (—1) ( ; ) N} YN, (13.25)

=0

wobei wir N} = I,, und N, = I,,, verwendet haben.

Da N7 =0 fiir gentigend grofies ¢, so folgt fiir gentigend grofles ¢, dass (As — A\¢)?7Y = 0
und da A\; # A\, so ist Yy = 0.

Fall 2: \; = \.
Dann hat (13.24) die Form YN, = N,,. Y, 1 < s,t < p.

Nachrechnen ergibt, dass fiir

7172 n
(a) Ng = Ny — }/:gt: ‘ ) ‘ . =: T(’}/l,...,’yns)
2
g
(obere-Dreiecks—Toeplitz—Matrix) (13.26)

(b) ns<ng = Yu=1[0 T, - )]

) ]

(C) Ng > Ny — Y;t:

lT(’yh
0

Mit dieser Konstruktion haben wir den folgenden Satz bewiesen.
Satz 13.27 Sei A € C™" und die Jordan’sche Normalform von A

Jp
Jy= P 1AP =
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Fine Matrix X vertauscht mit A genau dann, wenn

Y - Yy
X =PYP ' wobeiY = : :
Yy oo Y,

analog partitioniert ist wie J4 und Yy = 0 fir Ay # A\ oder in einer der Formen (13.26)
(a), (b), (c), falls \s = Ay

Eine Folgerung aus diesem Satz ist die Beantwortung der Frage, wann alle mit A vertausch-
baren Matrizen Polynome in A sind.

Korollar 13.28 Sei A € C™". Jede Matriz, die mit A vertauscht, ist ein Polynom in A
genau dann, wenn es keine zwet Jordanblicke zum gleichen Figenwert gibt.

Beweis: Der Beweis ergibt sich durch sehr langwieriges Nachrechnen und durch Lésung
einer Interpolationsaufgabe. Er soll hier nicht gefithrt werden. O

Noch einige weitere Folgerungen.

Korollar 13.29

(a) Diagonalisierbare Matrizen A, X € C™" wvertauschen genau dann, wenn sie eine ge-
meinsame Figenvektorbasis besitzen.

(b) Falls A € C™™ normal mit n verschiedenen Eigenwerten, so ist jede Matriz, die mit A
vertauscht, auch normal.

(¢c) Normale Matrizen A, X € C™" vertauschen genau dann, wenn sie ein gemeinsames
Orthonormalsystem aus FEigenvektoren besitzen.

Beweis:

(a) Seien Ai,..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A mit Vielfachheiten
ni,...,ns und sei P~'AP = D. Nach Satz 13.27 ist

Y
X=PYP'=P P! mit Y; € M
Y,

Jedes Y; kann auf diagonale Jordanform D; transformiert werden: Y; = QiDiQ; L
Q1 Dy
Sei Q = , 80 ist X = PQ (PQ)~! und

Qs D
A= (PQ)D(PQ)™.
Umgekehrt, falls A, X eine gemeinsame Eigenvektorbasis besitzen, dann sind A, X

diagonalisierbar und P~'AP = D;,P~'XP = D, mit D;, D, diagonal und damit
vertauschen A und X.
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(b), (c¢) Matrizen sind normal, genau dann, wenn sie (unitéir) diagonalisierbar sind. Folgt
man dem Beweis von (a), ergeben sich die Behauptungen.

O
Wir kommen nun zur homogenen Sylvester—Gleichung
AX+ XB=0.
Man sieht sofort, dass X € C™" genau dann eine Losung ist, wenn die Matrizen
e X]]a .
vertauschen. Damit folgt
Satz 13.31 Sei A€ C™™, B € C™" und A= PJ4P~ ', B =QJgQ ! mit
Ja = d%ag[kllnu + Ny oo s Apliy, + Nin | } (13.32)
Jp = diaglpily, + Ny, o pigln, + Ny, |
Jede Ldosung X von
AX+XB=0 (13.33)

hat die Form X = PYQ™', wobei Y = [Yy],s = 1,...,p, t = 1,...,q, die allgemeine
Losung von J4Y +Y Jg = 0 ist, mit Yy € C™ ™ und Yy = 0, falls \s # —p; bzw. von der
Form (13.26), falls Ay = — .

Satz 13.34 Die Gleichung
AX+XB=C mit Aec™™ Bec" Cec™ (13.35)

hat entweder keine Lisung, eine eindeutige Lisung (falls o(A)No(—B) = 0) oder unendlich
viele Ldosungen, gegeben durch

X =Xo+ X,

wobei X eine feste Partikuldrlosung von (13.35) ist und X die allgemeine Lésung von
(15.33).

Als letztes wollen wir noch eine Losungstheorie in den Grofien A, B, C' aufstellen.
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Satz 13.36 Gleichung (13.35) hat eine Ldsung genau dann, wenn

0 -s] [0 5)

ahnlich sind.

Beweis: Falls (13.35) 1osbar ist, so sind [ /é B 39 ] und [ AO _g ] ahnlich mit der Trans-
formati X links und | £~ ht
ormation | " | von links und | 7 | von rechts.
Sei
A 0 _ p—1 A C : m+n,m-+n
[O _B]—P [0 —B]P mit P €C : (13.37)

Seien 711, T5 lineare Abbildungen, gegeben durch

A 0] (A 0]
h(2) = o - |“74 0 —B |
A O] A 0]
h2) = 0 —B_Z_Z_ 0 —B
- . R U |. . . )
Wenn wir eine Matrix Z = 0 7| ™ Kern (T3) finden konnen, so ist U Loésung von

(13.35), denn dann gilt
o - |4 Cllr U] _[R UJ[A 0
“ 1o -B||lo0 -1 0 —1|[0 -B

| AR-RA AU-C+UB
B 0 B-B '

Aus (13.37) folgt T1(Z) = P-'T5(PZ),

— Kern (Tz) = {PZ : Z € ¢t 7 € Kern (T1) },
— dim(Kern (7)) = dim(Kern (73)).

Betrachte die Menge L der Paare (V,W), V e c™™ W € C™", so dass
BV +VA=0, BW=WB.
Dann ist L ein Vektorraum mit den Operationen

a(V,W) = (aV,aW),
(Vi,Wh) + (Vo, W) = (Vi + Vo, Wy + Why).
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Sei  ¢; : Kern (T;) — L linear mit

@([5 v[ﬂ):(v,wx

SO ist

Kern (¢1) = Kern (¢9) = {[ ]g [é ] :AR=RA, AU+ UB = O} (13.38)

und Bild (¢1) = L, denn falls (VW) € L, so BV + VA =0und BW = WB. Also
0 0
VW

Y1 ([ 3 ‘E[)/— ]) = (V,W), also L C Bild (¢1).

€ Kern (71) und

Die Umkehrung Bild (¢1) C L ist klar.
Nun gilt aber Bild (p2) C L = Bild (¢1) und

dim (Kern (¢;)) + dim (Bild (¢;)) = dim (Kern (7;)), i=1,2.

Aus dim (Kern (77)) = dim (Kern (7%)) und (13.38) folgt dim (Bild (¢1)) = dim (Bild (¢2)).
Also

Bild (p;) = Bild (¢2) = L. (13.39)

Aber da l é _? ] € Kern (77) und ¢ ([ é _? ]) = (0,—1), so folgt aus (13.39), dass

es

Ry Uy :
[ Vo W, € Kern (T3) gibt, so dass
_ Ry Uy
Also ist Vo =0, Wy = —I und wir haben die gewiinschte Matrix gefunden. O

Im néchsten Kapitel werden wir diese Ergebnisse zur Stabilitdtsanalyse verwenden.



Kapitel 14

Die Stabilitatstheorie von Lyapunov

Eine wichtige Theorie, die bei der Analyse und Lésung von Problemen der Mechanik, Steue-
rungstheorie und auch der Dynamik von wirtschaftswissenschaftlichen Modellen eine Rolle
spielt, ist die Frage der Stabilitét.

Definition 14.1

(a) Seiy(t) die Losung der linearen Differentialgleichung

Y =Ay, yto) =" (14.2)

Die Ldsung heif$st asymptotisch stabil, falls tlim y(t) = 0 fiir alle 3°.
(b) Sei {yr}2, die Losungsfolge der linearen Differenzengleichung
Yri1 = Ay, Yo =y’ (14.3)

Die Lisung heifit asymptotisch stabil, falls fiir alle y°

g, U =0
Satz 14.4

(a) Die Losung von (14.2) ist asymptotisch stabil genau dann, wenn Re(\) < 0 fir alle
Eigenwerte von A..

(b) Die Lisung von (14.3) ist asymptotisch stabil genau dann, wenn [N < 1 fir alle
Eigenwerte A von Ag.

Beweis:

(a) Die Losung ist y(t) = eA<(=%)y0 Damit ist klar, dass die Bedingung an die Eigenwerte
notwendig ist, denn ist J4, = PA.P~! die Jordan’sche Normalform von A., so gilt

y(t) = Ptetaclt=to) py 0.

107
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Sei z(t) = Py(t), 2° = Py°.

lim y(t) =0 <= lim 2(t) =0

t—o00 t—o00

2(t) = elac(t=10) 0,

Falls es A mit Re(\) > 0 gibt, so ordne die Eigenwerte von .J4, so, dass A das letzte
Diagonalelement ist, dann folgt

zn(t) = 100

und tlim zp(t) # 0. Das ist ein Widerspruch.

o

Fiir die Umkehrung sind die Formeln fiir e/4c = > '7‘]}4- anzuwenden.
— gl e
1=0

(b) Sei Ja, = PA;P~! die Jordan’sche Normalform von A,.
Die Losung von (14.3) ist y, = A%y Sei 2, = Pyx, 2° = Pyp.

lim g, =0 <= lim 2, =0 <= lim J% 2°=0.
k—o00 k—o0 k—o0 d

Damit dies fiir alle 20 gilt, muss notwendigerweise gelten |\| < 1 fiir alle Eigenwerte
von Ay. Fiir die Umkehrung verwende die Formeln fiir J f‘d.

O

Definition 14.5 Sei A € C™". Dann heifst A stabil (bzgl. der imaginédren Achse), falls
Re(X) < 0 fiir alle Eigenwerte A von A, und es heifst A stabil (bzgl. des Einheitskreises),
falls |\ < 1 fiir alle Eigenwerte X\ von A.

Die Grundlagen der Stabilitédtstheorie von Lyapunov sind nun die folgenden.

Sei y(t) Losung von (14.2) und sei V eine positiv definite Matrix. Setze v(y) = yVy, so
gilt mit y = Ay

dv

== Py +y"Vy =y (A"V + VA)y.

0
Wenn wir setzen

APV 4L VA=-W, (14.6)
so ist W Hermite’sch und

o(y) = —wly)  mit  w(y) =y OWy(t).
Lyapunov bemerkte, dass fiir eine gegebene positiv definite Hermite’sche Form w, die
Stabilitit (bzgl. der imaginédren Achse) durch die Existenz einer positiv definiten Losung V'

von (14.6) charakterisiert werden kann, weil dann durch

lylly = y"Vy (14.7)
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eine Norm in C" gegeben ist, und

limy(t) =0 <= limo(y(t)) =0.

t—o00 t—o00

Denn wir erhalten, dass lim y(t) =0 <= 3 positiv definite Hermite’sche Formen w, v, so
—00
dass

o(y) = —w(y).

Die positiv definite Matrix W kann dabei beliebig gewahlt werden.

Beispiel 14.8 Sei A € R*? und y(t) = [ ?;1 gg ] Losung von
2

y(t) = Ay(t).

Die Hohenlinien fiir eine positiv definite symmetrische Bilinearform V (y) sind gerade Ellip-
sen in der durch y,, y» aufgespannten Ebene.

2

k-Hohenlinien

Lasungstrajektoric

Falls y(tg) = 3°, so erhalten wir einen Punkt auf einer Ellipse (Hohenlinie v(y) = k). Fiir
v (to)
ya(to)

eine Losungstrajektorie in der Umgebung von [ ] gilt, falls w > 0 und © < 0, so geht

die Losung in das Innere der Ellipse fiir ¢ > .
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Satz 14.9 (Satz von Lyapunov) [JIsmysos]
Seien A, W € cv" W = WH positiv definit.

(a) Falls A stabil ist (bzgl. der imagindren Achse), so hat die Gleichung
AH + HA? =W (14.10)

eine eindeutige Losung H und H ist negativ definit.

(b) Falls es eine negativ definite Matriz H gibt, so dass (14.10) erfillt ist, so ist A stabil
(bzgl. der imagindren Achse).

Beweis:

(a) Sei A stabil, so haben A und — A keine gemeinsamen Eigenwerte und wir haben nach
Satz 13.8 die explizite Losung

H=— / A At g
0

Die Matrix e4? ist nichtsingulir fiir alle ¢ € R und W ist positiv definit,

— Vzec"\{0}: "Hr=— /(mHeAt)W(eAHta:)dt <0.

0

(b) Sei \ ein Eigenwert von A¥ mit Eigenvektor x, d.h.
Ay =z
Multipliziere (14.10) von links mit ¥ und von rechts mit , so ergibt sich
T AHr + 28 HA"y = Xe"Hax + e Hr = 2"Wa
— A+ Nzl Hr = 28Wa.
Nach Voraussetzung ist #7 Hx < 0 und 27 W=z > 0,
= A+A<0 = Re())<0.

O

Man kann diesen Satz noch wesentlich verschérfen, wenn man den Begriff des Tragheitsindex
auf beliebige Matrizen erweitert.

Definition 14.11 Sei A € C¢™". Der Triagheitsindex (w(A),v(A),w(A)) von A gibt die
Anzahl der Eigenwerte mit Re(\) > 0, Re(\) < 0, Re(A) =0 an.
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Satz 14.12 (Ostrowski/Schneider)
Sei A e c™". Falls H= H" € c™", so dass

AH+ HA" =W (14.13)
mit W positiv definit, so ist H nichtsinguldr und
m(A) = n(H), v(A) = v(H), w(4) = w(H). (14.14)

Umgekehrt, falls w(A) = 0, so gibt es eine Hermite’sche Matriz H, so dass (14.13), (14.14)
gelten.

Beweis: Angenommen, (14.13) ist erfiillt.
Sei A Eigenwert von A und z zugehoriger Eigenvektor, so erhalten wir wie im Beweis von
Satz 14.9

AN+ Nz He = 27 Wa.

Da W positiv definit ist, folgt X + A # 0, also ist w(A) = 0.
Sei

0 Jo| np (14.15)

p n—p

PUAP = ] = [‘]1 0] "

die Jordan’sche Normalform von A wobei J; nur Eigenwerte mit positivem Realteil hat
und J, nur Eigenwerte mit negativem Realteil. Sei R = P"'HP ™" so kénnen wir (14.13)
schreiben als

JR+ RJY = p~lwwp~H = ,.

Die Aufteilung von Wy, R analog zu J als R = [ ATRE ], Wy = [ Wy Wi

R Ry WH Wy 1 ergibt
J1 R + R11Jfl = Wi, JoRg + RQQJQH = Waa

mit Wi, Wy positiv definit.
Nach Satz 14.9 sind dann Rq; und —Rgs positiv definit.

Sei nun
s —RﬁlRlz
so folgt

R 0
HR — 11 B
QTR 0 Ry — RERTR
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mit Ry; positiv definit und Ry — RE, Ry Ri5 negativ definit, denn
.TH(RQQ — RgRilng)SC = .CCHRQQSC — (.THR{é>Ril(R12.T) < 0 V:z: ecn \ {O},

also ist

(H) = =(B) = =(Q"RQ) = w(A)
v(H) = v(R) = v(Q"RQ) = v(A).

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dass w(A) = 0, dann hat A die Jordanform (14.15) und
es gibt nach Satz 14.9

H, € C°?, Hy € C"P"P,

so dass

—J1H1 — Hljfl = WH pOSitiV definit
JoHo + HQJQH = Wy positiv definit .

—-H, 0
0 Hy
Trégheitsindex wie A. O

Dann ist H = P ]PH Hermite’sch, erfillt (14.13) und hat den gleichen

Wir erhalten auch analoge Sétze fiir Differenzengleichungen xy,; = Axg, und Stabilitét
(bzgl. des Einheitskreises).

Satz 14.16 Seien A,V € C™"™ und V' positiv definit.
(a) Falls A stabil (bzgl. des Einheitskreises), so hat die Stein-Gleichung
H—-A"HA=V (14.17)

eine eindeutige Losung H und H ist positiv definit.

(b) Falls es eine positiv definite Matriz H gibt, welche (14.17) erfillt, so ist A stabil (bzgl.
des Finheitskreises).

Beweis:

(a) Da A stabil (bzgl. des Einheitskreises) ist, so ist |A| < 1 fiir alle Eigenwerte = A7 41
ist nichtsingulér und die Cayley—Transformation von A

C= A"+ 1A 1) (14.18)
ist definiert. C' hat die gleichen Eigen- und Hauptvektoren wie A” denn falls A%z =
Az, so gilt

A—1

Cr= A"+ '\—1)r = x,




Die Stabilitdtstheorie von Lyapunov 113

denn aus Az = Az folgt (A + Nz =N+1)z = = (A" + 1)z

A+1
Eigenwerte von A Eigenwerte von C

Lz

Die Cayley—Transformation entspricht einer Aufschneidung des Einheitskreises bei —1
und Abbildung des Inneren in die linke Halbebene, des Kreises auf die imaginére Achse
und des AuBeren in die rechte Halbebene.

CH+HC" = (A" 4+ )7 [(A" = DHA+ 1)+ (A" + DH(A=I)] - (A+ 1)~
= 2" + Y APHA - H)(A+ 1)

— CO(-H)+ (-H)C" = 2A" + )Y (H - A"HA)(A+1)"".

Aus dem Satz von Lyapunov folgt fiir H — A H A positiv definit, dass H positiv definit
und eindeutig ist.

(b) Fiir die Umkehrung verwenden wir dasselbe Argument wie im Satz fiir Lyapunov-
Gleichungen. Angenommen, (14.17) gilt mit H positiv definit.
Falls Az = Az, so gilt 7 A# = Xz und damit

2"V = (1 - |\*2"Ha,
Da V und H positiv definit sind, so folgt
1— |\ >0.

|

Schliellich kénnen wir auch noch einen analogen Satz zu 6.5 iiber den Trigheitsindex be-
weisen.

Satz 14.19 Sei A € C™". Falls H Hermite’sche Losung der Stein—Gleichung (14.17) ist
mit V' positiv definit, so ist H invertierbar und A hat w(H) Figenwerte im FEinheitskreis,
v(H) Eigenwerte auflerhalb des Einheitskreises und keinen Eigenwert vom Betrag 1.
Umgekehrt, falls A keine Eigenwerte vom Betrag 1 hat, so existiert eine Hermite’sche Matrix
H, so dass (14.17) erfiillt ist und der Tragheitsindex von H (w(H),v(H),0) gibt die Anzahl
von Figenwerten von A innerhalb bzw. auflerhalb und auf dem Finheitskreis an.
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Bewets: Die Matrix A habe die Jordan’sche Normalform

Ji 0

JZOJQ

] = P AP, (14.20)

mit J; € CPP,J, € C"P" P und die Eigenwerte von J; und .Jy liegen innerhalb bzw.
aulerhalb des Einheitskreises.

Mit R := PHHP = R}} fs ] und Vy = PHVP = l V?I Via ] positiv definit ergibt
Ri5  Ra Vip Vo
sich
R—JYRT =V,
beziehungsweise

Rll_JlHRllt]l :‘/ila R22_J2HR22J2:‘/22

mit positiv definiten Vi, Vas.
Aus Satz 14.16 folgt Ry, — Rao positiv definit und damit

Fiir die Umkehrung sei |A\| # 1 fiir alle Eigenwerte von A, so hat A die Jordan’sche Normal-
form (14.20). Nach Satz 14.16 gibt es H;, Hy positiv definit, so dass

H — J'H J, = Vi,
Hy — J, P HyJ;b =V,

wobei V7, V5 positiv definit sind. Also gilt fiir

H, 0

_ p—H
H=F 0 —J, 7 H,J;!

P—l

dass H — AP HA > 0 und die Eigenwertbedingung folgt analog wie vorher. O



Kapitel 15

Matrixgruppen

Wir hatten schon in Teil 1 gesehen, dass die invertierbaren Matrizen in C™"(R™") eine
Gruppe bilden und analog auch die unitéren (orthogonalen) Matrizen O, (C) bzw. O, (R).
Wir werden nun weitere solcher Matrixgruppen kennenlernen.

Definition 15.1 Sei J = [ Iy € R und sei (x,y); = y' Jx eine Abbildung von

-1

q
R" X R™ — R, so heifit eine Matriz Q € R™" J-orthogonal®, falls

(Qz, Qy)y = (z, ), (15.2)

und S € R™" heiffit J-symmetrisch, falls

(S, y)s = (x,5Y)s. (15.3)
Die Abbildung (-,-); : R” X R" — R definiert ein indefinites Skalarprodukt, bei dem die

gleichen Bedingungen wie bei einem normalen Skalarprodukt gelten, bis auf die letzte Be-
dingung, denn

(x,z); =0%# = =0.

. 1 0 1
Beispiel 15.4 J—lo _1], x—lll%o.

L —1]“]:0.

Satz 15.5 Sei S; = {Q | Q ist J-orthogonal}, so gilt fir alle Q € Sy, dass
QrIQ=1J
und Sy ist eine Gruppe beztiglich der normalen Matrixmultiplikation, und damit Untergruppe

von GL,(R).

!manchmal werden auch solche Matrizen symplektisch genannt (hier aber siehe Def. 15.27)

115
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Beweis: Der Beweis der Gruppeneigenschaft ist Ubungsaufgabe.
Sei {x1,...,2,} eine Basis von R", so gilt

(Qx;, Qu;) = ijQTJQ:Bi = ijJ:vi Vii=1,....,n
= mit X = [x1,..., 2,
X'QTIQX =X"JX

und da die z; eine Basis bilden, ist X nichtsingulir = Q'JQ = J. O

Wie sehen nun die Elemente von §; aus, und was fiir Eigenschaften hat §;7

Falls J = [ Ty I ] und p = 0 oder ¢ = 0 ist, so ist J = —I oder J = I und damit
g

S;= On(R)

Falls jedoch p,q # 0, so ist die Situation komplizierter.

1

Lemma 15.6 Sei J = [ 0

1 ], so haben alle J—orthogonalen Matrizen die Form

g1 0 cosh(p) sinh(y) T
[ 0 & ] [ sinh(p) cosh(p) |’ mite; =1,1=1,2

e +e ¥ e¥ —e ¥

wobei cosh(yp) = 5 sinh(y) = 5

Beweis:SeiQ:[Z Z] und QTl(l) _?]Q:[é _2]

— la c}[ a b]zll 0]

b d —c —=d 0 —1
— d-c=1, ab—cd=0, V¥ -d*=-1
= 147 = a=+V1+
V=-1+d> = b=+Vd> -1
+VI+ VB -1—cd=0

<

=  (1+A(d*—1)=cAd
P+EP -2 —1=73A0

— —-—32=1

Mita?—c?=1 —= d*—-a>=0 = d = +a und mit ab = cd = ¢ = +b.

Also gilt Q = [ gab gba ] mit ¢ € {£1} und a*® = 1 + b*

Die Gleichung a = £+v/1 + b? definiert eine Hyperbel.
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7

S
=

:Q:ll 81 la Zlmitse{il}undaz—lﬁzl.

b

Diese Beziehung gilt fiir a = + cosh(y), b = sinh(p) mit ¢ = +arcosh(a) = In(a +va? — 1)
und wir haben mit £ = +1 und &9 = g;¢:

(5 0]y e ]

O
Da wir schon wissen, dass alle Matrizen Q € R?2, fiir die Q"IQ = I ist, die Form
[cpscp —smgp] [1 ] mit ¢ € {1}
sinp  cosg £
haben, kénnen wir jetzt alle Matrizen in S; beschreiben.
Satz 15.7 Sei J = Ly ER™ und G € Sy = {G € R™ | G"JG = J}, so lisst

-1,

q
sich G als Produkt von Matrizen der Form

r 1

AN

1

cosh ¢ sinh ¢ —i
1

Hij(p) = N\,
sinh ¢ cosh ¢ —j
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r 1
\1
Cos ¢ sin @
1
Rij(p) = \1
—sing Cos ¢
1
_ AN
T T
? J

und Vorzeichenmatrizen D = diag(d, . ..

A

Qe AT _ _
Beweis: Sei G JG—JundG—lC D

Lineare Algebra I1

,dy) mit d; € {£1} darstellen.

B :
] mit A € RPP, D € R?1,

Nach Teil I, Kap. 10 (QR—Zerlegung) gibt es orthogonale Matrizen P; € RP?, P, € R??, S0

dass
11 Q12 a1p 11 C12 Cip
dopra—| 0 Ca-po=| "
0 Ap2 App 0 Cq2 Cqp
P 0 A B A B
T _ 1 : T _ |4 D
und P —[0 P;}GSJunddamltauChP [CD]_[CD €Sy
— ATA-C"C=1, = a -3 =1
- -1
an C11
o N | |
Multiplikation mit H = ! € §; von links ergibt
C11 a1
1
AN
L 1
(1 * 1
0 .
] *
A B +[A B 0
. . |=HP = * * €Sy.
[C Dl [C D] 0 = * ’
: *
| 0 * |
— ATA-C"C=1, ATB-C"D=0
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Fiir die erste Zeile ergibt sich daraus

1[0 -~ 0 0 - 0

N 0 .
A= . und B =

0
Per Induktion folgt dann die Behauptung. Es ist dabei klar, dass wir jederzeit noch mit
Diagonalmatrizen mit {£1} in der Diagonale multiplizieren kénnen. O

Beachte: Hyperbolische Rotationen sind keine orthogonalen Matrizen, denn i.a. gilt
HZ-;IHU # 1. Sie sind nur orthogonal im Sinne des Skalarprodukts (-, -) ;.

Die Zerlegung von G € S; als Produkt von Rotationen und hyperbolischen Rotationen ist
natiirlich nicht eindeutig. Allerdings lassen sich die Elemente von S; iiber die Winkel ¢;; der

-1
Rotationen und die Vorzeichen parametrisieren. Man kann zeigen, dass n(n2) Winkel in
[—2, ;T] fiir Rotationen bzw. Parameter ¢;; fiir hyperbolische Rotationen und n Vorzeichen
(sind eigentlich auch Winkel) jedes Element charakterisieren.

Beispiel 15.8 J =

G =
Hy = 5= :
w93 = arcosh
V2 V2
2 2 -
Hy'G = _@ @ ol = ¢13 = 0.
2 2
0 0 1
: I, 0 . ,
Korollar 15.9 Sei J = 0 7 |so gilt det G = +£1 fiir alle G € S;.
g

Beweis: det(GTJG) = det(J) = det(G?) - det(J) = det(J) = (detG)? =1
= det(G) = £1. O

Eine weitere wichtige Matrixgruppe sind die Matrizen in R™" mit Determinante 1. Diese
Gruppe wird mit SL,(R) bezeichnet.
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I

Satz 15.10 Sei J = [ b ] , p+ q =n. Die folgenden Klassen von Matrizen bilden

-1

q
Untergruppen von G L, (R).

(a) Sy ={Ger™ | GTJG = J}
(b) SL,(R) = {A € R™ | det A =1}
(¢) SLn(R)NS,

(d) SL,(R) N O,(R)

(e) S;NO,(R)

Beweis: Ubung
Analoge Betrachtungen lassen sich auch im Komplexen durchfiihren.

Wir hatten in Teil 2 gesehen, dass orthogonale (unitédre Matrizen) alle Eigenwerte auf dem
Einheitskreis haben. Kann man fiir J-orthogonale Matrizen etwas analoges zeigen?
) I, 0
Betrachte ) € §; mit J = 0 —7 | p+q=n.
q

Sei Qr = \r mit 2 #0 = Jz = Q" JQx = \Q" Jx, also ist y = (z"J ") Linkseigenvektor
von @ und es gilt

y =\ Q. (15.11)

Da @ € S; nichtsingulér ist, gilt A # 0 und es folgt

1 1
y' Q= XyT oder Q'y= T

Da aber @ und Q' die gleichen Eigenwerte haben, ergibt sich, dass mit A auch immer "

1
ein Eigenwert ist (im Komplexen j)

Im(\) t
A A = a-t+ib
/Z'\ 1 a + b
/ ; YT R
. l B a—1b
X A a2+ 02
L Re(N)
1
)\ /
\__//
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Es folgt, dass fiir p + ¢ ungerade mindestens ein Eigenwert auf dem Einheitskreis liegen
muss, und zwar im reellen Fall bei +1 oder —1, denn sonst kann nicht A = — sein.

Man kann fiir Matrizen aus S; auch eine Jordanform bestimmen unter Transformation
mit Matrizen aus Sy, d.h., man sucht fir Q € S; ein S € Sy, so dass S7'QS in einer
Normalform ist, die so etwas wie die Jordan’sche Normalform ist. Diese Form wurde erst

kiirzlich das erste Mal bestimmt und ist ziemlich schrecklich (siche meine Webseite, bzw.
http://www.tu-chemnitz.de/sfb393/preprints.html, Nr. 98-07 und 98-29)

Was kann man nun im J-symmetrischen oder J-schiefsymmetrischen Fall aussagen?
Dazu fithren wir zwei neue Matrixmultiplikationen ein.

I, 0

Definition 15.12 Sei J =
0 -1

1,p+q:nund

A;={Acr™ | (A])" = AJ}
die Menge der J-symmetrischen Matrizen in R™" und
Cr={Acr™ | (AN = —AJ}

die Menge der J-schiefsymmetrischen Matrizen in R™".
Definiere fiir A, B € A; die Multiplikation

(A,B) = AB + BA (15.13)
und fir A, B € C; die Multiplikation

A, Bl = AB — BA. (15.14)
Lemma 15.15

(i) Mit A,B € Ay ist auch (A,B) € A;.
(ii) Mit A, B € Cy ist auch [A,B] € C;.
(iii) Fir A€ Cy ist A2 € Ay.

Beweis: Beachte J' = J.

(i) A BeA, (AT = AJ, (BJ)T = BJ

(AB+ BA)J = ABJ+ BAJ

AJTBT + BJTAT = AJBT + BJAT
JTATBT + JTBTAT = J(AB+ BA)".
(AT = —AJ, (BJ)T = —BJ

(AB — BA)J = ABJ — BAJ

—AJTBT + BJTAT = JATBT — JBTAT
J(AB — BA)T

(iii) A% = —AJAT = J(AT)%

(i) A,Bec,

IIHHHIIIIHH
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Definition 15.16 FEin Vektorraum V mit einer bilinearen Operation ,Multiplikation“

*x ¢+ VxV =V
(z,y) »z*xy =1y

heifit nichtassoziative Algebra. Falls die Operation x assoziativ ist, so heifit die Algebra
assoziativ, d.h., es gilt (zy)z = x(yz).

Beispiel 15.17 Die Mengen R™"™, C™" F™" sind assoziative Algebren mit der normalen
Matrixmultiplikation. Mit der Multiplikation [A, B] = AB — BA sind sie nichtassoziative
Algebren.

Definition 15.18 Ein Vektorraum L mit einem Produkt [-,-], fir das gilt

[z,y] = —ly,2],  Vz,yel, (15.19)
[z, [y, ]| + [y, [z, z]] + [z, [x,y]] =0, Vz,y,z€ L (Jacobi-Identitdt) (15.20)

heifit Lie-Algebra.
Beispiel 15.21

(i) R* mit dem x-Produkt (Vektorprodukt) ist eine Lie-Algebra, denn es gilt

ax(bxc)=(a"c)b— (a"b)c.

ist C; = {A € RPF9PT4 | AJ + JTAT = 0} eine Lie-Algebra mit

R
(i) Fur J = l 1,

dem Lie-Produkt [A, B] = AB — BA.

Definition 15.22 Fine Derivation einer nichtassoziativen Algebra A ist ein linearer Ope-
rator d auf A, der die formale Leibniz—Regel fiir Ableitungen erfillt.

d(z,y) = (dx)y + z(dy) Vz,ye A (15.23)

Beispiel 15.24 Fiir die Algebra der Polynome in z und ein festes Polynom p(x) ist

d
d= p(x)% eine Derivation.

Die Menge der Derivationen einer nichtassoziativen Algebra A ist ein Untervektorraum von
der Menge aller linearen Abbildungen von A in A.

Das Produkt von Derivationen ist im allgemeinen keine Derivation jedoch das Lie-Produkt
[-,-]. Denn fiir [dy, ds] gilt:

(didy — dody)(zy) = di(da(zy)) — da(di(zy))
= di((dez)y + 2(d2y)) — dao((dr2)y + z(dry))
= (didyz)y + (dax)(d1y) + (d17)(d2y) + (d1day)
—(dadiz)y — (dr)(day) — (daz)(dry) — 2(dadyy)
= ((didy — dady)x) y + 2 ((drdy — dady)y) -
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Korollar 15.25 Sei A eine nichtassoziative Algebra und D die Menge der Derivationen
von A, so ist D eine Lie—Algebra. Man nennt D die Derivationsalgebra.

Bevor wir den Zusammenhang zwischen den Lie-Algebren und den Matrixgruppen studie-
ren, wollen wir noch eine weitere klassische Matrixgruppe einfiihren.

0 I,

Definition 15.26 Sei J = [ I 0

] . Die Menge der J—orthogonalen Matrizen in R*"?"

heifst symplektische Gruppe.

Span(R) = {Q € RZM27 \ QTJQ = J}.
Lemma 15.27

(a) Sei K € R*2" schiefsymmetrisch und nichtsingulir, so ist K kongruent zu J aus
Definition 15.26.

(b) Sei K € R™"™ symmetrisch und nichtsingulir, so ist K kongruent zu [ Iy i, 1

q

Bewezis:

(a) Da K reell schiefsymmetrisch ist, gibt es ) orthogonal, so dass

K
Q'KQ=
Kss

mit K; reell-schiefsymmetrisch 1 x 1 oder 2 x 2 (je nachdem, ob die Eigenwerte
reell oder komplex konjugierte Paare sind). Da aber alle Eigenwerte von K auf der
imaginaren Achse liegen und K nichtsinguldr ist, so folgt, dass alle K;; die Form

[ _Oa. C(L)i ] haben und Paare komplex konjugierter Eigenwerte haben, also s = n
T 1

0
, so folgt

. . . a;
Sei D = diag (D11, - -, Dpp) mit Dy = \/()_ sgn (a;)

|
—_ o
o =

D'Q"KQD =

01
10
Mit P = [ey,e3,...,€m_1,€2,€4,...,€,] ist dann PTDTQTKQDP = J.

(b) klar.
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Damit konnen wir uns auf die Falle

— Ip _ 0 In
J—[ _[q]oderJ—[_[n 01

beschranken.

0 I,

Lemma 15.28 Sei J = [ I 0

] . Die Menge der J-symmetrischen Matrizen
AsR) = {Acr™ | (A))" = AJ}
ist eine Lie—Algebra mit dem Produkt [-,-]. Alle Matrizen in A;(R) haben die Form
H —-FT

A:[F G ]mthzHT,G:GT.

Diese Matrizen heifflen Hamiltonische Matrizen.

Beweis:

¢ F] .+ .. [-cT —LT
— G=G",H=H', L=—F"
A, B e Ay(R)
— (AB—BA)J =  ABJ- BAJ
—  AJTBT —BJTAT
UT==D _AJBT + BJAT

—JTATBT + JTBTAT
JT(BTAT — ATBT)

Lemma 15.29 Sei X € GL,(R). Falls AX symmetrisch (schiefsymmetrisch) fir alle sym-
metrischen (schiefsymmetrischen) Matrizen A € R™", so gilt

X=al, mit acRkR)\{0}.
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Beweis: Es folgt mit A = I,,, dass X symmetrisch ist. Mit A = eke;r + eje; folgt
X(ek.e;r +ejeq) = (ekejT +ejen)X, Vi ke{l,...,n}.
— xrkejTel + zele = el e+ el ejay Vi ke le{l,...,n}

— firk#r, |l =j=Fk folgt 2z, = 0 und
fir j =r,l = kfolgt 2y = v;;, = o= al,

Im schiefsymmetrischen Fall analoger Beweis (Ubung). O
. I, 0 0 I .
Satz 15.30 Sei J = 0 _JI oder J = 70 und sei K = A;(R) oder K = C;(R).
~I, _

Dann gilt T-*MT € K fiir alle M € K genau dann, wenn
T'JT = aJ fir acR\{0}
(wobei natirlich das passende J zu wdhlen ist).

Beweis: Falls TTJT = aJ (oder T"J = aJT™1) ist, so gilt fir M € K, dass

1 1 1
JITMT) = —T"JMT =+-T"M"J'T =+-T"M"aT""J"
(0 [0 [0

= H(T'MT)"JT".
Umgekehrt, falls fiir M € K auch T-'MT € K, so folgt
JTMT) = £(T*MT)' J" =+T"M"T-"J =47 "M " JTJT-"J"
= T'IMJT"JT, —
JM(TJT'J") = (JTJ'THJIM
und damit ist JM(TJT"J") symmetrisch.

Wenn also T-!MT € K VM € K, so ist TJTTJ" symmetrisch fiir alle symmetrischen
(schiefsymmetrischen) A = JM, also folgt nach Lemma 15.29

JTIJ'TT =al = TJ'T'=aJ" oder TJT" =aJ = JT' =aT'J

— JT'J'T =T ' JJ'T=al
— T'J'T =aJ'
— TTJT = al.

|

Wir erhalten also, dass Ahnlichkeitstransformation mit Elementen der Gruppe die entspre-
chende Algebra erhalten und eigentlich nur diese (bis auf eine Konstante). Man kann nun

01 ] eine Schurform mit Matrizen in O, (R) NSpa,(R)

fiir Matrizen in A, Cy mit J = l 70

herleiten.
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Satz 15.31 Sei J = l 0 1 ]

-1 0

(i) Sei He Ay = {A e R™ | (AJ)" = AJ} und H habe keine Eigenwerte mit Realteil
0, so gibt es S € Oz, (R) N Spon(R), so dass

F G
-1 _ T _
STHS =S HS—[O —FT]
Fu - Fu
mit F' in reeller Schurform, d.h. F = T mit Fy; 1 x 1 oder 2 x 2.
Fy,

(ii) Sei H € Cyj={AerR™™ | (AJ)" = —AJ}, so gibt es S € Oq,(R) N Spa,(R), so dass

ST'HS=STHS = [ F G ]

0 FT'
mat F'in reeller Schurform.

Beweis: Wir haben bereits die Schurform fiir allgemeine Matrizen betrachtet. Der Beweis
geht analog und soll hier nicht gemacht werden. O

Bemerkung: Man kann diesen Satz als notwendige und hinreichende Bedingung formulieren
und dabei Eigenwerte auf der imagindren Achse zulassen.
Siehe Webseite.
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