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1. Es sei V der Vektorraum der Polynome maximal dritten Grades über K = R.
In V seien folgende Vektoren gegeben

v1 = x− 1, v2 = x2 − 1, w1 = x + 1, w2 = x2 − x, w3 = x3, w4 = 3x

Untersuchen Sie, ob die Voraussetzungen des Basisergänzungssatzes erfüllt sind.
Bestimmen Sie alle Möglichkeiten, {v1, v2} mit Vektoren aus {w1, w2, w3, w4} zu
einer Basis von V zu ergänzen.

2. (a) Es sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und ‖·‖ die induzierte Norm.
Zeigen Sie, dass für zwei beliebige Vektoren v, w ∈ V

‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2 ‖v‖2 + 2 ‖w‖2 .

Geben Sie eine geometrische Interpretation dieser Gleichung (z.B. für V = R2).

(b) Überprüfen Sie, ob die Gleichung auch in V = Rn mit den Normen ‖·‖1 bzw.
‖·‖∞ gilt (Beweis oder Gegenbeispiel).

3. Zeigen Sie, dass die Menge On der orthogonalen Matrizen in R
n,n mit der Matri-

zenmultiplikation eine Gruppe bildet.

4. (a) Bestimmen Sie aus den gegebenen Vektoren vi ∈ R3

v1 =

 1
2
2

 , v2 =

 1
0
4

 , v3 =

 0
1
0


eine Orthonormalbasis {w1, w2, w3} mit w1 :=

v1

‖v1‖
.

(b) Berechnen Sie die Fourier-Entwicklung bezüglich dieser Orthonormalbasis für
den Vektor v = [1, 2, 3]>.


