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Kapitel 1: Optimierung mit einer Variablen (Marginalkalkiil)

Literatur

e D.W. Hands (2004): Introductory Mathematical Economics (Semesterapparat), S. 57 — 68 und S. 76 - 80.

Marginalismus in der okonomischen Theorie

Marginalismus bedeutet: Akteure treffen 6konomische Entscheidungen an der “Grenze”, dort wo marginale Anderungen etwa
in Bezug auf die Extraktion einer Ressource oder die Produktion und den Konsum von Giitern den Wert einer 6konomischen
Zielfunktion (felicity function) nicht mehr erhohen, sondern wieder veringern. D.h., die Effekte einer dkonomischen En-
tscheidung schlagen vom positiven ins Negative um, oder der Wert einer 6konomischen Zielfunktion lasst sich an der Grenze
des Ressourcenbestandes nicht mehr steigern, wenn die letzte Einheit der Ressource aufgebraucht ist. Der Wert der Res-
source ergibt sich dann aus dem Nutzen, den die letzte (marginale Einheit) erzeugt.

Grundlegende Betrachtungen zum Wert von Ressourcen nach dem Marginalkalkiil

Unbeschrankte Optimierung

max, = p * x — C'(x) Foc %zp—_dZiX)z
dc(x)
P= - x'(p)

dx

Produziert wird eine Menge x*(p) , bei der der Preis die Grenzkosten deckt, d.h. die Kosten der letzten (marginalen) Einheit.
Beix < x*: Grenzkosten < Preis — mehr Produktion. Bei x > x*: Grenzkosten > Preis — weniger Produktion.

Sei ein Multi-Purpose Gut in der Menge R > 0 gegeben (bestimmte Menge eines Konsumgutes oder eines Ressourcenbe-
standes).Das Gut oder direkt die Ressource stiften Nutzen ,bzw. tragen zur Bediirfnisbefriedigung bei. Die Nutzenfunktion
U(R) sei streng monoton wachsend und konkav auf der Definitionsmenge von R > R. Ein Akteur maximiere den Nutzen
unter der Ressourcenbeschrankung. Das Optimierungsproblem (P) lautet:

(P) m}glxu(R)
s.t.R <R

Losung durch Fallunterscheidung

a) Die Restriktion “greift”, d.h. R = R im Optimum
b) Die Restriktion “greift” nicht, d.h.. R < R im Optimum

Fall a) Beschranktes Optimierungsproblem (P)

(P) m}glxu(R)
s.t.R=R
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Lagrange:

FOC's

Losung:

LR =uR)+A(R—R) - max

dL _ dU(R)

= —-1=0
dR dR
dL—R R=0
dA B
R*=R
—
10

Optimal ist die letzte marginal verfiighare Einheit der Ressource R, d.h. die Ressource wird vollstandig aufgebraucht (wegen

der Monotonie der Felicity-Function). Dort ist der Schattenpreis, A*, der Ressource gegeben durch den Grenznutzen der

letzten Einheit.
Generell sobald eine Ressource beschrankt ist und Akteure sie vollstandig aufbrauchen mochten, hat die Ressource einen
positiven Wert (Schattenpreis). Ressourcen die nicht vollstandig genutzt werden, besitzen keinen Wert, da sie nicht knapp

sind.

Fall b) Unbeschrénktes Optimierungsproblem

maxg u (R)

du
FOC S (R) =0

Aufgrund der strengen Monotonie der Funktion u(R) auf R < R hat die FOC keine Lésung R* .

Anmerkung: Fall b) wiirde zutreffen, wenn es auf R < R einen Sattigungspunkt R* gabe, mit 3—: (R)=0

1.1  Grenznutzen
- Gegeben sei die Nutzenfunktion U=xfxi™®
. ou a-1,1-a _ X2 1~a
GN von Gut 1: o, S OXT X Y =a (xl)
. 9U _ arq _ - — (1 — LAY
GN von Gut 2: o=l -0n = (1-) (xz)
1.2 Isoquanten
- Isoquante mit Nutzenniveau U=U
U=xfx]™®
© x8x1% —U =0:=F(x,x,,0)

1-a

X1

- Steigung der Isoquante bei konstantem Nutzenniveau entspricht der Substitutionsrate
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1.3  Substitutionsraten

3 Moglichkeiten zur Berechnung der Substitutionsrate: MRS = % -
1ly=u
(1) Implizite Differentiation:
aF(.)
@ —_ 0x
dx, 9F(.)
dx,
o axfTx
(- @)X
_ a Xy
T 1-a X1
Voraussetzung: Auflosung von F nach x, moglich, d.h. x, (x,) existiert.
(2) Auflosen der impliziten Funktion nach x,:
U(xy, %) —U =0
x,, als Funktion von x;: Ulxy, x,(x)]—U =0
= F[xl, U]
i 9F() _ U | OU  dx; _
Ableiten von F nach x; o, e Vo Y
U
Gleiches Ergebnis wie in (1) % = - 6x1/aU
1 —_—
0x,

(3) Totales Differential:

Totales Differential von U gleich Null setzen dU = a;; dx, + STdeZ =0
1 2

i
w

Gleiches Ergebnis wie in (7). d—iz =— axl/au

1 —_

6x2

1.4 Homogene Funktionen

- Eine Funktion f: R™ — R ist gegeben
- Eine Funktion f ist homogen vom Grad » > 0 genau dann, wenn fiir 2 € R gilt: f (1x)
- Anwendung: Bestimme den Homogenitatsgrad von Funktionen

1) Gegebenseiy = f(K,L) = AL*KP mitA > 0
Zeige: y ist homogen vom Grad r = a + S:

f(AL,AK) = A(AL)* (AK)F
= Ae*+B AL KF

=Af(x)

=A"f(L,K) mitr =a +f
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AL1+05K1+,B

2) Gegebenseiy = f(K,L) = BL+CK

mitA4,B,C > 0

Zeige: y isthomogenvom Grad r = 1 + a + S:

- A(AL)I-HZ(AK)I-'—B
f(AL, 2K) = BAL+CAK
ALtati+B gr1tagi+f

A1(BL+CK)
=Af(K,L) mitr=1+a+p

3) Sei f(x) homogen vom Grad r. Bestimme den Homogenitatsgrad von g(x) = [(f (x)]l/ T
g(x) = [(FA0] ' = [ fGI]Tr = AF @] = Ag(x)
Damit ist g(x) homogen vom Grad r» = 1.

4) Zeige, dass f(0) = 0:

!
f(0) =2"f(0)=0 — esmuss gelten f(0) =0dar,1>0
Eine alternative Methode zur Bestimmung des Homogenitatsgrades geht iiber das Euler-Theorem, nach dem sich
alle homogenen Funktionen durch ihre partiellen Ableitungen darstellen lassen:

Eine 2-fach differenzierbare Funktion f (x4, ..., x,,) ist homogen vom Grad r, wenn fiir alle x € R™ gilt:

- 0
rf(Xq, ., Xp) = Z—f‘-xi
i=1

Bestimme den Homogenitatsgrad von y = f(K,L) = 2VKL = 2K71L7 liber das Euler-Theorem:

1.1 1 11 11 1
r-f(K,L)=r-2KELE=ZEK ELE-K+2K5§L 2:L

N—— N——
[ 9y
0K oL

1.1 1.1 1.1
r-2Kz2Lz = K2z + K2[2
r-f(K,L)=f(K L)

Damit hat y einen Homogenitatsgrad von r = 1.
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Kapitel 2: Komparative Statik mit einer und zwei Variablen sowie
Optimierung

Literatur

e D.W. Hands (2004): Introductory Mathematical Economics, S. 33-37, S. 101-106, S. 109-115, S. 220-223, S. 228-231
und S. 262-267.

Grundsatzlich drei Methoden:

o Berechnen der expliziten Losung eines Optimierungsproblems fiir die endogenen Variablen und Ablei-
tung der Losungen nach dem relevanten Parameter

o Einsetzen der Losung in die Bedingung erster Ordnung (FOC), Ableiten nach dem Parameter und Losen
der Matrix des Gleichungssystems nach der Cramerschen Regel

o Anwenden des Theorems der impliziten Funktionen und der impliziten Differentiation auf die FOC

2.1 Komparative Statik mit einer Variablen am Beispiel einer kompetitiven Firma

- Gewinn: T =p-x—C(x) > max,
FOC %=p—€'(x)=0:x*(p)
S0C I = ") <0 & ") >0
p\
C'(x)
p
1
1
|
1
1
1
1
1
1
Il \
x* (p) x?

Abbildung 1: Gewinnmaximierung
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- Komparative Statik fiir x* in Bezug auf den Parameter p:
1.) Gilt die SOC, existiert die Losung x* (p)

Einsetzen in FOC:
p=C(x*) ©p-CHx{@)=0:=Fx"p)
Differentiation von F nach p:
dF 0°C dx* 0 dx*

—= . =0 & — >0
dp dx*? dp dp

1
o
dx*?

Die Angebotsmenge steigt mit dem Preis.

2.) Verwendung des Satzes der impliziten Funktion

Allgemein:
Sei F(x,y) = 0 eine implizit definierte Funktion zweier Variablen. Unter der Annahme, dass eine

Auflosung y(x) von F nach y existiert, gilt fiir die Ableitung die Formel:
JF

Y_ o
dx O_F
dy

Herleitung:
Totales Differential von F:

JoF
e+ Py -0 o Yo _ox
d0x x dy Y= dx aF

dy

Existenz von y(x):
y(x) existiert, falls die Jacobi-Matrix /- von F nicht verschwindet, d.h.

Ur(x, )] # 0

Die Jacobi-Matrix J ist die Matrix der partiellen Ableitungen von F nach den unabhangigen Variab-
len, d.h. hier der ersten Ableitung von F nach x:

el =1(2) 1% 0

Anwendung auf kompetitive Firma

Aus der Bedingung 2. Ordnung (SOC) wissen wir, dass
L

ox  0x?

Folglich existiert x(p).
oF
- ax _ _9p/ _ 1 1
ES g||t dp - /’)F - _Cll(x) - Cll(x) > 0

Die Angebotsfunktion ist streng monoton wachsend.
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Beispiel:

Seim(x) =p-x — cx?

FOC:
SOC:

1.) Aus FOC:

2.) Einsetzen von x(p) in FOC:

Differentiation der FOC nach p:

3.) Satz der impliziten Funktionen:

am(x) .
5 = P 2cx = 0:=F(x)
*m(x) _
oz = —2¢<0
_D
X = /2c
dx _ 1
dp /2C

p—2c-x(p)=0

dx dx 1
1-2c—=0 & —=—
dp dp 2c

OF
dx* _ ap _ 1 _ 1
dp - a_F - -2¢ 2¢

2.2 Komparative Statik mit zwei Variablen und Optimierung

Betrachtet wird ein kompetitives Unternehmen mit der neoklassischen Produktionsfunktion x = x(L, K). Hierbei
steht x fiir den Output, p fiir den Marktpreis und L, K fiir zwei Inputfaktoren (z.B. Arbeit und Kapital). Die Faktor-

preise spiegeln w und r wider.

2.2.1 Gewinnmaximierung:

n(L,K) =px(L,K) —wL—71K - max,g

. omr _  Ox P
FOCs: 5. = Pop w=0=F(,K)
o ax
ﬁ_ pﬁ—r =0 —.FZ(L,K)
. e 01
SOCs: Priife: Sz <0 und |Hrt| > 0
Determinante der Hesse-Matrix von 7
o°n o'
_ | oLz J0LOK
|Hm| = prm az_n
OKOL 0K?
0%m 0%m 0% 0%m 0% 0%m
= 9120K? _ 0KOL & 9LOK >0 | da AKAL ~ OLIK
2 0%x 0%x 9%x

9°x ) 2
p 0L2 9K?2 p (6K6L)
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o°m

bzw.: ——

2
<0,2Z<0 und [Hrt| = 0
0K

o°m

(az—”<0/\|H7r|>0) oder (axz

TE <0 A |Hr| > 0)

Annahme: Wenn die Produktionsfunktion x die FOC und SOC erfiillt, dann existieren als Losung des Glei-
chungssystems F = (F;, F,) die Faktornachfragen:

L*=L"(w,r,p)
K*=K*(w,r,p)

Einsetzen in FOC: Fj:= pZ—:(L*(.),K*(.)) —-w=0
* a * *
F3i= poo(L'()K())—1 =0

2.2.2 Komparative Statik fiir L* und K* in Bezug auf Parameter w (ceteris paribus)

Interpretation: Wie verhalten sich die optimalen Inputfaktoren bei einer Anderung des Lohnsatzes w, wenn
r und p konstant bleiben?

Differentiation von F* = (F; ", F,") nach w:

oOF" &*dL* 62xd_1{*_1_0
aw p oLz  dw p dLOK dw -
F," _  92%x dL* 8%x dK* —0

aw paKaL dw paxz dw

. . . .. dL* dK* ..
Losen dieses Gleichungssystems fiir - und - tiber

a) Cramersche Regel

b) Eliminationsverfahren
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Cramersche Regel

Uberfiihre das Gleichungssystem in die Matrizenform:

Ax=b
92%x 92%x dL*
Pz Parex | [ aw _ (1)
9%x 9%x dK* 0
Pokar Paxz dw
Anwendung der Cramerschen Regel:
02%x
ar* _ 1 1 P 3ok
dw ~ |4] 92x
0 P
9%x
ak* _ 1 |Poz 1
dw 4] 32%x
P 5kt
Eliminationsverfahren:
X oF] 9%x dL* 9%x dK* _
(Fyw) ow . Parzaw "Parox aw 1=0
9%x 9%x dL* 9%x 9%x dK* 9%x
@ — — p — B — — —
aLZ K2 dw ALOK dK2 dw  0KZ2
" oF, 0%x dL* 9%x dK* _
(Fzw) ow _ Poxoraw "Paxzaw
9%2x 9%x dL* 9%x 9%x dK* _
4 p ' p 2 ' -
AKOL ALOK dw K2 ALOK dw

(F{w) und (F;w) gleichsetzen:

0%x 9%x dL*

0%x 0%x dK*  0%x

0%x 0%x dL* _ _
912 0KZ dw ' dLOKOKZ daw _ okZ _ P aKkaL aLoK dw
dL* ,3%x 0%x 9%x 0%x 0%x
Lt —_ ) = ——
dw “0L? 9K? 0KOL 0LOK 0K?

0%x 0%x

. daLr*
Vorzeichen:. — <0,
dw

Die Arbeitsnachfrage nimmt mit dem Lohnsatz ab.

0%x 9%x dK*
0K?2 0LOK dw

da _ 0%x 0%x
0L2 9K?2 O0KOL 0LOK

>0

2
0K?

. 0%x
J0LOK

O%x 0Px K iicrt sich we
9LOK OKZ dw 9

aufgrund der SOC.
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2.2.3 Verwendung des Satzes von der impliziten Funktion

FOC p%-W:OIZFl(L,K;Wprip)
pg_lt_r = 0 = FZ(L,K;W;r:p)

Falls die Jacobi-Matrix /- von F = (F,, F,) nicht verschwindet, d.h.

or, on,
" JaL 0K

|]F| #0 fur ]F = OF, O0F,
oL oK

dann existieren die Losungen:

L =L"(w,r,p)
K*=K*"(w,r,p)

Die komparative Statik errechnet sich fiir L* und K* bzgl. w wie folgt:

F, OF, oF, OF,
ar* _ -1 1w 9K dK* _ -1 19L aw
dw ~ |Jp| [0F2 OF; aw  |Jpl| [0F2 0F,

ow 0K JaL ow

Falls die SOC erfiillt ist, dannist |/| # 0, da |Jz| = |H;| und |H,| > 0 gilt.

Dann ergeben sich als explizite Losungen:

a%x

92x 1
—1 Parex Pz~
3%x 92x 92x 92x
ar’ _ O Parz| _ K2 ak* _ |PaxaL _ KoL
dw 92x 92%x | T _(92x02x  9%x 92%x dw 3%x a%x | 02x92%x 92%x 92%x
P31z Parax p(aLZaKZ aLaKaKaL) Po1z  Parak p(aLZBKZ_aLDKaKBL)
a2x a2x 92x 92x
PakoL Paxz

Pakar Paxz

2.3  Anwendungsbeispiele

a) Spezifikation der Produktionsfunktion:

Cobb-Douglas: x = x(L,K) = L*KF mit 0<apf<1
Fir: a+p=1 konstante Skalenertrage
a+p>1 steigende Skalenertrage

a+p<1 sinkende Skalenertrage
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Gewinnmaximierung:

m=p- x(L,K) —wL—1K =pL*KF —wL —7K - max,x

FOC: a—n =pal*'KPF —w=0:=F,
a—”—pL“ﬁKﬁ 1_y=0:=F,
2 2
S0cC: Z? =pa(a —1L*2KF <0 aa = = paL®lBKF-1
o’n a _1\wB-2 o’n a-1pph-1
ol =pl*B(B — DK <0 KoL = = pal* K

IHrl = v* (T ~ o))
=p*(L*B(B — DKP2 - KPa(a — LY % — (al* ' BKP1)?2) > 0

Saf(-a—p+1)>0 | : aB (zulassig, weil af > 0)
Sa+pf<1

d.h. die hinreichende Bedingung fiir ein eindeutiges Maximum sind sinkende Skalenertrage.
Seiim Folgenden also @ + 8 < 1:

Dann existieren Losungen: L* =L*(w,r,p) und K* = K*(w,r,p)

Komparative Statik in Bezug auf Parameter w:

Einsetzen der Losung in FOC und Cramersche Regel.

Ff = (L*(er)K(er)) w=0

paL

F5:

x * *
pﬁ(L (w,r,p), K (W,r,p)) —-r=0

Differentiation von F* = (F;, F;) nach Parameter w:

d%x dL* d%x dK*

T L, 1=0
P31z dw " P3LoK dw
0%x dL* 0’x dK*
PokaLdw  PokZdw
Einsetzen der Ableitung:
(pa(a — 1)L*~ ZKﬁ)— + (pal* 1pKF- 1) =1

* *

dL K
(pal® ' BKF1) ——+ (pL"B(B — DKF2) —— =0
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Ubertrage in Matrixform: Ax=b

L’
— a=2gpB a-1ppp-1
wobei x=("|, b= (1) A= (P“(“ LK pal®* 1BK )

dK* 0 pa,th—lﬂKﬁ—l pLaﬁ(,B _ 1)Kﬁ—2
dw

Cramersche Regel:

arr 1 |1 pal® 1K1

dw  |A] |0 pL*B(B — 1KF2
dk* 1 |pa(a—1DL*?KF 1
dw |A| pal® 1pKA1 0

Eliminationsverfahren aus (F;) und (F,) und Auflosen nach K:

al®1KF  w

LABKF1 " 7

aK_W

BL T

=K =KE-L
ra

Einsetzen in (F;) und Auflosen nach L:

wp
LY (==-1)F =
pal (== 1)f =w
w
__ﬁ_La—1+[i’=
pa(=-) w

1, B
~v =G

B-1
4 wobei y:=1—a—p
Ableiten von L*nach w:

. 1B . 1-B p-1-y
dL = rE 1 —F p-1 /=
= pY(=)Y(—-) v — Y
=R Ew
Implizite Differentiation:
OF,  0F
. -1 — 0= _|ar ok
FOC: pal® 'KFf —w=0:=F, | Jr| = or, or,
oL 0K
BLYKF' —r =0:=F
p 2
oFy 9F; oFy 9F;
ow 0K JaL ow
. F; 0F; . 0F; 0F;
Formel: a’ _ _ew ek aK _ 1B w

dw Url aw 1Jrl
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Die Voraussetzung, dass K *(w) und L*(w) existieren, wird durch die SOC gewahrleistet.
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Bilde und setze ein:

0F,
oL
oF,
K
dF,
oL
e — pLp(s — KA
oF,
2=
oF,
w

= pa(a — 1)L*?KF
_pa,th 1'BKﬁ 1

— pa,th 1'BKﬁ 1

=0

b) Separierbare Produktionsfunktion

1 1
Seix = x(K,L) = Lz + Kz die Produktionsfunktion.

Gewinnmaximierung:

1 1
n(L,K)=p (Lf + Kf) —wL —71K - maxg

FOC:

SOC:

0°m d%m

0L? 0K?

67‘[ 1,-—= :

L =P3 L2—W 0
on 1,,-2L l
&—pzl{ 2—1r=0
- L*( W)—l(g)2

b, T a\w
“(p ) = L(B)
> K (p,r) =3 (2)
o’ D,
ETEl 4L <0
o°m -
gz~ 4K <0
2
aKa)

KL
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Komparative Statik:

drr  1p®
dw  2ws3
dk*  1p?
dr ~— 2713
ar _

dr —
K"

aw 0

2.4 Envelopen-Theorem (Umhiillungssatz)

Problem: (P) max, z = f(x, @)
Wobei a = (a4, ..., a,,) einen Parametervektor darstellt und x = (x4, ..., x,,) einen Variablenvektor bezeichnet.
Sei x* die Losung von (P) mit z* = f(x*, ), dann gilt:
fO&Fa) =f(x*(a),a) = f(a)
o _ o

60.'1-:671]- mlt]=1,...,m

Das Envelopen-Theorem besagt:

Eine Veranderung der indirekten Zielfunktion z* mit z* = f(x*, a) infolge einer Verdnderung von «;, entspricht
der partiellen Ableitung von £~ nach «;.
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Kapitel 3: Integration

Literatur

e D.W. Hands (2004): Introductory Mathematical Economics, S. 131 - 139.

3.1 Konsumentenrente

Betrachtet wird eine Nutzenfunktion U = U(q) mit einer Giitermenge g > 0 und einem Grenznutzen MU (q).
Die Nachfrage nach g entspricht MU (q), da fiir jeden Marktpreis p die nachgefragte Menge g* die Bedingung
MU(q*) = p effilllt.

Die Konsumentenrente fiir eine Menge g bei gegebenem Preis p berechnet sich durch:

q
Cs(q) = jo MU(¢%)dq® - pq

ph
cs(4) !
:
1
p :
:
1
I MU(q)
|
1
1
1
1
! N
4 q’
Abbildung 2: Konsumentenrente
Beispiel:
MU(q) =a—bq ab>0

q
Cs(@) = f (a - bq)dq - pd
0

bq?1q A
= |ag =] 1 -pa
bg? A

=ad——-—-pq
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Konsumentenrente bei optimaler Nachfrage:

Fiir die optimale Nachfrage ¢* gilt CS(¢*) = foq* MU(g%)dq° — pq*

q
maxf MU(q®)dq° — pq
a Jo

acs d JqMU( g0 .
-V = qr)aq- —p=
dq dql,
MU(@)—p=0
p =MU(q)
ph
CS(q¥)
p
MU(q)
b
q* q/
Abbildung 3: Konsumentenrente bei optimaler Nachfrage

Beispiel:
a—bg=p

— P4
R
S
=t

N
/= o TP

Integration iiber die p — Achse

Inverse Nachfrage MU(q) - MU~ 1(p)

o0 -1
[°MU™ () dp =0
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Geben Sie hier eine Formel ein.

3.2 Produzentenrente

Gegeben sei ein Unternehmen auf einem kompetitiven Markt, auf dem ein Gut zum Preis p gehandelt wird. Das
Unternehmen produziert die Menge q dieses Gutes bei Grenzkosten von MC (q) und bietet dieses an.

Produzentenrente:

Die Produzentenrente bei Output g und gegebenem Preis p berechnet sich durch:

q
PS(q) =pq —fo MC(q®)dq®

MC(q)

Ps(g)

Ko N L
Q
~

Abbildung 4: Produzentenrente
Produzentenrente im Gewinnmaximum:

Betrachtet wird g* mitp = MC(q”):

PS(q") =pq" — [ MC(q®)dq°
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p/

N\

MC(q)

PS(q*)

b

q* q 4
Abbildung 5: Produzentenrente im Gewinnmaximum

maxq (pq — [} MC(g°)dq")
d
dg P~ MC(q) =0

- q"(p)

20
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3.3  Weitere Anwendungsbereiche der Integration

Losung von Differentialgleichungen:

Eine homogene Differentialgleichung erster Ordnung ist von der Form:

x(@) = f(x(®)

Beispiel einer homogenen Differentialgleichung 1. Ordnung:

x(t)+ax(t) =0 a € R (konstanter Parameter)
x(0) =xy>0

Die boundary condition x(0) = x, dient zur Bestimmung der Integrationskonstanten.

Beispiel einer inhomogenen Differentialgleichung 1. Ordnung:
x(t)+ax(t) =b a€Rb>0

Charakteristisch fiir Differentialgleichungen: Die Variable x kommt gleichzeitig als Ableitung nach der Zeit
und als Variable in der Gleichung vor.

Losung der Differentialgleichung (Beispiel):

x(8) _

x(t) = —ax(t) o= ¢
& f%dt = — [adt unbestimmte Integration
1 dx
g f%adt = —afldt

o In|x(t)|+ Cy = —at + C;
Isolierung der Integrationskonstanten (C,, C;)

PN elnlx(t)|+co — e—at+c1

& x(t)ef = =4+

e x(t) =e - gl1=Co
N——
const=:C

ex(t)=e - -C
Bestimmung der Integrationskonstanten C iiber t = 0 mit x(0) = C:

& C = xp, dax(0) = x,
Losung: e x(t) =xy e % (xo: Anfangswert, a: Wachstumsrate)

21
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Beispiel:
. ¢
Sel gc=-=g

c
© [Zdt=[gdt
© In|C| + Konst = gt
PN eln|C|+Konst = g9t

C - eKonst — egt

Firt = 0: C(0) = 1 Konst
C(O) = g Konst
= C(t) =C(0)-e™9t

22
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Kapitel 4: Optimierung unter Nebenbedingungen

Literatur

e D.W. Hands (2004): Introductory Mathematical Economics, S. 275 - 277 und S. 279.

Wir unterscheiden in:

a) Constraints in Gleichungsform (Lagrange-Verfahren)
b) Ungleichungen als Constraints (Kuhn-Tucker-Verfahren)
¢) Mischformen (Kuhn-Tucker)

41 Allgemeiner Ansatz
maxy f(x), x = (X1, ..., %n)
P s.t.g1(x) =0
g:m(x) =0
91, ---» 9m Nebenbedingungen in impliziter Form

Theorem: Seien x* = (xj, ..., x;;) Losungen von (P). Die Bedingung 1. Ordnung fiir x* lauten:
Es existieren 13, ..., Ay, (Lagrange-Multiplikatoren), sodass:

fix) + X147 gi(x) =0 firallei =1,..,n

=
=
=9

gj(x)=0 firallej =1,..,m

. . d9j
fi bezelchnet% und g; bezelchnet%

Xi

Verfahren:

Bilde die Lagrange-Funktion L(x,4) = f(x) + X1 4;9;(x) > max, .
ar

FOC: o fi(x) + Xjt14g5i(x) = 0

ar
s gix)=0

Gleichungssystem losen: X1, s Xpy Losungen

*
I

23
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4.2 Interpretation der Lagrange-Multiplikatoren

Angenommen: g(x) = b — h(x) =0 mit b > 0 (Skalar)

af(x")

Es kann gezeigt werden, dass 1* = —

gilt.

Beweis durch Anwendung des Envelopen-Theorems nicht gefordert.

Der Lagrange-Multiplikator gibt an, um wieviel der Zielwert steigt, wenn die Restriktion gelockert wird. Der Para-
meter b kann dabei als Ressourcen-Constraint gesehen werden.

4.3 Anwendungsbeispiel

Kostenminimierung:
ming ; rK + wiL

s.t. x=x(K,L)

x>0
Produktionsfunktion: x(K,L)
Faktorpreise von Kapital und Arbeit: rw
Kapital- bzw. Arbeitseinsatz: K,L
Produktionsniveau: X
Lagrange-Funktion: L(K,L,A) =rK+wL+ A(x —x(K,L))
. 0L() _ 4, 0x _
FOC W =r /161( =0 (1)
L) _  ,0x _
T =w A aL 0 (2)
oL _ _ _
X x(K,L)=0 3)
ox
Aus (1) und (2): E==

Grenzrate der Transformation in der Produktion = Faktorpreisverhaltnis

Fir — x=KY2[1/2 git % =<

Faktoreinsatzverhaltnis gleich dem umgekehrten Faktorpreisverhaltnis
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Unterschied: Dynamisches-Statisches Modell

Statisch:

Lagrange : (Anm.R = R)
UR)+ A(R—R) - max

au _ r _ 5
FOC: ——+(-A)=0 R =R

A ou (R)—» A" ou R
= — - = —
OR aR( )

Kapitel 5: Dynamische Optimierung unter Nebenbedingungen

5.1 Wachstumstheorie
5.1.1 Ressourcenextraktionsproblem

S: = Ressourcenbestand zum Zeitpunkt ¢ (BestandsgroRe)
R: = Ressourcenextraktion (StromgroBe bzw. Kontrollvariable)

Bewegungsgleichung fiir S: S=-R
Ressource stiftet Nutzen U: U=U(R)

Konsumenten maximieren abdiskontierten Lebenszeitnutzenstrom:
J, UR)ertdt

Der Nutzenstrom wird von t = 0 bis ¢t = co maximiert. Die Zeitpraferenzrate p gibt an, wie zukiinftige
Nutzen zu gewichten sind. Wenn p > 0, so wird bei der Optimierung heutigem Nutzen der Ressource ein
hoherer Wert beigemessen als zukiinftigem Nutzen.

Optimierungsproblem: maxg fom U(R)e Ptdt
s.t. S=-R

$(0) = S, > 0 gegeben
25
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5.1.2 Losung des Ressourcenextraktionsproblems

Hamiltonian: H=UR)—AR - max
FOCs: 1)  ZE=-2-0
on ' .
(2) s =—1+ ,DA
. A
Aus (2): gr=7=p
. 0ZUdR
Aus (1) A= IRZ 9t
E _ ‘;ZTIZJRR
A Z_Z.R
2%,
Daraus folgt: p =& -%
3R
, 2u \
R arz K
dR

Fiir CRRA-Funktion:

22U

R
mit o = 2&-— (konstant) fiir die Nutzenfunktion vom CRRA-Typ (Constant Relative Risk Aversion):

OR
o-1 _ 1

UR) =——

5.1.3 Cass-KoormaNs Wachstumsmodell (Hands S. 184-185)

Produktionsfunktion: F(K,L)=Y
Konstante Skalenertrage: f(k,) =y mit y:=Y/L k:=K/L
Kapitalakkumulation: k = KLL_ZLK = % — % %

Y-C

Bevolkerungswachstum: % =n wobein > 0 (exogen)

National Accounts (Gesamtwirtschaftliches Gleichgewicht):
C+K=Y

Nutzen des Konsums: u =u(c)

Lebensnutzen (abdiskontiert): [ u(c)e~Ptdt
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Optimierungsproblem: max, fomu(c)e‘f’tdt
st. k=f(k1)—c—nk
i
C=n gegeben
K(0) = K,, L(0) = L, gegeben
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5.2 Losungsverfahren Optimal Control

Optimal Control ist ein Verfahren zur Losung intertemporaler Optimierungsprobleme in der Wachstums-
theorie.

Literatur (u.a.): Sala-i-Martin/Barro, Economic Growth, S. 98.

Beispiel: Ein Unternehmen mochte seinen Gewinn iiber mehrere Zeitperioden maximieren. Der Gewinn ist
abhangig von aktuellen betriebswirtschafltichen Entscheidungen (Kontrollvariablen) und dem Kapital-
stock (BestandsgroRe) des Unternehmens. Die Kontrollvariable (z.B. bzgl. Angebotsmenge) kann das Un-
ternehmen frei wahlen. Die BestandsgroBe des Kapitals resultiert aus den Entscheidungen vorheriger
Zeitperioden und kann sich iiber die Zeit verandern (ein Anfangswert fiir ¢t = 0 ist gegeben). Das Unter-
nehmen wird, unter Beriicksichtigung der Wirkung auf den Kapitalstock, die Kontrollvariablen so wahlen,
dass der Gewinn {iber die Zeit hinweg maximiert wird. Dabei werden aktuelle Gewinne in der Regel star-
ker gewichtet als zukiinftige Gewinne (d.h. p > 0).

Optimierungsproblem:  max,) V(0) =f0Tv(k(t),c(t))e‘ptdt
st.a) k() = gk(t),c(t),t)
b) k(0) = k, > 0gegeben

¢) limeo[ A(DK(®)] - 0

V(0): diskontierter Wert des Periodennutzens

p: Diskontierungsrate

T: Endzeitpunkt der Optimierung (T = oo ebenfalls mdglich)
k(t): Bestandsvariable

c(t): Kontrollvariable

Erste Bedingung (a): Bewegungsgleichung der BestandsgroRe
Zweite Bedingung (b): k, ist der Anfangswert der Bestandsgrofe beit = 0
Dritte Bedingung (c): Die Transversalitatshedingung stellt sicher, dass der Wert der Be-

standsgrofle auch im Endzeitpunkt nicht negativ wird, wobei A(t) den
Schattenpreis angibt.
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Kochbuch-Prinzip (Optimal Control)

Schritt 2:

Schritt 3:

Anmerkung:

Stellen Sie (Current Value)-Hamilton-Funktion F auf.
H =vlk,c)+ A)g(k,c,t)
Nehmen Sie Ableitung von H nach der Kontrollvariablen und setze diese gleich Null.
dH Jv dg !

¢ " ac Tt ac

Nehmen Sie Ableitung von 7 nach der BestandsgroRe und setze diese gleich —1 + pA.

a}[—av+/1agi A+ pA
ok okt ok P

Benutzen Sie Transversalitatsbedingung in der folgenden Form.
tlim e PLAK() - 0

Es konnen auch mehrere Bestandsgroen und Kontrollvariablen in einer Optimierung
beriicksichtigt werden. Fiihren Sie dann neue Variablen als Schattenpreise fiir die ver-
schiedenen Bestandsgrofen ein.

Aus den First-Order-Conditions ergeben sich die Wachstumsraten der Kontroll- und Bestandsvariablen
als Losung des Gleichungssystems.

d 0
vl_g_

%-{_ ac_o

av+/16‘g— A+ pa
ok Tk p

azvc’+iag+aazgé =0
dc? dc ac? =

Mithilfe ihrer Wachstumsrate lasst sich der Pfad fiir eine Kontroll- oder Bestandsvariable berechnen, wo-
bei die Transversalitatsbedingung zur Bestimmung der Integrationskonstanten dient.
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