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Tabelle 1: Das Sraffa-Beispiel

Eisen Kohle Weizen Netto >

Eisen 90 50 40 0 180
Kohle 120 125 40 165 450
Weizen 60 150 200 70 480

H 3 5 8
Arbeit 16 16 16

e Sraffa (1960): 19
@ Spalten — bezogene Vorleistungen (Inputs)

@ Zeilen — gelieferte Vorleistungen
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Lo Das offene Leontief-Modell

Bruttoprodukt ~ 1PPUts  Nettoprodukt
~ =

X = Ax + y
sx= (I-A)71 y
———

., Leontief-Inverse"

o Sraffa-Beispiel
@ Zahlenbeispiel offenes Leontief-Modell
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Notation

@ Skalare ,,normal*

53 __ xi [ME]
o Inputkoeffizienten aj = X—:m

@ Matrizen ,fett und groB"
o Inputkoeffizentenmatrix A = (ai)
e Einheitsmatrix /

@ Vektoren , fett und klein*

e Bruttoprodukt x
o Nettoprodukt y
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Tabelle 2: Nochmals das Sraffa-Beispiel

Das offene
Leontief-Modell

Eisen Kohle Weizen Netto >

Eisen 90 50 40 0 180
Kohle 120 125 40 165 450
Weizen 60 150 200 70 480
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Arbeit 1% % % - -
90 50 40 1 0 180
120 125 40 1]+ 1165 = | 450 (3)
60 150 200 1 70 480

8/24



Leontief in der

Sraffa-Wirtschaft " D as Offe ne I_eO n t I ef_ M (0] d el |

Nils Frohlich

Inputkoeffizienten ausrechnen
DasofFene
Leontief-Modell 90 50 40 W:!_O 0 0
120 125 40 0 42 O
60 150 200/ \ 0 0 45
111 (4)
2 9 12
— 12 5 L
|3 1 12
i1 1 5
3 3 12 )
Das System mit Inputkoeffizienten formulieren
180 % é &\ /180 0
450 | = ;1 15i2 450 | + | 165 (5)
480 5 T 5 480 70
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© Produktivitat
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R Ergebnis: Das Sraffa-Beispiel als offenes Leontief-Modell
x=(1-A)""y (6)

180 3.52 0.83 0.62 0
450 | ~ | 3.72 236 0.87 | | 165 (7)

480 4.14 1.82 257 70

o Komponenten von (I — A)™* auf zwei
Nachkommastellen gerundet

@ Rundungsbedingte Ungenauigkeiten in (7)
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Ist A produktiv?
@ Maximaler Eigenwert von A: ¢, < 1
@ ¢, ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A

Produktivitat
@ Determinante einer (3 x 3)-Matrix: Regel von Sarrus

4

101 1
A=135 % © (8)
1 1 5
3 3 12 )
1 1 1
(3 —9) 9 P
det(A—¢h)=| 5 (5-9) & |[=0 (9)
1 1 5
3 3 (-9 ]
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Regel von Sarrus

ay A -
Produktivitat < N
/,’ I/,
aZl L L2 -
a3l

det(A) = ar1axass + aiparzaz: + a;zazias

— d134d224831 — 411423432 — 412421433

Leontief in der

Sraffa-Wirtschaft P rOd u kthitat

Nils Frohlich

Charakteristisches Polynom £(¢)

£(9) = det (A— ¢l)
(-9 (3-9 (39

111 121 1 /(5 1
+ + 15533 1l %) 3

Produktivitat

—

N=
S

~

—~

NI

Sl= Kl
—
&l

W= | Ol
<
~—

Wik win |

—
Rler
I
<
~—
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Charakteristisches Polynom &(¢)

Produktivitat

3 48, 1 35
to) =9 36¢+3¢ 1296_0

@ Drei Nullstellen: {%,37—6,%

® Oy = % < 1, d.h. A ist produktiv

Eigenvektoren fir ¢, = 2

® ¢m = 2 in Gleichung (9) einsetzen

@ Linear-homogenes Gleichungssystem

9123 ' 1233 12 \18 (12)
1 11 12/5
(10) —(§—¢)ﬁ§‘§§ (ﬁ—¢)
‘ 43 1 35
43 02— OY
=% 3% T3% T ]
(11) @ Polynom dritten Grades
e Eigenwerte — Nullstellen von &(¢)
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Angepasste Gleichung (9):
Produktivitat 1 1 1
(13) -3 9 1 X1 0
: -5 w||x]=1{0 (14)
1 1 _5 X2 0
3 3 12 )
| Erweiterte Koeffizientenmatrix
1 1 1
-3 g3 10
2 5 1
1 1 _5 19
3 3 12 |
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GauBsches Eliminationsverfahren
10 -0
Produktivitat
01 -210 16
4 ( ) Die maximale
0 0 0 O Wachstumsrate
o Wie erwartet: Unendlich viele Losungen © Dic maximale Wachstumsrate
@ Wir setzen x3 ;= a mit a > 0
Eigenvektoren
1
2
xpn=a|2],a>0 (17)
1
17 /24 18 /24
Leontief in der . . Leontief in der
Sraff:—V\/irtschaft“ Dle maXImale WaChStumsrate Sraffg—V\/irtschaft“
Nils Frohlich Nils Frohlich
Zusammenhang zwischen ¢, und g,
Die maximale
Wachstumsrate 1 ]. 6
gm - ¢_ a 1 - E a 1 - g a 1 - 172 o 1 - 072 (18) Arbeitswerte
7 6

v

@ Maximales Wachstum der Modellwirtschaft: 20%

@ Technische Wachstumsobergrenze

Arbei
@ ¢, ist ein kompakter ,, Technikindikator” e rbeitswerte

@ Realisierte Wachstumsrate g, kann kleiner sein
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@ Direkte plus indirekte Arbeitszeit
@ D.h. vertikal integrierte Arbeitszeit
o Direkte Arbeitszeit: (1 x n)-Vektor £
o o Her: £= (& 2 £)~ (019 031 0.50)
o Arbeitswerte: (1 x n)-Vektor A
o Indirekte Arbeitszeit: AA

A=XNA+/
=L(I+A+ A+ A+ A"+ (19)
=£(1-A)!
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Berechnung von A (Mannjahre pro MaBeinheit)

A=£(1—-A)"

352 0.83 0.62
~ (019 031 0.50) (372 236 0.87 (20)
414 1.82 257

~ (3.89 1.8 1.67)

22 /24

Literatur

[ BRUNNER, ARNDT: Online Mathe-Tools.
http://www.arndt-bruenner.de

[§ LeEYDOLD, JOSEF: Mathematik fiir Okonomen.
Miinchen 2000.

[§ PasiNerTI, Luicr L.: Vorlesungen zur Theorie der
Produktion.
Marburg 1988.

[§ SRAFFA, PIERRO: Production of Commodities by
Means of Commodities: Prelude to a Critique of
Economic Theory.

Cambridge 1960.

[ TAKAYAMA, AKIRA: Mathematical economics.
2. Auflage, Cambridge 1985.

24 /24


http://www.arndt-bruenner.de

Leontief in der
Sraffa-Wirtschaft "

Nils Frohlich

Literatur

25 /24



	Das Sraffa-Beispiel
	Das offene Leontief-Modell
	Produktivität
	Die maximale Wachstumsrate
	Arbeitswerte
	Literatur

