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Die Aufgabe wurde von Prof. Dr. Fritz Helmedag (TU Chemnitz) als Teil der schrift-
lichen Priifung zur Vorlesung ,,Produktions- und Werttheorie” im Wintersemester
2006/07 gestellt. Bearbeitungszeit: 30 Minuten. Als Hilfsmittel war ein nicht pro-
grammierbarer Taschenrechner zugelassen.

Thema: Lineare Produktionsmodelle

Gegeben ist ein lineares Produktionsmodell der Form x = Ax + y. Die Spaltenvektoren x
und y bezeichnen das Brutto- und Nettoprodukt. A ist die (2x2)-Inputkoeffizientenmatrix
mit diesen Werten:

A= 0104
0,4 0,1
1. Berechnen Sie den maximalen Eigenwert L, von A. Ist A produktiv? Bestimmen Sie

weiterhin die maximale Wachstumsrate g,, des Systems. Kann es unbeschrankt
wachsen?

2. Nunsoll y = 0 sein, wobei 0 den Nullvektor darstellt. Zeigen Sie mithilfe der Input-
koeffizientenmatrix

A = {271 B2
dpq 8y
allgemein, dass das gesamte Bruttoprodukt dieser Okonomie als Vorleistungen ge-
braucht wird. Gibt es eine Obergrenze flr a;4 und a,,?

I. Daran hatten Sie denken miissen
Zu Aufgabe 1:

Eine nicht negative Inputkoeffizientenmatrix A ist genau dann produkiiv, wenn von jeder
Ware ein positives Nettoprodukt hergestellt werden kann, d.h. wenn es einen Bruttovek-
tor x gibt, fUr den gilt:

(1.1) Ax < X.

Ein beliebiger Eigenwert A von A ist ein Skalar mit dieser Eigenschaft:
(1.2) Ax = hx

also

(1.3) (A-iDx = 0.

Damit (1.3) eine Loésung hat, darf die Inverse (A ~ M}'1 nicht existieren, d.h.

(1.4)  det(A=2l) = l Gi-k 04 1.

04 0,1-2

Die Gleichung (1.4) beschreibt das charakteristische Polynom von A, seine Nullstellen
liefern alle existierenden Eigenwerte ). In diesem Fall sind das zwei Werte; der groBere
von beiden ist der gesuchte i, (falls es eine doppelte Nullstelle geben sollte, sind beide
Eigenwerte maximal). Dies liefert ein Kriterium, mit dessen Hilfe man Uberprifen kann,
ob A produktiv ist. Denn wenn &, < 1 gilt, ist (1.1) immer erfiillt.

Weiterhin ist dadurch die Existenz eines nicht negativen Bruttovektors x sichergestellt.
Das Gleichungssystem weist garantiert keine negativen Mengen auf.

Um die Nulistellen des charakteristischen Polynoms zu berechnen, ist daran zu erinnern,
dass fur die Berechnung der Determinante einer (2x2)-Matrix gilt:



b‘H b‘lQ

(1.5)  det(B) = = Dy1Dgp —Dyby4 -

el g2

Das charakteristische Polynom (1.4) ist in dem Beispiel also eine quadratische Glei-
chung. lhre Nullstellen miissen ermittelt werden:

s 1y 8
1.6 b e
L 5" 20
Die Ldsung lautet {-0,3; 0,5}, d.h. A, =0,5 < 1. Die Inputkoeffizientenmatrix ist somit
produktiv und das dazugehérige Skonomische System kann in beiden Sektoren einen
positiven Netto-Output erzeugen.

Die Antwort hatte sich allerdings schneller und eleganter finden lassen. Denn aus der
linearen Algebra ist bekannt, dass A, stets zwischen dem Minimum und dem Maximum
der Spalten- bzw. Zeilensummen von A liegt. In der Aufgabe fallen die entsprechenden
Minima und Maxima zusammen und ergeben beidesmal 0,5 — dies muss also die ge-
suchte Lésung fir %, sein. Mit etwas Hintergrundwissen kann man sich also die Berech-
nung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms ersparen. Bei diesem Losungs-
weg gab es Zusatzpunkte fiir eine besonders gelungene Argumentation.

Die Frage nach der maximalen Wachstumsrate g, fihrt wieder zu einem Eigenwert-
problem. Denn ein wachsendes 6konomisches System bedeutet:

1.7y (1 +gnhx=x,
was sich umformen lasst zu
1 1

= X = A,X mit Ay =
TeE X M

T 4Gy
Aufldsen nach der maximalen Wachstumsrate liefert

(1.8)  Ax

:
(19  Gn=7-~1.

m

Die Okonomie wéchst, falls 0 < A, < 1. Je ndher A, bei null liegt, desto héher kann das
Wachstum ausfallen. Bei &, = 1 liegt ein stationdres dkonomisches System vor, denn
der Input-Vektor entspricht dem Output-Vektor. A ist — wie zuvor gezeigt — in diesem
Fall nicht produktiv, was nur eine andere Formulierung fiir denselben Sachverhalt ist.

Man erhalt:
1 1
1.10 =l 1 =1,
Sl n=g Y=
Die Produktionstechnik erlaubt also ein maximales Wachstum von 100 Prozent.

Zu Aufgabe 2:

Da es kein Nettoprodukt gibt, ist das dkonomische System durch dieses Gleichungs-
system beschrieben:

(2.1) Ax =x
oder

2.2 (1-A)x = 0.

Ahnlich wie bei (1.3) liegt auch hier nur dann eine Losung vor, wenn die Inverse (I - )t'\)'I

nicht existiert, d.h.

Bl detiuAye | P20

-8 -2y

Mithilfe von (1.5) wird daraus:

(2.4) D11b2s — Dysbsy = (1 —@44)(1 — 8p) ~ @1p851 = 0,
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woraus man erkennen kann, dass
(25) 1-— 811 = dyn und 1 - a22 = 321, q.e.d.

Also flieBt der gesamte Output als Input in den Produktionsprozess zurlick. Was nicht als
Eigenverbrauch in die Produktion eingeht, wird an den jeweils anderen Sektor als Vor-
leistung geliefert.

Intuitiv ist klar, dass kein Sektor einen héheren Eigenverbrauch seines Produktes haben
kann, als er selbst davon produzieren kann. Demnach ist die Obergrenze fiir die Input-
Koeffizienten a4 und as, das Bruttoprodukt des betreffenden Sektors. Benétigt-wird nun
ein formaler Nachweis dieses Sachverhalts, der aber leicht zu erbringen ist. Denn aus
(2.5) folgt:

(26) 1-ay = ap20ca,st
bzw.

Die Obergrenze der beiden Input-Koeffizienten betrégt eins, genauso, wie es oben ver-
mutet wurde.

1. Mégliche Fehlerguellen

— Allgemein: Bei den Erlauterungen sollen nicht lediglich die Formeln zusammen-
gefasst werden. Die Ergebnisse sind vielmehr méglichst ,griffig” auf den Punkt zu
bringen.

— Man sollte sich klarmachen, dass alle untersuchten Zusammenhénge rein techni-
scher Natur sind, sich also auf das durch den Stand der Technik vorgegebene Pro-
duktionspotenzial beziehen. Ob z.B. die maximale Wachstumsrate von der End-
nachfrage ausgeschdpft wird, kann mithilfe des linearen Produktionsmodells nicht
entschieden werden. Es wird lediglich gesagt, dass die gegebene Produktionstech-
nik ein maximales Wachstum von 100 Prozent zuldsst — nicht jedoch, dass es sich
tatsachlich einstellt.

— Die Bedeutung von i, fir die Produktivitat einer Inputkoeffizientenmatrix ist nicht be-
Kannt.

— Es wird Uibersehen, dass die maximale Wachstumsrate im zweiten Teil von Aufgabe
(1) ebenfalls ein Eigenwertproblem darstellt.

— Bei Aufgabe (2) muss das grundlegende Gleichungssystem — anders als bei (1) —
ohne Nettoprodukt aufgestellt werden, da die Zusammenhénge sonst nicht hergeleitet
werden kénnen.
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