
Teilprojekt

C1

Lokalisierung elektronischer Zustände in amorphen

Materialien





C1 Schreiber/Römer 101
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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Gegenstand dieses Teilprojektes ist die computergestützte Untersuchung des durch Un-
ordnung induzierten Metall-Isolator-Übergangs in ungeordneten und amorphen Mate-
rialien. Das Auftreten des Phasenübergangs und das kritische Verhalten in seiner Nähe
wird durch höchst präzise numerische Methoden analysiert und charakterisiert. Es wur-
den die folgenden physikalischen Fragestellungen untersucht: Ändert sich das universelle
Verhalten für ungeordnete Systeme, wenn man das zu Grunde liegende Anderson-Modell
der Lokalisierung verändert? Haben Änderungen der Topologie des zu Grunde liegen-
den Gitters einen Einfluss? Welche Bedeutung haben atypische Eigenzustände in den
Bandausläufern und in der Nähe des Übergangs, wo anormal große Amplituden als
Vorläufer von Lokalisierung im metallischen Bereich gedeutet wurden? Welchen Einfluss
haben langreichweitige Korrelationen in der Unordnung auf das kritische Verhalten am
Phasenübergang? Wie lassen sich thermische und andere Transportgrößen im Anderson-
Modell numerisch berechnen? Lässt sich der Lokalisierungs-Delokalisierungs-Übergang
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beim ganzzahligen Quanten-Hall-Effekt mit den von uns beim Anderson-Übergang be-
nutzten Methoden beschreiben?
Die numerische Charakterisierung der elektronischen Zustände geschieht durch Bestim-
mung der Lokalisierungslängen und des kritischen Exponenten durch die Transfer-Matrix-
Methode mit anschließendem “finite-size-scaling”, durch Untersuchungen des multifrak-
talen und statistischen Verhaltens der Wellenfunktionsamplituden sowie durch Analyse
der Energieniveaustatistiken, wofür die Eigenwerte und Eigenzustände mit dem Lanczos-
Algorithmus bestimmt werden. Der Renormierungsgruppenansatz wird bei der Beschrei-
bung des Quanten-Hall-Effektes benutzt. Die direkte Berechnung der thermischen und
elektrischen Transportgrößen geschieht mit Hilfe der linearen Antwort-Theorie.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

2.3.1 Teilaufgabe “Schichtsysteme”

Umfangreiche analytische und numerische Untersuchungen des Anderson-Modells haben
gezeigt, dass im reell-symmetrischen Fall (also für die orthogonale Universalitätsklasse)
die untere kritische Dimension den Wert 2 annimmt, dass also in zweidimensionalen
Systemen alle Eigenzustände lokalisiert sind und nur in dreidimensionalen Systemen ein
Metall-Isolator-Übergang auftritt. Experimentell wurde jedoch auch in zweidimensiona-
len Systemen ein Phasenübergang beobachtet. Deshalb erschien es interessant, Schicht-
systeme zu untersuchen, also das Anderson-Modell auf zweidimensionale Strukturen end-
licher Dicke anzuwenden.

2.3.2 Teilaufgabe “Binäre Unordnung”

Das Anderson-Modell mit binärer Unordnung, das heißt aus einer dichotomischen Ver-
teilung zufällig gewählten potentiellen Energien, modelliert sehr gut binäre Legierungen.
Bei genügend großem Unterschied der beiden Werte der potentiellen Energien spaltet das
Spektrum in 2 separate Bänder auf. Im Grenzfall ergibt sich das Quanten-Perkulations-
Modell. In der mathematischen Literatur ist das Anderson-Modell mit binärer Unord-
nung als Bernoulli-Anderson-Modell bekannt und von besonderem Interesse, weil im
Gegensatz zu dem normalen Anderson-Modell mit stetiger Verteilung der potentiellen
Energien in dieser Variante mit singulärer Verteilung nur wenige analytische Ergebnisse
vorliegen.

2.3.3 Teilaufgabe “Langreichweitige Unordnung“

Um den Einfluss von langreichweitig korrelierten Unordnungspotentialen auf das kriti-
sche Verhalten beim Anderson-Modell zu untersuchen, kann man durch eine im Fourier-
raum durchgeführte Faltung der Werte der potentiellen Energien auf eine einfache Weise
numerisch zufällige Potentialwerte bestimmen, deren Korrelationen mit einem Potenz-
gesetz abfallen. Die sich so ergebende Unordnung wird auch als “scale-free“ bezeichnet,
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weil sie unabhängig von der gewählten Längenskala ist.

2.3.4 Teilaufgabe “Topologische Unordnung”

Quasiperiodische Systeme stehen gewissermaßen zwischen geordneten Kristallen und
ungeordneten Strukturen, da sie deterministisch aufgebaut sind, aber keine Translati-
onsinvarianz zeigen. Diese topologische Unordnung hat Einfluss auf die Lokalisierungsei-
genschaften der elektronischen Zustände, beispielsweise treten an den Bandkanten ver-
gleichsweise ausgedehnte Zustände auf, während in der Bandmitte extrem lokalisierte
Zustände gefunden werden. Die Energieniveaustatistik von zweidimensionalen quasipe-
riodischen Systemen zeigt bereits kritisches Verhalten, ohne dass Potentialunordnung
eingeführt werden muss.

2.3.5 Teilaufgabe “Transporteigenschaften”

Die Thermokraft ist ein Beispiel einer Transportgröße, deren Verhalten am Anderson-
Übergang noch nicht gut verstanden ist, obwohl zahlreiche experimentelle Resultate
vorliegen. Die Temperaturabhängigkeit der Thermokraft kann ebenso wie die Tempera-
turabhängigkeit der Leitfähigkeit im Rahmen der linearen Antwort-Theorie beschrieben
werden.

2.3.6 Teilaufgabe “Quanten-Hall-Effekt”

Der unordnungsgetriebene Lokalisierungs-Delokalisierungs-Übergang beim quantisierten
ganzzahligen Hall-Effekt kann durch das Netzwerkmodell von Chalker und Codding-
ton simuliert werden. Mit Hilfe eines Renormierungsgruppenansatzes berechnen wir die
Statistik von Transmissionsamplituden. Die Motivation der Untersuchung basiert auf
experimentellen Arbeiten, in denen Abweichungen vom erwarteten Skalenverhalten ge-
funden wurden. Insbesondere stellt sich die Frage, ob derartige Abweichungen durch
makroskopische Inhomogenitäten innerhalb der Probe hervorgerufen werden.

2.3.7 Teilaufgabe “Statistik der Wellenfunktionen von seltenen
Zuständen”

Die Verteilung der Wellenfunktionsamplituden im metallischen Bereich des Anderson-
Modells ist näherungsweise durch die Porter-Thomas-Verteilung gegeben. Sie folgt aus
der Annahme, dass die Quantenlokalisierung, die mit wachsender Unordnung schließlich
zum Phasenübergang führt, vernachlässigbar ist. Für endliche Werte des Unordnungs-
parameters gibt es natürlich Abweichungen von der Porter-Thomas-Verteilung auch im
metallischen Bereich. Außerdem treten so genannte anormale Zustände auf, die Loka-
lisierung zeigen und sich stark von den typischen ausgedehnten Wellenfunktionen un-
terscheiden. Sie verursachen große relative Abweichungen in den Ausläufern der Vertei-
lungsfunktionen. Das Ziel unserer entsprechenden Untersuchungen ist es, durch Vergleich



104 C1 Schreiber/Römer

der numerischen Daten mit analytischen Vorhersagen die mikroskopische Elektronenbe-
wegung in ungeordneten Metallen besser zu verstehen. Die analytischen Vorhersagen be-
ruhen auf dem nicht-linearen Sigma-Modell, das den Elektronentransport semiklassisch
beschreibt, wobei sich die Elektronen lokal diffusiv bewegen, aber der Quantenlokalisie-
rung unterliegen.

2.4 Ergebnisse

In den bisherigen Förderungsperioden wurden verschiedene Algorithmen weiterentwi-
ckelt und parallelisiert. Dabei handelt es sich insbesondere um den Lanczos-Algorithmus
zur Diagonalisierung der Säkularmatrizen sowie die Transfer-Matrix-Methode zur Be-
stimmung der Lokalisierungslänge von sehr langen quasieindimensionalen Systemen, de-
ren Ergebnisse dann durch “finite-size-scaling“ auf dreidimensionale Systeme extrapo-
liert werden können [s05b]. Eine neuartige Variante dieser Transfer-Matrix-Methode, bei
der die Konvergenz durch vielfaches Betrachten desselben vergleichsweise kurzen unge-
ordneten quasieindimensionalen Systems erreicht wird, haben wir entwickelt, um lang-
reichweitig korrelierte Unordnungspotentiale im Anderson-Modell verwenden zu können
[NRS04, NRS05, nrs04a, nrs04b, nrs05, snr04]. Als Alternative zur Transfer-Matrix-
Methode wurde auch die rekursive Greensfunktionsmethode implementiert, um die Trans-
porteigenschaften und die Zustandsdichte zu analysieren. [CR06, CRS06, crms05].

2.4.1 Teilaufgabe “Schichtsysteme”

Schichtstrukturen unterschiedlicher Dicke wurden mit Hilfe der Transfer-Matrix-Methode
untersucht [CBS06, bcs05, cbs05]. Im Gegensatz zu bisher veröffentlichten Arbeiten, in
denen bereits für relativ dünne Schichten ein Metall-Isolator-Übergang gefunden wur-
de, zeigen unsere sehr genauen numerischen Daten keinen derartigen Phasenübergang.
Vielmehr lassen sich alle Daten für die Lokalisierungslänge unterschiedlicher Schichtdi-
cken auf eine gemeinsame Skalenkurve abbilden. In der Bandmitte wächst die Lokali-
sierungslänge exponentiell mit der Schichtdicke, aber metallisches Verhalten kann nicht
beobachtet werden.
Die Leitfähigkeit in zweidimensionalen Heterostrukturen wurde auch mit einer quanten-
kinetischen Gleichung beschrieben, wodurch der Metall-Isolator-Übergang reproduziert
werden konnte [mos06].

2.4.2 Teilaufgabe “Binäre Unordnung”

Für das Bernoulli-Anderson-Modell in dreidimensionalen Systemen wurde die Zustands-
dichte berechnet [KRSS06, kcs05, kcs06]. Dabei wurden charakteristische Strukturen in
der Mitte der beiden Subbänder gefunden, die sich nicht durch die geringen Systemgrößen
bei der Diagonalisierung erklären lassen. Eine genauere Analyse dieser Feinstrukturen
auch mit analytischen Methoden steht noch aus [KRSS06].
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2.4.3 Teilaufgabe “Langreichweitige Unordnung”

Die erwähnte neuartige Variante der Transfer-Matrix-Methode, bei der ein vergleichswei-
se kurzes System zu Grunde gelegt wird, wurde benutzt, um das Anderson-Modell mit
langreichweitig korrelierter Unordnung zu untersuchen. Auf diese Weise ist es möglich
geworden, die Abhängigkeit des kritischen Exponenten von der Potenz, mit der die Kor-
relationsstärke des Potentials abfällt, zu bestimmen. Es zeigt sich, dass für feste Unord-
nung ein kritischer Wert dieser Potenz existiert, oberhalb dessen der kritische Exponent
dem des Modells mit unkorrelierter Unordnung entspricht, was mit dem erweiterten
Harris-Kriterium übereinstimmt [NRS04, NRS05, nrs04a, nrs05, snr04]. Dies bedeutet,
dass ein kritischer Wert der Potenz existiert, unterhalb dessen die Korrelationen relevant
werden. Allerdings haben Berechnungen mit der üblichen Transfer-Matrix-Methode, bei
der die Rekursion in einem langen quasieindimensionalen System bis zur Konvergenz
durchgeführt wird, Zweifel an diesen Daten aufkommen lassen, weil auch für kleinere
Werte dieser Potenz der kritische Exponent dem des Modells mit unkorrelierter Unord-
nung zu entsprechen scheint [ccs05].

2.4.4 Teilaufgabe “Topologische Unordnung”

Die Energiespektren und Eigenzustände von quasiperiodischen Systemen wurden mit
Hilfe der Multifraktalanalyse und der Energieniveaustatistik beschrieben, wodurch sich
die universellen Eigenschaften der Spektren nachweisen ließen [GS05, s04a, s04b, s04c,
s04d, s04e, s04f]. In dreidimensionalen Systemen deuten erste Rechnungen zur Propa-
gation von Wellenpaketen [CGS05, csg04, scg04] auf eine Mobilitätskante hin. Durch
Untersuchung der Rückkehrwahrscheinlichkeit und der Wellenpaketsbreite konnte nicht
nur der Übergang von ballistischem Transport an den Bandkanten zu superdiffusivem
Verhalten in der Bandmitte beobachtet werden, sondern auch interessante hierarchische
Strukturen bei der Ausbreitung der Wellenpakete auf eindimensionalen Ketten. Durch
Hinzufügen einer einzelnen Störstelle ist es möglich, eine Lokalisierung des Wellenpakets
auf einzelnen Unterketten hervorzurufen [CSG06, csg05].

2.4.5 Teilaufgabe “Transporteigenschaften”

Mit Hilfe der Greensfunktionsmethode konnten wir die thermoelektrischen Transport-
eigenschaften von amorphen Systemen in der Nähe des Metall-Isolator-Übergangs un-
tersuchen und deren kritisches Verhalten beschreiben [CR06, crms05]. Alle kinetischen
Koeffizienten der linearen Antwort-Theorie lassen sich durch eine rekursive Formulierung
der Methode berechnen.
Durch Berechnung des Leitwerts mit Hilfe der Greensfunktionsmethode wurde dann der
Phasenübergang auch für Energien außerhalb der Bandmitte analysiert und der kritische
Wert der Energie bzw. der Unordnung bestimmt [CRS06].
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2.4.6 Teilaufgabe “Quanten-Hall-Effekt”

Der Phasenübergang beim ganzzahligen quantisierten Hall-Effekt wurde für ein lang-
reichweitig korreliertes Unordnungspotential beschrieben. Zur Charakterisierung des Über-
gangs wurde auch die Energieniveaustatistik benutzt. Dabei wurde wieder ein Renormie-
rungsgruppenansatz verwendet [C04, CR04, CR05]. In diesem Zusammenhang wurden
auch analytische Untersuchungen zu einem Matrix-Modell für den quantisierten Hall-
Effekt durchgeführt [GJSS04, JRS06, JS04].

2.4.7 Teilaufgabe “Statistik der Wellenfunktionen von seltenen
Zuständen”

Wir haben die Verteilung von Wellenfunktionsamplituden im Anderson-Modell unter-
sucht [MS06]. Dabei wurden auch Korrekturen zu den aus der Zufallsmatrizentheorie
gewonnenen Resultaten berücksichtigt. Insbesondere wurde der Gültigkeitsbereich von
störungstheoretischen Korrekturen analysiert.
Die räumliche Struktur der anormalen lokalisierten Zustände großer dreidimensionaler
Systeme wurde ebenfalls numerisch bestimmt, dabei zeigen sich bei den Korrelationskoef-
fizienten charakteristische Fluktuationen, durch die die anormalen Zustände identifziert
werden können [SC05, cs05, s05a].
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[CR06] A. Croy and R.A. Römer. Scaling at the energy-driven metal-insulator transition
and the thermoelectric power. phys. stat. sol. (c), 2006. (accepted for publication).
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[bcs05] R.K. Brojen Singh, V. Cerovski, and M. Schreiber. Delocalization of electrons
in disordered films induced by parallel magnetic field and film thickness. Spring
Meeting German Physical Society, Berlin 03/05.

[cbs05] V. Cerovski, R.K. Brojen Singh, and M. Schreiber. Localization of non-interacting
electrons in thin layered disordered systems. Spring Meeting German Physical
Society, Berlin 03/05.

[ccs05] A. Croy, V.Z. Cerovski, and M. Schreiber. The role of power-law correlated disor-
der in the Anderson metal-insulator transition. Spring Meeting German Physical
Society, Berlin 03/05.



108 C1 Schreiber/Römer
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Anderson metal-insulator transition. Europhysics Conference on Computational
Physics (CCP 2004), Genua, Italien 09/04.

2.5 Offene Fragen / Ausblick

Bei den Schichtsystemen wurden bisher nur Systeme mit einem Magnetfeld senkrecht
zu den Schichten betrachtet. Es wäre interessant, auch Systeme mit einem Magnetfeld
parallel zu den Schichten zu untersuchen.
Andere topologische Strukturen, beispielsweise das Modell eines Netzwerkes für eine
“kleine Welt“, in dem ein bestimmter Anteil der Transferintegrale zwischen den nächsten
Nachbarn durch langreichweitige Transferterme zu zufällig ausgewählten Gitterplätzen
ersetzt wird, stellen eine andere interessante Variante des Anderson-Modells dar. Mit
wachsender Zahl derartig langreichweitiger Verbindungen im Netzwerk ist eine wachsen-
de Delokalisierung der Eigenzustände zu erwarten, so dass das System möglicherweise
in einen Phasenübergang getrieben werden kann.
Eine genauere Analyse der Umstände, die zum Auftreten der anormalen lokalisierten
Zustände erforderlich sind, sollte zu einer besseren quantitativen Beschreibung führen, so
dass ein Vergleich mit verschiedenen analytischen Resultaten möglich wird. Dazu wären
allerdings aufwändige Berechnungen erforderlich, da die anormalen Zustände sehr selten
auftreten.
Die Feinstruktur der Zustandsdichte im Bernoulli-Anderson-Modells erfordert ebenfalls
noch genauere Berechnungen, außerdem wäre es interessant, zu untersuchen, wie die
räumliche Struktur der Wellenfunktionen aussieht, die zu diesen Feinstrukturen beitra-
gen.
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