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1.1 Wissenschaftliche Entwicklung des Sonder-
forschungsbereichs

Dieser Abschlussbericht soll im wesentlichen auf die Ergebnisse und Resultate eingehen,
die nach dem Arbeits– und Ergebnisbericht zur dritten Phase des SFB393 (Jahre 2001
bis 2004) noch entstanden sind, bezieht sich also auf die Restlaufzeit 2004 und das Jahr
2005.
In dieser Abschlussperiode des SFB 393 wurden die Grundlagenuntersuchungen und
Experimentalrealisierungen

• für numerische Grundprobleme bei moderner FEM (Projektbereich A);

• zur Parallelisierung typischer Anwendungen (Projektbereich B);

• für die Anwendung auf numerische Simulationen der Physik (in Projektbereich C)
sowie

• für die Simulation kontinuumsmechanischer Fragestellungen (in Projektbereich D)

erfolgreich weitergeführt.

Dies betrifft zum einen disziplinäre Ergebnisse in den einzelnen Teilprojekten, zum an-
deren sind die meisten Forschungsleistungen im SFB 393 durch das interdisziplinäre
Zusammenwirken von Wissenschaftlern aus mehreren Fakultäten gekennzeichnet oder
wurden durch die Diskussionen im SFB–Seminar besonders befruchtet.

Besonders die immer engeren Kooperationsbeziehungen, zwischen den Arbeitsgruppen
verschiedener Fakultäten sind ein Hauptergebnis der zurückliegenden 10jährigen Tätig-
keit des Sonderforschungsbereichs und werden in der weiteren Entwicklung an der TU
Chemnitz eine bedeutende Rolle spielen. So sind schon nachfolgend neue Paketprojek-
te und Teilmahme an Schwerpunktprogrammen als Kooperationsanträge gestellt bzw.
erfolgreich begonnen worden.
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1.2 Förderung der Lehre und des wissenschaftlichen
Nachwuchses

Die Untersuchungen im Sonderforschungsbereich beeinflussen naturgemäß die Arbeiten
an den beteiligten Fakultäten und Instituten erheblich. Nicht nur die aus den Teilprojek-
ten finanzierten wissenschaftlichen Mitarbeiter, sondern auch die aus anderen Mitteln
finanzierten Wissenschaftler nehmen starken Anteil an den Themen und Veranstaltungen
des SFB.
Besonderes Gewicht hat die Qualifizierung hauptsächlich von Promovenden innerhalb
der durch den SFB zustande gekommenen Forschungsgruppen. So entstanden unmittel-
bar aus den im SFB mitarbeitenden Arbeitsgruppen im Berichtszeitraum

in der Mathematik: 5 Promotionen (alle eingereicht)
in der Physik: 3 Promotionen

(2 verteidigt, 1 steht vor Abschluss)
und 1 Habilitation,

in der Informatik: 1 Promotion

Der unmittelbare Einfluss auf die Lehre ist vor allem durch die Tätigkeiten der stu-
dentischen Hilfskräfte und durch Diplom- und Jahresarbeitsthemen gegeben. Besonders
konnten die umfangreichen Mittel für studentische Hilfskräfte die Arbeitsgruppen des
SFB in die Lage versetzen, Studenten höherer Semester zielgerichtet in die Forschungs-
arbeit zu integrieren. Die Tätigkeit als studentische Hilfskraft hatte typischerweise stets
wissenschaftlichen Charakter, einige konnten nach Erwerb des Disploms für die weiteren
Projektarbeiten auf halben Stellen gewonnen werden. Insgesamt haben ständig etwa 15
Studenten im SFB mitgearbeitet (summarisch mehr als 25).
Vorträge von Gastwissenschaftlern aus dem In– und Ausland und Besuche an Institu-
tionen mit ähnlich gelagertem Forschungsprofil führen zu einem erheblichen Zuwachs an
Fachinformation, die die Forschung und Lehre der beteiligten Fachbereiche und Institute
befruchteten.
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2.1 Teilprojekt A7

Gebietsadaptierte Wavelets und parallele Multiskalenmethoden für Randintegralopera-
toren

2.1.1 Antragsteller

Prof. Dr. Guido Brunnett Dr. Matthias Pester
22.12.1959 29.04.1954
Professur Graphische bei Professur Mathematik
Datenverarbeitung und Visualisierung in Industrie und Technik
Fakultät für Informatik Fakultät für Mathematik
Technische Universität Chemnitz Technische Universität Chemnitz
09107 Chemnitz 09107 Chemnitz
Tel.: (0371) 531-1533 Tel.: (0371) 531-2656
Fax: (0371) 531-1801 Fax: (0371) 531-2657
brunnett@informatik.tu-chemnitz.de m.pester@mathematik.tu-chemnitz.de

2.1.2 Projektbearbeiter

Dr. Marek Vanco, Fakultät für Informatik, Technische Universität Chemnitz

Dipl-Math. Ulf Kähler, Fakultät für Mathematik, Technische Universität Chemnitz

Dipl.-Math. Maharavo Randrianarivony, Fakultät für Informatik, Technische Universität
Chemnitz

2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Eine Reihe praxisrelevanter Randwertprobleme, wie beispielsweise Außenraumproble-
me der Akustik und der Elektrostatik, sowie Randwertprobleme der Elastizitätstheorie
und der Strömungsmechanik, lassen sich mittels Randintegralgleichungsmethoden bzw.
durch Kombination von Finite-Element- und Randintegralgleichungsmethoden vorteil-
haft behandeln. Solche Randintegralmethoden führen jedoch üblicherweise auf vollbe-
setzte Matrizen. Die Behandlung vollbesetzter großdimensionierte Gleichungssysteme
verbietet sich naturgemäß wegen des enormen Bedarfs an Speicherplatz und Rechen-
zeit. Moderne Ansätze wie das Panel-Clustering-Verfahren [HN89], die schnelle Mul-
tipolentwicklung [GR87], oder zu diesen verwandte Verfahren wie H-Matrizen [HK00]
oder die Adaptive Cross Approximation [BR03], versprechen einen Ausweg aus dieser
Situation. Ein weiterer Zugang sind Multiskalen- oder Waveletapproximationsmetho-
den [BCR03, Sch98], welche auf der Verwendung von Multiskalenbasen oder biortho-
gonalen Waveletbasen zur Diskretisierung der Integralgleichungen beruhen. Die dadurch
entstehenden Systemmatrizen sind quasi dünn-besetzt, d.h. sie lassen sich ohne Ver-
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lust an Genauigkeit durch dünn-besetzte Matrizen ersetzen. Zudem können sie leicht
vermittels Diagonalskalierung vorkonditioniert werden [DKU99].

Die Aufgabenstellung dieses Teilprojektes bestand darin, Wavelet-Galerkinverfahren da-
hingehend weiterzuentwickeln, dass sie sich zur Lösung von Randintegralgleichungen auf
komplexen Oberflächen eignen. Dabei sollten sowohl Oberflächen, die aus stückweise
glatten Teilflächen bestehen, als auch polygonal approximierte Flächen betrachtet wer-
den. In der letzteren Situation sollte die Wavelet-Konstruktion nach Tausch/White zum
Einsatz kommen.

Die letzte auf ein Jahr verkürzte Projektphase des SFB393 sollte nach Empfehlung der
DFG dazu genutzt werden, die laufenden Arbeiten zu einem sinnvollen Abschluss zu
bringen. Unter diesem Gesichtspunkt wurden aus dem Katalog der Ziele des auf drei
Jahre ausgelegten Antrages folgende Teilziele zur Bearbeitung in 2005 ausgewählt:

1. Bei der Entwicklung von Waveletverfahren für polygonal berandeter Oberflächen
sollte das vorhandene auf Tausch/White-Wavelets beruhende Verfahren auf den
3D Fall übertragen werden.

2. Bei der Geometrieverarbeitung sollte das wichtige Verfahren zur Zerlegung ge-
trimmter Flächen und die Methoden zur Umparametrisierung der Segmente über
dem Einheitsquadrat weiterentwickelt werden. Außerdem sollten Möglichkeiten zur
Approximation geschlossener Dreiecksnetze durch Verbände vierseitiger Flächen-
stücke untersucht werden.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

2.3.1 Waveletverfahren für polygonal approximierte Oberflächen

Ziel dieses Bereiches des Teilprojektes A7 war es, die bereits in der Antragsperiode 2002
– 2004 erhaltenen 2D-Resultate bzgl. des Waveletverfahrens für polygonal approxmierte
Oberflächen auf den drei- bzw. n-dimensionalen Fall zu erweitern.

Ausgangspunkt solcher Verfahren ist die Randelementmethode, deren Systemmatrix in
der klassischen Einskalenbasis i.A. vollbesetzt ist. Mit Hilfe von hierarchischen Wavelets
lässt sich jedoch die Systemmatrix in der sogenannten Standardform aufstellen. Diese
ist quasi dünnbesetzt und lässt sich mit der durch R. Schneider bereits eingehend
untersuchten Matrixkompression [DPS93, DPS94, vPS96, Sch98] auf eine dünnbesetz-
te Matrix komprimieren. Da die polygonal approximierte Oberfläche jedoch keine auf
Verfeinerung basierenden Wavelets zulässt, bedurfte es der Verwendung der auf Ver-
gröberung basierenden Tausch/White-Wavelets [TW03] zur Umsetzung des Verfahrens
in 2D.

Letztere Multiskalenbasis sollte in dem bewilligten Zeitraum 2005 für den 3D-Fall umge-
setzt werden. Desweiteren sollte ebenfalls das Verfahren zum Aufstellen der Systemma-
trix für den 3D-Fall verwirklicht werden. Dabei sollte jedoch nicht nur die lose Kombi-
nation aus schnellen Summationsverfahren für die Randelementmethode und den Wave-
lets, wie sie für im 2D Fall Verwendung fand, eins zu eins in den dreidimensionalen Fall
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überführt werden. Vielmehr sollte die spezielle rekursive Konstruktion, die sich von den
Tausch/White-Wavelets auf die Systemmatrix

”
vererbt“ und die hierarchische Struktur

der Systemmatrix berücksichtigt werden. Es sollte daher eine spezielle Anpassung der
verwendeten schnellen Verfahren auf die Belange der Wavelets geben.

2.3.2 Vorverarbeitung der Geometriedaten

In der Projektphase 2002-2004 wurde ein Verfahren entwickelt, welches es ermöglicht,
die Waveletkonstruktion von Schneider für getrimmte Flächenstücke einzusetzen. Dazu
ist es notwendig, die Parametergebiete der getrimmten Flächen in konvexe Vierecke zu
zerlegen und einen Diffeomorphismus zu konstruieren, der ein derartiges Viereck auf
das Einheitsquadrat abbildet. Das vorgeschlagene Zerlegungsverfahren [RBS03] basierte
auf dem Ansatz von [Joe95], bei dem reflexe Ecken auf Kosten von zusätzlichen Rand-
punkten entfernt werden. Diese zusätzlichen Randpunkte führen in der Zerlegung des
Gesamtobjektes zu

”
hängenden Knoten“, die durch Unterteilung der Teilflächenstücke

beseitigt werden müssen. Da die Komplexität des Lösungsverfahrens von der Anzahl der
Flächenstücke abhängt, wurde die Zielstellung formuliert, in der letzten Projektphase ei-
ne neue Zerlegungsstrategie zu realisieren, die ohne Einführung zusätzlicher Randpunkte
auskommt. Darüberhinaus sollte die Konstruktion der erwähnten Diffeomorphismen, die
bisher ausschließlich auf der Basis von Coonsflächen durchgeführt wurde, auf den Einsatz
von Gordonflächen erweitert werden. Beide Flächentypen ermöglichen die transfinite In-
terpolation gegebener Kurven. Allerdings erlaubt eine Gordonfläche die Interpolation
eines ganzen Kurvennetzes, während eine Coonsfläche nur für die Einpassung in eine
aus vier Randkurven bestehende Netzmasche eingesetzt werden kann.
Eine weitere Zielstellung im Bereich der Geometrievorverarbeitung bestand darin, ein
Verfahren zu entwickeln, das eine gegebene Triangulierung einer geschlossenen Ober-
fläche beliebigen Geschlechts in vierseitige Segmente zerlegt, die dann durch Bezier-
flächen approximiert werden können.

Literaturverzeichnis
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2.4 Ergebnisse

2.4.1 Wavelet-Galerkin-Verfahren für polygonal approximierte
Oberflächen

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Geometrie, gegeben als stückweise polygo-
nal approximierte Oberfläche. Sowohl zur Konstruktion der Wavelets als auch zur Ver-
wendung von schnellen Randelementmethoden wird eine hierarchische Unterteilung der
gegebenen Oberfläche benötigt, der so genannte Clusterbaum.

Analog zum zweidimensionalen Fall lassen sich Multiskalenbasen, auch nach J. Tausch
und J. White [TW03] Tausch/White-Wavelets genannt, die orthogonal auf den Spuren
von Polynomen im Raum stehen, mit Hilfe dieser Unterteilung rekursiv aus stückweise
konstanten Ansatzfunktionen erzeugen. Bei dieser Vergröberungsstrategie enstehen in
jedem Rekursionsschritt Waveletfunktionen (Abb. 2.1) sowie Skalierungsfunktionen, die
zur Erzeugung von Wavelets auf dem gröberen Level weiterverwendet werden.

Die jeweiligen Multiwavelets spalten sich dabei erst durch die Singulärwertzerlegung lo-
kaler Momentenmatrizen ab. Dabei erlaubt eine zusätzliche Betrachtung verschwindend
kleiner Singulärwerte die vorzeitige Generierung von Waveletfunktionen aus Skalierungs-
funktionen auf bereits feinen Leveln.
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Abbildung 2.1: Waveletfunktion für die Kurbelwelle

Verwendet man die so entstandenen Wavelets als Grundlage für ein Galerkin–Verfahren,
so überträgt sich die hierarchische Struktur der Wavelets auf die Matrixstruktur der Sy-
stemmatrix. Ähnlich verhält es sich mit der rekursiven Konstruktion der Wavelets. Führt
man Einträge der Systemmatrix bzgl. der waveletgenerierenden Skalierungsfunktionen
ein, so lassen sich die Einträge der Systemmatrix bzgl. der Wavelets aus letzteren in
der selben Art und Weise berechnen, wie sich die Wavelets aus den Skalierungsfunktio-
nen ergeben. Beide Eigenschaften wurden zur Gewinnung eines neuen Waveletverfahrens
verwendet.

Da man basierend auf den Arbeiten von R. Schneider [DPS93, DPS94, vPS96, Sch98]
und H. Harbrecht [DHS06] sowohl die Einträge der Systemmatrix als auch ihre
benötigten Genauigkeiten a priori kennt, kann man ausgehend von den Matrixkoeffi-
zienten bzgl. der feinsten Leveln, die berechnet werden müssen, die Einträge für gröbere
Level nach obiger Beschreibung rekursiv berechnen. Zur Berechnung der Koeffizienten
bzgl. der feinst nötigen Leveln, bedarf es jedoch der Hinzunahme anderer schneller Ran-
delementmethoden.

Solche schnellen Randelementmethoden, wie ACA, Fast-Multipol oder H2-Matrizen ba-
sieren auf der Approximation der Systemmatrix durch Ersatzstrukturen, wie entspre-
chenden Reihenentwicklungen bzw. Niedrig-Rang-Darstellungen. Im Gegensatz zum Wa-
veletverfahren stellen sie keine dünnbesetzte Systemmatrix explizit auf. Jedoch ist die
Grundlage aller dieser Verfahren eine hierarchische Zerlegung der Systemmatrix in Blöcke.
Bei der genaueren Untersuchung speziell der H2-Matrizen stellte sich dabei heraus, dass
sich Teile dieser Strukturen hervorragend mit den Strukturen der Wavelets verbinden
lassen. Insbesondere die bei den H2-Matrizen verwendeten geschachtelten Clusterbasen
verhalten sich in ihren Strukturen ähnlich der Konstruktion der Tausch/White-Wavelets.

Aus diesen Erkenntnissen entstand im Verlaufe des bewilligten Jahres unter Zuhilfenah-
me der Hlib des Max-Planck-Institutes Leipzig ein H2-basierendes Waveletverfahren.
Dieses wurde als erstes zu Test- und Kontrollzwecken für den zweidimensionalen Fall
umgesetzt. Auf Grund der rekursiven Struktur des Verfahrens ist es in großen Teilen
unabhängig von der Raumdimension und ließ dahingehend eine schnelle Umsetzung des



20 A7 Brunnett/Pester

Verfahrens im dreidimensionalen gegen Ende des bewilligten Jahres zu. Die notwendi-
gen theoretischen Vorbetrachtungen wurden bereits in [HKS2] erbracht. Ein zum neuen
Verfahren zugehörige Veröffentlichung ist in Arbeit.

Abbildung 2.2: quasi dünnbesestzte und dünnbesetzte Systemmatrix

Das implementierte Verfahren stellt eine erste Umsetzung der H2-basierenden Wave-
letmethode dar. Es bedarf daher noch weiteren Untersuchungen der zugrundeliegenden
Strukturen sowie der Optimierung des Codes, um eine effizientes und schnelles Verfahren
zu erhalten, das sich auch in den entsprechenden Rechenzeiten mit anderen Verfahren
messen kann. Eine entsprechende Adaption auf das Problem der Radiosity-Gleichung
fand aus zeitlichen Gründen nicht mehr statt.

2.4.2 Geometrieverarbeitung

Bei der Untersuchung möglicher Zerlegungsstrategien wurde zunächst ein Verfahren im-
plementiert, das auf einer Triangulierung des gegebenen Polygons und nachfolgender
Konversion in konvexe Vierecke beruht [BHRS04]. Aufgrund des ungünstigen Laufzeit-
verhaltens dieser Methode wurde entschieden, einen Ansatz zu erarbeiten, der ohne eine
Triangulierung des Polygons auskommt.

Das entwickelte Zerlegungsverfahren beruht auf der folgenden Aussage: Von jedem ein-
fachen Polygon mit mehr als 4 Punkten lässt sich durch eine der folgenden Operationen
ein Viereck abtrennen (siehe Abb. 2.3):

(Op1) Verbindung zweier Polygoneckpunkte durch eine Kante. In diesem Fall ist das
Viereck nicht notwendig konvex.

(Op2) Einführung eines inneren Knotens (Steinerpunkt) und zweier zugehöriger Kanten.

Der Beweis dieses Abspaltungssatzes (siehe [RB05b]) basiert auf der Anwendung des
Two-Ear-Theorems von Meister [Mei75], welches besagt, dass ein einfaches Polygon mit
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mehr als drei Punkten mindestens zwei sog. Ohren (das sind zwei benachbarte Poly-
gonkanten, die durch Einführung einer weiteren Kante vom Polygon abgetrennt werden
können) besitzt.

ω

Abbildung 2.3:

Auf der Grundlage des Abspaltungssatzes lässt sich ein Algorithmus zur Zerlegung ei-
nes einfachen Polygons P in konvexe Vierecke formulieren. Dabei können wir o.B.d.A.
annehmen, dass P eine gerade Anzahl von Eckpunkten besitzt, da wir zum Einen die
Diskretisierung der gekrümmten Randkurven selbst erzeugen und zum Anderen kolli-
neare benachbarte Kanten für P zulässig sind. Vereinfacht dargestellt arbeitet der Zer-
legungsalgorithmus wie folgt. Zunächst werden maximale konvexe Teilpolygone von P
abgetrennt, sofern dies möglich ist. Besitzt ein abgetrenntes konvexes Teilpolygon Q ei-
ne gerade Anzahl von Eckpunkten, so lässt es sich ohne weiteres in konvexe Vierecke
zerlegen. Besitzt Q eine ungerade Anzahl von Eckpunkten, so wird auf der gemeinsa-
men Kante mit dem Restpolygon P ′ ein neuer Punkt eingefügt, so dass sowohl Q als
auch P ′ eine gerade Anzahl von Punkten besitzen. Lassen sich keine Teilpolygone von
P ′ abspalten, so wird P ′ durch die Operationen (Op1) und (Op2) in Vierecke zerlegt. In
einem weiteren Schritt wird jedes nicht-konvexe Viereck mit einem seiner Nachbarn zu
einem Hexagon zusammengefasst. Abschließend werden die Hexagone durch Einführung
von Steinerpunkten in konvexe Vierecke zerlegt. Dies ist möglich aufgrund des Satzes
von Bremner [BHRS04]. Die Implementierung der Hexagonzerlegung beruht auf der von
Bremner gegebenen Liste möglicher Zerlegungen. Eine besondere Schwierigkeit stellte
dabei die automatische Festlegung der benötigten Steinerpunkte dar [Ran06].
Da getrimmte Flächen auch Löcher besitzen können, ist es notwendig, diese Zerle-
gungsstrategie auf mehrfach zusammenhängende Polygone zu übertragen. Es wurde
zunächst der naheliegende Ansatz realisiert, bei dem mehrfach zusammenhängende Po-
lygone in eine Anzahl einfach zusammenhängender Polygone zerlegt werden, auf die
dann das beschriebene Verfahren sequentiell angewendet werden kann. Die Abbildun-
gen 2.4 und 2.5 zeigen Ergebnisse dieses Vorgehens. Darüberhinaus gelang es uns, ei-
ne Verallgemeinerung des Abspaltungssatzes zu beweisen, die besagt, dass es möglich
ist, durch Einführung von höchstens drei Kanten ein Viereck von einem mehrfach zu-
sammenhängenden Polygon abzutrennen [RB05b]. Gegenwärtig wird untersucht, ob die
Verwendung dieser Aussage eine Zerlegungsstrategie ermöglicht, die effizienter arbeitet
als der zuerst genannte Ansatz.

Zur Konstruktion eines Diffeomorphismus zwischen einem konvexen (im Allgemeinen
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Abbildung 2.4:

Abbildung 2.5:

gekrümmten) Viereck F und dem Einheitsquadrat wurden bisher sog. Coonsflächen ein-
gesetzt. In [RB04] wurden für den wichtigen Fall polynomialer Randkurven notwendige
und hinreichende Kriterien für die Regularität dieser Abbildungen vorgestellt. Ist die
erzeugte Coonsfläche nicht regulär, so wird der benötigte Diffeomorphismus durch das
folgende neuentwickelte Vorgehen erzeugt. Im Inneren des gegebenen vierseitigen Gebie-
tes F werden weitere Kurven eingefügt. Das entstehende Kurvennetz wird dann mit einer
Gordonfläche interpoliert. Für die Überprüfung der Regularität der Gordonfläche stehen
in Analogie zu den Coonsflächen geeignete Kriterien zur Verfügung. Die Hauptschwierig-
keit besteht somit in der automatischen Festlegung der internen Interpolationskurven.
Dies geschieht durch Diskretisierung der Randkurven und Bildung eines Gitters durch
Hinzunahme geeigneter Punkte xij im Innern von F . Für die Bestimmung der Positio-
nen xij wurden zwei verschiedene Verfahren untersucht. Der erste Ansatz beruht auf der
Minimierung der Dirichlet-Energie des Gitters. Der zweite Ansatz verwendet die sog.
gestalterverhaltende Parametrisierung nach Floater [FH05]. Der letztgenannte Ansatz
ist sehr effizient und gibt sehr gute Ergebnisse auch bei komplizierten Randkurven. Den
derartig festgelegten Punkten xij werden anschließend Parameterwerte zugeordnet, so
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dass die gesuchten Kurven durch Interpolation mittels kubischer B-Splines gewonnen
werden können [Ran06]. Die Abb. 2.6 zeigt ein Ergebnis dieses Verfahrens.
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Abbildung 2.6:

Weitere im Berichtszeitraum erzielte Resultate betreffen die Approximation einer ge-
schlossenen als Triangulierung vorliegenden Fläche durch ein Netz vierseitiger Freiform-
flächen. Zur Generierung der kanonischen Kurven werden zwei Standardverfahren im-
plementiert. Der algebraische Ansatz geht von den Inzidenzmatrizen der Triangulierung
aus, die zur Erzeugung der Homologiebasis in Normalform transformiert werden. Der
deutlich einfachere geometrische Ansatz extrahiert die kanonischen Kurven aus einem
Spannbaum der Triangulierung. Dieses Verfahren ist weniger mächtig als der erste An-
satz, da nur Kurven erzeugt werden, reicht für unsere Anwendung aber völlig aus. Aus
den so erzeugten Ausgangskurven werden durch eine Längenoptimierung die letztendlich
verwendeten Kurven erzeugt. Durch Abbildung der längenoptimierten kanonischen Kur-
ven auf die Ebene erhält man ein zweidimensionales Parametergebiet für die geschlossene
Oberfläche. Das 2D Parametergebiet wird anschließend in vierseitige Segmente zerlegt.
Jedes dieser Segmente kann dazu verwendet werden, eine Teilfläche in Bezier- oder B-
spline-Darstellung zu definieren, die einen Ausschnitt des Dreiecksnetzes approximiert.
Die durch diesen Vorgang entstehende Gesamtfläche ist aus der Klasse C0 [RB05a]. Die
Abbildungen 2.7 und 2.8 zeigen Ergebnisse dieses Verfahrens.
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Abbildung 2.7:

Abbildung 2.8:
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2.5 Offene Fragen / Ausblick

Die verbleibenden offenen Fragen betreffen im Wesentlichen die Anwendung der ent-
wickelten Methoden auf die Beleuchtungsgleichung. Dazu sind insbesondere geeignete
Verfahren zur hierarchischen Unterteilung der Geometrie unter Betrachtung der Sicht-
barkeitsbedingung und effiziente Methoden zur Auswertung der Sichtbarkeitsfunktion
zu entwickeln. Darüber hinaus legen die durchgeführten Arbeiten nahe, ein schnelles
Verfahren zur Lösung von Integralgleichungen zu entwickeln, das auf einer Verbindung
des Waveletverfahrens und der Methode der H2-Matrizen beruht.
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2.1 Teilprojekt A11

Gemischte Formulierungen: adaptive finite Elemente und parallele Löser

2.1.1 Antragsteller

Prof. Dr. Arnd Meyer, TU Chemnitz, Professur Numerische Analysis

Prof. Dr. Michael Jung, TH Dresden,

2.1.2 Projektbearbeiter

M.Sc. Alexander Smuglyakov, Professur Numerische Analysis
Dipl.-Math. Peter Steinhorst, Professur Numerische Analysis

2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Gegenstand dieses Teilprojekts sind gemischte Finite-Elemente-Diskretisierungen, wie
sie bei speziellen Anwendungen in der Festkörpermechanik auftreten. Im Zusammenar-
beit mit Tp. D1 soll sich wesentlich auf fast inkompressible Materialien (Anwendung in
Biologie/Medizin) und auf piezoelektrische Materialien konzentriert werden.

Wir hatten uns zum Ziel gestellt, effiziente Simulationssoftware zu entwickeln, die auf
theoretisch fundierten effizienten, d. h. adaptiven und lösungsangepassten, parallelen
Lösungsstrategien beruht.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

2.3.1 Inkompressibilität

Für effiziente Simulationen bei dieser Aufgabenklasse müssen aufgrund Analogie zum
Stokes–Problem Elemente mit erfüllter Babu‘ska – Brezzi – Bedingung benutzt wer-
den, deshalb kamen hier die bekannten Taylor–Hood–Elemente zur Anwendung. Das
bereits für das Stokes–Problem bestehende adaptive Experimentalprogramm SPC-PM-
AdSt wurde zum Programm SPC-PM-AdMix modifiziert, was einige Anpassungen er-
forderlich machte. Anschließend sollten sowohl der Löser als auch der Fehlerschätzer
getestet bzw. im Hinblick auf mögliche Verbesserung untersucht werden. Ein prinzipiel-
ler Nachteil des genutzten Lösers (Bramble-Pasciak-CG) ist die Abhängigkeit von zwei zu
wählenden Konstanten, zu deren Wahl bisher nur empirische Untersuchungen vorlagen.
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2.3.2 Piezoelektrische Probleme

Bei der Kopplung von Verformung und elektrischem Potential in einer analogen Sattel-
punktsformulierung war hauptsächlich abzuklären ob und wie eine analoge Babu‘ska –
Brezzi – Bedingung zu erfüllen ist. Danach richtet sich die Wahl der Finiten Elemen-
te. Zum zweiten ist eine Modifikations des Lösers (Bramble-Pasciak-CG) vorzusehen,
weil die Ordnung des Differentialoperators zum Potential ϕ jetzt 2 und nicht wie im
Modellfall der Stokes–Gleichung 0 ist.

2.4 Ergebnisse

2.4.1 Inkompressibilität

Das als Modifikation von SPC-PM-AdSt entstandene Experimentalprogramm SPC-PM-
AdMix funktioniert für Elastizitätsprobleme, bei denen auch inkompressible Materialien
(ν = 0.5) im gesamten Gebiet oder Teilgebieten zugelassen sind. Der Löser konnte dabei
von Stokes fast 1:1 übernommen werden, lediglich musste die für kompressible Materia-
lien nichtverschwindende Druckmassen-Teilmatrix mit hinzugenommen werden (fußend
auf [BP88, MS01]). Ein neues Ergebnis konnte im Hinblick auf die problemangepass-
te Wahl einer Konstanten gefunden werden. Für die Wahl einer geeigneten Konstante
für die Gewichtung der Blöcke im Bramble-Pasciak-CG wurde in [MSt05] eine Strategie
beschrieben und an numerischen Testbeispielen untersucht. Unter Voraussetzung gu-
ter Vorkonditionierer (z.B. der verwendete Hierarchische-Basen-Vorkonditionierer nach
Yserentant in 2D) für den Steifigkeitsanteil des gemischten Problems ist es möglich,
durch Berechnung eines Rayleighquotienten einen näherungsweise optimalen Wert für
den Gewichtungsparameter zu erhalten. Betrachtungen von Rechengenauigkeit und Ite-
rationszahlen an Testbeispielen motivieren die gewählte Strategie, theoretisch wird diese
durch eine Konditionsabschätzung unterlegt. Der Fehlerschätzer wurde analog zum kom-
pressiblen Fall aufgebaut, wobei hier die aufgeteilte Berechnung des Spannungstensors σ
in der gemischten Formulierung zu beachten war. Eine Erweiterung von SPC-PM-AdMix
auf dreidimensionale Probleme konnte wegen des verkürzten Zeitrahmens bisher leider
nicht fertiggestellt werden.

2.4.2 Piezoelektrische Probleme

Die theoretische Fragestellung nach der Notwendigkeit einer analogen Babu‘ska – Brezzi
– Bedingung konnte geklärt werden. Da im piezoelektrischen Fall die Systemstruktur(

A B
BT −C

)(
u
ϕ

)
mit koerzivem Teil C besteht, lässt sich das System auch in der unsymmetrischen, aber
positiven Struktur(

A B
−BT C

)(
u
ϕ

)
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aufschreiben. Es können daher prinzipiell beliebige Elemente für Verschiebung und elek-
trisches Potential gewählt werden, die Babu‘ska – Brezzi – Bedingung muss nicht not-
wendigerweise erfüllt werden. Aufgrund der gleichen Ordnung der Differentialoperatoren
bieten sich Kombinationen gleichartiger Elemente an, z.B. P1−P1,P2−P2 oderQ2−Q2.

Für den einfachsten Fall (im piezoelektrischen ist dies linear, transversal isotropes Ma-
terialverhalten) konnte durch Modifizierung des zweidimensionalen Experimentalpro-
gramms SPC-PM-AdMix eine Variante SPC-PM-AdPiez erstellt werden, welche für erste
Testrechnungen zur Verfügung steht. Noch aus steht die Wahl geeigneter Vorkonditio-
nierungen (die Variante gleichartiger Behandlung beider Teile mit Multilevelverfahren
erscheint hier erfolgversprechend) sowie eine Anpassung des Fehlerschätzers, um effektive
adaptive Rechnungen zu ermöglichen.
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2.1 Teilprojekt A12

Besondere FEM für Kontaktprobleme / Mortaring / Randkonzentriertheit / Projektio-
nen

2.1.1 Antragsteller

Prof. Bernd Heinrich Prof. Arnd Meyer
12.10.1943 08.03.1952
Angewandte Mathematik Numerische Analysis
Fak. für Mathematik Fak. für Mathematik
TU Chemnitz TU Chemnitz
09107 Chemnitz 09107 Chemnitz
Tel.: (0371) 531-2659 (0371) 531-2659
Fax: (0371) 531-2657 (0371) 531-2657
b.heinrich@mathematik. a.meyer@mathematik.

tu-chemnitz.de tu-chemnitz.de

2.1.2 Projektbearbeiter

Mitarbeiter der Grundausstattung:

Prof. Bernd Heinrich (Angewandte Mathematik)
Prof. Arnd Meyer (Numerische Analysis)
Dipl.-Math. techn. Roman Unger (Numerische Analysis)
Dr. Beate Jung (Angewandte Mathematik, 2005)

Mitarbeiter der Ergänzungsausstattung:

Dipl.-Math. techn. Roman Unger (halbe Stelle)
Dipl.-Math. techn. Kornelia Pönitz (halbe Stelle/Sept. 2004 bis 2005)
Dipl.-Math. Tino Eibner

2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Nitsche–Mortaring

Bei der numerischen Lösung elliptischer Probleme mittels Finite-Elemente Methode
(FEM) auf Parallelrechnern sind Gebietszerlegungsmethoden von besonderem Interesse.
Die gleichzeitige Anwendung nichtkonformer Teilgebietstriangulationen sowie einer abge-
schwächten und koppelnden Stetigkeitsbedingung an den Teilgebietsrändern wird durch
so genannte Mortar-Methoden möglich, die häufig über ein Sattelpunktsproblem für die
Lösung u der Randwertaufgabe und einem Lagrange-Parameter λ realisiert werden.
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Auf einer Idee von Nitsche (1971, cf. [Nit71, Tho97]) beruhend, wurde u.a. durch Sten-
berg (1998, vergl. auch [Ste98, Arn82]) ein zur Mortar-Methode verwandter Zugang
zur Kopplung nichtkonformer Triangulationen (non-matching meshes) und unstetiger
Finite-Elemente-Ansätze vorgeschlagen, das so genannte

”
Nitsche-type mortaring“. Die-

ser Zugang behandelt die Kopplung nicht wie bisher über Nebenbedingungen, sondern
vereinfachend mittels eines Kopplungstermes, der die Bilinearform des Ausgangspro-
blems erweitert. Das Verfahren ist dann als Galerkin-Verfahren für die durch den Kopp-
lungsterm modifizierte Variationsgleichung über dem Raum unstetiger Finite-Elemente-
Funktionen interpretierbar. Die Finite-Elemente-Methode vom Nitsche-Typ sollte im
aktuellen Berichtszeitraum in den folgenden wesentlichen Linien weiter behandelt wer-
den.

1. Analyse der FE-Schemata nach Nitsche als FE-Approximation auf nichtkonformen
Teilgebietstriangulationen, insbesondere bezüglich Stabilität und Konvergenzraten
der Näherungslösung, bei schwierigen und anwendungsrelevanten Parametersitua-
tionen

2. Behandlung des Falles von komplizierter Geometrie des Randes ∂Ω (Ecken, Kan-
ten), kleiner Diffusionskoeffizienten und daraus resultierender Lösungssingularitäten
sowie Anisotropie in der Lösung u des Randwertproblems, nichtkonforme Kopp-
lung unregelmäßiger Netze mit lokal verfeinerten (graduierten) sowie anisotropen
Netzen

3. Kombination der FE-Schemata nach Nitsche mit der Fourier-FEM zur effektiven
Behandlung dreidimensionaler Randwertaufgaben in axialsymmetrischen Gebieten

Kontaktsimulation

Das allgemeine Kontaktproblem sollte in seinen natürlichen Teilschritten innerhalb die-
ses Teilprojekts als auch kooperativ mit D1 bearbeitet werden. Basis waren die exis-
tierenden adaptiven Programmrealisierungen SPC-PM2Ad / SPC-PM3Ad, mit denen
das elastische Signorini-Problem bei ebenem oder gekrümmtem Hindernis mit einem
Aufwand lösbar ist, der dem einer einfachen linear elastischen Aufgabe gleicht.

Im vorliegenden Teilprojekt sollte vorrangig die Verbesserung und breitere Anwendbar-
keit und Kombination mit dem Nitsche-typ mortaring vorgesehen werden.

Die wichtige Verallgemeinerung zum Mehrkörperkontakt kann mit Hilfe der
”
Projekti-

onstechnik“ oder auch durch Mortar-Technik vorgenommen werden.

In beiden Fällen ist die analytische Formulierung dann relativ klar, wenn die Information
von

”
Teilränder in Kontakt“ im ersten Fall und

”
Knoten näherungsweise in Kontakt“

im zweiten Fall gegeben ist.

Deshalb spielte neben der theoretischen Durchdringung dieser Techniken ein
”
Lernalgo-

rithmus“ eine wichtige implementierungstechnische Rolle, der oben genannte Informa-
tionen beschaffen (besser: im adaptiven Prozess

”
buchführen“) muss.
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Randkonzentrierte hp-FEM

Die randkonzentrierte Finite-Element-Methode war Forschungsschwerpunkt des ehema-
ligen Teilprojektes A13. Mit ihrer a priori Vorgabe eines zum Rand hin verfeinerten
Netzes und hohen Polynomgraden im Inneren ist die randkonzentrierte hp-FEM speziell
auch für die Behandlung von Kontakt- und Steuerungsproblemen geeignet. Ziel sollte
daher sein, die Methode der randkonzentrierten FEM in das Teilprojekt A12 zu integrie-
ren und für das Lösung realitätsnaher Kontaktprobleme anzuwenden. Eine Hürde die es
hierbei unter anderem noch zu überwinden galt, war die Entwicklung schneller Löser.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

2.3.1 Teilaufgabe: Analyse des Nitsche-Mortaring für verschiedene
elliptische Randwertaufgaben

In der Restlaufzeit des SFB (Mitte 2004/2005) bestand ein wesentliches Ziel dieser Tei-
laufgabe in der Analyse der Finite-Elemente-Methode nach Nitsche (Nitsche-Mortaring)
für weitere Modellaufgaben mit elliptischer Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die
zu untersuchenden Problemklassen sollten umfassen:

• die Poissongleichung in dreidimensionalen axialsymmetrischen Gebieten

• singulär gestörte Reaktions-Diffusions-Probleme auf beliebigen Polygongebieten

• die Lamé-Gleichung mit gemischten Randbedingungen über polygonalen Gebieten

• Vergleich der Finite-Elemente-Approximationen nach Nitsche mit Finite-Elemente-
Approximationen der inneren Penalty-Methode

Das Finite-Elemente-Schema nach Nitsche war als nichtkonforme Finite-Elemente-Ap-
proximation auf nichtkonsistenten Teilgebietstriangulationen zu entwickeln und aus der
Sicht der Numerischen Analysis mathematisch zu begründen. Dabei waren schwieri-
ge und anwendungsrelevante Parametersituationen der Randwertaufgabe, wie Ecken,
springende Koeffizienten und kleine Parameter (singuläre Störungen) zu berücksichti-
gen, die Stabilität sowie die optimale Konvergenz der Näherungslösung zu garantieren.
Die Durchführbarkeit und Vorteile sowie die Anwendungsbreite der Methode waren theo-
retisch und durch die numerische Realisierung relevanter Beispiele aufzuzeigen. Vorar-
beiten bestanden u.a. darin, bekannte Aussagen zu den klassischen Mortar-Methoden
(vergl. etwa [BD98, BDW99, Bel99, BMP90, LW03, Woh98, Woh99a, Woh99b, Woh00])
sowie zur Regularitätstheorie der betrachteten Randwertaufgaben, einschließlich des be-
sonderen Verhaltens der Lösung in der Umgebung von Ecken, Kanten und Randschich-
ten, in der Literatur zu sichten. Weiter waren die modifizierten Variationsgleichungen
nach Nitsche, bisher für die Poissongleichung bzw. verwandte Probleme bekannt (vergl.
[ABCM00, Arn82, BH, BH99, BHS03, Ste95, Ste98]), für andere elliptische Probleme mit
komplizierteren Parametern passend zu erweitern. Die Hilfsmittel für Fehlerabschätzun-
gen (unter anderem inverse Ungleichungen und Spursätze) waren auf entsprechende Klas-
sen anisotroper und graduierter Netze, in Kopplung mit isotropen Netzen, zu übertragen,
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die Fehler waren in H1-ähnlichen Normen und in der L2-Norm abzuschätzen. Weiterhin
waren Implementierungen der Nitsche-Mortar-Methode zu realisieren, Testbeispiele zu
entwickeln und numerische Experimente durchzuführen.

2.3.2 Teilaufgabe: Kontaktbehandlung

Bei der Bearbeitung des Kontaktproblemes zweier elastischer Körper miteinander liegt
die Schwierigkeit nicht in der Definition der geeigneten Projektion, sondern vor allem im
Datenmanagement zum Auffinden der Partnerknoten und Partnerkanten, die miteinan-
der in Kontakt treten und damit für die Definition der Projektion zuständig sind.

In diesem Kapitel soll eine allgemeine Herleitung der geeigneten Projektion und Betrach-
tung der Referenzimplementierung für den zweidimensionalen Fall erfolgen.

2.1.3.1 Der Eindringungstest

Wie auch beim Kontakt eines festen Körpers mit einem unverformbaren Hindernis ist
der erste Schritt des Verfahrens die Ermittlung aller kontaktverdächtigen Knoten, die
tatsächlich eingedrungen sind.

Dies ist hier etwas aufwändiger, da man nicht von einem festen (unverformbaren) Hin-
dernis ausgeht, sondern der jeweils andere Körper das Hindernis darstellt.

Im folgenden werden einige Varianten dieser Tests aufgezeigt und ihre Besonderheiten
betrachtet.

2.1.3.2 Eindringungstest über Kantenschnitte

Ziel des Tests ist es, einander schneidende Kanten wie in Abbildung 2.1 zu ermitteln.
Der andere (denkbare) Fall, dass sich Kanten

”
überschlagen“ (siehe Abbildung 2.2) muss

nicht gesondert betrachtet werden, denn ein Kantenüberschlag ist nur möglich, wenn
irgendwo ein Kantenschnitt vorliegt.

eA

eB

x̂B1

x̂B2

x̂A1

ΩA

ΩB

x̂A2

Abbildung 2.1: Kantenschnitt

eA

eB

x̂B2

ΩA

ΩB

x̂B1

x̂A1 x̂A2

Abbildung 2.2: Kantenüberschlag
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Somit wird ein in groben Verfeinerungslevels vorliegender Kantenüberschlag durch das
Auffinden und Bearbeiten der Kantenschnitte aufgelöst.

Prinzipiell kann man jede Kante aus den kontaktverdächtigen Randstücken Γs
C der bei-

den Körper ΩA und ΩB mit jeder des anderen Körpers testen, hat damit aber einen
in der Anzahl der Kanten in Γs

C quadratischen Aufwand. Eine Verbesserung ist durch
Erlernen von Nachbarschaftsbeziehungen möglich.

Zur Herleitung des Testes ob sich die Kanten eA und eB schneiden, seien mit x̂ die
verschobenen Knoten bezeichnet (x̂ := x + u) und eA, eB die daraus resultierenden
Kanten:

eA :

[
x̂A1

1

x̂A1
2

]
=⇒

[
x̂A2

1

x̂A2
2

]
eB :

[
x̂B1

1

x̂B1
2

]
=⇒

[
x̂B2

1

x̂B2
2

]

Mit Definition der beiden Kantenvektoren

vA := x̂A2 − x̂A1

vB := x̂B2 − x̂B1

sind die Kanten darstellbar als

eA : x̂A1 + λvA λ ∈ [0, 1]

eB : x̂B1 + µvB µ ∈ [0, 1]

und das Ermitteln des Schnittpunktes der beiden Kanten erfordert die Lösung des linea-
ren Gleichungssystems

[
vA − vB

] [ λ
µ

]
=
[
x̂B1 − x̂A1

]
.

Im Falle, dass die Systemmatrix singulär ist, verlaufen die Kanten parallel und brauchen
nicht weiter betrachtet zu werden.

Im regulären Fall existiert eine eindeutige Lösung für λ und µ, falls

0 ≤ λ, µ ≤ 1

gilt, so schneiden sich die beiden Kanten und der Test ist positiv.

2.1.3.3 Eindringungstest über Schnitte von Verschiebungen und Kanten

Dieser Test betrachtet den Schnitt zwischen dem Verschiebungsweg eines Kantenmitten-
knotens des einen Körpers und einer Kante des anderen Körpers.



40 A12 Heinrich/Meyer

x̂B2

ΩA

ΩB

x̂B1

xA

x̂A

Abbildung 2.3: Variante 2 des Eindringungstestes

Dazu wird, wie in Abbildung 2.3 skizziert, ein Schnittpunkt zwischen einer Kante (x̂B1, x̂B2)
und dem Verschiebungsvektor (xA, x̂A) über die Lösung eines auf analoge Weise wie eben
hergeleiteten 2× 2 Gleichungssystems für zwei Parameter λ und µ bestimmt. Im Falle

0 ≤ λ, µ ≤ 1

ist der Test wiederum positiv und aus den zueinandergehörigen Anfangs-, Mitten- und
Endknoten der beiden beteiligten Kanten werden Knotenpaare gebildet.

2.1.3.4 Vergleich der beiden Varianten

Prinzipiell sind beide Varianten geeignet, das Kontaktproblem zweier elastischer Körper
zu behandeln.

Aus numerischer Sicht ist aber die zweite Variante, die mit Schnitten von Verschiebun-
gen und Kanten operiert zu bevorzugen, da in der anderen Variante bei fast parallelen
Kanten die Berechnung des Kantenschnittpunkts und Auswertung numerisch instabil
wird. Insbesondere bei Erreichen einer guten Auflösung der Kontaktzone tritt genau
diese Kantenparallelität auf und eine weitere genaue Berechnung wird erschwert.

Dieses Problem hat sich auch bei der Implementierung der beiden Varianten gezeigt,
weshalb nach numerischen Experimenten mit beiden Varianten der letzteren der Vorzug
gegeben wurde.

Beispielrechnungen zum Kontakt zweier elastischer Körper und zum Kontakt eines elas-
tischen Körpers mit sich selbst sind in den Anhängen 2.4.2 und 2.4.2 zu finden.

2.1.3.5 Definition des Projektors

Für alle die Knotenpaare, für die der Eindringungstest positiv verlaufen ist, wird eine
jeweilige gemeinsame Tangentenrichtung s mit ihrer Normalenrichtung n und ein auf die
Tangente abbildender Projektor festgelegt sowie die Startlösung derart korrigiert, dass
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für zwei korrespondierende Knoten xA ∈ ΩA und xB ∈ ΩB

xA + ũA = xB + ũB

mit uA
0 := ũA

uB
0 := ũB

gilt.

xA

xA + uA

xB

xB + uB

ΩA

ΩB

xA + ũA

n

= xB + ũB

s

Abbildung 2.4: Korrektur der Verschiebung für das Zweikörperproblem

Die beiden korrigierten Verschiebungen ũA und ũB ergeben sich wie auch in Abbildung
2.4 dargestellt durch Ausmittelung der vorhandenen Verschiebungen über die Beziehung

xA + ũA = xB + ũB =
1

2
(xA + uA) +

1

2
(xB + uB)

als

ũA =
1

2
(xB − xA) +

1

2
(uA + uB)

ũB =
1

2
(xA − xB) +

1

2
(uA + uB)

Analog wird das andere Knotenpärchen der Kante behandelt und somit die gemeinsame
Tangenten- und Normalenrichtung festgelegt.

2.1.3.6 Betrachtung des Projektors im 2d-Fall

Das mit dieser Startlösung beginnende CG-Verfahren würde nun im unrestringierten
Falle Korrekturterme wA, wB ∈ R2 berechnen, zusammen hätte man also ein Problem
mit 4 Freiheitsgraden.
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Um aber die Kontaktbedingung zu erfüllen, wird es derart restringiert, dass die berech-
neten Korrekturterme wA, wB für uA, uB den folgenden Bedingungen genügen:

wA = λs+ νn (2.1)

wB = µs+ νn (2.2)

was bedeutet, dass zwar eine unabhängige Verschiebung entlang der Tangentenrichtung s
möglich ist, jedoch in Normalenrichtung n nur eine gemeinsame Verschiebung für Knoten
A und B zulässig ist.

xA

xA + uA
0

xB + uB
0

xB

s

n

Abbildung 2.5: Konforme Startlösung für das Zweikörperproblem

Man hat also an Stelle von 4 Freiheitsgraden nur noch 3 und braucht einen geeigneten
Projektor, der diesen Restriktionen genügt.

Die folgendermaßen definierte Abbildung

P =

[
I − 1

2
nnT 1

2
nnT

1
2
nnT I − 1

2
nnT

]
(2.3)

ist ein Projektor mit

P : R4 → U ⊂ R4 dim(U) = 3

der die in (2.1) und (2.2) geforderten Bedingungen erfüllt.

Die den Projektor definierende Eigenschaft

P 2 = P

kann man durch einfaches Nachrechnen von P · P unter Beachtung von nTn = 1, da n
normiert ist, zeigen.

Um nun zu zeigen, dass die geforderten Eigenschaften erfüllt werden, betrachten wir für

wA, wB ∈ R2 das Bild von

[
wA

wB

]
.

Für wA, wB ∈ R2 existieren eindeutig die orthogonalen Zerlegungen

wA = λs+ ν1n

wB = µs+ ν2n
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Ziel ist es zu zeigen, dass

P

[
wA

wB

]
als

[
λs
µs

]
+ ν

[
n
n

]
darstellbar ist.

P

[
wA

wB

]
= P

[
λs+ ν1n
µs+ ν2n

]

=

[
(I − 1

2
nnT )(λs+ ν1n) + 1

2
nnT (µs+ ν2n)

1
2
nnT (λs+ ν1n) + (I − 1

2
nnT )(µs+ ν2n)

]

Ausmultiplizieren und erkennen, dass alle Terme mit nT s wegen der Orthogonlität von n
und s verschwinden und sich Terme der Art 1

2
νinn

Tn wegen nTn = 1 zu 1
2
νin vereinfachen

ergibt:

=

[
λs+ ν1n− 1

2
ν1n+ 1

2
ν2n

µs+ 1
2
ν1n+ ν2n− 1

2
ν2n

]

=

[
λs+ 1

2
ν1n+ 1

2
ν2n

µs+ 1
2
ν1n+ 1

2
ν2n

]

=

[
λs
µs

]
+ ν

[
n
n

]
mit ν :=

1

2
(ν1 + ν2)

Also erfüllt das Bild Pw eines beliebigen Vektors w ∈ R4 tatsächlich die geforderten
Bedingungen.

2.1.3.7 Gemeinsamkeiten zum 3d-Fall

Für 3d-Probleme kann man den Projektor ganz analog definieren, man fordert wiederum,
dass alle Korrekturen wA, wB aus einem nun 2-dimensionalen Unterraum U kommen
müssen und ein gemeinsames Verschieben beider Knoten in Normalenrichtung zu diesem
Unterraum zulässig ist.

Setzt man diesen Unterraum U als lineare Hülle von s1, s2 ∈ R3 an und sei n ∈ R3

die Normale auf U also sein orthogonales Komplement, so ergibt sich analog zur den
Forderungen (2.1) und (2.2)
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wA = λ1s1 + λ2s2 + νn

wB = µ1s1 + µ2s2 + νn

also bleiben 5 Freiheitsgrade und P : R6 → U ⊂ R6 mit dim(U) = 5 ist der analoge
Projektor (2.3) mit dem Unterschied, dass hier n ∈ R3 gilt.
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2.4 Ergebnisse

2.4.1 Teilaufgabe: Analyse des Nitsche-Mortaring für verschiedene
elliptische Randwertaufgaben

Die Hauptbearbeiterin dieser Teilaufgabe, Frau Dipl.-Math.techn. Kornelia Pönitz, konn-
te nach Schwangerschaft/Mutterschaftsurlaub erst im Zeitraum September 2004 bis 2005
(halbe Stelle) wieder an der Projektarbeit teilnehmen. Andererseits war es möglich, dass
Frau Dr. Beate Jung an diesem Thema mitgearbeitet hat. Die Resultate zur Teilaufgabe
sind in [HP02, HN03, Hei02, Hei03, HJ04, HJ06, HP03, HP05, Poe05] dargelegt.
Einige Resultate werden hier nochmals kurz in skizzierter Form dargelegt. Bezüglich
einer ausführlichen Ergebnisbeschreibung wird auf den umfangreichen Text im Teil 2.4
Ergebnisse des SFB-Berichtes 2004 verwiesen.

Singulär gestörte Reaktions-Diffusions-Probleme

In [HP03, HP05, Poe05] wird das Nitsche Mortaring für singulär gestörte Diffusions-
Reaktionsprobleme vom Typ −ε2∆u+ cu = f in Ω, u = 0 auf ∂Ω, weiterentwickelt, wo-
bei Ω jetzt ein allgemeines Polygongebiet ist. Das bei kleinem Parameter ε (0 < ε� 1)
entstehende Randschichtgebiet der Breite O(ε|lnε|) wird mit anisotropen Dreiecken ver-
netzt, das innere Restgebiet mit isotropen Dreiecken. Die Umgebung einspringender
Ecken wird mit graduierten Dreiecken vernetzt, wobei das Maß der Graduierung vom
Singularitätsexponenten abhängt. Am Interface Γ der Gebietszerlegung stoßen isotrope
und anisotrope Dreiecke aneinander. Für diese Kombinationen nichtkonsistenter isotro-
per und anisotroper Netze werden Finite-Elemente-Näherungen der RWA vom Nitsche-
Typ aus der Sicht der Numerischen Analysis begründet. Die Resultate und der Zugang
zum Nitsche-Mortaring sind in [HP03, HP05, Poe05] für Rechtecke und Polygongebiete
Ω sowie reguläre und nun auch singuläre Lösungen u /∈ H2(Ω) dargelegt und werden
durch numerische Beispiele illustriert.
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Betrachtet wird das Modellproblem einer Reaktions-Diffusions Gleichung auf einem Po-
lygongebiet Ω wie folgt:

Lu:=− ε2∆u+ cu = f in Ω ⊂ R2

u = 0 on ∂Ω.
(2.4)

Dabei wird angenommen, dass 0 < ε < 1 and 0 < c0 ≤ c(x) (x ∈ Ω) gelten, f hinreichend
glatt sei, mindestens f ∈ L2(Ω). Für kleine Werte von ε, 0 < ε� 1, zeigt die Lösung u
i.a. Randschichtverhalten, in den einspringenden Ecken auch Singularitätsverhalten. Das
Gebiet Ω wird wieder in nichtüberlappende Teilgebiete Ω1 und Ω2 zerlegt, so dass die
RWA äquivalent zu folgender Aufgabe ist. Finde u = (u1, u2) derart, dass die Gleichungen

−ε2∆ui + cui = f i in Ωi, ui = 0 auf ∂Ωi ∩ ∂Ω, für i = 1, 2,
∂u1

∂n1

+
∂u2

∂n2

= 0 auf Γ, u1 = u2 auf Γ,
(2.5)

erfüllt sind, wobei ni die Außennormale an ∂Ωi ∩ Γ (i = 1, 2) ist. Wir verwenden nach-
folgend V := V 1 × V 2, wobei V i :=

{
vi : vi ∈ H1(Ωi), v

i|∂Ω∩∂Ωi
= 0
}

für ∂Ω ∩ ∂Ωi 6= ∅,
V i := H1(Ωi) für ∂Ω ∩ ∂Ωi = ∅ definiert ist.

Der Finite-Elemente-Raum V i
h (Unterraum von V i) von Funktionen vi auf Ωi wird wie

folgt eingeführt: V i
h :={vi ∈ H1(Ωi) : vi|T ∈ Pk(T ) ∀ T ∈ T i

h , v
i|∂Ωi∩∂Ω = 0}, der Raum

Vh durch Vh:=V
1
h ×V 2

h = {vh = (v1
h, v

2
h) : v1

h ∈ V 1
h , v

2
h ∈ V 2

h } definiert. Für die Approxima-
tion von u auf Vh fixieren wir eine positive Konstante γ sowie reelle Parameter α1, α2

und führen die Bilinearform Bh(. , .) auf Vh × Vh und die Linearform Fh(.) auf Vh wie
folgt ein:

Bh(uh, vh) :=
2∑

i=1

(
ε2
(
∇ui

h,∇vi
h

)
Ωi

+
(
cui

h, vi
h

)
Ωi

)
−
〈

α1ε
2 ∂u1

h

∂n1
− α2ε

2 ∂u2
h

∂n2
, v1

h − v2
h

〉
Γ

−
〈

α1ε
2 ∂v1

h

∂n1
− α2ε

2 ∂v2
h

∂n2
, u1

h − u2
h

〉
Γ

+ ε2γ
∑

E∈Eh

h−1
E

(
u1

h − u2
h, v1

h − v2
h

)
E

,

Fh(vh) :=
2∑

i=1

(
f, vi

h

)
Ωi

. (2.6)

Die Gewichte im vierten Term von Bh approximieren die Funktion σ = γε2h−1(x) und
garantieren die Stabilität der Methode, falls γ hinreichend groß gewählt wird (γ > CI ).

Die Nitsche-Finite-Elemente-Approximation uh der Lösung u ist definiert durch uh =
(u1

h, u
2
h) ∈ V 1

h × V 2
h als Lösung von

Bh(uh, vh)=Fh(vh) ∀ vh ∈ Vh. (2.7)

Zur optimalen Approximation der Lösung in der Randschicht werden anisotrope Dreie-
cke benutzt ([AN98, Ape99]). Die Gebietszerlegung kann so gewählt sein, dass anisotrope
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und isotrope (gestaltsreguläre) Dreiecke nichtkonsistent aneinander stoßen. In den ein-
springenden Ecken wird das Netz entsprechend dem kleinsten Singularitätsexponenten
graduiert. Für Details siehe [HP03, HP05, Poe05]. Zur Herleitung der Stabilität der Bi-
linearform Bh(. , .) führen wir die diskrete Energie-ähnliche Norm ‖ . ‖1,h ein, die von ε2,
c(x) und vom Netz abhängt:

‖vh‖2
1,h =

2∑
i=1

(
ε2
∥∥∇vi

h

∥∥2

0,Ωi
+
∥∥√cvi

h

∥∥2

0,Ωi

)
+ ε2

∑
E∈Eh

h−1
E

∥∥v1
h − v2

h

∥∥2

0,E
. (2.8)

In dieser Norm können Stabilität und Beschränktheit der Bilinearform gleichmäßig
bezüglich ε und h bewiesen werden. Die Fehlerabschätzungen basieren auf der in [HP03,
HP05, Poe05] bewiesenen Ungleichung

‖u− uh‖1,h≤C ‖u− Ihu‖h,Ω , (2.9)

mit C unabhängig von von h ∈ (0, h0] und ε ∈ (0, 1). Hier wird eine zweite diskrete
Norm ‖ . ‖h,Ω verwendet, die von der Bilinearform Bh(. , .) abgeleitet ist:

‖v‖2
h,Ω =

2∑
i=1

(
ε2
∥∥∇vi

∥∥2

0,Ωi
+
∥∥√cvi

∥∥2

0,Ωi
+ ε2

∑
E∈Eh

hE

∥∥∥∥αi
∂vi

∂ni

∥∥∥∥2

0,E

)
+ ε2

∑
E∈Eh

h−1
E

∥∥v1 − v2
∥∥2

0,E
. (2.10)

Unter der Annahme realistischer Glattheitsvoraussetzungen über die Lösung u in Abhän-
gigkeit von ε, vergl. etwa [Ape99], kann die folgende Abschätzung für den Fehler u− uh

(uh von (2.7)) bewiesen werden, die zugleich die Konvergenz gleichmäßig bezüglich des
Parameters ε ausweist:

‖u− uh‖2
1,h≤C

(
ε |ln ε|3 h2 + h4

)
.

Die Konstante C ist unabhängig von h ∈ (0, h0] und ε ∈ (0, 1).

Zur Illustration der theoretischen Resultate zur Konvergenz durch numerische Beispiele
wird auf [HP03, HP05, Poe05] verwiesen.

Die Fourier-Finite-Elemente-Methode mit Nitsche-Mortaring

Für die effiziente Behandlung von RWA in 3D werden häufig sowohl Methoden zur Di-
mensionsreduktion als auch Gebietszerlegungsmethoden angewendet. Beide Methoden
ermöglichen die Parallelisierung der numerischen Lösung partieller Differentialgleichun-
gen.

Eine Kombination der sog. Fourier-Finite-Elemente-Methode (vgl. [Hei96, HJ04, HJ06])
mit der Nitsche-Finite-Elemente-Methode als Mortar-Methode (siehe auch [HP02, HJ04,
HJ06]) wurde für die Poisson-Gleichung mit homogenen Dirichletrandbedingungen:

−∆3û := −
3∑

i=1

∂2û

∂x2
i

= f̂ in Ω̂, û = 0 auf ∂Ω̂, Ω̂ ∈ IR3 (2.11)
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untersucht. Dabei sei Ω̂ ein beschränktes, axialsymmetrisches Gebiet, und die Punkt-
menge Ω̂\Γ0 (Γ0: der in der x3-Achse enthaltene Teil von Ω̂) werde durch Rotation einer
polygonalen Meridianebene Ωa um die x3-Achse erzeugt, siehe Abbildung 2.6(a).
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Abbildung 2.6: (a) Gebiet Ωa mit Teilgebieten; (b) Non-matching mesh

Im weiteren wird davon ausgegangen, dass die Geometrie des Gebietes Ω̂ die Voraus-
setzungen erfüllt um eine reguläre Lösung (d.h. û ∈ H2(Ω̂)) des Randwertproblems

zu garantieren, siehe [HJ06]. Auf Grund der Axialsymmetrie des Gebietes Ω̂ wird eine
Transformation in Zylinderkoordinaten r, ϕ, z (x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = z), mit
r > 0 und ϕ ∈ (−π, π] vorgenommen, wodurch die RWA (2.11) die Gestalt

−∆r,ϕ,z u := −
{

1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2

}
= f in Ω, u = 0 auf Γa × (−π, π](2.12)

erlangt, mit u(r, ϕ, z) := û(r cosϕ, r sinϕ, z) (und analog mit f , f̂) sowie Γa := ∂Ωa \Γ0,
vgl. Abbildung 2.6(a). Für die Funktionen u und f wird mit Hilfe des Funktionensys-
tems {eikϕ}k∈Z (i2 = −1; Z = {0,±1,±2, . . .}) eine partielle Fourieranalyse bzgl. des
Rotationswinkels ϕ vorgenommen:

u(r, ϕ, z) =
∑
k∈Z

uk(r, z) e
ikϕ, uk(r, z) :=

1
2π

π∫
−π

u(r, ϕ, z) e−ikϕdϕ für k ∈ Z.

Mit Hilfe dieser Fourieranalyse wird die 3D-RWA (2.12) in eine unendliche Folge ent-
koppelter 2D-RWA:

−
{

∂2uk

∂r2
+

∂2uk

∂z2
+

1
r

∂uk

∂r

}
+

k2

r2
uk = fk in Ωa ∀k ∈ Z,

(2.13)
uk = 0 on Γa ∀k ∈ Z, uk = 0 on Γ0 ∀k ∈ Z \ {0}

zerlegt, wobei uk (k ∈ Z) die Fourierkoeffizienten der Lösung u von (2.12) sind. Zur nähe-
rungsweisen Lösung der 2D-RWA (2.13) wird die im folgenden beschriebene Nitsche-
Finite-Elemente-Diskretisierung (kurz: Nitsche-FE-Diskretisierung) eingesetzt. Hierzu
wird eine Zerlegung des Gebietes Ωa in zwei polygonal berandete Teilgebiete Ω1

a, Ω2
a

mit Ωa = Ω
1

a ∪ Ω
2

a, Ω1
a ∩ Ω2

a = ∅, Γ = Ω
1

a ∩ Ω
2

a (siehe Abbildung 2.6(a)) vorgenom-
men. Für jedes k ∈ Z ist dann die Lösung der RWA (2.13) äquivalent zur Lösung des
folgenden Problems:
Finde (u1

k, u
2
k) = (uk|Ω1

a
, uk|Ω2

a
) derart, dass

−
{

∂2ui
k

∂r2
+

∂2ui
k

∂z2
+

1
r

∂ui
k

∂r

}
+

k2

r2
ui

k = fk in Ωi
a, i = 1, 2,

∂u1
k

∂n1
+

∂u2
k

∂n2
= 0 auf Γ, u1

k = u2
k auf Γ (2.14)
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sowie die Randbedingungen ui
k = 0 auf ∂Ωi

a∩Γa, u
i
k = 0 auf ∂Ωi

a∩Γ0 (nur für k ∈ Z\{0})
erfüllt sind; in (2.14) bezeichnet ni (i = 1, 2) die Außennormale zu ∂Ωi

a ∩ Γ.

Für die numerische Approximation der Lösungen von (2.14) werden auf den Teilge-
bieten Ωi

a (i = 1, 2) quasi-uniforme Triangulationen T i
h (i = 1, 2; h ∈ (0, h0]: Vernet-

zungsparameter), bestehend aus Dreiecken T (T = T ), eingeführt. Die Triangulationen
T 1

h und T 2
h sind unabhängig voneinander und müssen an der Schnittlinie Γ der beiden

Teilgebietsränder nicht zusammenpassen (non-matching mesh). Abbildung 2.6(b) zeigt
ein einfaches Beispiel für eine solche Vernetzung. Die mit Hilfe von T 1

h , T 2
h definierten

Finite-Elemente-Räume werden mit Vah := V 1
ah×V 2

ah und Wah := W 1
ah×W 2

ah bezeichnet,
wobei V i

ah (i = 1, 2) den Raum der über Ωi
a stetigen, stückweise linearen Funktionen

bezeichnet; für die Funktionen aus W i
ah ist zusätzlich die homogene Dirichletrandbe-

dingung auf Γ0 (vgl. auch (2.13)) erfüllt. Weiterhin wird eine aus Intervallen E = E
bestehende Vernetzung Eh der Schnittlinie Γ eingeführt. In [HJ04, HJ06] werden weitere
Bedingungen an Eh genauer erläutert.

Die Nitsche-FE-Approximationen u0h = (u1
0h, u

2
0h) ∈ Vah und ukh = (u1

kh, u
2
kh) ∈ Wah,

k ∈ Z \ {0}, der Lösungen uk = (u1
k, u

2
k) von (2.14) sind definiert als Lösungen der

Gleichungen

Bh,k(ukh, vh) = Fh,k(vh) ∀vh ∈ Wah, k ∈ Z \ {0} (bzw. ∀vh ∈ Vah, k = 0) (2.15)

mit

Bh,k(uh, vh) :=
2∑

i=1

{(
∇ui

h,∇vi
h

)
1/2,Ωi

a
+ k2

(
ui

h, v
i
h

)
−1/2,Ωi

a

}
−
〈
α1

∂u1
h

∂n1
− α2

∂u2
h

∂n2
, v1

h − v2
h

〉
1/2,Γ

−
〈
α1

∂v1
h

∂n1
− α2

∂v2
h

∂n2
, u1

h − u2
h

〉
1/2,Γ

+ γ
∑

E∈Eh

h−1
E

(
u1

h − u2
h, v

1
h − v2

h

)
1/2,E

(2.16)

Fh,k(vh) :=
2∑

i=1

(f i
k, v

i
h)1/2,Ωi

a

und reellen Parametern αi (i = 1, 2) mit α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1. Mit 〈·, ·〉1/2,Γ ist das

[H
1/2
1/2,∗(Γ)]′ ×H

1/2
1/2,∗(Γ)-Dualitätspaar (siehe [HJ04]) bezeichnet, (·, ·)β,E (β = ±1/2) ist

das gewichtete L2,1/2(E) Skalarprodukt (v, w)β,E =
∫
E

vwrβds (r: Abstand zur Rotati-

onsachse) und γ eine hinreichend große positive Konstante (siehe [HJ04, HJ06]). Die we-
sentlichen Unterschiede zwischen Bh,k(·, ·) aus (2.16) und den in [HP02, HN03] betrach-
teten Bilinearformen bestehen im Vorhandensein von Gewichtsfaktoren der Form rβ,
β = ±1/2, im Skalarprodukt sowie in der Abhängigkeit vom Fourierparameter k. Dies
erfordert modifizierte Techniken beim Nachweis der Elliptizität und Beschränktheit
von Bh,k(·, ·) sowie vor allem beim Beweis von Abschätzungen für den Approximati-
onsfehler uk − ukh (k ∈ Z) in geeigneten Normen; für Details sei auf [HJ04, HJ06]
verwiesen.

Mit Hilfe der Räume VhN und der Funktionale BN
h (·, ·), FN

h (·, ·):

VhN :=
{
v(r, ϕ, z) =

∑
|k|≤N

vkh(r, z) e
ikϕ : v0h∈Vah, vkh∈Wah (1 ≤ |k| ≤ N)

}
,

BN
h (u, v) := 2π

∑
|k|≤N

Bh,k(uk, vk) , FN
h (v) := 2π

∑
|k|≤N

Fh,k(vk)
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wird die kombinierte Fourier-Nitsche-FE-Methode zur Lösung der 3D-RWA (2.12) defi-
niert:

Finde uhN ∈ VhN so dass BN
h (uhN , vhN) = FN

h (vhN) ∀vhN ∈ VhN . (2.17)

Die Lösung uhN von (2.17) entsteht durch Fouriersynthese der Lösungen ukh = (u1
kh, u

2
kh)

der 2D-RWA (2.15):
uhN = (u1

hN , u
2
hN) mit ui

hN =
∑
|k|≤N

ui
kh(r, z) e

ikϕ für i = 1, 2.

Das Hauptresultat der Konvergenzanalyse für die kombinierte Fourier-Nitsche-FE-Me-
thode besteht in den folgenden Abschätzungen (zum Beweis siehe [HJ04, HJ06]):

‖u− uhN‖1,h,Ω≤C(h+N−1)‖f‖X0
1/2

(Ω), ‖u− uhN‖X0
1/2

(Ω)≤C(h2 +N−2)‖f‖X0
1/2

(Ω)(2.18)

für die Lösung u der 3D-RWA (2.12) und ihre Approximation uhN aus (2.17). Die H1-
ähnliche Norm ‖ · ‖1,h,Ω in (2.18) ist gegeben durch

‖v‖2
1,h,Ω :=

2∑
i=1

|vi|2X1
1/2

(Ωi)+
∑

E∈Eh

h−1
E ‖v1 − v2‖2

X0
1/2

(E×(−π,π]), (2.19)

mit Ωi := Ωi
a × (−π, π], i = 1, 2. Die X1

1/2-Halbnorm (bzw. die X0
1/2-Norm) in (2.19)

resultiert aus der H1-Halbnorm (bzw. L2-Norm) nach Transformation der entsprechen-
den Funktion in Zylinderkoordinaten, siehe auch [Hei96, HJ04, HJ06]. Die Abschätzun-
gen in (2.18) sagen insbesondere aus, dass die Diskretisierungsparameter h und N un-
abhängig voneinander gewählt werden können.

Bei den numerischen Experimente zur kombinierten Fourier-Nitsche-FE-Methode wurde
eine RWA vom Typ (2.12) mit zwei Varianten einer Gebietszerlegung untersucht. Die
Meridianebene Ωa ist ein Fünfeck mit den Eckpunkten (0, 0), (1, 0), (2, 1), (1, 2) und
(0, 2), siehe Abbildung 2.7. Die rechte Seite f wird so gewählt, dass die exakte Lösung
der RWA (2.12) lautet:
u(r, ϕ, z) = −r2 (r − z − 1) (r + z − 3) (z2 − 2z)Φ(ϕ) mit Φ(ϕ) := −[ |ϕ|(π + ϕ)]1.51 für
ϕ ∈ (−π, 0] und Φ(ϕ) := [ϕ(π − ϕ)]1.51 für ϕ ∈ (0, π].
Für das Beispiel 1 sind die Teilgebiete durch Ω1

a = {(r, z) ∈ Ωa : z > 1} und Ω2
a =

{(r, z) ∈ Ωa : z < 1} gegeben. Abbildung 2.7(a) zeigt dieses Gebiet mit der Anfangsver-

netzung. Für das Beispiel 2 wurden die Teilgebiete Ω1
a = Ωa\Ω

2

a, Ω2
a = (0.5, 1)×(0.5, 1.5)

gewählt, siehe Abbildung 2.7(b). Die Anfangsvernetzung wurde jeweils durch Drei-
ecksviertelung verfeinert, wobei insgesamt fünf Verfeinerungslevel verwendet wurden:
{h1, h2, . . . , h5}. Für die Diskretisierung bzgl. N (Anzahl der Fourierkoeffizienten der
Näherungslösung) wurden die folgenden fünf Level verwendet: N1 = 8 und Ni+1 = 2Ni

für i = 1, 2, 3, 4. Der experimentellen Ermittlung der Konvergenzordnung liegen die Re-
lationen

‖u−uhN‖X0
1/2

(Ω) ≈ C
(0)
1 hβ0 +C

(0)
2 N−δ0 , ‖u−uhN‖1,h,Ω ≈ C

(1)
1 hβ1 +C

(1)
2 N−δ1 (2.20)

zugrunde. Die Parameter C
(i)
1 und C

(i)
2 (i = 1, 2) wurden für zwei benachbarte Level

von h und N als annähernd konstant vorausgesetzt. Die Tabelle 2.1 zeigt die in den Ex-
perimenten erzielten Fehlernormanteile eh,0, eh,1 bzgl. des Diskretisierungsparameters h
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Abbildung 2.7: (a) Teilgebiete für Beispiel 1; (b) Teilgebiete für Beispiel 2

für die Level h1, . . . , h5 bei festem N = 64 und die daraus ermittelten Konvergenzord-
nungen βobs,0, βobs,1.

Level Beispiel 1 Beispiel 2

eh,0 βobs,0 eh,1 βobs,1 eh,0 βobs,0 eh,1 βobs,1

h1 1.9744e-1 – 3.2666e 0 – 2.1707e-1 – 3.2335e 0 –

h2 5.2963e-2 1.90 1.6019e 0 1.03 5.7896e-2 1.91 1.6267e 0 0.99

h3 1.3735e-2 1.95 7.9030e-1 1.02 1.4979e-2 1.95 8.1276e-1 1.00

h4 3.4580e-3 1.99 3.9249e-1 1.01 3.7667e-3 1.99 4.0595e-1 1.00

h5 8.6936e-4 1.99 1.9562e-1 1.00 9.4788e-4 1.99 2.0286e-1 1.00

Tabelle 2.1: Fehlernormen und Konvergenzordnungen für h = h1, . . . h6 und N = 64

Level eN,0 δobs,0 eN,1 δobs,1

N1 4.3976e-2 – 5.9030e-1 –

N2 1.1859e-2 1.89 3.0529e-1 0.95

N3 3.0510e-3 1.96 1.5447e-1 0.98

N4 7.6852e-4 1.99 7.6487e-2 1.01

N5 1.8893e-4 2.02 3.6008e-2 1.09

Tabelle 2.2: Fehlernormen und Konvergenzordnungen für h = h5 und N = N1, . . . , N5

Die beobachteten Konvergenzordnungen zeigen für beide Beispiele eine gute Überein-
stimmung mit den gemäß der Abschätzungen (2.18) theoretisch erwarteten Werten
βexp,0 = 2, βexp,1 = 1.
In der Tabelle 2.2 sind die experimentell ermittelten Fehlernormanteile eN,0, eN,1 bzgl. des
DiskretisierungsparametersN für die LevelN1, . . . , N5 bei festem h = h5 und die entspre-
chenden Werte δobs,0, δobs,1 dargestellt. Es wird nicht zwischen Beispiel 1 und Beispiel 2
unterschieden, da die erzielten Resultate übereinstimmten. Die Resultate aus Tabelle 2.2
bestätigen die theoretisch erwarteten Konvergenzordnungen δexp,0 = 2, δexp,1 = 1.

Lamé Gleichungen

In [Poe05] wird die Mortar-Methode nach Nitsche für die Lamé Gleichungen betrachtet,
wobei gemischte Randbedingungen und Polygongebiete zugelassen sind. Für die Lösun-
gen u (Lösung, Räume jeweils vektoriell) des Randwertproblems gilt: u ∈ H1+δ(Ω),
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δ > 0, δ. In [Poe05] werden für die Behandlung der Normalspannungen Sobolevräume
mit Potenzgewichten rβ angewendet (da σn|Γ 6∈ L2(Γ) gilt) und neue Werkzeuge (Feh-
lerfunktionale, Spursätze) für die Fehlerabschätzung bearbeitet. Diese führen auch bei
verminderter Glattheit der Lösung zu optimalen Fehlerabschätzungen in einer diskreten
H1-ähnlichen und der L2-Norm. So können für stückweise lineare Ansätze, die unstetig
auf polygonalem Interface Γ sind, die Konvergenzraten O(h) bzw. O(h2) nachgewiesen
werden. Im Ergebnis numerischer Experimente werden Aussagen zu den Konvergenz-
raten gemacht, die in guter Übereinstimmung mit den theoretischen Resultaten liegen.

2.4.2 Teilproblem: Kontakt

Die folgenden Grafiken sollen die Ergebnisse der Vorgehensweise aus Abschnitt 2.3.3
illustrieren.

A) Zwei Körper

Als erstes Beispiel zum Kontakt eines elastischen Körpers mit einem zweiten sei das in
Abbildung 2.8 skizzierte Problem betrachtet.

Abbildung 2.8: Zweikörperkontaktproblem

Der unterer rechteckige Körper ruht auf einer festen Unterlage, d.h. in seinem rot mar-
kierten unteren Kantenbereich ist durch eine Dirichlet-Randbedingung einer Verschie-
bung von Null vorgegeben.

Der obere Körper mit wird an seiner oberen Kante durch eine vorgegebene Verschiebung
in den unteren Körper hineingedrückt.
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Abbildung 2.9: Ausgangsvernetzung zum Zweikörperkontaktproblem

Beide Körper bestehen aus gleichartigem Material. In Abbildung 2.9 ist die Vernetzung
der Ausgangssituation dargestellt. Das halbkeisförmige untere St’uck des oberen Körpes
ist erst durch zwei Elemente vernetzt, weshalb es als Dreieck erscheint. Die zugehörigen
Kanten tragen jedoch die notwendigen Geometrieinformationen, so dass bei weiterer
Verfeinerung die wahre Geometrie immer besser approximiert wird.

Insbesondere ist im 0-ten Schritt noch kein Eindringungstest vorgenommen worden, der
mittlere untere Knoten des oberen Körpers ist in den unteren Körper eingedrungen.

Im nächsten Schritt der Verfeinerung (Abbildung 2.10) wird dieses Eindringen erkannt
und eine konforme Lösung bestimmt.

Mit weiteren Verfeinerungsschritten wird die Kontaktzone und die Kantengeometrie im-
mer besser aufgelöst. In den Abbildung 2.11 und 2.12 ist die Lösung nach 8 Verfeine-
rungsschritten dargestellt. Zumr besseren Übersicht in der Kontaktzone wurde jedoch
in Abbildung 2.12 der obere Körper bei der darstellung ein kleines Stück vom unteren
Körper zurückgezogen.
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Abbildung 2.10: Zweikörperkontaktproblem nach dem ersten Verfeinerungschritt
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Abbildung 2.11: Zweikörperkontaktproblem nach mehreren Verfeinerungschritten
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Abbildung 2.12: Abbildung 2.11 mit getrennten Körpern
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B) Kontakt eines elastischen Körpers mit sich selbst

Als Beispiel zum Kontakt eines elastischen Körpers mit sich selbst sei das in Abbildung
2.13 skizierte Problem betrachtet.

Abbildung 2.13: Kontaktproblem eines Körpers in sich

Ein elastischer Körper ruht auf einer festen Unterlage, d.h. im rot markierten Kantenbe-
reich ist durch eine Dirichlet-Randbedingung einer Verschiebung von Null vorgegeben.

Im inneren des Körpers greift eine konstante, nach unten gerichtetete Volumenlast an.

Ohne Berücksichtigung des Kontaktes des Körpers in sich, führt die Berechnung des ver-
schiebungsfeldes zu einer Selbstdurchdringung des Körpers, wie in Bild 2.14 dargestellt
ist.
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Abbildung 2.14: Verschiebungsfeld ohne Kontakt

Beachtet man jedoch die potentielle Kontaktzone in der Mitte des Körpers, so erhält
man ein konformes Verschiebungsfeld wie in den Bildern 2.15 und 2.16 dargestellt.
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Abbildung 2.15: Verschiebungsfeld mit Kontakt
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Abbildung 2.16: Verschiebungsfeld mit Kontakt
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Insgesamt muss bemerkt werden, dass die Einbettung des Kontaktalgorithmus in die
adaptive Finite Elemente Technik einen sehr robusten Gesamtalgorithmus liefert. Wie
folgender Plot des Fehlerschätzers über die Freiheitsgrade zeigt, entsteht insgesamt ein
Aufwand, der kaum größer ist als bei einem einfachen linear elastischen Deformations-
problem ohne Kontakt.
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2.4.3 Teilaufgabe: randkonzentrierte hp-FEM

Wollen wir die Lösung eines Randwertproblems mittels randkonzentrierter hp-FEM be-
stimmen, so führt dies auf ein großdimensionales lineares Gleichungssystem, wobei die
Anzahl N der Unbekannten durchaus die Größenordnung von einigen Millionen anneh-
men kann. Speziell für den 2D-Fall wurde bereits in [KM02] ein auf der LU -Zerlegung
der Steifigkeitsmatrix beruhender Lösungsalgorithmus vorgestellt, der uns die gesuchte
Lösung nach O(N log8N) Rechenoperationen liefert. Wollen wir jedoch 3D-Probleme
lösen, die schwache Besetztheit der Steifigkeitsmatrix ausnutzen oder aber haben wir,
um Speicherplatz zu sparen, die Steifigkeitsmatrix gar nicht explizit aufgestellt, sondern
stattdessen nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation implementiert, so kommen eigentlich
nur iterative Lösungsverfahren in Frage. Das wohl bekannteste Iterationsverfahren ist
der PCG-Algorithmus. Betrachten wir das zu lösende lineare Gleichungssystem

Au = b (2.21)

mit symmetrisch positiv definiter Matrix A ∈ RN×N , b ∈ RN und geeignetem Vorkon-
ditionierer B−1 ∈ RN×N , ebenfalls symmetrisch positiv definit, so bestimmt der PCG-
Algorithmus, ausgehend von einer Startnäherung u0 ∈ RN , eine Folge {uk}k=0,1,... ⊂ RN ,
die mit

〈u, v〉A := 〈Au, v〉 , ‖u‖2
A := 〈u, u〉A

und exakte Lösung u∗, der Abschätzung

‖u∗ − uk‖A ≤ 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)k

‖u∗ − u0‖A, κ = cond2(AB
−1) =

λmax(AB
−1)

λmin(AB−1)
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genügt. Wie wir an dieser Fehlerabschätzung sehen, ist die Konditionszahl κ von ent-
scheidender Bedeutung für die Konvergenzgeschwindigkeit des PCG-Algorithmus. Lei-
der ist bei der randkonzentrierten FEM aber ausschließlich das reine Dirichlet-Problem
von Haus aus gut konditioniert. Aus der hierfür in [KM03] gezeigten Schranke von
O(logβ N) für die Konditionszahl der diagonalskalierten Steifigkeitsmatrix, wobei β ≥ 0
von der Wahl der Formfunktionen abhängt, folgt, dass sich im Falle reiner Dirichlet-
Randbedingungen selbst mit simpler Diagonalskalierung noch akzeptable Konvergenz-
raten im PCG erzielen lassen. Ganz anders sieht die Sache jedoch aus, sobald wir es mit
Neumann- bzw. gemischten Randbedingungen zu tun haben. Um auch diese Probleme
effektiv lösen zu können, ist ein guter Vorkonditionierer unentbehrlich.

Wir haben zwei auf der Additiv-Schwarz-Methode basierende Vorkonditionierer für die
randkonzentrierten FEM entwickelt, die sowohl für 2- als auch 3-dimensionale Probleme
mit Dirichlet-, Neumann- oder gemischten Randbedingungen anwendbar sind und dabei
beweisbar zu optimalen, von der Problemgröße N unabhängigen Konditionszahlen O(1)
führen. Für eine detailierte Beschreibung sowie den theoretischen Hintergrund verweisen
wir auf [Eib06] und betrachten an dieser Stelle stattdessen zwei Beispielrechnungen.

Unser erstes Beispiel ist ein Randwertproblem auf dem L-Gebiet: Wir betrachten

−∆u = f auf Ω = (0, 1)2\([0, 1]× [−1, 0])

∂u

∂n
= 0 auf ΓN = ({−1} × [−1, 1]) ∪ ([−1, 1]× {1})

u = 0 auf ΓD = ∂Ω\ΓN

mit einer rechten Seite f , so dass die exakte Lösung gegeben ist durch

u = r
2
3 sin

(
2

3
ϕ

)(
1− r2 cos2 ϕ

) (
1− r2 sin2 ϕ

)
(1 + r cosφ)(1− r sinφ).

Mit dem zweiten Beispiel wollen wir ein Gebiet mit kompliziertem Rand betrachten: Auf
dem in Abbildung (2.18) dargestellten Gebiet betrachten wir das Randwertproblem

−∆u = 1 auf Ω
∂u

∂n
= 0 auf ΓN = {(x, y) ∈ ∂Ω | y < 0}

u = 0 auf ΓD = ∂Ω\ΓN .

In beiden Beispielen starten wir mit einem Grobgitter N0 und erzeugen mittels eines
geeigneten Algorithmus (siehe [Eib06])) eine Folge hierarchisch geschachtelter geometri-
scher Netze {Nj}j=0,1,...,M mit Randgitterweiten hj ∼ 2−jh0. Die zum Netz Nj gehörige
Polynomgradverteilung definieren wir zu

pK,j :=

⌊
3

2
+ α ln

(
hK

hj

)⌋
∀ K ∈ T (Nj), hj := Länge der kürzesten Kante aus Nj,

wobei wir konkret α = 1 wählen.

Die Ergebnisse unserer Rechnungen sind in den Abbildungen 2.17 und 2.18 dargestellt.
CG steht hierbei für den nicht vorkonditionierten CG-Algorithmus und mit PCG-1 bzw.
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PCG-2 bezeichnen wir unsere beiden Vorkonditionierer. Alle Iterationen wurde mit
u0 ≡ 0 gestartet. Die angegebenen Iterationszahlen beziehen sich auf die Anzahl von
Iterationsschritten, die notwendig ist, um das Residuum um einen vorgegeben Faktor zu
reduzieren. Wie anhand unserer theoretischen überlegungen (siehe [Eib06]) zu erwarten,
bleiben die Iterationszahlen der PCG-Algorithmen beschränkt und liegen deutlich unter
denen des CG-Algorithmus.

Abbildung 2.17: (Beispiel L-Gebiet) Links: Netz von Level 4. Rechts: Iterationszahlen
um ‖rk‖2/‖r0‖2 ≤ 10−12 zu erreichen

L #Elemente pmax N CG PCG-1 PCG-2
0 12 1 6 4 4 4
1 48 1 24 14 14 11
2 168 1 84 29 25 18
3 392 1 196 46 36 22
4 840 2 525 87 44 24
5 1736 3 1181 195 51 25
6 3528 3 2657 263 55 27
7 7112 4 5818 368 60 27
8 14280 5 12114 474 63 28
9 28616 6 25070 581 66 29

10 57288 6 51202 691 69 30
11 114632 7 103843 884 71 31
12 229320 8 209003 1120 74 31
13 458696 8 419807 1316 77 31
14 917448 9 841904 1596 79 33
15 1834952 10 1685928 — 81 33

Abbildung 2.18: (Beispiel Schneeflocke) Links: Grobgitter & Netz von Level 1 Rechts:
Iterationszahlen um ‖rk‖2/‖r0‖2 ≤ 10−10 zu erreichen

L #Elemente pmax N CG PCG-1 PCG-2
0 298 1 149 63 44 44
1 1054 3 619 185 78 57
2 3346 4 2096 318 79 62
3 8398 5 5227 477 104 65
4 18826 5 12963 659 106 70
5 40006 6 30024 927 112 78
6 82690 7 66228 1156 120 79
7 168382 7 141311 1644 128 80
8 340090 8 296938 2321 133 81
9 683830 9 613767 3282 138 81

10 1371634 10 1253012 4638 142 81



A12 Heinrich/Meyer 61

Literaturverzeichnis

[AN98] Th. Apel and S. Nicaise. The finite element method with anisotropic mesh grading
for elliptic problems in domains with corners and edges. Math.MethodsAppl.Sci.,
21:519–549, 1998.

[Ape99] Th. Apel. Anisotropic finite elements: Local estimates and applications. Advances
in Numerical Mathematics. Teubner, Stuttgart, 1999. Habilitationsschrift.

[Eib06] K. Pietsch. Adaptive- und randkonzentrierte hp-FEM. Manuskript zur Dissertation
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2.5 Offene Fragen / Ausblick

Kontaktsimulation

Die Ergebnisse der 2D–Simulation legen die Verallgemeinerung ins 3–Dimensionale na-
he, was auch bei Anwendungen im Ingenieurbereich die eigentliche Herausforderung
darstellt. Technisch erfordert dies keine wesentlichen Änderungen, weil die Projektions-
operatoren analog definiert werden können.

Teilweise sind auftretende Oszillationen im Bereich der Kontaktzone des Zweikörper-
problems noch problematisch. Weiterhin ist eine effektive Verwaltung der Knoten und
Kantenpaarungen im zweidimensionalen und besonders von Facepaarungen im dreidi-
mensionalen für eine effektive Implementierung noch offen.

Diese Fragen werden zum Teil in der Fortsetzung der Problematik innerhalb des DFG-
Projektes ME 1224/5-1 im Paketantrag

”
Numerische Simulaton gekoppelter Aufgaben

der Mechanik“ bearbeitet werden.
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Nitsche-Mortaring

a) Für parabolische Differentialgleichungen wären Finite-Elemente-Methoden vom Nit-
sche-Typ für Gebietszerlegungen im Fall allgemeiner polygonaler Gebiete aus der Sicht
der Numerischen Analysis zu begründen. Unter sehr schwachen und anwendungsrele-
vanten Voraussetzungen interessiert der Nachweis von Eigenschaften der Diskretisierung
sowie von Fehlerabschätzungen und Konvergenzraten.

b) Für elliptische Probleme (Poisson, Lamé) mit gemischten Randbedingungen über all-
gemeinen polygonalen Gebieten Ω ⊂ R2 wären a posteriori Fehlerabschätzungen für die
Finite-Elemente-Methode vom Nitsche-Typ (Nitsche-Mortaring) aus der Sicht der Nu-
merischen Analysis zu begründen.
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2.1 Teilprojekt A15

Parallele numerische Lösung von Optimalsteuerungsproblemen für instationäre Diffusions-
Konvektions-Reaktionsgleichungen

2.1.1 Antragsteller

Prof. Dr. Peter Benner
25.05.1967
Professur Mathematik in Industrie und Technik
Fakultät für Mathematik
Technische Universität Chemnitz
09107 Chemnitz
Tel.: (0371) 531-8367
Fax: (0371) 531-2657
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2.1.2 Projektbearbeiter

Dipl.-Math. Jens Saak (04/04-12/05)
Dipl.-Math. Sabine Görner (10/04-12/05)

2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Das Ziel dieses Projektes bestand darin, numerische Algorithmen für die optimale Steue-
rung von stationären Diffusions-Konvektions- oder auch Diffusions-Reaktionsgleichungen
mit Methoden der Zustands- bzw. Ausgangsrückführung zu entwickeln. Dabei sollten so-
wohl lineare als auch nichtlineare Probleme behandelt werden.

2.2.1 Lineare Probleme

Betrachtet man zunächst Rand- oder Punktsteuerungsprobleme für lineare parabolische
Probleme (lineare Diffusions-Konvektions- oder Diffusions-Reaktionsgleichungen mit der
instationären Wärmeleitungsgleichung als einfachstem Beispiel) und legt ein quadrati-
sches Kostenfunktional vor, so lässt sich die Aufgabe der Berechnung der optimalen
Steuerung durch Interpretation als abstraktes linear-quadratisches Optimalsteuerungs-
problem (oder auch linear-quadratisches Regelungsproblem, kurz: LQR Problem) auf die
Berechnung einer stabilisierenden Zustandsrückführung (Feedback) für ein unendlich-
dimensionales lineares System zurückführen. Dazu muss eine nichtlineare Operatorglei-
chung gelöst werden, die aufgrund der quadratischen Nichtlinearität auch als Operator-
Riccatigleichung bezeichnet wird. Bei der numerischen Lösung des LQR Problems wird
zunächst die zugrundeliegende PDE semidiskretisiert, dadurch entsteht ein i.d.R. hoch-
dimensionales endlichdimensionales LQR Problem. Für solche Probleme wurden vom
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Antragsteller schon im Vorfeld des Projektes neue, effiziente Verfahren (mit-)entwickelt,
die jedoch nur einen algorithmischen Rahmen bildeten. Diese sollten über geeignet zu
definierende Schnittstellen mit Lösern für das zugrundeliegende stationäre (elliptische)
Vorwärtsproblem gekoppelt werden. Mit der Bereitstellung numerischer Methoden zur
Lösung des LQR Problems lässt sich dann auch das duale Problem der Berechnung eines
Kalman-Filters lösen, da die selben Rechentechniken benötigt werden. Damit kann dann
insgesamt ein LQG (linear-quadratisch Gauß’sches) Design für parabolische Probleme
durchgeführt werden.

2.2.2 Nichtlineare Probleme

Bei nichtlinearen Aufgabenstellungen, die durch nichtlineare Differentialoperatoren oder
nichtlineare Randbedingungen entstehen, kann eine Klasse von Optimalsteuerungspro-
blemen, die sogenannten Folgeregelungsprobleme, mit Hilfe von Zustands- oder Aus-
gangsrückführungen gelöst werden. Da im Allgemeinen eine Berechnung der optima-
len Steuerung nicht direkt oder nicht mit vertretbarem Aufwand möglich ist wie im
linearen Fall, verwendet man verschiedene suboptimale Strategien. Dazu sollte hier mo-
dellprädiktive Steuerung (kurz MPC, von engl., model predicitive control, auch receding
horizon control oder, in Spezialfällen, instantane Kontrolle genannt) eingesetzt werden.
Im gewählten Ansatz wird der gesamte Zeithorizont mit kürzeren Zeitfenstern über-
deckt, auf denen dann mit Hilfe eines LQG Designs Hilfsprobleme gelöst werden. Für
das LQG Design benötigt man die oben genannten numerischen Methoden für das nach
Linearisierung entstehende parabolische Problem. Aufgrund der Laufzeit von insgesamt
nur einem Jahr (für den mit nichtlinearen Problemen erfassten Projektteil) konnte für
die nichtlineare Aufgabenstellung nur ein erster Einblick gewonnen werden. Dieses Pro-
blem wird in einem Nachfolgeprojekt (DFG Normalverfahren, BE3715/1-1) detailliert
bearbeitet.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

Im Allgemeinen betrachten wir folgende Problemstellung:

min
u∈L2(0,Tf ;U)

∫ Tf

0

g(y(t),u(t)) dt+m(y(Tf )) (2.1)

für 0 < Tf ≤ ∞ unter der dynamischen Nebenbedingung

ẋ(t) = f(x(t)) + Bu(t) für t > 0, x(0) = x0, u(t) ∈ U (2.2)

y(t) = Cx(t), (2.3)

wobei x,x0 ∈ X , y ∈ Y . Es bezeichnen x die Zustände und u die Steuerungsfunkti-
on. Der Tatsache, dass nicht immer alle Zustände für die Optimierung zugänglich sind,
tragen wir durch Hinzunahme der Ausgangsfunktion y Rechnung. Dabei sind im All-
gemeinen u(t) ∈ U die Eingangsgrößen (Kontrollen, Stellgrößen, Regelungsparameter),
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y(t) ∈ Y die Ausgangsgrößen (Beobachtungen, Messungen), und x(t) ∈ X die Zustands-
variablen, die sich als Lösung einer (partiellen oder gewöhnlichen) Differentialgleichung
ergeben. Wir haben uns hier auf den Fall konzentriert, dass x Lösung einer instati-
onären partiellen Differentialgleichung, f mithin ein linearer oder nichtlinearer partieller
Differentialoperator von elliptischem Typ, ist.

2.3.1 Lineare Probleme

Im Mittelpunkt standen Optimalsteuerungsprobleme der in (2.1) und (2.2) beschrie-
benen Form, die durch abstrakte linear-quadratische Optimalsteuerungsprobleme bzw.
linear-quadratische Regelungsprobleme, kurz LQR Probleme beschrieben werden können.
Das heißt, (2.1) ist quadratisch in y und u und (2.2) ist linear in x und u.

Die optimale Steuerung dieses Problems lässt sich als Feedback-Steuerung der Form

u∗(t) = −R−1B∗Π∞x∗(t),

angeben, wobei Π∞ die eindeutige nichtnegative Lösung der Riccatigleichung

0 = <(Π) = C∗QC + A∗Π + ΠA− ΠBR−1B∗Π,

ist.

Für die numerische Umsetzung war eine Diskretisierung erforderlich. Im Vorfeld [Saa03,
Ben04] des Projektes wurde basierend auf [BK84, BI91] die Strategie “semi-discretize–
optimize–semi-discretize” vorgestellt, welche auf ein lineares, endlich-dimensionales Pro-
blem führt. Analog zum unendlichdimensionalen Problem ergibt sich die Lösung wieder
als Zustandsrückführung, zu deren Berechnung die Lösung einer algebraischen Riccatig-
leichung erforderlich ist. Dafür hat der Antragsteller schon Algorithmen (mit-)entwickelt,
welche in diesem Teilprojekt eingebunden werden sollten. Die Verfahren basieren auf
einem Newton-Verfahren für algebraische Riccatigleichungen, welches auf einer ADI-
artigen Lösung der linearen Matrixgleichung [BLP00, LW02, Wac88] in jedem Newton-
Schritt beruht.

Dabei sollte die Lösung des endlichdimensionalen Problems für immer feinere Diskreti-
sierungen gegen die Lösung des unendlichdimensionalen Problems konvergieren. Un-
ter einigen Voraussetzungen an das Diskretisierungsschema, die z.B. von Standard-
Galerkin-Verfahren erfüllt werden, konnte in [BK84] für lineare parabolische Probleme
mit verteilter Kontrolle und homogenen Dirichlet-Randbedingungen gezeigt werden, dass
die Lösungen der endlichdimensionalen LQR Probleme gleichmäßig gegen die gesuchte
Lösung des unendlichdimensionalen Problems konvergieren. Diese Aussagen konnten in
[BS05] auf Probleme mit gemischten Randbedingungen übertragen werden.

Die obigen Ausführungen beziehen sich auf Stabilisierungsprobleme. Betrachtet man nun
Folgeregelungsprobleme, das heißt, Probleme, bei denen an eine gegebene Referenztra-
jektorie gesteuert werden soll, dann kann man das ebenfalls als Stabilisierungsproblem
für die Abweichung des aktuellen Zustands von der Referenztrajektorie auffassen. Es
kam also die Frage auf, ob man dieses Problem mit den vorhandenen Routinen für das
Stabilisierungsproblem lösen kann.
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2.3.2 Nichtlineare Probleme

Hier betrachteten wir nichtlineare Diffusions-Konvektions- bzw. Diffusions-Reaktionsprobleme
der Form

∂

∂t
Sx +∇ · (C(x)−K(∇x))−Q(x) = Bu(t), t ∈ [0, Tf ], (2.4)

auf Ω ∈ Rd, d = 1, 2, 3, mit geeigneten Anfangs- und Randbedingungen. Hierbei sind S
ein (nur von Ort und Zeit abhängiger) Speicherterm, C der konvektive Anteil, K der dif-
fusive Anteil, und Q ein ungesteuerter Quellterm. Die Steuerung erfolgt entweder über
den gesteuerten Quellterm Bu oder die Randbedingungen, wobei nichtlineare Proble-
me auch bei linearen Gleichungen der Form (2.4) durch nichtlineare Randbedingungen
entstehen.

Im ersten Schritt wurde sich hier zunächst auf semilineare und quasilineare Proble-
me konzentriert, wobei Steuerungsprobleme für die nichtlineare Wärmeleitungsgleichung
und die Burgers-Gleichung als erste Modellbeispiele dienen sollten.

Die Lösungsstrategie folgte der modellprädiktiven Kontrolle (MPC) (bzw. Receding Ho-
rizon Regelung). Dabei werden kleinere linearisierte Probleme auf kleinen Teilintervallen
gelöst. Die Approximation an die optimale Steuerung wird dann zusammengesetzt aus
den optimalen Steuerungen auf den Teilintervallen.

Es gibt verschiedene Techniken, die Probleme auf den Teilintervallen zu lösen. Ein viel-
versprechender Zugang ist das LQG Design, welches in [IK03] vorgestellt wird. Diese
Methode verlangt je nach Art der Linearisierung die Lösung von zwei algebraischen
Riccatigleichungen oder zwei Riccati-Differentialgleichungen. Somit konnten dieselben
Algorithmen wie im linearen Fall verwendet werden.

2.3.3 Zusammenfassung der Aufgaben

Es waren im linearen Fall also folgende Aufgaben zu bearbeiten:

• Numerische Implementierung anhand eines 2D-Modellbeispiels

• Integration des ADI-artigen Lösers für die Lösung der Riccati-Gleichung

• Untersuchung theoretischer Aspekte, um die verwendeten numerischen Methoden
zu rechtfertigen

• Untersuchung von Folgeregelungsproblemen

Im nichtlinearen Fall waren folgende Schritte geplant:

• Einführende Betrachtungen zur modellprädiktiven Kontrolle

• Einführende Betrachtungen zum linear-quadratisch Gauß’schen Design

• Numerische Implementierung anhand eines 1D-Modellbeispiels
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2.4 Ergebnisse

Da dieses Teilprojekt nur 21 Monate am SFB beteiligt war, sind nur beschränkt Ergeb-
nisse vorzuweisen.

2.4.1 Lineare Probleme

Das lineare Problem wurde anhand eines 2D-Modellbeispiels numerisch implementiert.
Als Beispiel diente die optimale Abkühlung von Stahlprofilen, wie sie in Walzwerken
zwischen den einzelnen Bearbeitungsschritten benötigt wird. Dabei wird aus Düsen ei-
ne kühlende Flüssigkeit auf die Oberfläche des Stahls gesprüht. Die Modellgleichungen
beruhen auf [ET01a, ET01b, KSTW97, TU01] und werden unter anderem in [BS05]
genauer erläutert.

Die theoretischen Grundlagen für die numerischen Methoden werden ebenfalls in [BS05]
aufgezeigt. Damit konnte nachgewiesen werden, dass das endlichdimensionale System,
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welches aus der Optimierung des semidiskretisierten Problems resultiert, gegen das un-
endlichdimensionale System konvergiert.

Für das approximierende endlichdimensionale System wurden für die Zustandsrück-
führung Matrizen benötigt, deren Dimensionen größer als 1000 war. Damit waren klas-
sische Methoden zur Lösung der Riccatigleichungen nicht mehr anwendbar. In [BLP00,
Pen00a] wurde ein Verfahren zum effizienten Lösen der Riccatigleichungen entwickelt,
welches auch für große dünnbesetzte Riccatigleichungen angewendet werden kann. Dabei
wird auf die nichtlineare Riccatigleichung ein Newtonverfahren angewendet und in jedem
Schritt eine Lyapunovgleichung mit einer ADI-artigen Methode gelöst. Details sind in
[BGS] zu finden.

Für die Implementierung des gesamten Problems wurden die Programmpakete LyaPack
[Pen00b] und ALBERTA [SS05] verwendet. Die Initialisierung erfolgt in Matlab. Die
Parameter werden an eine C-Funktion übergeben, welche die FEM-Bibliothek ALBERTA
nutzt, um die Systemmatrizen zu assemblieren. Diese werden wieder an Matlab über-
geben, um mit Hilfe von LyaPack die Rückführungsmatrix zu berechnen. In [BGS] wird
dies genauer erläutert. Ergebnisse zu den numerischen Tests für das oben aufgeführte
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Abbildung 2.1: Anfangs- (links) und Endtemperaturverteilungen (rechts) für das
Stabilisierungs- (oben) und Folgeregelungsproblem (unten) bei der opti-
malen Abkühlung von Stahlprofilen.

Beispiel werden in [BS05] vorgestellt. Ein beispielhaftes Testergebnis ist in Abbildung 2.1
oben dargestellt.

In [BGS] wurde ebenfalls gezeigt, wie sich das Folgeregelungsproblem als Stabilisierungs-
problem für die Abweichung des aktuellen Zustands von einer gegebenen Referenztra-
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jektorie auffassen lässt. Damit kann dieses Problem mit den Methoden für Stabilisie-
rungsprobleme gelöst werden.

Numerische Resultate für das Folgeregelungsproblem sind in [BGS] zu finden. Abbil-
dung 2.1 unten zeigt das Ergebnis einer Simulation zur Abkühlung auf konstante 700◦C.

2.4.2 Nichtlineare Probleme

Für den nichtlinearen Fall wurde das Kontrollproblem bezüglich der eindimensionalen
Burgers-Gleichung formuliert und erste Testrechnungen mit dem MPC/LQG Schema
durchgeführt. Dabei stand das Stabilisierungsproblem im Vordergrund, d.h., der Zu-
stand sollte in den Nullzustand gesteuert werden. In Abbildung 2.2 (links) sieht man
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Abbildung 2.2: Lösung der ungesteuerten Burgers-Gleichung (links) und gesteuerte
Lösung über das Zwei-Punkt-Randwertproblem (rechts)
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Abbildung 2.3: Gesteuerte Lösung über das Zwei-Punkt-Randwertproblem mit Ein-
gangsstörung (links) und MPC/LQG Lösung mit Eingangsstörung
(rechts)

die Lösung der Burgers-Gleichung. Die Anfangsbedingung zum Zeitpunkt t = 0 ist ei-
ne Rechteckfunktion. Charakteristisch für die Burgers-Gleichung als Transportgleichung
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ist, dass der Sprung an der Stelle ξ = 1
2

für wachsendes t in Richtung ξ = 1 transportiert
wird, während die Höhe kleiner wird. Im rechten Bild sollte der Zustand des ungestörten
Systems in die Null gesteuert werden. Dazu wurde über die Hamilton-Funktion ein nicht-
lineares Zwei-Punkt-Randwertproblem gelöst.

Das Zwei-Punkt-Randwertproblem wurde in Abbildung 2.3 (links) erneut gelöst, wobei
das System von einer Eingangsstörung beeinflusst wurde.

Im Gegensatz dazu sieht man die MPC/LQG-Lösung in der Abbildung 2.3 (rechts). Der
Zustand ist hier deutlich geglätteter als in Abbildung 2.3 (links). Fügt man dem System
noch eine Ausgangsstörung (Messfehler) und eine Störung in der Anfangsbedingung
hinzu, dann ergibt sich ein ähnlich geglätteter Zustand wie in Abbildung 2.3 (rechts).
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2.5 Offene Fragen / Ausblick

Folgende Dinge konnten aufgrund des zu kurzen Zeitraums noch nicht untersucht bzw.
umgesetzt werden:

• Weiterentwicklung des 2D-Lösers auf nicht-selbstadjungierte Probleme, wobei für
die Lösung der entstehenden Gleichungssysteme auch Schnittstellen zu direkten
Lösern geschaffen werden sollen. Geeignet erscheinen hier insbesondere UMFPACK1

und PARDISO2 für nicht-selbstadjungierte Probleme, sowie TAUCS3 und PARDI-
SO für selbstadjungierte Probleme. Außerdem sollen die Schnittstellen zu den in
ALBERTA-1.2 enthaltenen iterativen Methoden (PCG für selbstadjungierte Proble-
me, vorkonditioniertes GMRES und BiCGStab für nicht-selbstadjungierte Proble-
me) bereitgestellt/erhalten werden, so dass ein möglichst allgemeiner und vielseitig
einsetzbarer Löser entsteht.

• Entwicklung von Residuen-basierten a posteriori Fehlerschätzern für das gesteuerte
Problem, wobei dies durch eine Anpassung der in der FEM Bibliothek ALBERTA-
1.2 enthaltenen Fehlerschätzer erfolgen soll.

• Erweiterung des Lösers auf lineare 3D-Probleme

• Implementierung des nichtlinearen MPC/LQG Problems für 2D und 3D

• Theoretische Untersuchungen zur Konvergenz des MPC/LQG Schemas

Teile der offenen Fragen sollen im Laufe des DFG-Nachfolgeprojektes Numerische Lösung
von Optimalsteuerungsproblemen für instationäre Diffusions-Konvektions- und Diffusions-
Reaktionsgleichungen (BE3715/1-1) bearbeitet werden.

1Siehe http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack.
2Siehe http://www.computational.unibas.ch/cs/scicomp/software/pardiso/
3Siehe http://www.tau.ac.il/∼stoledo/taucs/.

 http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack.
 http://www.tau.ac.il/~stoledo/taucs/
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2.1 Teilprojekt B8

Parallelisierung irregulärer numerischer Algorithmen

2.1.1 Antragsteller

Prof. Dr. Gudula Rünger
Professur Praktische Informatik
Fakultät für Informatik
Technische Universität Chemnitz
09107 Chemnitz
Tel.: (0371) 531-1794
Fax: (0371) 531-1803
ruenger@informatik.tu–chemnitz.de

2.1.2 Projektbearbeiter

Dipl. Inf. Judith Hippold, Praktische Informatik, Projektstelle: 01/2002 - 12/2005

Dr. Robert Reilein-Ruß, Praktische Informatik, Grundausstattung: 07/2001 - 09/2005

2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Gegenstand des Teilprojektes ist die effiziente parallele Realisierung irregulärer Algorith-
men auf Rechnern mit verteiltem Speicher, Clustern oder Clustern von SMPs (symmetric
multiprocessor). Die Klasse der irregulären Algorithmen umfasst Probleme mit unre-
gelmäßigen oder laufzeitabhängigen Berechnungs- und Kontrollstrukturen, für die Stan-
dardparallelisierungstechniken, wie datenparallele oder SPMD-Abarbeitung, nicht die
gewünschte Effizienz und Skalierbarkeit aufweisen oder die sich einer solchen regelmäßi-
gen Parallelisierung ganz entziehen. Gründe für irreguläres Verhalten sind vielfältig und
umfassen dünn-besetzte, blockstrukturierte, adaptive oder hierarchische Anwendungsal-
gorithmen mit unterschiedlicher Dynamik der Daten- und Berechnungsstrukturen. Ent-
sprechend der Ausprägung der Irregularität variieren auch die anzuwendenden Paral-
lelisierungsmethoden für die jeweilige Anwendungsklasse, die vom Einsatz alternativer
Programmiermodelle mit planbaren Eigenschaften bis hin zu vollständig dynamischen
Abarbeitungskonzepten zur Laufzeit reichen.

Ziel des Projektes war es, die Parallelisierung irregulärer Algorithmen insbesondere hin-
sichtlich der Möglichkeiten zur effizienten Realisierung der laufzeitabhängigen Kompo-
nenten auf Rechnern mit verteiltem Adressraum zu untersuchen und hierbei die Aspekte
geeigneter Datenstrukturen und Analysefunktionen, den Einsatz von Taskpools für das
Scheduling und die Lastverteilung sowie Kommunikationsoptimierung schwerpunktmäßig
zu berücksichtigen. Neben der Entwicklung dieser Konzepte und ihrer Einbettung in die
jeweilige Anwendung sollten Methoden entwickelt werden, die Eigenschaften eines spezi-
ellen Anwendungsalgorithmus zur Effizienzverbesserung in die parallele Softwareerstel-
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lung ergänzend einbringen können. Als Anwendungsalgorithmen wurden das hierarchi-
sche Radiosity-Verfahren, adaptive gitterbasierte Lösungsverfahren für partielle Differen-
tialgleichungen, strukturiert irreguläre Probleme sowie Berechnungen im Zusammenhang
mit nichtlinearen dynamischen Systemen untersucht. Letztere erfordern Kooperationen
mit anderen Teilprojekten des SFB393. Die Untersuchung dieser Anwendungsklassen
mündet in die Teilaufgaben:

- Task Pool Teams zur Parallelisierung hierarchischer Algorithmen,

- Daten- und Kommunikationsschicht für adaptive Algorithmen,

- Kommunikationsbibliothek für orthogonale Prozessorgruppen,

- Bibliotheksunterstützung für hierarchische Multiprozessor Tasks,

- Parallelisierung im Bereich nichtlinearer dynamischer Systeme.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

2.3.1 Task Pool Teams zur Parallelisierung hierarchischer
Algorithmen

Das hierarchische Radiosity Verfahren, ein globales Beleuchtungsverfahren der Compu-
tergrafik, dient zur Simulation der Beleuchtung 3-dimensionaler Szenen in geschlossenen
Räumen. Aufgrund des hierarchischen Berechnungsansatzes erfolgt eine unregelmäßi-
ge Verfeinerung der zu Grunde liegenden Datenstrukturen, die stark von der Einga-
beszene des Algorithmus abhängt und eine parallele Umsetzung erschwert. Für Archi-
tekturen mit gemeinsamem Speicher sind bereits parallele Implementierungen erfolgt
[WOT+95, PRR98, KR02, KR04]. Dabei wurde der Algorithmus in Berechnungsauf-
gaben, sogenannte Tasks, unterteilt und diese mit Taskpools [SHT+95, But97, RR00c]
abgearbeitet.

Taskpools werden zur dynamischen Rebalancierung der Last eingesetzt. Die Taskpool
Datenstruktur dient hierbei zum Speichern und Verwalten der Tasks. Eine feste An-
zahl von Threads entnimmt Tasks aus dem Pool zur Abarbeitung und stellt dynamisch
neue Tasks ein. Bei entsprechendem Scheduling der Threads auf die verfügbaren Pro-
zessoren erfolgt eine effiziente Auslastung, da nach Abarbeitung eines Tasks durch einen
Taskpoolthread automatisch ein neuer Task aus dem Pool entnommen wird. Je nach An-
wendungsproblem können verschiedene interne Umsetzungen der Taskpools von Nutzen
sein. Gängig sind Pools mit einer zentralen Taskqueue aber auch mit separaten Queu-
es für die einzelnen Threads. Vorteilhaft beim Einsatz mehrerer Taskqueues sind die
fehlenden Zugriffskonflikte bei zeitgleich zugreifende Threads. Um hier jedoch Lastba-
lancierung zu erreichen, sind zusätzliche Mechanismen, z. B. Taskstealing, bei dem nach
dem Leerlaufen der eigenen Taskqueue ein Thread versucht aus anderen Taskqueues
Tasks zu stehlen, notwendig. Ein detaillierter Leistungsvergleich verschiedener Imple-
mentierungen ist in [KR02, KR04] zu finden.

Eine Implementierung für Rechner mit verteiltem Speicher gestaltet sich komplexer, da
die dynamischen Datenzugriffsmuster variieren und auch Zugriffe auf Daten im Speicher-
bereich anderer Prozessoren nach sich ziehen können, was zu irregulären Kommunika-
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tionsmustern führt. Für hybride Architekturen, wie z. B. SMP Cluster, erscheint daher
ein hybrides Programmiermodell geeignet, bei dem die Kommunikation mittels Message-
Passing nur zwischen den Clusterknoten erfolgt, SMP intern jedoch mehrere Threads
verschiedene Tasks über derselben Datenmenge bearbeiten. Damit ergibt sich die Anfor-
derung der Realisierung von asynchronen, multi-threaded fähigen Kommunikationsrouti-
nen, verteilten Verwaltungsdatenstrukturen für die effiziente Identifikation von Daten in
nicht-lokalen Speicherbereichen und geeigneten Lastbalancierungsmechanismen für die
Migration von Tasks zwischen den Clusterknoten. Zur Umsetzung der Anforderungen
wurde im Projekt das Konzept der Task Pool Teams entwickelt.

2.3.2 Daten- und Kommunikationsschicht für adaptive
Algorithmen

Adaptive Probleme zeichnen sich durch sich dynamisch verfeinernde, unregelmäßige Git-
terstrukturen aus, auf denen Berechnungen ausgeführt werden, die die dynamische Ver-
feinerung hervorrufen. Ein typisches Anwendungsbeispiel sind adaptive Finite Elemente
Methoden (FEM). Eine der Herausforderungen der parallelen Realisierung adaptiver git-
terbasierter Lösungsverfahren für partielle Differentialgleichungen bildet die durch die
Verteilung der adaptiven Gitterstrukturen auf die Prozessoren notwendige Organisati-
on eines effizienten Datentransfers. Datenstrukturbestandteile des Gitters, die sich bzw.
deren über- oder untergeordnete Strukturen sich nach einer Verteilung im Speicherbe-
reich verschiedener Prozessoren befinden, erfordern zumeist eine global einheitliche Sicht,
variieren aber gleichzeitig durch die adaptive Anpassung des Gitters in den lokalen Spei-
chern. Als besonders kostenintensiv haben sich hierbei komplex strukturierte Gitter in
drei Dimensionen mit hängenden Knoten herausgestellt. Hier sind für die resultieren-
de unregelmäßige Kommunikation geeignete Kommunikationsprotokolle und geeignete
verteilte Verwaltungsdatenstrukturen notwendig, die die aufkommenden Kommunikati-
onsanforderungen realisieren, verringern und optimieren. Darauf aufbauend werden Me-
chanismen zur Lastbalancierung benötigt, die eine Umverteilung der Daten berechnen
und vornehmen.

Für die Berechnung balancierter Partitionen existieren eine Reihe von Algorithmen, die
je nach Eingabeproblem und Anwendung unterschiedlich gute Leistung erzielen. [TDF06]
gibt einen Überblick und unterscheidet nach geometrischen und graphbasierten Metho-
den. Space filling curves [GZ02] und rekursive Bisektionstechniken [Pot96, Els97] arbei-
ten mit den Koordinatenwerten der zu partitionierenden Elemente und zählen deshalb zu
den geometrischen Methoden. Graphbasierte Methoden führen die Berechnung der Um-
verteilung auf das NP-vollständige Graphpartitionierungsproblem zurück. Die rekursive
Graphbisektionen [KL70] betrachtet im Gegensatz zur rekursiven Spektralbisektionen
[PSWB92], die mit Eigenwerten der Adjazenzmatrix arbeitet, lokale Grapheigenschaf-
ten. Multilevel-Algorithmen zur Graphpartitionierung [KK99, HL95, SKK00] stellen wie
die rekursive Spektralbisektionen globale Methoden dar und ähneln der Idee der Mehrgit-
terverfahren. Algorithmen zur effizienten Partitionierung implementieren beispielsweise
ParMETIS [KSK02], METIS [KK95] und CHACO [HL93]. Die tatsächliche effiziente
Umverteilung anhand der neu berechneten Partitionen liegt meist in der Verantwortung
des Anwendungsprogrammierers.
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Mit Hinblick auf die variable Einsetzbarkeit adaptiver gitterbasierter Lösungsverfah-
ren bietet ein gekapselt implementierter Lösungsansatz oben genannter Probleme er-
hebliche Vorteile. So können Erweiterungen und Optimierungen leichter eingebracht,
Plattformunabhängigkeit erzielt und der Anwendungsprogrammierer von der Realisie-
rung effizienter Kommunikationmechanismen und verteilter Datenstrukturen entlastet
werden. Systeme mit Unterstützung irregulärer Anwendungen durch Aufsetzen eines
globalen Adressraummodells sind beispielsweise Titanium [YSP+98] oder TreadMarks
[ACD+96]. Die Sicht auf einen verteilten Adressraum für den Anwender zu erhalten,
bietet jedoch durchaus Vorteile, da vom Anwendungsprogrammierer anwendungsspezifi-
sche Details und Optimierungen speziell für verteilte Berechnungen eingebracht werden
können. Zudem existiert meist bereits eine sequentielle Programmversion, die dann mit
nicht zu umfangreichen Modifizierungen auf verteilten Speicher portiert werden kann.

2.3.3 Kommunikationsbibliothek für orthogonale Prozessorgruppen

Obwohl die parallele Programmierung im SPMD-Stil mit Standardkommunikationsbi-
bliotheken wie MPI oder PVM häufig zu guten Ergebnissen auf Rechnern mit verteiltem
Speicher führt, kann dies auf Maschinen mit sehr großer Prozessoranzahl Skalierbarkeits-
und Effizienzprobleme verursachen, insbesondere wenn kollektive Kommunikationsope-
rationen eingesetzt werden, etwa für Konvergenztests oder zur Akkumulation lokaler
Teilergebnisse. Ein Grund ist die Ausführungszeit kollektiver Kommunikationsopera-
tionen, die logarithmisch oder linear in der Anzahl der teilnehmenden Prozesse steigt
[LYSK04, RR04e], so dass Kommunikation auf kleineren Teilgruppen von Prozessoren
ausgeführt werden sollte, wenn dies aus algorithmischen Gründen möglich ist.

Eine solche Eigenschaft weisen Algorithmen mit zwei- oder höher-dimensionalen Taskgit-
tern auf, in denen Berechnungs- und Kommunikationsphasen der Abarbeitung so struk-
turiert sind, dass Tasks jeweils nur mit Tasks innerhalb eines oder weniger Teilgitter ko-
operieren und kommunizieren. Hier kann es zu erheblichen Effizienzgewinnen kommen,
wenn die Zuordnung von Tasks zu Prozessoren diese Eigenschaft durch Kommunikation
auf Teilgruppen von Prozessoren widerspiegelt [RR00b].

Das Programmiermodell der orthogonalen Prozessorgruppen stellt ein zwei- oder höher-
dimensionales Prozessorgitter bereit, für das eine feste Anzahl von Prozessorpartitio-
nen betrachtet wird, die jeweils disjunkten mehrdimensionalen Teilgittern entsprechen.
Ein entsprechendes Mapping von Tasks zu Prozessoren führt so zu Berechnungs- und
Kommunikationsphasen auf den alternativ zur Verfügung stehenden Partitionen im
Gruppen-SPMD-Stil. Zur Programmierung solcher Programmstrukturen wird eine kom-
fortable Programmierumgebung benötigt, die einerseits eine leichte Spezifikation der
Task-, Partitions- und Mappingstruktur erlaubt und andererseits die benötigten Grup-
pen, Kommunikatoren und Zuordnungen im Hintergrund effizient aufbaut und verwaltet.
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2.3.4 Bibliotheksunterstützung für hierarchische Multiprozessor
Tasks

Multiprozessor Tasks (M-Task) bezeichnen Teilaufgaben eines Anwendungsalgorithmus,
die jeweils auf mehreren Prozessoren ausgeführt werden können. Der gesamte Algorith-
mus kann aus einer Menge solcher, miteinander kooperierender Multiprozessor Tasks
bestehen und durch einen M-Task Graphen mit Abhängigkeiten dargestellt werden. Sol-
che auch als strukturiert irregulär bezeichnete Algorithmen finden sich in großen ge-
koppelten Anwendungen, aber auch in neuen parallelen Lösungsverfahren für gewöhnli-
che Differentialgleichungssysteme oder in grobkörnigen hierarchischen Verfahren wie der
Strassen-Multiplikation. Je nach Anwendung liegt eine M-Task Struktur statisch fest und
kann durch Scheduling und Laufzeitvorhersagemechanismen zur Planung einer effizien-
ten Realisierung genutzt werden. Auch hier können Skalierbarkeit und Effizienz durch
Nutzung von Prozessorteilgruppen erreicht werden. Zur Programmierung existieren ei-
ne Reihe von Ansätzen, u. a. Fx [SSOG93, SY97], Paradigm [BCG+95, RSB97], Braid,
Opus und Orca. Einen Überblick gibt [BH98]. Die Ansätze haben spezifische integrier-
te Kostenmodelle mit deren Hilfe geeignete Implementierungen gewählt werden können.
Dabei können Schedulingalgorithmen für Multiprozessor Taskscheduling genutzt werden
[TWY92, TLW+94, RR96, RR00a]. Eine Herausforderung ist die dynamische Entstehung
von M-Task Strukturen, beispielsweise bei hierarchischen Algorithmen. Hierfür muss die
Erzeugung und Abarbeitung von M-Tasks mit Abhängigkeiten zur Laufzeit möglich sein,
was die dynamische Kreierung von Prozessorteilgruppen und Kommunikationsstruktu-
ren einschließt.

2.3.5 Parallelisierung im Bereich nichtlinearer dynamischer
Systeme

In Kooperation mit Teilprojekt C8 wurde die Parallelisierung eines sequentiell vorlie-
genden Programms zur Bestimmung von Lyapunovexponenten und -vektoren in großen
nichtlinearen dynamischen Systemen betrachtet. Die grobe Struktur des Anwendungs-
programms besteht in der simultanen Integration zweier großer Systeme von linearen
bzw. nichtlinearen gewöhnlichen Differentialgleichungen, deren Integrationszeitschritte
periodisch durch notwendige Reorthogonalisierung der erzeugten Matrix von Lyapunov-
vektoren unterbrochen werden.

Die Berechnung der Matrix der Lyapunovvektoren und die Reorthogonalisierung stellen
den zeitaufwendigsten Programmteil dar, so dass die Ausnutzung paralleler Abarbeitung
insbesondere im Hinblick der Lösung größerer Probleme wesentlich ist. Die Aufgaben
der Überführung in eine effziente parallele Bearbeitung umfassen die programmtech-
nische Analyse des sequentiellen Algorithmus sowie die darauf aufbauende modulare
Parallelisierung, was die Reorthogonalisierung selber als auch die parallele Schnittstelle
zum Integrationsteil, also die periodisch wiederkehrende Kopplung verschiedener Pro-
grammierparadigmen, beinhaltet. Wichtiger Aspekt ist hierbei die Lastbalancierung im
Integrationsteil, die Parallelisierungsstrategie der Reorthogonalisierung und die mögli-
cherweise mit Kommunikation verbundene Gestaltung der Schnittstelle gegeneinander
abzuwägen, um hohe Effizienz zu erzielen.
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Literaturverzeichnis zu 2.3 (eigene Vorarbeiten und Fremdliteratur)

[ACD+96] C. Amza, A. L. Cox, S. Dwarkadas, P. Keleher, H. Lu, R. Rajamony, W. Yu,
and W. Zwaenepoel. TreadMarks: Shared Memory Computing on Networks of
Workstations. IEEE Computer, 29(2):18–28, 1996.

[BCG+95] P. Banerjee, J. Chandy, M. Gupta, E. Hodge, J. Holm, A. Lain, D. Palermo,
S. Ramaswamy, and E. Su. The Paradigm Compiler for Distributed-Memory Mul-
ticomputers. IEEE Computer, 28(10):37–47, 1995.

[BH98] H. Bal and M. Haines. Approaches for Integrating Task and Data Parallelism.
IEEE Concurrency, 6(3):74–84, 1998.

[But97] D. R. Butenhof. Programming with POSIX Threads. Addison-Wesley, 1997.

[Els97] U. Elsner. Graph Partitioning. Technical Report SFB 393/97 27, TU Chemnitz,
Chemnitz, Germany, 1997.

[GZ02] M. Griebel and G. Zumbusch. In H. Rollnik and D. Wolf, editors, NIC Symposium
2001, volume 9, pages 479–492. Forschungszentrum Jülich, 2002.
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2.4 Ergebnisse

2.4.1 Task Pool Teams zur Parallelisierung hierarchischer
Algorithmen

Zur parallelen Abarbeitung des hierarchischen Radiosity Verfahrens und ähnlicher Algo-
rithmen wurde das hybride Programmiermodell der Task Pool Teams entwickelt. Task
Pool Teams [HR06b] stellen ein Programmierkonzept für verteilten Adressraum bzw. hy-
briden Adressraum dar und können als Erweiterung und Verallgemeinerung des Taskpool
Konzeptes verstanden werden. Dem Nutzer werden Task Pool Teams über eine einfa-
che Schnittstelle zur Verfügung gestellt. Das hybride Programmiermodell kombiniert
Shared-Memory- und Message-Passing-Programmierung durch Taskpools und asynchro-
ne Kommunikationsroutinen. Das Konzept der Taskpools wird für Plattformen mit ge-
meinsamem Speicher zur dynamischen Rebalancierung der Last eingesetzt. Task Pool
Teams stellen verschiedene Taskpool Realisierungen (zentrale, verteilte Taskqueues, LI-
FO/FIFO Zugriffsprinzip für die Taskqueues, Taskstealingmechanismen) zur Verfügung,
die je nach Anwendungsproblem ausgewählt werden können.

Da an die Kommunikation in Task Pool Teams Anforderungen wie multi-threaded und
asynchron gestellt werden und diese durch die meisten Implementierungen des MPI bzw.
MPI-2 Standards nicht unterstützt werden, Plattformunabhängigkeit aber erzielt wer-
den soll, wurde durch den Einsatz eines expliziten Kommunikationsthreads die benötig-
te Funktionalität hergestellt und über entsprechende Schnittstellenfunktionen an den
Nutzer weitergegeben. Als Implementierungsbasis dient eine Kombination aus Pthreads
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und MPI. Durch den expliziten Aufruf der Kommunikationsroutinen können die task-
verarbeitenden Threads Datenanforderungen oder Informationen an Taskpools auf an-
deren Clusterknoten senden. Diese werden von den Kommunikationsthreads nach Nut-
zervorgaben ermittelt und rückgesendet bzw. verarbeitet. Es stehen verschiedene Kom-
munikationsprotokolle zur Auswahl, die den Anforderungen der unterschiedlichen An-
wendungen gerecht werden sollen [HR03a].

Task Pool Teams wurden für die Umsetzung des hierarchischen Radiosity Algorithmus
[HR03b] eingesetzt. Zur Erfassung der dynamisch variierenden Kommunikationsmuster
wurden zusätzlich verteilte Verwaltungsdatenstrukturen entwickelt und in den Radiosi-
ty Algorithmus eingebracht. Dadurch konnten die durch Task Pool Teams bereitgestell-
ten Kommunikationsroutinen, z. B. durch vorgezogenes Laden von später benötigten
Informationen oder die Zusammenfassung von Datenanforderungen, effizient ausgenutzt
werden. Als weitere anwendungsspezifische Optimierung wurde ein Software-Cache im-
plementiert, der nicht-lokale Daten im lokalen Speicher dupliziert und in festgelegten
Abständen aktualisiert.

Task Pool Teams unterstützen zweistufige Lastbalancierung. So wird innerhalb eines
Clusterknotens je nach eingesetzter Task Pool Implementierung eine Balancierung der
Tasks unter den verfügbaren CPUs durch zentrale Taskqueques bzw. Taskstealingmecha-
nismen erzielt. Zusätzlich können durch die Migration von Tasks die Lastimbalancen zwi-
schen den verschiedenen Clusterknoten verringert werden. Der Nutzer hat durch Auswahl
geeigneter Taskpool Implementierungen die Möglichkeit zwischen den verschiedenen
Lastbalancierungsebenen je nach Erfordernis des Anwendungsalgorithmus zu wählen.
Ein globales Optimierungsverfahren [HR02] wurde mit mehrstufiger Lastbalancierung
realisiert und getestet [HR06b].

Task Pool Teams und Task Pool Team Konzepte wurden weiterhin zur parallelen Reali-
sierung der Simulation von Diffusionsprozessen auf Fraktalen [Hof05, HHRS05] und einer
auf Simulated Annealing basierenden Anwendung [Sch04] des SFB Teilprojektes C3 ein-
gesetzt. Insbesondere bei der Simulation von Diffusionsprozessen konnte im Vergleich
zur parallelen Implementierung mit MPI aufgrund des Einsatzes variablerer Kommuni-
kationsmuster eine erhebliche Leistungssteigerung erzielt werden.

2.4.2 Kommunikations- und Datenverteilungsschicht für adaptive
Algorithmen

Innerhalb des Teilprojektes wurde eine Datenverteilungs- und Kommunikationsschicht
entwickelt, die die verteilte Adressraumsicht für den Anwender erhält, und in Zusam-
menarbeit mit Projektbereich A an einer adaptiven FEM mit hexaedrischen Elementen
getestet [HMR04].

Die software-technischen Prinzipien der Datenverteilungsschicht [HR04] zur Erzeugung
sogenannter Kohärenzlisten basieren auf den bereits bei den verteilten Verwaltungs-
datenstrukturen des hierarchischen Radiosity Algorithmus eingesetzten Methoden. Die
Kohärenzlisten spiegeln die Interaktion zwischen denen im Speicherbereich verschiedener
Prozessoren befindlichen duplizierten Datenstrukturen wider und ermöglichen eine effi-
ziente remote Identifikation dieser Datenstrukturen. Die interne Realisierung der Listen
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ist vollständig gekapselt, durch den Nutzer über eine Schnittstelle zugreifbar. Die dy-
namische Anpassung aufgrund adaptiver Verfeinerung erfolgt aus Sicht des Anwenders
automatisch und wird durch Schnittstellenaufrufe des Nutzers ausgelöst. Intern werden
durch die Schnittstellenaufrufe korrektheitserhaltende Veränderungen der Datenstruk-
turen vorgenommen. Die Kohärenzlisten enthalten weitere Informationen über die sich
dynamisch ändernden Hierarchien zwischen den Datenstrukturen.

Der Austausch von Daten ist in eine gekapselte Kommunikationsschicht eingebettet.
Durch die bereitgestellten Schnittstellenfunktionen zum Senden und Empfangen von
Daten kann der Nutzer Daten zwischen den verschiedenen Prozessen austauschen, ohne
sich um deren Verteilung auf die Prozessoren und ihre Identifikation kümmern zu müssen.
Die benötigten Informationen für Datentransfers werden aus den Kohärenzlisten durch
die Kommunikationsschicht ermittelt.

Die parallele Abarbeitung der FEM Implementierung wird insbesondere auf SMP Clus-
tern durch eine Vielzahl von Hardware und anwendungsspezifischen Faktoren beeinflusst.
Zur effizienten Ausführung und für dynamische Rebalancierungsentscheidungen wurden
diese Faktoren und ihre Abhängigkeiten ermittelt [HR06a]. Die Kommunikations- und
Datenverteilungsschicht wurden hinsichtlich der Funktionalität so gestaltet, dass zur
Lastverteilung notwendige Datenumverteilungen unterstützt werden. Zur Berechnung
der neuen Partitionen wurden verschiedene Algorithmen, u. a. aus ParMETIS, einge-
bunden und ihre Leistung hinsichtlich verschiedener Eingabeprobleme getestet sowie die
Korrektheit der implementierten Umverteilungsfunktionen der Kommunikations- und
Datenverteilungsschicht verifiziert.

2.4.3 Kommunikationsbibliothek für orthogonale Prozessorgruppen

Zur effizienten Implementierung von Algorithmen, die in Form eines zwei- oder mehr-
dimensionalen Taskgitters spezifiziert werden können, wurde das Programmiermodell
orthogonale Prozessorgruppen entwickelt [RRR01a, RRR04a] und als Bibliothek umge-
setzt [RRR01b]. Algorithmen können unter Verwendung der Bibliotheksfunktionen in
Abschnitte mit orthogonaler Taskstruktur zerlegt werden, in denen jeweils ausgewählte
Teilgitter des zu Grunde liegenden Taskgitters aktiv sind. Die Abschnitte werden zur
Ausführung auf Hyperebenen eines Prozessorgitters abgebildet, wobei die Auswahl der
Hyperebenen durch ein entsprechendes Schnittstellendesign unterstützt wird. Die Bi-
bliothek beinhaltet dafür Funktionen zum Aufbau von orthogonalen Zerlegungen des
Prozessorgitters und für die Zuordnung von Tasks zu Prozessoren. Die Schnittstelle der
ORT Bibliothek ist an den Pthread Standard angelehnt. Sie bietet so dem Benutzer die
Möglichkeit der Strukturierung des Algorithmus durch die Spezifikation von Abschnitten
mit orthogonaler Taskstruktur als separate Funktionen.

Anhand einer Variante der LU-Zerlegung und eines explizit-iterierten Runge-Kutta Ver-
fahrens zur Lösung von gewöhnlichen Differentialgleichungssystemen wurden die Ein-
satzmöglichkeiten der Bibliothek untersucht und für verschiedene parallele Plattformen
mit verteiltem Speicher getestet [RRR01c]. Für beide Beispiele konnte eine deutliche Ver-
besserung der Laufzeit gegenüber herkömmlichen parallelen Implementierungen erreicht
werden.
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2.4.4 Bibliotheksunterstützung für hierarchische
Multiprozessor-Tasks

Zur Abarbeitung modularer Programme mit hierarchisch strukturierten, dynamisch ent-
stehenden M-Tasks wurde die Laufzeitbibliothek TLib entwickelt [RR04c], [RR05b],
[RR05d]. Das bereitgestellte Bibliotheks-API [RR02] bietet im Wesentlichen zwei Ar-
ten von Funktionen an: Funktionen zur dynamischen Erzeugung von hierarchischen
Prozessorgruppen, wobei verschiedene, gleichzeitig existierende Hierarchien für diesel-
be Prozessormenge möglich sind, sowie Funktionen zur Koordination und Kooperation
paralleler, geschachtelter M-Tasks. Ein Schachteln von Funktionen beider Gruppen ist
möglich, d. h. neu erzeugte M-Tasks können Gruppen-Splittings initiieren, auf denen
wiederum M-Tasks ausgeführt werden. Ebenso werden durch den dynamischen Charak-
ter rekursive Gruppen-Splittings ermöglicht, so dass rekursive Algorithmen oder Divide
& Conquer-Verfahren in natürlicher Weise ausgedrückt und entsprechend parallel abge-
arbeitet werden können. Der dabei entstehende Verwaltungsoverhead ist marginal.

Als Anwendungen wurden hierarchische Strukturen bei unterschiedlichen Verfahren zur
parallelen Matrix-Matrix-Multiplikation [HRR04a, HRR04b], die das derzeit schnellste
parallele Verfahren an Effizienz übertreffen, sowie Verfahren zur Lösung gewöhnlicher
Differentialgleichungssysteme betrachtet [RR04a]. Zusätzliche Effizienzgewinne bei der
Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungssysteme konnten durch Lokalitätsausnutzung
erzielt werden [RR03, RR04b, RR04d]. Grundlage der Programmierung mit M-Tasks ist
eine inhärente M-Task Struktur, die jedoch durchaus auf verschiedene Arten in einem
parallelen Programm realisiert werden kann. Die Gestaltung von M-Task Programmen
kann durch eine vorgeschaltete Spezifikationsphase ergänzt werden. In [ORR04] wird
ein funktionaler Ansatz vorgestellt, der die auszunutzende modulare Struktur zunächst
wiedergibt, um dann eine effiziente Abbildung auf M-Tasks vorzubereiten und durch
Transformationen bereitzustellen. Die prinzipielle Vorgehensweise eines solchen Trans-
formationsansatzes wird in [OR04] vorgestellt.

Zur Unterstützung der M-Task Programmierung wurde eine Bibliothek für die Umver-
teilung feldbasierter Datenstrukturen realisiert [RR05a, RR06]. Es werden ein Daten-
verteilungsformat und Umverteilungsoperationen für Programme mit gemischter Task-
und Datenparallelität auf verteiltem Speicher zur Verfügung gestellt. Der Einsatz von
M-Task Programmierung für heterogene Systeme und Grids wurde durch eine Tren-
nung der Beschreibung der M-Task Struktur von deren verteilter Ausführung ermöglicht
[RR05c]. Hierfür werden die M-Tasks explizit durch einen speziellen Taskgraph repräsen-
tiert, dessen Teilgraphen von den verschiedenen Servern der verteilten Architektur zur
Ausführung gebracht bzw. re-scheduled werden.

[RRR04b, Rei05] stellen das TwoL Modell, ein Sprach- und Compileransatz zur Realisie-
rung von Programmen mit gemischter Task- und Datenparallelität, vor. Ausgehend von
der Spezifikation der inhärenten Parallelität eines Algorithmus wird in einem Transfor-
mationsprozess ein Koordinationsprogramm erzeugt, was an die spezifischen Parameter
der Zielplattform angepasst ist.
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2.4.5 Parallelisierung im Bereich nichtlinearer dynamischer
Systeme

Die durchgeführten Arbeiten konzentrierten sich auf parallele Orthogonalisierungsver-
fahren und deren effiziente Einbindung in die Programmumgebung, wobei verschiedene
Varianten entworfen, realisiert und getestet wurden.

Zur Orthogonalisierung wurden parallele Versionen der Gram-Schmidt Orthogonalisie-
rung [RS05] und der QR-Dekomposition realisiert, in die effiziente Basisoperationen aus
BLAS eingebunden wurden. Zum Vergleich wurden Algorithmen aus Bibliotheken wie
ScaLAPACK herangezogen. Die parallelen Varianten unterscheiden sich hinsichtlich der
Datenaufteilung in spalten- und/oder zeilenzyklische Blockverteilung der Eingabematrix
auf einem logisch zweidimensionalen Prozessorgitter und der verwendeten BLAS Basis-
operationen. Weiterhin wurden Varianten von Gram-Schmidt und QR-Dekompositition
entwickelt, die eine Überlappung von Kommunikation und Berechnung erlauben und
somit die Effizienz der Orthogonalisierung deutlich erhöhen.

Es konnte eine unmittelbare Abhängigkeit zwischen der Laufzeit der verwendeten Or-
thogonalisierungsalgorithmen und den verwendeten Blocklängen sowie der Kantenlänge
des Prozessorgitters festgestellt werden. Die Ursache sind zum einen erhöhte Lastimba-
lancen, die einer Steigerung der Effizienz der lokalen BLAS Operationen bei wachsen-
der Blocklänge entgegenwirken. Zum anderen wirken sich unterschiedliche Ausdehnun-
gen des Prozessorgitters entscheidend auf das Kommunikationsvolumen aus. Es wur-
de daher an der Schnittstelle zwischen Integrationsteil und Reorthogonalisierung eine
Möglichkeit der Umverteilung der Matrix der Lyapunovvektoren vorgesehen, die durch
Anpassung der Blocklängen und Gitterdimensionen eine effizientere Reorthogonalisie-
rung unterstützt.

Je nach Kommunikationsoverhead der Umverteilung und Kosten der parallelen Reortho-
gonalisierung kann auch eine suboptimale Orthogonalisierungskomponente zur besten
Gesamtleistung führen. Starken Einfluss hat hierbei die verwendete parallele Hardware.
Es wurden daher Experimente auf verschiedenen Plattformen, wie dem Beowulf-Cluster
CLiC und einem Dual-XEON-Cluster der TU-Chemnitz sowie dem IBM Regatta-System
des NIC durchgeführt [RRSY06]. Die entstandene Bibliothek von parallelen Orthogonali-
sierungsverfahren und zugehörigen Schnittstellen [Sch05] erlaubt eine flexible, modulare
Zusammensetzung des Gesamtprogramms zur effizienten Nutzung der Hardware.
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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Gegenstand dieses Teilprojektes ist die computergestützte Untersuchung des durch Un-
ordnung induzierten Metall-Isolator-Übergangs in ungeordneten und amorphen Mate-
rialien. Das Auftreten des Phasenübergangs und das kritische Verhalten in seiner Nähe
wird durch höchst präzise numerische Methoden analysiert und charakterisiert. Es wur-
den die folgenden physikalischen Fragestellungen untersucht: Ändert sich das universelle
Verhalten für ungeordnete Systeme, wenn man das zu Grunde liegende Anderson-Modell
der Lokalisierung verändert? Haben Änderungen der Topologie des zu Grunde liegen-
den Gitters einen Einfluss? Welche Bedeutung haben atypische Eigenzustände in den
Bandausläufern und in der Nähe des Übergangs, wo anormal große Amplituden als
Vorläufer von Lokalisierung im metallischen Bereich gedeutet wurden? Welchen Einfluss
haben langreichweitige Korrelationen in der Unordnung auf das kritische Verhalten am
Phasenübergang? Wie lassen sich thermische und andere Transportgrößen im Anderson-
Modell numerisch berechnen? Lässt sich der Lokalisierungs-Delokalisierungs-Übergang
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beim ganzzahligen Quanten-Hall-Effekt mit den von uns beim Anderson-Übergang be-
nutzten Methoden beschreiben?
Die numerische Charakterisierung der elektronischen Zustände geschieht durch Bestim-
mung der Lokalisierungslängen und des kritischen Exponenten durch die Transfer-Matrix-
Methode mit anschließendem “finite-size-scaling”, durch Untersuchungen des multifrak-
talen und statistischen Verhaltens der Wellenfunktionsamplituden sowie durch Analyse
der Energieniveaustatistiken, wofür die Eigenwerte und Eigenzustände mit dem Lanczos-
Algorithmus bestimmt werden. Der Renormierungsgruppenansatz wird bei der Beschrei-
bung des Quanten-Hall-Effektes benutzt. Die direkte Berechnung der thermischen und
elektrischen Transportgrößen geschieht mit Hilfe der linearen Antwort-Theorie.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

2.3.1 Teilaufgabe “Schichtsysteme”

Umfangreiche analytische und numerische Untersuchungen des Anderson-Modells haben
gezeigt, dass im reell-symmetrischen Fall (also für die orthogonale Universalitätsklasse)
die untere kritische Dimension den Wert 2 annimmt, dass also in zweidimensionalen
Systemen alle Eigenzustände lokalisiert sind und nur in dreidimensionalen Systemen ein
Metall-Isolator-Übergang auftritt. Experimentell wurde jedoch auch in zweidimensiona-
len Systemen ein Phasenübergang beobachtet. Deshalb erschien es interessant, Schicht-
systeme zu untersuchen, also das Anderson-Modell auf zweidimensionale Strukturen end-
licher Dicke anzuwenden.

2.3.2 Teilaufgabe “Binäre Unordnung”

Das Anderson-Modell mit binärer Unordnung, das heißt aus einer dichotomischen Ver-
teilung zufällig gewählten potentiellen Energien, modelliert sehr gut binäre Legierungen.
Bei genügend großem Unterschied der beiden Werte der potentiellen Energien spaltet das
Spektrum in 2 separate Bänder auf. Im Grenzfall ergibt sich das Quanten-Perkulations-
Modell. In der mathematischen Literatur ist das Anderson-Modell mit binärer Unord-
nung als Bernoulli-Anderson-Modell bekannt und von besonderem Interesse, weil im
Gegensatz zu dem normalen Anderson-Modell mit stetiger Verteilung der potentiellen
Energien in dieser Variante mit singulärer Verteilung nur wenige analytische Ergebnisse
vorliegen.

2.3.3 Teilaufgabe “Langreichweitige Unordnung“

Um den Einfluss von langreichweitig korrelierten Unordnungspotentialen auf das kriti-
sche Verhalten beim Anderson-Modell zu untersuchen, kann man durch eine im Fourier-
raum durchgeführte Faltung der Werte der potentiellen Energien auf eine einfache Weise
numerisch zufällige Potentialwerte bestimmen, deren Korrelationen mit einem Potenz-
gesetz abfallen. Die sich so ergebende Unordnung wird auch als “scale-free“ bezeichnet,
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weil sie unabhängig von der gewählten Längenskala ist.

2.3.4 Teilaufgabe “Topologische Unordnung”

Quasiperiodische Systeme stehen gewissermaßen zwischen geordneten Kristallen und
ungeordneten Strukturen, da sie deterministisch aufgebaut sind, aber keine Translati-
onsinvarianz zeigen. Diese topologische Unordnung hat Einfluss auf die Lokalisierungsei-
genschaften der elektronischen Zustände, beispielsweise treten an den Bandkanten ver-
gleichsweise ausgedehnte Zustände auf, während in der Bandmitte extrem lokalisierte
Zustände gefunden werden. Die Energieniveaustatistik von zweidimensionalen quasipe-
riodischen Systemen zeigt bereits kritisches Verhalten, ohne dass Potentialunordnung
eingeführt werden muss.

2.3.5 Teilaufgabe “Transporteigenschaften”

Die Thermokraft ist ein Beispiel einer Transportgröße, deren Verhalten am Anderson-
Übergang noch nicht gut verstanden ist, obwohl zahlreiche experimentelle Resultate
vorliegen. Die Temperaturabhängigkeit der Thermokraft kann ebenso wie die Tempera-
turabhängigkeit der Leitfähigkeit im Rahmen der linearen Antwort-Theorie beschrieben
werden.

2.3.6 Teilaufgabe “Quanten-Hall-Effekt”

Der unordnungsgetriebene Lokalisierungs-Delokalisierungs-Übergang beim quantisierten
ganzzahligen Hall-Effekt kann durch das Netzwerkmodell von Chalker und Codding-
ton simuliert werden. Mit Hilfe eines Renormierungsgruppenansatzes berechnen wir die
Statistik von Transmissionsamplituden. Die Motivation der Untersuchung basiert auf
experimentellen Arbeiten, in denen Abweichungen vom erwarteten Skalenverhalten ge-
funden wurden. Insbesondere stellt sich die Frage, ob derartige Abweichungen durch
makroskopische Inhomogenitäten innerhalb der Probe hervorgerufen werden.

2.3.7 Teilaufgabe “Statistik der Wellenfunktionen von seltenen
Zuständen”

Die Verteilung der Wellenfunktionsamplituden im metallischen Bereich des Anderson-
Modells ist näherungsweise durch die Porter-Thomas-Verteilung gegeben. Sie folgt aus
der Annahme, dass die Quantenlokalisierung, die mit wachsender Unordnung schließlich
zum Phasenübergang führt, vernachlässigbar ist. Für endliche Werte des Unordnungs-
parameters gibt es natürlich Abweichungen von der Porter-Thomas-Verteilung auch im
metallischen Bereich. Außerdem treten so genannte anormale Zustände auf, die Loka-
lisierung zeigen und sich stark von den typischen ausgedehnten Wellenfunktionen un-
terscheiden. Sie verursachen große relative Abweichungen in den Ausläufern der Vertei-
lungsfunktionen. Das Ziel unserer entsprechenden Untersuchungen ist es, durch Vergleich
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der numerischen Daten mit analytischen Vorhersagen die mikroskopische Elektronenbe-
wegung in ungeordneten Metallen besser zu verstehen. Die analytischen Vorhersagen be-
ruhen auf dem nicht-linearen Sigma-Modell, das den Elektronentransport semiklassisch
beschreibt, wobei sich die Elektronen lokal diffusiv bewegen, aber der Quantenlokalisie-
rung unterliegen.

2.4 Ergebnisse

In den bisherigen Förderungsperioden wurden verschiedene Algorithmen weiterentwi-
ckelt und parallelisiert. Dabei handelt es sich insbesondere um den Lanczos-Algorithmus
zur Diagonalisierung der Säkularmatrizen sowie die Transfer-Matrix-Methode zur Be-
stimmung der Lokalisierungslänge von sehr langen quasieindimensionalen Systemen, de-
ren Ergebnisse dann durch “finite-size-scaling“ auf dreidimensionale Systeme extrapo-
liert werden können [s05b]. Eine neuartige Variante dieser Transfer-Matrix-Methode, bei
der die Konvergenz durch vielfaches Betrachten desselben vergleichsweise kurzen unge-
ordneten quasieindimensionalen Systems erreicht wird, haben wir entwickelt, um lang-
reichweitig korrelierte Unordnungspotentiale im Anderson-Modell verwenden zu können
[NRS04, NRS05, nrs04a, nrs04b, nrs05, snr04]. Als Alternative zur Transfer-Matrix-
Methode wurde auch die rekursive Greensfunktionsmethode implementiert, um die Trans-
porteigenschaften und die Zustandsdichte zu analysieren. [CR06, CRS06, crms05].

2.4.1 Teilaufgabe “Schichtsysteme”

Schichtstrukturen unterschiedlicher Dicke wurden mit Hilfe der Transfer-Matrix-Methode
untersucht [CBS06, bcs05, cbs05]. Im Gegensatz zu bisher veröffentlichten Arbeiten, in
denen bereits für relativ dünne Schichten ein Metall-Isolator-Übergang gefunden wur-
de, zeigen unsere sehr genauen numerischen Daten keinen derartigen Phasenübergang.
Vielmehr lassen sich alle Daten für die Lokalisierungslänge unterschiedlicher Schichtdi-
cken auf eine gemeinsame Skalenkurve abbilden. In der Bandmitte wächst die Lokali-
sierungslänge exponentiell mit der Schichtdicke, aber metallisches Verhalten kann nicht
beobachtet werden.
Die Leitfähigkeit in zweidimensionalen Heterostrukturen wurde auch mit einer quanten-
kinetischen Gleichung beschrieben, wodurch der Metall-Isolator-Übergang reproduziert
werden konnte [mos06].

2.4.2 Teilaufgabe “Binäre Unordnung”

Für das Bernoulli-Anderson-Modell in dreidimensionalen Systemen wurde die Zustands-
dichte berechnet [KRSS06, kcs05, kcs06]. Dabei wurden charakteristische Strukturen in
der Mitte der beiden Subbänder gefunden, die sich nicht durch die geringen Systemgrößen
bei der Diagonalisierung erklären lassen. Eine genauere Analyse dieser Feinstrukturen
auch mit analytischen Methoden steht noch aus [KRSS06].
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2.4.3 Teilaufgabe “Langreichweitige Unordnung”

Die erwähnte neuartige Variante der Transfer-Matrix-Methode, bei der ein vergleichswei-
se kurzes System zu Grunde gelegt wird, wurde benutzt, um das Anderson-Modell mit
langreichweitig korrelierter Unordnung zu untersuchen. Auf diese Weise ist es möglich
geworden, die Abhängigkeit des kritischen Exponenten von der Potenz, mit der die Kor-
relationsstärke des Potentials abfällt, zu bestimmen. Es zeigt sich, dass für feste Unord-
nung ein kritischer Wert dieser Potenz existiert, oberhalb dessen der kritische Exponent
dem des Modells mit unkorrelierter Unordnung entspricht, was mit dem erweiterten
Harris-Kriterium übereinstimmt [NRS04, NRS05, nrs04a, nrs05, snr04]. Dies bedeutet,
dass ein kritischer Wert der Potenz existiert, unterhalb dessen die Korrelationen relevant
werden. Allerdings haben Berechnungen mit der üblichen Transfer-Matrix-Methode, bei
der die Rekursion in einem langen quasieindimensionalen System bis zur Konvergenz
durchgeführt wird, Zweifel an diesen Daten aufkommen lassen, weil auch für kleinere
Werte dieser Potenz der kritische Exponent dem des Modells mit unkorrelierter Unord-
nung zu entsprechen scheint [ccs05].

2.4.4 Teilaufgabe “Topologische Unordnung”

Die Energiespektren und Eigenzustände von quasiperiodischen Systemen wurden mit
Hilfe der Multifraktalanalyse und der Energieniveaustatistik beschrieben, wodurch sich
die universellen Eigenschaften der Spektren nachweisen ließen [GS05, s04a, s04b, s04c,
s04d, s04e, s04f]. In dreidimensionalen Systemen deuten erste Rechnungen zur Propa-
gation von Wellenpaketen [CGS05, csg04, scg04] auf eine Mobilitätskante hin. Durch
Untersuchung der Rückkehrwahrscheinlichkeit und der Wellenpaketsbreite konnte nicht
nur der Übergang von ballistischem Transport an den Bandkanten zu superdiffusivem
Verhalten in der Bandmitte beobachtet werden, sondern auch interessante hierarchische
Strukturen bei der Ausbreitung der Wellenpakete auf eindimensionalen Ketten. Durch
Hinzufügen einer einzelnen Störstelle ist es möglich, eine Lokalisierung des Wellenpakets
auf einzelnen Unterketten hervorzurufen [CSG06, csg05].

2.4.5 Teilaufgabe “Transporteigenschaften”

Mit Hilfe der Greensfunktionsmethode konnten wir die thermoelektrischen Transport-
eigenschaften von amorphen Systemen in der Nähe des Metall-Isolator-Übergangs un-
tersuchen und deren kritisches Verhalten beschreiben [CR06, crms05]. Alle kinetischen
Koeffizienten der linearen Antwort-Theorie lassen sich durch eine rekursive Formulierung
der Methode berechnen.
Durch Berechnung des Leitwerts mit Hilfe der Greensfunktionsmethode wurde dann der
Phasenübergang auch für Energien außerhalb der Bandmitte analysiert und der kritische
Wert der Energie bzw. der Unordnung bestimmt [CRS06].
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2.4.6 Teilaufgabe “Quanten-Hall-Effekt”

Der Phasenübergang beim ganzzahligen quantisierten Hall-Effekt wurde für ein lang-
reichweitig korreliertes Unordnungspotential beschrieben. Zur Charakterisierung des Über-
gangs wurde auch die Energieniveaustatistik benutzt. Dabei wurde wieder ein Renormie-
rungsgruppenansatz verwendet [C04, CR04, CR05]. In diesem Zusammenhang wurden
auch analytische Untersuchungen zu einem Matrix-Modell für den quantisierten Hall-
Effekt durchgeführt [GJSS04, JRS06, JS04].

2.4.7 Teilaufgabe “Statistik der Wellenfunktionen von seltenen
Zuständen”

Wir haben die Verteilung von Wellenfunktionsamplituden im Anderson-Modell unter-
sucht [MS06]. Dabei wurden auch Korrekturen zu den aus der Zufallsmatrizentheorie
gewonnenen Resultaten berücksichtigt. Insbesondere wurde der Gültigkeitsbereich von
störungstheoretischen Korrekturen analysiert.
Die räumliche Struktur der anormalen lokalisierten Zustände großer dreidimensionaler
Systeme wurde ebenfalls numerisch bestimmt, dabei zeigen sich bei den Korrelationskoef-
fizienten charakteristische Fluktuationen, durch die die anormalen Zustände identifziert
werden können [SC05, cs05, s05a].
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2.5 Offene Fragen / Ausblick

Bei den Schichtsystemen wurden bisher nur Systeme mit einem Magnetfeld senkrecht
zu den Schichten betrachtet. Es wäre interessant, auch Systeme mit einem Magnetfeld
parallel zu den Schichten zu untersuchen.
Andere topologische Strukturen, beispielsweise das Modell eines Netzwerkes für eine
“kleine Welt“, in dem ein bestimmter Anteil der Transferintegrale zwischen den nächsten
Nachbarn durch langreichweitige Transferterme zu zufällig ausgewählten Gitterplätzen
ersetzt wird, stellen eine andere interessante Variante des Anderson-Modells dar. Mit
wachsender Zahl derartig langreichweitiger Verbindungen im Netzwerk ist eine wachsen-
de Delokalisierung der Eigenzustände zu erwarten, so dass das System möglicherweise
in einen Phasenübergang getrieben werden kann.
Eine genauere Analyse der Umstände, die zum Auftreten der anormalen lokalisierten
Zustände erforderlich sind, sollte zu einer besseren quantitativen Beschreibung führen, so
dass ein Vergleich mit verschiedenen analytischen Resultaten möglich wird. Dazu wären
allerdings aufwändige Berechnungen erforderlich, da die anormalen Zustände sehr selten
auftreten.
Die Feinstruktur der Zustandsdichte im Bernoulli-Anderson-Modells erfordert ebenfalls
noch genauere Berechnungen, außerdem wäre es interessant, zu untersuchen, wie die
räumliche Struktur der Wellenfunktionen aussieht, die zu diesen Feinstrukturen beitra-
gen.



110 C1 Schreiber/Römer
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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Das Projekt befasst sich mit dem Relaxationsverhalten komplexer Systeme [Pal82, Hof99].
Diese sind durch einen Zustandsraum charakterisiert, der viele lokale Minima der Ener-
giefunktion enthält, die ihrerseits durch energetische Barrieren unterschiedlicher Höhe
getrennt sind. Zudem wird die Bewegung im Zustandsraum nicht nur durch diese energe-
tischen Barrieren, sondern auch durch die Konnektivität der Zustände und damit durch
die Mobilität zwischen verschiedenen Zustandsraumbereichen beschränkt.

Diese Einflüsse bestimmen das thermische Relaxationsverhalten der komplexen Systeme,
welches als Hüpfen zwischen den Zuständen beschrieben werden kann. Die Zeitskalen,
auf denen solche Prozesse ablaufen, sind sehr groß verglichen mit den typischen, für expe-
rimentelle Untersuchungen verwandten Zeiten. Dies führt zu einer Vielzahl interessanter
experimenteller Befunde; insbesondere werden Nichtgleichgewichtsphänomene beobach-
tet. In Spin-Gläsern drücken sich diese besonders durch das so genannte Aging-Verhalten
aus [LSNB83, GSN+88, SGN+87, HLO+92, VHO+97, JVH+98, MJN+02, JYN02].
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Ziel dieses Teilprojektes ist es, u. a. diese Nichtgleichgewichtsphänomene auf der Ba-
sis komplexer Zustandsräume zu modellieren. Wegen der extrem hohen Anzahl von
Zuständen selbst relativ kleiner Systeme kann eine erfolgreiche Modellierung in der Re-
gel nicht im vollständigen Zustandsraum erfolgen. Statt dessen hat es sich als fruchtbar
erwiesen, diesen auf eine handhabbare Anzahl sogenannter Cluster zu vergröbern. Dies
sind Zusammenfassungen sehr vieler energetisch dicht beieinander liegender benachbar-
ter Zustände, die untereinander schnell ins Gleichgewicht kommen.

Bei der Modellierung von Aging-Phänomenen in sogenannten Temperature-Step-Expe-
rimenten [VHO91, GSN+88, LHOV94, HSS97] zeigte es sich, dass die Berücksichtigung
von kinetischen Faktoren notwendig ist, die in vergröberter Weise die Konnektivitäten im
Zustandsraum wiedergeben. Um die durch die Konnektivitäten bedingten Relaxationsei-
genschaften besser modellieren zu können, haben wir unsere Forschungen zur Relaxation
in selbstähnlichen, fraktalen Strukturen vertieft. Bei diesen ist die Relaxation nicht durch
die Energielandschaft, sondern ausschließlich durch die Topologie des Zustandsraumes
bestimmt.

Basierend auf einer schon früher entwickelten Beschreibung von Fraktalen, die eine effek-
tiv randlose Simulation der Diffusion von Zufallswanderern möglich macht, implemen-
tierten wir nun eine parallelisierte Variante, die die Grundlage des Langzeitstudiums der
Diffusion auf Fraktalen bildet. So konnten wir die anomalen Diffusioneigenschaften sehr
genau charakterisieren.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

2.3.1 Teilaufgabe Zustandsraumstruktur und langsame Relaxation
bei Spingläsern und anderen Systemen

Die Struktur des Zustandsraums komplexer Systeme bildet die Grundlage für die Be-
schreibung des dynamischen Verhaltens solcher Systeme. Dabei wird der Zustandsraum
häufig als Oberfläche einer gebirgsartigen Landschaft mit vielen verschieden hohen Ber-
gen, Tälern und Pässen visualisiert [Hof02, HS02]. Die Analyse dieser Zustandsraum-
struktur für ausgewählte, physikalisch relevante Modellsysteme wie z.B. Ising-Spins war
erneut ein primäres Ziel unserer Untersuchungen, da an dieser Stelle eine der Ursachen
für eine Reihe interessanter thermodynamischer Nichtgleichgewichtsphänomene zu fin-
den ist.

Die teilweise bereits in den vergangenen Bewilligungsperioden begonnenen Arbeiten zur
Untersuchung der Zustandsraumstruktur wurden fortgesetzt, aber im Jahr 2005 konnten
nicht alle der für den Zeitraum 2005–2007 gesteckten Ziele erreicht werden.

Ein Ziel unserer Untersuchungen war die Charakterisierung durch Enumeration im nied-
rigenergetischen Bereich sowie in der Umgebung lokaler Minima und die Gewinnung von
Zustandsdichten auch für höhere Energien. Weiterhin sollte die Enumeration durch Ein-
satz eines parallel implementierten Branch-and-Cut-Algorithmus verbessert werden.

Nachdem wir durch die Implementation einer automatischen Vergröberung des Zustands-
raums eine Reihe interessanter Erkenntnisse über Barrierenstrukturen gewonnen hat-
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ten, wurden darauf aufbauend die Modelle komplexer Zustandsräume verbessert, und es
konnte ein tieferes Verständnis des Wechselspiels zwischen Struktur des Zustandsraums,
der Konnektivität seiner Zustände sowie kinetische Eigenschaften gewonnen werden.
Hierzu wurde zunächst anhand eines einfachen Modellsystems die Dynamik untersucht,
wobei besonders der Einfluss verschiedener Zustandsdichten getestet wurde.

Weiterhin sollte die Vergöberung enumerierter Zustandsräume in Hinblick auf die Alte-
rungsphänomene fortentwickelt werden. Hierbei war es besonders interessant, ob das bis-
her im Versuchsstadium befindliche Zulassen innerer Barrieren ausreicht, um wesentlich
größere Zustandsraumbereiche zusammenfassbar zu machen. Danach sollten die schon
bewährten Methoden zum Einsatz kommen, die aber eine parallele Erweiterung benöti-
gen: speziell die in unserem NB-Clustering-Algorithmus auftretenden großen Cluster
benötigen eine innere Struktur, um eine stärkere Vergröberung zuzulassen.

Für die Systeme, für die eine Enumeration aufgrund der Größe nicht in Frage kommt,
wollten wir den Zugriff auf die Zustandsdichte verbessern. Zur Berechnung der globalen
Zustandsdichte solcher Systeme ist eine neue Parallelisierungsstrategie erforderlich, die
es erlaubt, die entstehenden sehr großen Übergangsmatrizen auf mehrere Knoten eines
Compute-Clusters zu verteilen. Außerdem war das Problem des Über- oder Unterlaufs
in Standard-Fließkommazahlen lösen.

2.3.2 Teilaufgabe Relaxationsverhalten auf Fraktalen

Die Dynamik eines Systems wird nicht nur durch energetische Barrieren, sondern auch
von der Zusammenhangsstruktur des Zustandsraums selbst wesentlich beeinflusst. Frak-
tale Strukturen dienen einerseits als Zustandsraummodell eines komplexen Systems, an-
dererseits als Realraummodell z. B. poröser Materialien. Die besondere Art von Kon-
nektivität zwischen den Zuständen verlangsamt im Allgemeinen die Bewegung von Zu-
fallswanderern bzw. die Diffusion von Teilchen. Auf diesem Gebiet ist es notwendig,
Langzeitstudien durchführen zu können. Dazu muss die Beschränkung durch Speicher-
ausbau und CPU-Leistung umgangen werden. Hierzu bietet sich die Benutzung von
Compute-Clustern an.

Eine Beschränkung auf Sierpinski-Teppiche ist für die Simulation der Diffusion sinn-
voll, weil ein von uns entwickelter effizienter Algorithmus existiert [SFSH01] aber auch
komplementäre Methoden zur Bestimmung der Random-Walk-Dimension solcher Struk-
turen zur Verfügung stehen. Jedoch werden für die Lösung anderer Probleme, wie die
Bestimmung von wichtigen fraktalen Dimensionen, auch andere Zufallsstrukturen zu
Rate gezogen. Insbesondere gilt dies für das Beispiel der Percolationscluster.

Besonders wichtige Fragestellungen waren: Wie wirkt sich die Mischung von unterschied-
lichen Fraktalgeneratoren gleicher Random-Walk-Dimension auf die Dimension des er-
zeugten Zufallsfraktales aus? Was geschieht, wenn nunmehr Generatoren verschiedener
Dimension verwendet werden? Welche gemeinsame Eigenschaften haben die Zufallsfrak-
tale im allgemeinen? Wie können besonders große Sierpinsky-Teppiche und Percolati-
onscluster mit Hilfe von parallelen Algorithmen analysiert werden, wenn sie sich der Un-
tersuchung mit üblichen Algorithmen wegen einer um Größenordnungen zu aufwändigen
skalaren Berechnung entziehen?
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2.3.3 Teilaufgabe Modellierung von Aging-Experimenten in
Spingläsern

Zur Beschreibung von Aging-Phänomenen in Spingläsern wurden in der Vergangenheit
hierarchisch organisierte Modelle mit großem Erfolg verwendet. Es gelang mit ihrer Hilfe
einige der experimentellen Befunde zu reproduzieren. Begonnen wurde dabei mit sehr
stark vereinfachten Baummodellen, die, versehen mit einer Mastergleichungsdynamik,
zum Teil sogar eine analytische Lösung zuließen. Zusammen mit einer Modellierung der
magnetischen Überlappfunktion, die alle für den Einsatz der Responsetheorie notwendi-
gen Informationen über die magnetischen Eigenschaften des Systems enthält, konnten
so die einfachen Agingexperimente mit ihrer charakteristischen Verschiebung des Maxi-
mums in der Relaxationsrate wiedergefunden werden.

Zwischenzeitlich konnte auch ein direkter Zusammenhang zwischen den verwendeten
Baummodellen und der wirklichen Zustandsraumstruktur gefunden werden, in dem der
niederenergetische Teil des Zustandsraumes eines ±I-Ising-Spinglases durch Enumera-
tion untersucht und barrierenfrei vergröbert wurde; die erhaltene Struktur weist große
Ähnlichkeit mit den einfachen hierarchischen Baummodellen auf, ist aber weniger re-
gelmäßig und weniger symmetrisch.

Ziel unserer Untersuchungen war, aufbauend auf dem bisher Erreichten, eine geschlossene
Beschreibung der Dynamik unter dem Einfluss von Temperaturrampen zu finden. Dies ist
eine Vorarbeit zur Modellierung der sogenannten

”
temperature-cycling“-Experimente,

bei denen die Temperatur in der Wartezeit verändert wird, und der ac-Suszeptibilitäts-
experimente. Für diese Experimente ist es bisher noch unklar, ob sie im Rahmen der
hierarchischen Baummodelle beschrieben werden können. Gleichzeitig mit den Untersu-
chungen zur Temperaturabhängigkeit der Dynamik wurde begonnen, die oben genannten
Experimente mit einem alternativen Ansatz, der Zerlegung der Temperaturrampen in
diskrete Schritte, zu modellieren.
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2.4 Ergebnisse

2.4.1 Teilaufgabe Zustandsraumstruktur und langsame Relaxation

Bei der Vergröberung von Zustandsräumen sind sowohl Effizienz (starke Reduktion
der Freiheitsgrade) als auch Wirkungsgleichheit (im dynamischen Verhalten) einerseits
grundlegende aber andererseits einander widersprechende Forderungen. Um an dieser
Stelle einen optimalen Kompromiss finden zu können ist es wichtig, alle Größen genau
zu kennen, die das dynamische Verhalten des Systems beeinflussen. Aufgrund der bisher
durchgeführten Untersuchungen konnten wir mit die Barrierenstruktur von Spingläsern
charakterisieren und Aussagen zur Verteilung lokaler Minima treffen.

Die thermische Relaxation komplexer Systeme wird im wesentlichen durch drei Einflüsse
bestimmt [Hof02]. Erstens sind energetische Barrieren im Zustandsraum zu nennen, die
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Abbildung 2.1: Zur Analyse des Preferential Trapping benutzen wir ein Modellsystem,
welches aus zwei Tälern besteht, die in ein Haupttal eingebettet sind.
Die Eigenschaften hinsichtlich Energie, Zustandsdichte und Konnekti-
vität werden hierbei durch die Tiefe der Täler, die Entartung der Kno-
ten und die Übergangswahrscheinlichkeit zwischen benachbarten Knoten
repräsentiert.
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Abbildung 2.2: Die Wahrscheinlichkeit, einen Zufallswanderer in Tal 1 (offene Symbo-
le) oder Tal 2 (ausgefüllte Symbole) zu finden, als Funktion der Anzahl
der Annealing-Schritte M . Dabei repräsentieren normale Kästchen die
Wahrscheinlichkeiten, die aus der Iteration der Mastergleichung entlang
einer linearen Temperaturrampe mit anschließendem Schockkühlen ge-
wonnen wurden, während auf die Spitze gestellte Kästchen die Start-
verteilung und Dreiecke die Gleichgewichtsverteilung, jeweils anschlie-
ßend schockgekühlt, darstellen. Man erkennt, dass bei hohen Annealing-
Geschwindigkeiten die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Tal 1 wegen sei-
nes größeren Randes höher ist. Ebenso kann bei niedrigen Annealing-
Geschwindigkeiten Tal 1 wiederum aufgrund seiner größeren Tiefe mehr
Wahrscheinlichkeit in sich vereinen. Demgegenüber gibt eis eine mittle-
re Geschwindigkeit bei der der sogenannte Trapping-Effekt eintritt, d.h.
dass die Wahrscheinlichkeit in Tal 2 geleitet wird und dieses nicht mehr
verlassen kann.
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Abbildung 2.3: Der Zeitverlauf der Wahrscheinlichkeiten in Tal 1 (offene Symbole) bzw.
Tal 2 (ausgefüllte Symbole) unter dem Einfluss einer linearen Tempera-
turrampe (Symbol: Stern). Dabei repräsentieren Kästchen die (schock-
gekühlte) Wahrscheinlichkeit des Annealing-Prozesses, während die Drei-
ecke den Gleichgewichtszustand bei der jeweiligen Temperatur darstellen.
Auch hier erkennt man deutlich, dass bei hohen Temperaturen Tal 1 die
höchste Aufenthaltswahrscheinlichkeit in sich vereint. Dies ändert sich
ungefähr dann, wenn die Trapping-Temperatur von Tal 2 unterschritten
wird. Im Prinzip würde sich die Situation wiederum ändern, wenn die
Temperatur so weit gesunken ist, dass sich die größere Tiefe von Tal 1 be-
merkbar macht, wie die Gleichgewichtskurven zeigen, aber an dem Punkt
ist die Beweglichkeit bereits so gering, dass sich die Wahrscheinlichkeit
die Barriere nicht mehr überwinden kann.

lokale Minima bzw. Täler voneinander trennen, und die bei der Relaxation zu überwin-
den sind. Zweitens spielt die Zustandsdichte eine wesentliche Rolle, und drittens sind
die Konnektivitäten im Zustandsraum selbst zu beachten, da diese die Möglichkeiten
der Entwicklung des komplexen Systems in das thermische Gleichgewicht definieren.

Infolgedessen wurden diese drei Faktoren anhand eines Referenzsystems (siehe Abb. 2.1)
zunächst isoliert, später mehr und mehr in ihrem Wechselspiel untersucht [HS05, Fised].
Dabei stellte sich heraus, dass die Wahrscheinlichkeit, das System in einer bestimm-
ten Region des Zustandsraumes vorzufinden, durch äußere Parameter massiv beeinflusst
werden kann. Dieser Vorgang wird als Preferential Trapping bezeichnet. Dies hat weit-
reichende Konsequenzen für das Verständnis der dynamischen Prozesse in komplexen
Zustandsräumen, da es einen Erklärungsansatz liefern kann, wieso stochastische Opti-
mierungsverfahren auch in Situationen erfolgreich angewandt werden können, in denen
frühere Hypothesen wie deep valleys have large rims nicht zutreffen und auch wieso bei
Prozessen wie der Proteinfaltung ein bestimmtes und mit einer speziellen Funktionalität
verbundenes energetisches Minimum innerhalb kürzester Zeit gefunden werden kann.

In den Abbildungen 2.2 und 2.3 ist ein Beispiel eines solchen Trapping-Effekts im Rah-
men unseres Modellsystems dargestellt. Dabei stellen wir in einem Aufbau entspre-
chend System 2 aus Abbildung 2.1 zwei Täler mit exponentiellem Anstieg der Ent-
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artung der Knoten aber unterschiedlichen Trapping-Temperaturen von T (1) ≈ 0, 259
und T (2) ≈ 0, 563. Zusätzlich ist das Haupttal ebenfalls mit exponentiellem Anstieg
der Entartung und T (HT) ≈ 0, 597 belegt. Das führt insgesamt zu einer Situation, in
der Tal 2 einen geringfügig schmaleren Rand als Tal 1 hat, aber bereits eine Ebene
unterhalb breiter als Tal 1 ist. Demgegenüber ist Tal 1 um 2 Ebenen tiefer, was die
Gleichgewichtsverteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten bei tiefen Temperaturen
wesentlich beeinflusst.

Innerhalb dieses Aufbaus senken wir die Temperatur linear von TA = 0, 6 bis TE = 0, 05
in 10 Schritten mit jeweils einer (variablen) Anzahl von Annealing-Schritten M ∈
[1 . . . 220] zwischen den Temperaturschritten. Wie man in Abbildung 2.2 gut erkennen
kann, befindet sich nach schnellen Annealing-Prozessen (wegen seines breiteren Ran-
des) und langsamen Annealing-Prozessen (wegen seiner größeren Tiefe) der Hauptteil
der Wahrscheinlichkeit in Tal 1. Bei Annealing-Prozessen von mittlerer Geschwindigkeit
kann jedoch ein Großteil der Wahrscheinlichkeit in Tal 2 fließen und es dann nicht mehr
verlassen. Dieser Vorgang wird durch den Zeitverlauf des Prozesses (Abbildung 2.3) noch
verdeutlicht.

Dieses Ergebnis widerspricht einerseits der oft verwendeten Annahme, dass bei einem
Annealing-Prozess das globale Minimum bei der geringsten Geschwindigkeit mit der
größten Wahrscheinlichkeit und beim Schockkühlen mit der geringsten Wahrscheinlich-
keit gefunden wird.

Andererseits macht es deutlich, dass der Verlauf dynamischer Prozesse nicht nur von der
energetischen Lage der lokalen Minima und der Barrieren abhängt, sondern auch von
den lokalen Zustandsdichten und Konnektivitäten wesentlich beeinflusst wird. Deshalb
ist bei der Vergröberung von Zustandsräumen besonders darauf zu achten, dass diese
lokalen Zustandsdichten und Konnektivitäten nicht verfälscht werden.

Bei den Untersuchungen der vergröberten Zustandsraumstruktur unter dem Einfluss in-
nerer Barrieren sowie der Zustandsdichte großer Systeme konnten noch keine Fortschritte
erzielt werden.

2.4.2 Teilaufgabe Relaxationsverhalten auf Fraktalen

Die Arbeiten auf dem Gebiet der Struktur von Fraktalen und den damit in Verbin-
dung stehenden dynamischen Prozessen im Zustandsraum wurden bis Ende 2005 wei-
tergeführt. Die folgenden im Bericht 2002 bis 2004 ausführlich erläuterten Ergebnisse

• Untersuchungen der Diffusion auf Fraktalen

• Bestimmung der Random-Walk-Dimension

• Random Walker auf dynamisch erzeugten Fraktalen

• Untersuchung der Diffusion mittels Mastergleichung

• Weiterentwicklung paralleler Algorithmen
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wurden komplettiert.

Die im Finanzierungsantrag 2005–2007 in Unterkapitel 3.5.1.2 formulierten Ziele konn-
ten bis Ende 2005 teilweise erreicht werden. Wie im folgenden dargestellt, betrifft dies
die Unterpunkte

”
Zufallsfraktale“ sowie den Einsatz und die Verbesserung der Leis-

tungsfähigkeit paralleler Algorithmen.
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Abbildung 2.4: Oben: Generatoren für die Erzeugung zufälliger Sierpinsky-Carpets.
Fraktale Dimensionen: dA

w = 2.14, dB
w = 2.46, dC

w = 2.14, dD
w = 2.54.

Unten: 〈dw〉 in Abhängigkeit vom prozentualen Anteil x für die Mischun-
gen AxB100−x (links) und CxD100−x (rechts).

In einer der neu entstandenen Publikationen [AHST05] steht die Generierung von Sier-
pinsky-Carpets aus Mischungen von Generatoren gleicher und ungleicher fraktaler Di-
mension und die Diffusionsvorgänge auf den entstehenden Carpets im Vordergrund. Be-
deutsam ist es, die mit der Diffusion verbundene fraktale Dimension dw zu ermitteln, die
mit dem mittleren Quadrat des Abstandes 〈r2〉 eines Random Walkers vom Ausgangs-
punkt nach einer Zeit t durch die Gleichung

〈r2〉 ∼ t2/dw (2.1)

verknüpft ist.

Dazu wurden durch zufällig kombinierte Aufrufe verschiedener Generatoren die dadurch
entstandenen zufälligen Sierpinsky-Carpets untersucht. In Abbildung 2.4 ist beispielhaft
nur eines der wesentlichsten Resultate dieser Arbeit dargestellt. Jeweils zwei Generato-
ren für Sierpinsky-Carpets werden gemischt, das heißt, mit verschiedenen prozentualen
Wahrscheinlichkeiten aufgerufen, um das Carpet zu erzeugen. Das erstaunliche Ergebnis
ist, dass die fraktalen Dimensionen für Random Walker nicht monoton von diesen Wahr-
scheinlichkeiten abhängen, sondern einen Extremwert bei einem bestimmten Mischungs-
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verhältnis annehmen. Wie in [AHST05] dargelegt, trifft dies sogar auf Mischungen von
Generatoren gleicher Dimension zu.

Die gefundenen Extrema sind nicht notwendigerweise Maxima. Es wurden auch Kom-
binationen von Generatoren gefunden, die zu einem Minimum von dw für ein bestimm-
tes Mischungsverhältnis führten. Dies entspricht interessanterweise einer unerwarteten
Erhöhung der Diffusionsgeschwindigkeit trotz zusätzlich in die Struktur eingebrachter
Unordnung.

hull holes

nat.

n.n.

Abbildung 2.5: Beispiel für ein Percolations-Cluster (links): Außenrand und Hohlräume
für natürliche Ränder (oben) und Ränder für Transport in Hohlräumen
(unten).

Eine weitere interessante Fragestellung betrifft die fraktalen Dimensionen von Rand-
linien oder Grenzflächen. Diese Frage wurde für die Randlinien verschiedener zweidi-
mensionaler Cluster untersucht. Auf dreidimensionale Gebilde übertragen, könnte die
Beantwortung dieser Frage sogar zu unmittelbarer praktischer Bedeutung gelangen,
zum Beispiel bei der Untersuchung von geologischen Formationen, die durch natürli-
che Wachstumsprozesse entstanden sind.

In den vergangenen Monaten gelang es uns, für drei verschiedene Arten von Fraktalen,
das reguläre Sierpinsky-Carpet, das zufällig generierte Sierpinsky-Carpet und den zufälli-
gen Percolations-Cluster, den Nachweis zu erbringen, dass die fraktalen Dimensionen des
Außenrandes und die Dimensionen der Ränder aller Hohlräume übereinstimmen, wenn
der Cluster durch einen einheitlichen Wachstums-Algorithmus entstanden ist [BSS+06].
Für den Fall des regulären Sierpinsky-Carpets gelang dieser Nachweis sogar exakt auf
analytischem Weg.

Dieses Ergebnis konnte bei allen Strukturen für zwei verschiedene Definitionen für die
Ränder erzielt werden, bei denen eine Randlinie durch nur punktweise aneinander stoßen-
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de Teile des Clusters entweder unterbrochen wird (natürliche Randlinie) oder fortgesetzt
wird (praktisch bedeutsam für Transportvorgänge in Hohlräumen). Der Unterschied zwi-
schen beiden Definitionen ist in Abbildung 2.5 dargestellt (Die für Transportvorgänge in
Hohlräumen geeignete Definition wird durch

”
n.n.“ für

”
next neighbour“ gekennzeich-

net.).
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Abbildung 2.6: Parallelisierte Hoshen-Kopelman-Analyse, vereinfacht für eine 3×3-
Aufteilung. links: Schritt 1, Analyse der kleinen Teilquadrate, parallel
und unabhängig, rechts: Sequentielle Umnumerierung durch Analyse der
Grenzlinien (Detail: Beispiel für die Verknüpfung zweier Hohlräume im
oberen Quadrat durch einen kleinen Hohlraum im Quadrat darunter).

Für die Analyse der Topologie großer Cluster wird gewöhnlich der Hoshen-Kopelman-
Algorithmus benutzt. Dieser erwies sich jedoch als ungenügend für die Untersuchung
sehr großer Cluster. Deshalb wurde von uns in [BSS+06] ein paralleler Algorithmus ent-
wickelt, dargestellt in Abbildung 2.6, bei dem zunächst kleine Teilmengen der Cluster
gleichzeitig analysiert werden und danach durch sorgfältige Untersuchung der Grenzlini-
en die endgültige Analyse mit vollständiger Numerierung der Cluster-Bestandteile und
Hohlräume vorgenommen wird.

random random percolation percolation
SC (nat.) SC (n.n.) cluster (nat.) cluster (n.n.)

hull dim. 1.48 1.37 1.76 1.36
hole dim. 1.474 1.364 1.744 1.346

Tabelle 2.1: Ergebnisse für Außenrand- und Hohlraum-Dimensionen für natürliche
Ränder (nat.) und Ränder für Transport in Hohlräumen (n.n.). (500 Cluster
1024×1024, fettgedruckt: 50 Cluster 4096×4096)

Eine Zusammenfassung der numerischen Ergebnisse ist in Tabelle 2.1 dargestellt. Die
fraktalen Dimensionen von Außenrand und Hohlräumen stimmen im Rahmen der Stan-
dardabweichungen (±0.02 für die Außenrand-Daten, ±0.006 für die Hohlraum-Daten)
überein.
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2.4.3 Teilaufgabe Modellierung von Aging-Experimenten in
Spingläsern

Bereits in der Vergangenheit konnte das Verhalten verschiedener Alterungsphänomene
bei Spingläsern anhand hierarchischer Baummodelle erfolgreich erklärt und nachvollzo-
gen werden. Weiterhin konnte der Ansatz der hierarchischen Baummodelle als Grundlage
zur Beschreibung des Zustandsraumes verifiziert werden, indem die Zustandsraumstruk-
tur eines Ising-Spinglases durch Enummeration untersucht und barrierenfrei vergröbert
wurde. Aufbauend auf diesen Ergebnissen wurde mit der Modellierung der bisher noch
nicht beschriebenen ac-Suszeptibilitätsexperimente in zwei Stufen begonnen.

Zum einen wurde zur Darstellung des Propagators einer Temperaturrampe die Tempe-
raturabhängigkeit der Eigenwerte und Eigenvektoren der Übergangsmatrix untersucht.
Diese Untersuchungen haben sich als sehr schwierig erwiesen, da die analytische Tem-
peraturabhängigkeit bereits bei relativ kleinen Systemen eine nicht mehr beherrschbare
Komplexität aufweist. Um an dieser Stelle weitere Fortschritte erzielen zu können, wurde
mit der Suche nach geeigneten Näherungsverfahren zur Darstellung der Temperaturab-
hängigkeit der Eigenwerte und Eigenvektoren begonnen.

Zum anderen wurde der bisher erfolgreich zur Bestimmung von Magnetisierung und Re-
laxationsrate verwendete Ansatz der linearen Responsetheorie herangezogen um die ac-
Suszeptibilitätsexperimente nachzubilden. Dabei wurden die Temperaturrampen nicht
mit Hilfe eines Propagators (siehe oben) sondern als Abfolge diskreter Schritte model-
liert. Die Ergebnisse dieser Modellierung zeigen bisher noch keine Übereinstimmung mit
den experimentellen Befunden. Mögliche Ursachen hierfür könnten nach dem aktuellen
Stand der laufenden Untersuchungen in der Verwendung diskreter Temperaturschritte
oder in der speziellen, aber bei vorangegangenen Modellierungen von Alterungsphäno-
menen erfolgreichen Wahl der magnetischen Überlappfunktion unter Verwendung des
ultrametrischen Abstandes der Knoten liegen.

Insgesamt konnten die Arbeiten im Bereich der Modellierung von Aging-Experimenten
in Spingläsern im Jahr 2005 noch nicht abgeschlossen werden.
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2.5 Offene Fragen / Ausblick

Eine Fortsetzung der Arbeiten an den Aufgaben dieses Teilprojektes ist im Rahmen
verschiedener Einzelprojekte vorgesehen.

• Kann eine Methode implementiert werden, die den Zustandsraum eines Spinglases
gerade soweit vergröbert, dass die dynamischen Eigenschaften des Systems nicht
wesentlich verändert werden? Wie muss die innere Struktur sehr großer Cluster
beschaffen sein, damit dies möglich wird?

• Wie könnte eine solche Methode effektiv parallelisiert werden? Hierzu könnten
sich Schemata anbieten, die eine Gebietszerlegung im Zustandsraum benutzen,
um benachbarte Zustände zusammenzufassen.

• Wie kann das unterexponentielle Wachstum der Zustandsdichte am besten charak-
terisiert werden?

• Auf Fraktalen kann auch eine Energiefunktion definiert sein. Dann existieren Vor-
zugsrichtungen für Zufallswanderer auf diesen. Wie ist dann das Wechselspiel zwi-
schen Random-Walk-Dimension und Energiefunktion zu charakterisieren?

• Kann man mit Hilfe der linearen Response-Theorie die ac-Suszeptibilität der hier-
archischen Modelle für die neueren Experimente mit Temperaturrampe bestimmen,
und darauf aufbauend die experimentell beobachteten Effekte reproduzieren?
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2.1 Teilprojekt C7

Zweistufige Parallelisierung eines Bandstrukturprogramms und massiv parallele Anwen-
dung auf Amorphisierungsphänomene an inneren Grenzflächen

2.1.1 Antragsteller
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09107 Chemnitz 01062 Dresden
Tel.: (0371) 531-3142 (0351) 463-39449
Fax: (0371) 531-3143 (0351) 463-35953
schreiber@physik.tu-chemnitz.de sibylle.gemming@chemie.tu-dresden.de

Dr. Sibylle Gemming (geb. Köstlmeier) ist seit Januar 2004 an der Technischen Uni-
versität Dresden beschäftigt. Sie hat im Dezember 2004 an der Technischen Universität
Chemnitz habilitiert und hat dort seit April 2005 die Lehrbefugnis im Fach Physik.

2.1.2 Projektbearbeiter

Dr. Walter Alsheimer (09/05–10/05)
Dr. Andrey Enyashin (07/05–12/05)
Dr. Agnieszka Jaron-Becker (09/05–12/05)
Carsten Olbrich (wiss. Hilfskraft)

2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Gegenstand des Teilprojekts ist die Untersuchung von Strukturbildungs- und Amorphi-
sierungsvorgängen an Metall-Halbleiter-Grenzflächen mit Hilfe von Dichtefunktional-
Bandstruktur-Rechnungen auf einer gestuft parallelen Plattform aus mehreren shared-
memory-Compute-Servern, die untereinander mit einem schnellen, internen Netzwerk
verbunden sind. Mit drei HP 9000 N4000 Enterprise-Servern mit je 8 shared-memory-
Prozessoren verfügt die Arbeitsgruppe über eine geeignete Testplattform, und die ge-
genwärtigen Entwicklungen der Computertechnik hin zu Mehrprozessor-Rechnern be-
stätigen daher den gewählten Ansatz. Konkretes Ziel der Untersuchungen war es, den Zu-
sammenhang zwischen den strukturellen Eigenschaften von reaktiven Metall-Halbleiter-
Grenzflächen und dem elektronischen Transport im nanoskaligen Bereich zu beschreiben.
Der Fokus der Studie ist auf Grenzflächen zwischen Titan und Silizium und die dort
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entstehenden dünnen Filme aus binären Modifikationen gerichtet. Insbesondere in der
Nanoelektronik spielt diese Materialkombination eine immer bedeutendere Rolle, weil
Ti als Haftvermittler für mikro- und nanoskalige Goldkontakte auf Silizium-Oberflächen
eingesetzt wird. Konkret sollte die Grenzfläche Ti(0001)|Si(111) als Modellsystem die-
nen, deren Struktur und Reaktivität in der dritten Förderperiode bereits quantitativ
analysiert wurden. Zu diesem Materialsystem liegt somit eine umfangreiche Datenbasis
vor, auf der nun der Zusammenhang von Struktur und Transporteigenschaften über die
Grenzfläche untersucht werden sollte.

Im Berichtszeitraum wurden dazu folgende Ziele bearbeitet:

− Die Studien zu Ti(0001)|Si(111) wurden auf größere Strukturmodelle ausgedehnt,
um den Einfluß weitergehender Relaxationen zu erfassen.

− Parallel dazu wurden die Wechselwirkungen an den neu entstandenen Grenzflächen
zum binären Silizid hinsichtlich der Stabilität und der strukturellen und elektroni-
schen Eigenschaften charakterisiert.

− In Ergänzung zur Untersuchung der dünnen Grenzflächenfilme wurden die struktu-
rellen und elektronischen Eigenschaften eindimensional ausgedehnter Titansilizid-
Nanostrukturen (Nanoröhren, Nanostäbchen) untersucht, um auch den Zusam-
menhang zwischen Dimensionalität und Leitfähigkeit quantitativ zu erfassen.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

Im Berichtszeitraum wurden die Grundlagen für die geplante Untersuchung des elek-
tronischen Transports über Metall-Halbleiter-Grenzflächen und -Nanostrukturen erar-
beitet. Die Teilaufgaben 2.3.1 bis 2.3.3 sind verbunden mit den materialwissenschaft-
lichen Fragestellungen, den Dichtefunktional-Bandstruktur-Rechnungen zu Strukturbil-
dung, Wechselwirkung und den elektronischen Eigenschaften reaktiver Metall-Halbleiter-
Grenzflächen. Teilaufgabe 2.3.4 erweitert diese Thematik auf eindimensional ausgedehnte
binäre Nanostrukturen wie Röhren und Stäbchen.

2.3.1 Teilaufgabe “Untersuchung langreichweitiger Relaxationen
an der Ti(0001)|Si(111)-Grenzfläche mit größeren
Strukturmodellen”

Der Mitarbeiter der Ergänzungsaustattung sollte ausgehend von den in der dritten
Förderperiode untersuchten Grenzflächen Si(111)|Ti(0001) zwischen den Elementkris-
tallen größere Superzellen konstruieren und optimieren. Für diese Rechnungen werden
Schichtmodelle in großen Superzellen periodisch wiederholt, und somit die Grenzflächen
als unendlich ausgedehnte planare Defekte beschrieben. Da die meisten experimentell
beobachteten Systeme dieses Typs die Festphasen-Amorphisierung durchlaufen, gibt es
- abgesehen von den in der dritten Förderphase mit kleineren Strukturmodellen be-
rechneten Ergebnissen - bislang wenige Daten zur Stabilität, zur lokalen geometrischen
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Struktur, oder zu den elektronischen Wechselwirkungen an dieser Grenzfläche. Da mit
kleineren Strukturmodellen auch in der Mitte der Siliziumschicht noch strukturelle Rela-
xationen auftraten, sollten zusätzliche Daten aus molekularstatischen Modellrechnungen
größerer Superzellen vor der Amorphisierung gewonnen werden. Bisher wurden folgende
Faktoren für die Reaktivität der Grenzfläche identifiziert: der Elektronegativitätsunter-
schied von Ti und Si, der eine Negativierung der Silizium-Ionen und damit eine Silizid-
Bildung bevorzugt, sowie die Fehlpassung der Gitterkonstanten von Silizium und Titan,
welche ungünstige elastische Wechselwirkungen an der Grenzfläche induziert. Es war zu
prüfen, ob auch größere, realistische Strukturmodelle diese Trends bestätigen.

2.3.2 Teilaufgabe “Silizid-Bildung an der Ti(0001)|Si(111)-
Grenzfläche”

Der Beginn der Bildung von TiSi2 an der Ti(0001)|Si(111)-Grenzfläche wurde bereits in
der letzten Förderphase mit Hilfe der Dichtefunktional-Molekulardynamik-Methode stu-
diert. Dabei folgen die Kerne den klassischen Newton’schen Bewegungsgleichungen auf
der Born-Oppenheimer-Oberfläche, die durch die quantenmechanische Wechselwirkung
des Elektronensystems bestimmt ist. So konnte mit Hilfe geeigneter Strukturmodelle
gezeigt werden, wie sich die relevanten Wechselwirkungsparameter, die Elektronegati-
vität und die elastische Verspannung mit zunehmender Temperatur verändern und wie
sich bei Ausbildung der neuen Modifikation die elastische Verspannung der Grenzfläche
reduziert. Im Bereichtszeitraum sollten längere Simulationszeiten bei einer Tempera-
tur von 900 K durchgeführt werden, auf deren Basis gemittelte Strukturparameter wie
Koordination und Bindungslänge an der Grenzfläche quantiiziert werden können.

2.3.3 Teilaufgabe “Stabilität und Struktur der reagierten
Grenzfläche”

Durch die Ausbildung der Silizid-Modifikation entstehen an der Ti(0001)|Si(111)-Grenz-
fläche zwei neue Grenzflächen zwischen Silizid und Silizium bzw. zwischen Silizid und
Titan. Die Stabilität dieser beiden Grenzflächen sollte mit Hilfe von Dichtefunktional-
Untersuchungen berechnet werden. Ein Vergleich der Grenzflächenenergien mit derje-
nigen der unreagierten Grenzfläche erlaubt es, den thermodynamischen Beitrag ab-
zuschätzen, der zu einer Stabilisierung der reagierten Grenzfläche führt. Dazu sollte
zunächst eine niederenergetische, stabile Kristallebene des TiSi2 gefunden und dann in
Kontakt mit den beiden Grenzflächenebenen der Reinkristalle, also mit Ti(0001) und
Si(111) gebracht werden. Dabei war zu beachten, dass die Gitterfehlanpassung nicht
höher als die der Ausgangsverbindungen ist, da die Reaktion unter der Randbedingung
erfolgt, dass die elastische Energie des Systems durch die Reaktion verringert wird.



132 C7 Schreiber/Gemming

2.3.4 Teilaufgabe “Stabilität, Struktur und elektronische
Eigenschaften von nanostrukturiertem TiSi2”

In Ergänzung zu den dünnen, zweidimensionalen Grenzflächenfilmen aus Titandisilizid,
welche an ausgedehnten Titan-Silizium-Kontakten gebildet werden, sollte gezielt auch
der Einfluss einer nanoskaligen Kontaktgeometrie auf die strukturellen, elektronischen
und Transport-Eigenschaften untersucht werden. Neben nanotubularen Systemen, wel-
che vor allem von weniger stark ionischen Materialien bevorzugt werden, sollten auch
stäbchenförmige Strukturen untersucht werden, in denen die lokale Koordinationsgeo-
metrie mehr der im ungestörten, unendlich ausgedehnten Volumenkristall entspricht.
Um die Periodizität der Strukturen in Röhren- bzw. Stäbchen-Richtung zu nutzen, soll-
te auch diese Untersuchung mit dem Bandstruktur-Verfahren erfolgen, mit dem be-
reits die Grenzfläche optimiert wurde. Um eine Wechselwirkung der Nanoröhren oder
Nanostäbchen mit ihren periodischen Replika auszuschließen, sollte die Superzellgröße
so optimiert werden, dass sie hinreichend viel Vakuum enthält.

2.4 Ergebnisse

Im Berichtszeitraum erfolgte die Anwendung des parallelisierten Pseudopotential-Band-
struktur-Programms zur Berechnung der strukturellen und elektronischen Eigenschaf-
ten der Metall-Halbleiter-Grenzflächen, ergänzt um Dichtefunktional-basierte “tight-
binding”-Studien zu noch größeren Strukturmodellen mit bis zu 1000 Atomen. Die Git-
terfehlanpassung, die durch die unterschiedlichen Gitterkonstanten von Titan bzw. Vana-
dium und Silizium an der M(0001)|Si(111)-Grenzfläche auftritt, konnte dadurch adäquat
mit großen Superzellen mit vertretbarem numerischem Aufwand modelliert werden. Da-
zu wurde vor allem die in den numerischen Algorithmen des Programms vorliegende
Parallelität über die Stützstellen bei der k-Raum-Integration sowie bei der Fouriertrans-
formation zwischen Orts- und Impulsraum genutzt.

2.4.1 Teilaufgabe “Untersuchung langreichweitiger Relaxationen
an der Ti(0001)|Si(111)-Grenzfläche mit größeren
Strukturmodellen”

Ausgehend von den in der dritten Förderperiode untersuchten Grenzflächen zwischen
den Elementkristallen Si(111)|Ti(0001) wurden größere Superzellen mit bis zu 1000 Ato-
men konstruiert und optimiert. Zum Erstellen der Startstrukturen für diese Rechnun-
gen wurde auf ein Dichtefunktional-basiertes “tight-binding”-Verfahren zurückgegriffen,
das ebenfalls unter Verwendung periodischer Randbedingungen eine Beschreibung des
Grenzflächensystems mit Hilfe von Schichtmodellen ermöglicht. Dies war erforderlich, da
bei den Untersuchungen, die in der dritten Förderperiode an kleineren Strukturmodellen
mit bis zu 200 Atomen noch eine Veränderung der Strukturparameter im Inneren der
Siliziumschicht gefunden wurde.

Die Grenzflächenenergie des Silizium-Titan-Kontaktes vor der Reaktion wurde mit Dich-
tefunktional-Untersuchungen zu 0.28 J/m2 berechnet [GS05a, G04, gs04]. Mit der “tight-
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binding”-Methode wurde für die selbe Superzellgröße ein Wert von 0.32 J/m2 erhalten,
der im Rahmen der Methodengenauigkeit sehr gut mit dem Ergebnis der Dichtefunktional-
Studie übereinstimmt. Auch für größere Superzellen von bis zu 1000 Atomen steigt die
berechnete Grenzflächenenergie nur noch marginal auf 0.35 J/m2 an. Die strukturelle
Relaxation umfasst die ersten beiden Si(111)-Doppellagen an der Grenzfläche und klingt
dann ab, so dass bereits die dritte Si-Doppellage den Si-Si-Abstand des relaxierten Volu-
menkristalls aufweist. Auch der Translationszustand, der mit Rechnungen auf der Basis
der vollen Dichtefunktionaltheorie erhalten worden war, wurde in diesen Berechnungen
bestätigt. Damit sind die bereits diskutierten Faktoren für die Reaktivität der Grenz-
fläche bestätigt: der Elektronegativitätsunterschied von Ti und Si führt zu einer Nega-
tivierung der Silizium-Ionen und damit zur Silizid-Bildung, während die Fehlpassung
der Gitterkonstanten von Silizium und Titan ungünstige elastische Wechselwirkungen
an der Grenzfläche induziert und die Mobilität der Atome erhöht [gcs04a, g05, ges05].

2.4.2 Teilaufgabe “Silizid-Bildung an der Ti(0001)|Si(111)-
Grenzfläche”

Darauf aufbauend wurden Molekulardynamik-Simulationen mit Hilfe von Superzellm-
odellen durchgeführt, welche die Grenzfläche Ti(0001)|Si(111) vor, während und nach
der Silizidbildung repräsentieren. Vor der Silizidbildung beträgt die Energie der reinen
Grenzfläche nur 0.28 J/m2 [GS05a, G04, gs04, gcs04a]. Dies deutet darauf hin, dass die
Wechselwirkung vor der Grenzflächenreaktion nur schwach attraktiv ist und von den
wenigen direkten Ti-Si-Bindungen vermittelt wird. Die Grenzflächenreaktion führt zu
einer Angleichung und Reduktion der Komponenten des elastischen Spannungstensors,
durch den die Fehlanpassung ausgeglichen wird. Durch diesen Vorgang erhöht sich die
Bindungsenergie signifikant auf 0.52 J/m2 [GS06a, GS06b]. Im Einklang mit experimen-
tellen Befunden wurde beobachtet, dass Silizium die mobilere Spezies an der Grenzfläche
ist. Vorläufige Ergebnisse für die Grenzflächen Ti|TiSi2|Si lassen darauf schließen, dass
die für Kobalt berechnete Stabilisierung durch Silizidbildung auch bei Titan erfolgt (sie-
he auch Abschnitt 2.4.3) [GS05a, ges05].

Für ein kleineres Superzell-Modell, bei dem starke expansive Kräfte auf Silizium und
kontraktive Kräfte auf Titan wirken, war das System sogar nichtbindend [gs04, g04a].
Diese Befunde stehen im Einklang mit weiteren Dichtefunktional-Untersuchungen zu
Fremdatom-dotierten Oxid-Grenzflächen, an denen abhängig von der Größe und der
elektronischen Struktur des Dotierstoffs ein Versagen der Grenzfläche prognostiziert
wird, welches - neben elektronischen Faktoren - wie an der Titan-Silizium-Grenzfläche
auf ungünstige elastische Wechselwirkungen zurückzuführen ist [GS06c, GS05b, gjss04,
g04a, g04b, g04c].

Aufgrund der Gitterfehlanpassung zwischen Titan (a0 = 2.95 Å) und Silizium (a0 = 3.85
Å) beinhalten gleiche Bereiche der Ti(0001)- und Si(111)-Oberflächen eine unterschied-
liche Anzahl an Atomen mit einem Verhältnis von Ti : Si von etwa 16 : 18, so dass die
Bildung eines durchgehenden TiSi2-Films mit größeren Atomumordnungen verbunden ist
und innerhalb der begrenzten Simulationsdauer nicht erwartet werden kann. Es können
jedoch die lokalen Strukturparameter, z. B. der Ti-Si-Abstand, an der Grenzfläche im
Simulationsmittel verfolgt werden. Vor der Reaktion ergab die Geometrieoptimierung
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der Grenzfläche eine Verbiegung der Titan-Ebene an der Grenzfläche um 0.09 Å. Durch
diese Deformation gleichen sich die Ti-Si-Abstände für die verschiedenen Adhäsions-
plätze an der Grenzfläche einander an, so dass sie im Intervall 2.6 bis 2.7 Å liegen. Die
Siliziumlage an der Grenzfläche zeigte hingegen keine signifikante Aufrauhung, aber der
Abstand zur darunterliegenden Siliziumlage war um 0.21 Å vermindert. Dadurch bilden
die beiden Siliziumlagen eine leicht abgeflachte gewellte Sechseckstruktur, die auch in
Schichtsiliziden wie CaSi2 vorliegt. Dadurch kommen bereits am nicht reagierten Kon-
takt die Si-Atome der zweiten Lage in näheren Kontakt mit der Titanschicht und können
sich an der Wechselwirkung mit dem Titan beteiligen [GS05a, G04].

Abbildung 2.1 zeigt die radiale Verteilungsfunktion (Radial Distribution Function) für
den Si-Ti-Abstand, der im Bereich der Grenzfläche auftritt. Die obere Kurve stellt
die Abstände vor der Grenzflächenreaktion dar, die untere Kurve gibt die Mittelwer-
te wieder, die im Verlauf einer Born-Oppenheimer-Molekulardynamik-Simulation bei
einer Temperatur von 600 K über einen Zeitraum von 5 ps erhalten wurden. Da vor
der Reaktion nur einige wenige Si-Ti-Abstände die lokale Koordination an der Grenz-
fläche bestimmen, weist die obere Kurve sehr klar gegeneinander abgegrenzte Maxima
auf, während die Verteilungsfunktion durch die Mittelung über die Molekulardynamik-
Simulation verbreitert wird. Wie Abbildung 2.1 zeigt, verstärkt sich der Trend zur
Angleichung der Ti-Si-Abstände nach der Reaktion der beiden Komponenten. Durch
die Grenzflächenreaktion kommt es damit zu einer Ausbildung weiterer attraktiver Ti-
Si-Wechselwirkungen, welche die Erhöhung der Grenzflächenenergie nach sich ziehen
[GS06a, GS06b]. Neben den Molekulardynamik-Simulationen wurde auch ein modifi-
ziertes Monte-Carlo-Ising-Verfahren entwickelt, das es erlaubt, die Strukturbildung in
einer Filmgeometrie auf einem größeren Ausschnitt einer realistischen, defektbehafteten
Oberfläche zu simulieren [O04, gmcs04, sgmc04, omg+05]. Dieses Verfahren, ursprüng-
lich für die Bedeckung mit Molekülen konzipiert, erlaubt es nach einer Anpassung der
Wechselwirkungsparameter auch, die Bildung von Silizid-Inseln bzw. -Körnern an der
Grenzfläche zu modellieren.

2.4.3 Teilaufgabe “Stabilität und Struktur der reagierten
Grenzfläche”

An der Ti(0001)|Si(111)-Grenzfläche entstehen durch die Reaktion und Ausbildung ei-
ner Silizid-Modifikation zwei neue Grenzflächen zwischen Silizid und Silizium bzw. zwi-
schen Silizid und Titan. Die Stabilität dieser beiden Grenzflächen wurde mit Hilfe
von Dichtefunktional-Studien untersucht. Für die Grenzfläche zwischen einer Si(111)-
und einer TiSi2(001)-Oberfläche konnte ein Strukturmodell erstellt werden, welches ei-
ne geringere Gitterfehlanpassung von 5% aufweist. Dabei stehen je zwei Einheitszel-
len des Si einer Einheitszelle des TiSi2 (a0 = 8.10 Å) gegenüber. Hochsymmetrische
Adhäsionsplätze gibt es für Silizium-Atome der Si(111)-Fläche auf den Si-Atomen, auf
den Ti-Atomen, bzw. auf den Dreifachloch-Plätzen über je zwei Si-Atomen und ei-
nem Ti-Atom des TiSi2. Alle drei Plätze sind mit Grenzflächenenergien zwischen 0.9
und 1.2 J/m2 stabiler als die Ti(0001)|Si(111)-Grenzfläche vor der Reaktion. Die Ti-
Si-Bindungslängen betragen 2.64 Å und sind damit ebenfalls in dem Bereich, der sich
während der Molekulardynamik-Simulation als stabile Koordinationsgeometrie einstell-
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Abbildung 2.1: Lokale Koordination im Grenzflächensystem Ti(0001)|Si(111)

te. Für die analoge Untersuchung der Ti(0001)|TiSi2-Grenzfläche konnte bislang keine
kleine Einheitszelle gefunden werden, welche eine Berechnung mit voller Dichtefunktio-
naltheorie erlaubt. Eine Abschätzung mit Hilfe der “tight-binding”-Methode ergab aber
auch für diese Grenzfläche Energien von mehr als 1.2 J/m2.

2.4.4 Teilaufgabe “Stabilität, Struktur und elektronische
Eigenschaften von nanostrukturiertem TiSi2”

In Ergänzung zu den dünnen, zweidimensionalen Grenzflächenfilmen aus Titandisilizid,
welche an ausgedehnten Titan-Silizium-Kontakten gebildet werden, sollte gezielt auch
der Einfluss einer nanoskaligen Kontaktgeometrie auf die strukturellen, elektronischen
und Transport-Eigenschaften untersucht werden, da in verwandten, metallischen wie
halbleitenden binären und ternären Nanostrukturen deutliche Abweichungen zwischen
den Materialeigenschaften von Nanokontakten und von makroskopisch ausgedehnten
Systemen auftreten [GSS04a, GSS04b, IHGS06, gss04a, gss04b, gss04c, gss04d, gs05].
Neben nanotubularen Systemen, welche besonders von weniger stark ionischen Materia-
lien bevorzugt werden, wurden vor allem für kleinere Durchmesser auch stäbchenförmi-
ge Strukturen untersucht, in denen die lokale Koordinationsgeometrie mehr der im un-
gestörten, unendlich ausgedehnten Volumenkristall entspricht [g04a, g04b, g04c]. Um die
Periodizität der Strukturen in Röhren- bzw. Stäbchen-Richtung zu nutzen, erfolgte auch
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Abbildung 2.2: Energetik nanoskaliger TiSi2-Strukturen im Vergleich zur Energie des
Volumenkristalls bzw. der dünnen ein- und zweilagigen Filme.

diese Untersuchung mit dem Bandstruktur-Verfahren, mit dem bereits die Grenzfläche
optimiert wurde [EGS06].

Abbildung 2.2 zeigt die Energetik der berechneten Nanostrukturen im Vergleich zur
Energie des Volumenkristalls, der Monolage und der Doppellage. Im Gegensatz zur Situa-
tion bei Nanoröhren sind die Nanostrukturen jeweils stabiler als die entsprechende Mono-
bzw. Doppellage. Dies zeigt, dass neben der elastischen Verspannung, die zur Krümmung
der Lage erforderlich ist, attraktive, kovalente und Coulomb-Wechselwirkungen auftre-
ten, welche die kompakteren Strukturen begünstigen. Im Gegensatz zu anderen binären
Verbindungen unterscheidet sich aber bei binären Titan-Silizium-Phasen das Mischungs-
verhalten auf der Nanometerskala nicht grundlegend von den Verhältnissen im aus-
gedehnten Volumenkristall [GSS04a, gss04a, gss04b, gss04c, gss04d]. In einem Haupt-
gruppen-Silizid der gleichen Stöchiometrie wie die hier relevanten Verbindungen, dem
CaSi2, wurde ferner nachgewiesen, dass sich das Zintl-Konzept der Strukturbildung auch
auf Nanostrukturen übertragen lässt.

Im Gegensatz dazu weichen die elektronischen Eigenschaften des nanostrukturierten
TiSi2 von denen des Volumenkristalls ab. Abbildung 2.3 gibt eine Gegenüberstellung
der berechneten elektronischen Zustandsdichten für den Volumenkristall in der C54-
Struktur (a), für eine (001)-Monolage (b), sowie für eine tubulare Nanostruktur mit
einem Innendurchmesser von 6.21 Å. Neben der gesamten Zustandsdichte sind auch
projizierte Zustandsdichten links für Titan, rechts für Silizium, abgebildet. Deutlich
erkennbar ist der starke Anstieg elektronischer Zustände im Bereich der Fermiener-
gie (0 eV) beim Übergang vom Volumenkristall zur Nanostruktur, der ein Indiz für
eine bessere elektronische Leitfähigkeit der Nanostrukturen ist. Der Anstieg der Zu-
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Abbildung 2.3: Platz- und Drehimpuls-projizierte Dichte elektronischer Zustände von
TiSi2 als Volumenkristall (a), als (001)-Monolage (b) und als (6,6)-
Nanoröhre (c). Die durchgezogenen Linien zeigen die gesamte Zustands-
dichte, die s-, p- und d-Zustände sind jeweils durch gepunktete, gebro-
chene und gestrichpunktete Linien gekennzeichnet. Die linken Graphen
zeigen Projektionen auf die Ti-Zustände, die rechten Graphen sind Pro-
jektionen auf die Si-Zustände.

standsdichte tritt bereits bei der einzelnen Monolage auf und ist bei der Nanoröhre
verstärkt, ist also als “finite-size”-Effekt zu klassifizieren. Deshalb sollten TiSi2-Schichten
am Ti(0001)|Si(111)-Kontakt, welche die Adhäsion zwar verbessern, aus elektronischen
Gründen im tatsächlich herzustellenden Bauelement möglichst dünn gehalten werden.
Mit Hilfe der Platz- und Drehimpuls-projizierten Zustandsdichten konnte gezeigt wer-
den, dass die leeren d-Zustände des Titan für diesen Anstieg maßgeblich sind, so dass
das Silizid auch eine ideale Basis für eine Kontaktierung mit einem anderen Übergangs-
metall, z. B. mit Gold darstellt.
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2.5 Offene Fragen / Ausblick

In der laufenden Förderperiode wurden die mikroskopischen Mechanismen aufgeklärt,
welche die Strukturbildung an reaktiven Metall-Halbleiter-Grenzflächen steuern und in
nanostrukturierten binären Modifikationen zur Ausbildung neuartiger elektronischer Ei-
genschaften führen. Dazu wurde neben dem parallelen Bandstrukturverfahren auch ein
“tight-binding”-Ansatz verwendet, mit dem sich im Sinne eines Skalen-übergreifenden
Modellierens von Materialeigenschaften geeignete Startgeometrien für die Strukturopti-
mierung effizient generieren lassen. Diese Ergebnisse zu Strukturbildung und zu den Ei-
genschaften des elektronischen Grundzustands sollen als Ausgangspunkt für die weiterge-
hende Untersuchung des elektronischen Transports über Metall-Halbleiter-Grenzflächen
dienen.

Konkret sollen damit für das System Ti(0001)| Si(111) drei komplementäre theoretische
Ansätze verfolgt werden:

1. Dichtefunktional-Störungstheorie, bei der die Reaktion des Systems auf ein ex-
ternes elektrisches Feld sowie auf Auslenkungen der Atome um ihre optimalen
Positionen berechnet wird und die als zeitabhängige Formulierung einen Zugang
zu angeregten Einteilchenzuständen liefert,

2. Wellenpaket-Dynamik auf den ebenfalls in der laufenden Förderperiode berechne-
ten Potentialhyperflächen für den Grundzustand und für den ersten elektronisch
angeregten Zustand,

3. Lösung der Bethe-Salpeter-Gleichung für die Zweiteilchen-Streuung am bereits be-
rechneten Grenzfächenpotential.

Damit sollen folgende experimentelle Beobachtungen erklärt werden:

1. Elektronische Eigenschaften der Grenzfläche, z.B. die Leitfähigkeit, korrelieren mit
der konkret vorliegenden atomistischen Struktur. Dies ist insbesondere für das End-
produkt der Grenzflächenreaktion, das TiSi2, interessant, da von den beiden nie-
derenergetischen Modifikationen nur die C54-Struktur (TiSi2-Strukturtyp) einen
geringen elektrischen Widerstand aufweist, während die C49-Struktur (ZrSi2-Typ)
einen für die Anwendung unerwünscht hohen Kontaktwiderstand hat.

2. Da experimentelle Hinweise vorliegen, dass die Abscheidung einer Monolage Niob
an der Grenzfläche den elektronischen Transport über die Grenzfläche deutlich
verstärkt, sind ebenfalls Modellrechnungen zum Einfluss der Dotieratome geplant.

3. Darüber hinaus sollen die Erkenntnisse zur Strukturbildung an der Titan-Silizium-
Grenzfläche auf die Wechselwirkungen an der Grenzfläche zwischen Vanadium und
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Silizium angewandt werden. Für prototypische Strukturen sollen so die Potential-
daten erzeugt werden, welche in eine vergleichende Studie zum elektrischen Trans-
port über die Grenzfläche hinweg einfliessen.
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2.1 Teilprojekt C8

Langzeitverhalten großer dynamischer Systeme
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Wegen der derzeitigen hochschulpolitischen Situation, die insbesondere für den wissen-
schaftlichen Nachwuchs starke Unwägbarkeiten mit sich bringt, sahen sich zwei der An-
tragsteller, die auf zeitlich befristeten Stellen eingestellt waren, gezwungen, vorzeitig aus
dem SFB auszuscheiden. Um den neuen Beschränkungen, die das 5. Hochschulrahmenge-
setz mit sich brachte, zu entgehen, wurde das Arbeitsverhältnis mit PD Dr. Arnulf Latz
im gegenseitigen Einverständnis noch vor Ablauf des Jahres 2001 aufgehoben. Herr Dr.
Latz konnte daraufhin eine längerfristige Anstellung am Fraunhofer Institut für Techno-
und Wirtschaftsmathematik, Kaiserslautern, antreten. Ebenfalls vorzeitig und im ge-
genseitigen Einverständnis wurde das Arbeitsverhältnis mit PD Dr. Wolfram Just Ende
September 2003 aufgehoben, der daraufhin eine unbefristete Stelle als Lecturer im Be-
reich Applied Mathematics am Queen Mary College der University of London antreten
konnte. Beide Projektleiter standen und stehen weiterhin beratend zur Verfügung.

2.1.2 Projektbearbeiter

Prof. Dr. Günter Radons

PD Dr. Wolfram Just

PD Dr. Arnulf Latz

Dr. Hongliu Yang

Dr. Benno Rumpf (seit 1/2004)

Dipl. Phys. Christian Drobniewski (seit 4/2004)
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Dipl. Phys. Andreas Fichtner (seit 11/2003)

Prof. Dr. Gudula Rünger (Informatik, B8)

Michael Schwind (Informatik, B8)

2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Die Theorie der nichtlinearen Dynamik verknüpft deterministische Bewegungsgleichun-
gen mit chaotischen, scheinbar stochastischen Phänomenen. Für einfache niedrigdimen-
sionale Systeme lässt sich eine statistische Beschreibung aus dynamischen Eigenschaf-
ten ohne probabilistische Annahmen begründen. Ergodisches und mischendes Verhalten
und der Zerfall von Zeitkorrelationen lassen sich dabei aus der dynamischen Instabilität
von Trajektorien herleiten [K79]. Während niedrigdimensionale Systeme auf diese Wei-
se intensiv untersucht worden sind [ER85], ist das Verständnis von hochdimensionalen
Systemen noch immer unzureichend [CH].

Das langfristige Ziel dieses Teilprojekts ist es, ein tieferes Verständnis statistischer Pro-
zesse in hochdimensionalen Systemen mit Mitteln der nichtlinearen Dynamik zu erhal-
ten. Dabei wird eine Verbindung zwischen dem Lyapunov-Spektrum und den Lyapunov-
Vektoren, die mikroskopisch die Instabilitäten charakterisieren, und den makroskopi-
schen Systemeigenschaften wie den Transportkoeffizienten gesucht. Die Gaussche Ther-
mostatenmethode von Nosé, Hoover, Evans, Morriss et al.[E90, H91, H99] und einige
Arbeiten von Gaspard und Nicolis [G98, D99] konnten einen derartigen Zusammenhang
bereits nachweisen.

Unser besonderes Interesse gilt dabei glasartigen Zuständen [A95, DS01], die trotz ihrer
praktischen Relevanz immer noch nicht ausreichend verstanden sind [M01]. Dabei erwar-
ten wir insbesondere durch numerische nichtlineare Stabilitätsanalysen neue Einsichten.
Wir untersuchen die binäre Lennard-Jones-Mischung, die als der Prototyp für die Simu-
lation der molekularen Dynamik von Gläsern gelten kann [K95, K96, K00, S96, DST00].
Wir erwarten dabei, dass Unordnungsphänomene am Glasübergang, sowie auch Alte-
rungsprozesse von Gläsern im Lyapunov-Spektrum und in den Lyapunov-Vektoren der
mikroskopischen Dynamik erkennbar sind.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

2.3.1 Nichtlineare und molekulare Dynamik

Mit molekulardynamischen Methoden lassen sich die Struktur und die Dynamik von
unterkühlten Flüssigkeiten und Gläsern untersuchen [AT87]. Dabei werden die Newton-
schen Bewegungsgleichungen der Atome numerisch integriert. Trotz der im Vergleich zu
realen Systemen kleinen Zahl N von Atomen und der relativ kurzen Simulationszeit las-
sen sich dadurch analytisch nicht zugängliche Eigenschaften ermitteln. Die Lyapunov-
Exponenten sind hierbei das wichtigste Mittel zur Charakterisierung der chaotischen
Dynamik.
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Molekulardynamische Simulationen für den Glasübergang in einem d-dimensionalen Len-
nard-Jones-System mit N Teilchen (N = 100−1000) sollten in diesem Projektteil durch
eine Lyapunov-Analyse der Instabilitäten ergänzt werden. Die effizienteste Methode zur
Berechnung von Lyapunov-Exponenten und Lyapunov-Vektoren in hochdimensionalen
Systemen stammt von Benettin und Shimada [BGS76, SN79]. Dabei werden 2dN ∗ 2dN
lineare und 2dN nichtlineare gewöhnliche Differentialgleichungen simultan integriert, um
die Dynamik der 2dN Tangentialraumvektoren und der Trajektorie zu gewinnen.

Zur Berechnung der Lyapunov-Exponenten und Vektoren müssen die Vektoren peri-
odisch orthogonalisiert werden. Das geschieht entweder mit dem Gram-Schmidtschen
Orthogonalisierungsverfahren oder durch eine QR-Zerlegung. Die Ergebnisse werden an-
schließend der Integrationsroutine der Molekulardynamik übergeben, die den Ausgangs-
punkt der nächsten Orthogonalisierung liefert. Die Simulation auf hinreichend langen
Zeitskalen erfordert die Implementierung des Algorithmus auf einem Parallelrechner.
Die wiederholte Orthogonalisierung benötigt dabei den größten Teil der Rechenzeit und
erfordert bei der Programmentwicklung besondere Sorgfalt. Außerdem erfordert in einem
Cluster von Rechnern der wiederholte Wechsel zwischen der Orthogonalisierungs- und
der Integrationsroutine zusätzliche Anstrengungen in Bezug auf Zuweisung von Rechen-
zeit und Speicherkapazität. Die Parallelimplementierung des Programms sollte deshalb
in Zusammenarbeit mit Projekt B8 durchgeführt werden. Dieses Programm konnte er-
folgreich umgesetzt werden

Jedem der Lyapunov-Exponenten ist ein zeitabhängiger Lyapunov-Vektor zugeordnet
[O68]. Abgesehen von einigen frühen Untersuchungen [PPP84, GP91, PP98, PEME00,
MPH98] wurde dieses zustandsabhängige orthogonale Vektorsystem lange Zeit lediglich
als Hilfsmittel zur Berechnung von Lyapunov-Spektren angesehen. Dass diese Größen
interessante strukturelle und dynamische Informationen enthalten, ist erst neuerdings
entdeckt worden [PH00, FHPH04, H02], allerdings waren diese Resultate auf Hartkugel-
systeme beschränkt. Erst durch Einführung einer neuen Methode, die statische und dyna-
mische Korrelationen der Dichtefluktuationen der Lyapunov-Vektoren bestimmt, konnte
eine Kontroverse zur Existenz hydrodynamischer Lyapunov-Moden in Soft-Potential-
Systemen [PH00, FHPH04, H02] gelöst werden. Diese von uns eingeführten Korrelati-
onsfunktionen stellen ein wesentliches Werkzeug für die getätigten und noch anstehenden
Untersuchungen dar.

2.3.2 Entwicklung raum–zeitlicher Dynamik nach periodischen
Orbits, Altern und anomaler Transport

Die Idee dieses Projektteils bestand darin, die Möglichkeiten der Periodic-Orbit-Theorie
an einfachen Modellsystemen auszuloten und das anomale Zeitverhalten ungeordneter
dynamischer Systeme zu untersuchen. Diese Untersuchungen an idealisierten Systemen
sollten die Forschungsergebnisse der viel komplexeren nichtlinearen Dynamik von mo-
noatomaren und binären Lennard-Jones-Flüssigkeiten von einer komplementären Seite
beleuchten und ergänzen. Die zu untersuchenden Modellsysteme sind durch ungeordnete
iterierte Abbildungen gegeben. In Spezialfällen, für die Markov-Partitionen existieren,
können diese Modelle auf bekannte Systeme der Statistischen Mechanik abgebildet wer-
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den. Von Letzteren ist bekannt, dass sie Nichtgleichgewichtsphänomene wie Altern und
anomalen Transport zeigen. Im Rückschluss gilt dies auch für die zugeordneten dynami-
schen Systeme, und darüber hinaus für eine noch viel größere, noch nicht klar definier-
te Klasse von dynamischen Systemen, die nicht notwendigerweise Markov-Partitionen
besitzen. Dieser letzte Punkt ist allerdings bisher kaum untersucht worden. Wegen der
Wichtigkeit dieser Nichtgleichgewichtsphänomene ist jedoch ein tiefergehendes Verständ-
nis gefragt und sollte in diesem Projektteil erarbeitet werden.
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2.4 Ergebnisse

2.4.1 Nichtlineare und molekulare Dynamik

Die Grundlagen für diesen Projektteil wurden bereits in unseren Vorarbeiten zu zufällig
gekoppelten Phasenoszillatoren [SR98, SR00] gelegt. Dort wurde gezeigt, dass sich Nicht-
gleichgewichtsphasenübergänge aus einer dynamisch ungeordneten Phase in eine spin-
glasartige Phase mit eingefrorener Unordnung klar im Lyapunov-Spektrum niederschlägt.
In Spezialfällen, wie dem Kuramoto-Modell, können für derartige Systeme auch ex-
akte analytische Ergebnisse für die Lyapunov-Spektren gewonnen werden [R04b]. Das
theoretische Verständnis des zu untersuchenden Glasübergangs wurde in den Arbeiten
[L00, L01, L02] geschaffen. Von diesem Hintergrund ausgehend wurde in der laufenden
Förderperiode die Lyapunov-Instabilität von Lennard-Jones-Flüssigkeiten untersucht.
Basis für diese Untersuchungen war die Erstellung eines um die Tangentialraumdynamik
erweiterten Molekulardynamikprogramms, das auf dem konventionellen MD-Code von
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Walter Kob aufsetzt. Ziel war es, für die binäre Mischung eine charakteristische Verände-
rung z.B. der Lyapunov-Spektren zu detektieren. Die Ergebnisse einiger Testläufe dieses
Programms in einer dreidimensionalen binären Lennard-Jones Mischung mit 100 Teil-
chen sind in Abbildung 2.1 dargestellt. Dabei verwenden wir die von Kob und Anderson
zur Simulation von unterkühlten Flüssigkeiten und Gasen eingeführte Parametrisierung
[K95]. Eine Abschätzung [K95] ergibt in diesem Modell einen Modenkopplungsübergang
bei T = 0.435. Es ist bereits gezeigt worden, dass sich das Systemverhalten an diesem
Punkt erheblich ändert, obwohl hier kein klassischer Phasenübergangspunkt in einen
glasartigen Zustand vorliegt [DS01].
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Abbildung 2.1: Das Lyapunov-Spektrum λ(α) (links) und das normierte Lyapunov-
Spektrum λ(α)/λ(1) (rechts) für ein binäres 3d Lennard-Jones-System
bei verschiedenen Temperaturen. Die Teilchenzahl ist N = 100 und Sys-
temgröße ist L = 4.36.

Aus den Simulationen fanden wir, dass sich das gesamte Lyapunov-Spektrum für sin-
kende Temperaturen nach unten verschiebt. Das ist vermutlich auf die mit sinkender
Temperatur sinkende Kollisionsrate zurückzuführen. Die Symmetrieeigenschaften des
Spektrums sind zudem ein Beleg für die Funktionsfähigkeit unseres Programms. Mit
sinkender Temperatur wird das Spektrum mehr und mehr gekrümmt. Unterhalb von
T = 0.466 ändert sich das normierte Spektrum nur wenig mit der Temperatur. Anschei-
nend spiegelt der größte Lyapunov-Exponent λ(1) im Wesentlichen die kinetische Energie
der Atome wieder, während das gesamte Spektrum die Konfiguration der Atome wieder-
gibt. Die Krümmung des Spektrums folgt aus der Separation der schnellen Zeitskala der
Atomvibrationen und der langsamen Zeitskala der Relaxation der Atomkonfiguration.

Bei der durch die Berechnung auf nur einem Prozessor möglichen Systemgröße und
Simulationsdauer sind endgültige Schlussfolgerungen noch nicht möglich. Insbesondere
bei niedrigen Temperaturen treten noch erhebliche Fluktuationen auf. Es musste daher
erst eine parallelisierte Version des Programms erstellt werden.

Unsere Ergebnisse für binäre LJ-Systeme deuteten an, dass das Lyapunov-Spektrum al-
lein nicht genügend aussagekräftig sein würde, da es zu unsensitiv auf das Einführen von
Unordnung reagiert. Diese Tatsache brachte uns zu der Einsicht, dass die Untersuchung
der zugehörigen Lyapunov-Vektoren die Problematik lösen könnte. Und in der Tat zei-
gen schon sehr einfache Größen, wie die Partizipationsverhältnisse (participation ratios)
der Lyapunov-Vektoren, charakteristische Unterschiede zwischen Systemen mit und oh-
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Abbildung 2.2: Momentaufnahme LV-Dichte u(α)(r, t) für eine 1-d Lennard-Jones-
Flüssigkeit (N = 100), wobei der Lyapunov-Exponent λ(96) nahe Null

liegt. Die Auslenkungen u
(α)
i sind vertikal über der Teilchenposition Ri

aufgetragen und zeigen eine wellenartige Struktur. Außerdem ist der po-
sitive Zweig des Lyapunov-Spektrums dargestellt.

ne Unordnung. Diese Unterschiede betreffen stark lokalisierte Lyapunov-Vektoren, die zu
den maximalen Lyapunov-Exponenten gehören. Interessanter sind jedoch die Lyapunov-
Vektoren, die zu Lyapunov-Exponenten nahe der Null gehören, da diese für das Verständ-
nis von Langzeitphänomenen wichtig sind. Dies konnte bereits durch Simulationen ein-
komponentiger Lennard-Jones-Flüssigkeiten gezeigt werden, was zudem nichttriviale Re-
sultate hervorbrachte. Für Hartkugelsysteme wurde kürzlich die interessante Entdeckung
gemacht, dass Lyapunov-Vektoren, deren Exponenten nahe bei Null liegen, eine wellen-
artige Struktur aufweisen [PH00]. Diese so genannten hydrodynamischen Moden verhal-
ten sich sehr verschieden von den typischerweise lokalisierten Lyapunov-Vektoren, die zu
den größten Lyapunov-Exponenten gehören [PPP84, GP91, MPH98]. In Folgearbeiten
[FHPH04, EG00, MNM01, WB, TM02] wurden diese Moden anhand von vereinfach-
ten Modellen auf der Basis von Zufallsmatrizen [EG00] untersucht, sie sind aber immer
noch nicht ausreichend verstanden. Beispielsweise existierte die durch plausible Argu-
mente unterstützte Meinung, dass solche hydrodynamischen Moden nur in Flüssigkei-
ten mit harten Potentialen existieren, nicht aber in Vielteilchensystemen mit weichen
Wechselwirkungspotentialen [PH00, FHPH04, H02]. Auch in molekulardynamische Si-
mulationen von Soft-Potential-Systemen mit WCA-Wechselwirkungen wurden zunächst
keine hydrodynamischen Lyapunov-Moden detektiert. Deren Existenz in Systemen mit
weichen Potentialen konnte erst durch unsere Arbeiten nachgewiesen werden.

Um hydrodynamische Lyapunov-Moden im Lennard-Jones-System detektieren zu können,
führten wir statische und dynamische Korrelationsfunktionen für die räumlichen Dichten
der Lyapunov-Vektoren ein. Dabei ist die räumliche Dichte der Lyapunov-Vektoren als
u(α)(r, t) =

∑N
i=1 u

(α)
i (t) δ(r−Ri(t)) definiert, wobei Ri ∈ Rd der Ort des i-ten Teilchens

und u
(α)
i (t) der räumliche Anteil des α-ten Lyapunov-Vektors für das i-te Teilchen ist.

Wie in Abbildung 2.2 für L = 1000 und T = 0, 2 gezeigt ist, fluktuiert u(α)(r, t) in der
Zeit und im Raum.
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Abbildung 2.3: Höhenlinien der statischen Korrelationsfunktion S(αα)(k) für eine 1-d
Lennard-Jones- Flüssigkeit (N = 100, L = 1000). Der Kamm bei kleinen
k− und λ−Werten (angedeutet durch die gestrichelte Linie) zeigt die
Existenz hydrodynamischer Lyapunov-Moden.
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Abbildung 2.4: Dispersionsrelation λ(k) der hydrodynamischen Lyapunov-Moden, dar-
gestellt für verschiedene Teilchendichten und Temperaturen. Die Disper-
sionsrelation ist über einen weiten Parameterbereich unabhängig von der
Temperatur.

Die räumlichen Korrelationen werden durch S(αα)(k), die gleichzeitigen Korrelationen
der Fourierkomponenten u(α)(k, t) von u(α)(r, t) erfasst. Zur Vereinfachung diskutieren
wir zunächst die Resultate für eine eindimensionale Lennard-Jones-Flüssigkeit, für die
S(αα)(k) eine skalare Größe ist. Abbildung 2.3 zeigt einen Grat (gestrichelt) bei klei-
nen λ und k. Dementsprechend bedeutet die entsprechende Dispersionsrelation λ(k),
dass die Lyapunov-Mode räumlich oszillatorisches Verhalten zeigt. In Abbildung 2.4 ist
λ über kmax = arg maxk S(λ, k) für Systeme mit verschiedenen Dichten und Tempera-
turen aufgetragen. Die Dispersionsrelation λ(k) ist weitgehend unabhängig von diesen
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Größen in dem Bereich, in dem λ(k) wohldefiniert ist. Die gemeinsame Dispersionsrelati-
on λ(k) ist linear in der doppellogarithmischen Darstellung, woraus sich ein Skalengesetz
λ(k) ∼ kη mit η = 1, 2 ± 0, 1 ergibt. Allerdings kann man aus diesen Daten auch eine
lineare Dispersionsrelation mit quadratischen Korrekturen nicht ausschließen. Diese Re-
sultate zeigen eindeutig die Existenz hydrodynamischer Lyapunov-Moden in Lennard-
Jones-Flüssigkeiten.
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Abbildung 2.5: Dynamische Korrelationsfunktion S(αα)(k, ω) für α = 96 und k = 2π/L.
Die durchgezogene Linie folgt aus einem Fit für die 3-Pol-Approximation.
Außerdem ist die Zerlegung in drei Lorentz-Kurven dargestellt. Die kleine
Abbildung vergleicht die Fits für k = 2π/L, 4π/L, und 8π/L (von oben).

Genauere Informationen können aus der dynamischen LV-Korrelationsfunktion S(αα)(k, ω)
gewonnen werden, die man durch zeitliche Fouriertransformation aus den ungleich-
zeitigen Korrelationen F (αα)(k, τ) der Fluktuationen u(α)(k, t) erhält. Diese Funktion
enthält neben strukturellen auch zeitliche Korrelationen. Durch Frequenzintegration
S(αα)(k) =

∫
S(αα)(k, ω) dω kann wieder die statische Korrelationsfunktion S(αα)(k)

gewonnen werden. In Abbildung 2.5 ist ein typisches Beispiel der Korrelationsfunktui-
on S(αα)(k, ω) dargestellt. Sie besteht aus einem zentralen “quasi-elastischen” Maxi-
mum und schulterförmigen seitlichen Strukturen, die der dynamischen Strukturfunktion
S(k, ω) von Flüssigkeiten ähneln. Die dynamische Information kann durch eine 3-Pol-
Approximation der Laplace-Transformation von F (αα)(k, τ) gewonnen werden, was einem
Fit der Funktion S(αα)(k, ω) durch Lorentz-Funktionen bei ω = 0 und bei ω = ±ω(k) ent-
spricht. Diese Fits (Abbildung 2.6) beschreiben die Frequenzabhängigkeit von S(αα)(k, ω)
recht genau. Mit Hilfe dieser Fits können die Dispersionsrelationen ω(α)(k) für jede
der hydrodynamischen Lyapunov-Moden mit dem Index α gewonnen werden. Diese
Lyapunov-Moden sind durch die Wellenlänge 2π/k(λ) und die typische Frequenz ω(k(λ))
charakterisiert. Weil dω

dk
ungleich Null ist, liegen propagierende wellenartige Anregungen

vor. Die Herkunft der Frequenz ω(k(λ)) ist noch nicht vollständig aufgeklärt. Vermut-
lich spiegelt sie die Rotation des orthogonalen Bezugssystems

{
e(α)(t)

}
um die Refe-

renztrajektorie wieder. Die vollständige LV-Dynamik ist dagegen noch komplizierter.
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Abbildung 2.6: Dispersionsrelationen ω(α)(k) (oben) und die k−Abhängigkeit der Breite
des zentralen Peaks (unten) für verschiedene Lyapunov-Vektoren in der
3-Pol-Approximation. Die verschiedenen Zeitskalen sind klar voneinan-
der getrennt.

Beispielsweise finden wir, dass die kohärente wellenartige Bewegung intermittent auf-
tritt. Dieses Phänomen ist vermutlich die Ursache für die Breite der ”inelastischen”
Peaks von S(αα)(k, ω) bei ω = ±ω(k).

Diese Resultate zeigen die Mächtigkeit der von uns eingeführten LV-Dichtekorrelations-
funktion bei der Quantifizierung raumzeitlicher Phänomene im Zusammenhang mit
Lyapunov-Vektoren. Dadurch ist es erstmalig möglich, hydrodynamische Lyapunov-
Moden und deren Dynamik in Systemen mit weichen Potentialen zu bestimmen. Wir
schließen daraus, dass Lyapunov-Moden universell und unabhängig von der speziel-
len Wechselwirkung in chaotischen translationsinvarianten Vielteilchensystemen auftre-
ten. Dieser Schluss wird auch durch die Beobachtung von hydrodynamischen Moden in
ein- und zweidimensionalen Flüssigkeiten mit einer Weeks-Chandlers-Anderson (WCA)
Wechselwirkung untermauert [P04].

Im Gegensatz zu den Systemen aus harten Kugeln, in denen die Lyapunov-Moden zu-
erst entdeckt wurden, ist das Lyapunov-Spektrum im Lennard-Jones-System nicht stu-
fenförmig, obwohl die betreffenden Moden auch hier existieren (siehe Abbildung 2.2).
Die Lyapunov-Vektoren enthalten im Vergleich zum Lyapunov-Spektrum wesentlich de-
tailliertere Informationen, wobei die hydrodynamischen Lyapunov-Moden offensichtlich
ein robustes und universelles Phänomen darstellen. Folglich sind die Lyapunov-Vektoren
wesentlich für unsere Suche nach Verbindungen zwischen mikroskopischen und makro-
skopischen Beschreibungen von Vielteilchensystemen.

Durch die Verwendung der Methode der Korrelationsfunktionen der LV ist es uns ge-
lungen die Exsistenz der HLM in folgenden räumlich ausgedehnten Systemen erfolgreich
nachzuweisen:
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Gekoppelte chaotische Abbildungen (CMLs, Coupled map lattices) mit Hamilton-
scher oder dissipativer lokaler Dynamik

vl
t+1 = (1− γ)vl

t + ε[f(ul+1
t − ul

t)− f(ul
t − ul−1

t )] (2.1)

ul
t+1 = ul

t + vl
t+1 (2.2)

und

ul
t+1 = ul

t + ε[f(ul+1
t − ul

t)− f(ul
t − ul−1

t )] (2.3)

Wobei f(z) eine nichtlineare Abbildung, t der diskrete Zeitindex und l = {1, 2, ..., L}
der Index der Gitterpunkte sind. Sofern nicht anders angegeben, wird folgend von peri-
odischen Randbedingungen und einer Dämpfungskonstante γ = 0 ausgegangen.

Dynamisches XY-Modell mit dem Hamilton-Operator

H =
∑

i

θ̇i + ε
∑
ij

[1− cos(θj − θi)]. (2.4)

Kuramoto-Sivashinsky Gleichung

ht = −hxx − hxxxx − h2
x. (2.5)

Eine gemeinsame Eigenschaft dieser Systeme ist, dass sie kontinuierliche Symmetrien
und Erhaltungsgrößen aufweisen. Dies wurde als notwendige Bedingung für das Auftre-
ten von Lyapunov-Moden nachgewiesen [YR06b]. Unsere numerischen Simulationen und
analytischen Resultate zeigen, dass diese Systeme in zwei Gruppen einteilbar sind. Die
Einteilung erfolgt nach den Eigenschaften der hydrodynamischen Lyapunov-Moden in
diesen Systemen. Genauer gesagt die Dispersionsrelation zwischen λ und k, die entweder
λ ∼ k für Hamiltonsche oder λ ∼ k2 für dissipative Systeme ist (Abbildung 2.7). Zusätz-
lich zeigen die HLMs in Hamiltonschen Systemen ausbreitendes Verhalten, wohingegen
in dissipativen Systemen die HLMs nur diffusives Verhalten zeigen. Zwei Beispiele für
die dynamischen Strukturfaktoren der LV in CLMs sind in der Abbildung 2.8 zu sehen.
Der obere Teil zeigt, dass jedes Spektrum zwei scharfe Peaks aufweist, die symmetrisch
bei ±ωu liegen. Zusätzlich ist ωu ' ±cuk für alle k ≥ 2π/L. Diese Ergebnisse legen die
Schlussfolgerung nahe, dass die HLMs in der gekoppelte standard Abbildungen ausbrei-
tendes Verhalten zeigen. Das Spektrum der gekoppelte Kreisabbildungen weist nur einen
einzigen zentralen Peak auf, der seinerseits gut durch eine Lorentz-Funktion angenähert
werden kann. Dies impliziert, dass die HLMs in diesen Systemen diffusiv fluktuieren. Im
Gegensatz zu Hartkugelsystemen wurden keinerlei stufenartige Strukturen im Lyapunov
Spektrum festgestellt. In diesen Systemen zeichnen sich die die dynamische Entwicklung
der LVs beschreibenden Größen durch intermittierendes Verhalten aus.

In Zusammenarbeit mit der Arbeitsgruppe von Professor Rünger (TP B8) konvertierten
wir das zuvor erstellte sequentielle Programm zur Berechnung von Lyapunov-Spektren
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Abbildung 2.7: Die λ − k Dispersionsrelationen für verschiedene ausgedehnte Syste-
me mit kontinuierlichen Symmetrien. Die normalisierten Daten wei-
sen einen Datenkollaps auf zwei Kurven auf. Dies unterstützt unsere
Schlussfolgerung, dass es zwei Klassen von Systemen gibt, mit entwe-
der λ ∼ k oder λ ∼ k2. Systeme der Klasse λ ∼ k sind: Eq.(2.1) mit
f(z) = 1

2π
sin(2πz) (SM), Eq.(2.1) mit f(z) = 2z(mod1) (HBM) und

das 1d XY - Modell (XY). Systeme der Klasse λ ∼ k2 sind: Eq.(2.3)
mit f(z) = 1

2π
sin(2πz) (CM), Eq.(2.3) mit f(z) = 2z(mod1) (BM),

Eq.(2.1) mit f(z) = 1
2π
sin(2πz) und γ = 0.7 (SM-D), Eq.(2.1) mit

f(z) = 2z(mod1) und γ = 0.7 (HBM-D), 1d Kuramoto-Shivashinsky
Gleichung (KS).

in eine parallelisierte Version unter Verwendung von MPI [GLS94]. In die Reorthogona-
lisierung, die der rechenzeitaufwändigste Teil der Simulation ist, implementieren wir drei
Algorithmen: PCGS ist eine parallelisierte klassische Gram-Schmidt-Orthogonalisierung,
PICGS ist ein numerisch stabiler Gram-Schmidt-Algorithmus und PBQR ist ein QR-
Algorithmus für Blockmatritzen. Alle Parallelrechnungen basieren auf einem zweidi-
mensionalen Prozessorengitter mit einer entsprechenden blockzyklischen Datenvertei-
lung der Matrix der Offset-Vektoren. Zeilenzyklische und spaltenzyklische Verteilungen
entsprechen der Blockgröße, die approximativ gewählt werden kann. Das Programm
wurde sorgfältig modular aufgebaut, um auch für einfache sequentielle Operationen die
Prozessor- und Knotenarchitektur optimal ausnutzen zu können. Das Interface zwischen
paralleler Reorthogonalisierung und Integration muss eine invariante Datenverteilung
gewährleisten. Um verschiedene Parallelalgorithmen zur Orthogonalisierung zusammen
mit dem Integrationsalgorithmus effizient nutzen zu können, kann eine automatische Da-
tenumverteilung nötig sein. Die Absicht dabei ist es, durch eine effiziente Kombination
von Standardroutinen und parallelen Orthogonalisierungsroutinen eine optimale Aus-
nutzung von Prozessoren, Knoten und Netzwerk zu erreichen. Dadurch kann die Berech-
nung von Lyapunov-Vektoren und Spektren so effizient durchgeführt werden, dass auch
Simulationen in sehr großen Systemen möglich sind. Die Rechengeschwindigkeit wur-
de auf einem Beowulf-Cluster (Dual-Xeon-Knoten) und einer IBM SP4 am NIC Jülich



158 C8 Radons

-0.04 -0.02 0 0.02 0.04
10

0

10
1

10
2

10
3

S u(α
α)

(k
,ω

)
1
2
3
4
5
6
7
8

-0.04 -0.02 0 0.02 0.04
ω

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

S u(α
α)

(k
,ω

)

a)

b)

k:

Abbildung 2.8: Dynamischer LV Strukturfaktor S
(αα)
u (k, ω) für a) Eq.(2.1) mit ε = 1.3;

und b) Eq.(2.3) mit ε = 1.3.
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Abbildung 2.9: Rechendauer (abfallende Kurven) und Orthogonalisierungsgrad (anstei-
gende Kurven) als Funktion der Prozessorenzahl für das parallelisierte
Programm im Cluster CLIC der TU Chemnitz für eine Simulation ei-
ner 3d binären Lennard-Jones-Flüssigkeit mit 80 A-Teilchen und 20 B-
Teilchen.

bestimmt. Solche Tests sind auch wichtig, damit das Parallelprogramm zur Berechnung
der Lyapunov-Instabilität auch von anderen Arbeitsgruppen auf anderen Rechenanlagen
effizient genutzt werden kann.
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2.4.2 Entwicklung raum–zeitlicher Dynamik nach periodischen
Orbits, Altern und anomaler Transport

In der laufenden Förderperiode konnte dieser Teil des TP C8 aufgrund der reduzier-
ten Mittelbewilligung (es wurde nur eine von zwei beantragten Personalstellen bewil-
ligt) lediglich eingeschränkt mit Mitteln der Grundausstattung bearbeitet werden. In
den entsprechenden Arbeiten waren somit im Wesentlichen die Antragsteller involviert
[R04a, J04, R04b, RJH04, MKJ01, MKJ02, BASJ02]. Zudem können die Diplomarbei-
ten von Herrn Fichtner [F03, FJR04] und Frau Hallerberg [HJR05] als Beitrag zu diesem
Themenkreis gerechnet werden.

Aufgrund unserer Arbeiten kann die folgenden Zwischenbilanz gezogen werden. Erstens
konnten inzwischen der Ausgangspunkt und die möglichen Perspektiven dieses Projekt-
teils neu definiert und klar ausgearbeitet werden [R04a]. Insbesondere die Möglichkeiten
der Spektralanalyse der interessierenden dynamischen Systeme und des Escape-Rate-
Formalismus wurden in [R04a] ausgelotet. Damit wurde z.B. die Wichtigkeit der Zu-
standsdichte am Rande des Spektrums (Lifshitz- tails) für das Langzeitverhalten dieser
Systeme aufgezeigt. Daraus resultierte auch die Erkenntnis über den engen Zusammen-
hang dieser Problematik mit den in A14 behandelten mathematischen Problemen der
Zustandsdichte für das Anderson-Modell. Zweitens war ursprünglich vorgesehen die Me-
thoden der Periodic-Orbit-Theorie einzusetzen. In diesem Zusammenhang ist auch die
abgeschlossene Diplomarbeit von Herrn Fichtner zu sehen, in der er sich mit dem Auf-
finden und der Stabilsierung von periodischen Orbits mittels Rückkopplung beschäftigt
hat [FJR04] und die Diplomarbeit von Frau Hallerberg zur Periodic-Orbit-Theorie der
Zeta-Funktion an Phasenübergängen [HJR05]. Es stellte sich aufgrund der Ergebnisse
zu den Spektren des Frobenius-Perron-Operators für ungeordnete Systeme [R04a] al-
lerdings auch heraus, dass die Periodic-Orbit-Theorie nicht besonders geeignet zu sein
scheint oder zumindest zu große Probleme mit sich bringt, um die Beschreibung der
raum-zeitlichen Dynamik ungeordneter Systeme vorteilhaft zu erfassen. Daher wurde
der Ansatz der Periodic-Orbit-Theorie in der kommenden Periode nicht weiter verfolgt.

Der wissenschaftliche Ausgangspunkt für diesen Projektteil bestand in der Erkenntnis,
dass schon einfache iterierte Abbildungen mit eingefrorener Unordnung einerseits anoma-
le Transporteigenschaften, wie dynamische Lokalisierung und anomal verlangsamte Drift,
aufweisen können [R96a, R99], und andererseits eng damit verbunden Alterungsphäno-
mene auftreten [R99, R04a]. Diese Einsicht basiert auf dem engen Zusammenhang von
ausgedehnten dynamischen Systemen mit Markov-Modellen für Random Walks, falls
erstere so genannte Markov-Partitionen besitzen [R96b, R95]. Dies impliziert ferner die
Anwendbarkeit von fortgeschrittenen Methoden, z.B. des Thermodynamischen Forma-
lismus in beiden Systemklassen [R95, SSR95]. Damit lassen sich etwa Gleichgewichtsei-
genschaften für Random Walks in Random Environments, die man für endliche Systeme
auch analytisch berechnen kann [R98], auf dynamische Systeme übertragen. Dasselbe
gilt für Nichtgleichgewichtseigenschaften wie das Altern oder den anomalen Transport
[R04a, R04b]. Exemplarisch konnte dies an den spektralen Eigenschaften des Frobenius-
Perron-Operators deutlich gemacht werden.

Abbildung 2.10 zeigt das Spektrum
{
λ(α)

}
dieses Operators für ein einfaches ungeordne-

tes dynamisches System mit Markov-Partition. Die entsprechende Übergangsmatrix des
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Abbildung 2.10: Das Spektrum eines dynamischen System vom Sinai-Typ. Die Eigenwer-
te clustern bei λ = 1 (und aus Symmetriegründen auch bei λ = −1).
Sie wurden durch Diagonalisierung der Übergangsmatrix gewonnen.

so genannten Sinai-Modells kann mit einem Lokalisierungsproblem der Quantenmecha-
nik ungeordneter Systeme in Verbindung gebracht werden. Für das Langzeitverhalten
des dynamischen Systems ist das Clustern der Eigenwerte bei λ = 1 verantwortlich.
Unsere Untersuchungen zeigten das entsprechende singuläre Verhalten der Zustands-
dichte auf. Dieses ist allerdings von den betrachteten Modellklassen abhängig. Es gibt
zudem einen Zusammenhang mit der Entweichrate eines geeignet konstruierten offenen
Systems, der auch nur für den Spezialfall des Sinai-Modells verstanden ist. Da diese
Eigenschaften sowohl für anomale Transporteigenschaften als auch für Alterungsphäno-
mene relevant sind, ist es notwendig diese Eigenschaften genauer zu untersuchen. Sol-
che Zusammenhänge bzw. Analogien zwischen Systemen der Statistischen Physik und
der Nichlinearen Dynamik wurden in der von uns im Jahr 2002 organisierten Heraeus-
Sommerschule thematisiert und sind in [RJH04] dokumentiert. Aus diesen Arbeiten
folgte jedoch auch, dass die Phänomenologie der nichtlinearen dynamischen Systeme
wesentlich reicher ist als die der bekannten Modelle der Statistischen Physik.

Literaturverzeichnis

[BASJ02] N. Baba, A. Amann, E. Schöll, and W. Just; Giant improvement of time de-
layed feedback control by spatio-temporal filtering, Phys. Rev. Lett. 89, 074101-1
(2002).

[F03] A. Fichtner, Chaoskontrolle mit zeitlich oszillierender zeitverzögerter Rückkopp-
lung, Diplomarbeit, TU Chemnitz, Oktober 2003.

[FJR04] A. Fichtner, W. Just, and G. Radons, Analytical investigation of modulated time-
delayed feedback control. J. Phys. A 37, 3385-3391 (2004).

[FR05] A. Fichtner, G. Radons, Disordered iterated maps: Spectral properties, escape
rates and anomalous transport. New J. Phys. 7, 30 (2005).



C8 Radons 161

[HJR05] S. Hallerberg, W. Just, and G. Radons, Analytic Properties of the Ruelle Zeta
Function for Mean-Field Models of Phase Transitions. J. Phys. A: Math. Gen.
38, 5097-5109 (2005).

[J04] W. Just, On Symbolic Dynamics of Space-Time Chaotic Models, p.347-366, in
[RJH04].

[L00] A. Latz, Non-Equilibrium Mode Coupling Theory for Supercooled Liquids and
Glasses, J. Phys. Cond. Mat 12, 6353-6363 (2000).

[L01] A. Latz, Universal properties of aging in structural glasses, arXiv: cond- mat/
0106086.

[L02] A. Latz, Non-Equilibrium Projection Operator for Quenched Thermostatted Sys-
teme, J. Stat. Phys. 109, 607-622 (2002).

[MKJ01] E. Ferretti Manffra, H. Kantz, and W. Just; Periodic orbits and topological entro-
py of delayed maps, Phys. Rev. E 63, 046203 (2001).

[MKJ02] E. Ferretti Manffra, W. Just, and H. Kantz; Invariant densities of delayed maps
in the limit of large time delay, Phys. Rev. E 65, 016211 (2002).

[R95] G. Radons, Thermodynamic Analysis of Random Walks in Inhomogeneous En-
vironments: Localization and Phase Transitions; Phys. Rev. Lett. 75, 4719-4723
(1995).

[R96a] G. Radons, Suppression of Chaotic Diffusion by Quenched Disorder. Phys. Rev.
Lett. 77, 4748-4751 (1996).

[R96b] G. Radons, The Thermodynamics of Random Walks with Applications to Fractals
and Chaos. in: Nonlinear Physics of Complex Systems - Current Status and Future
Trends, Lecture Notes in Physics, J. Parisi et. al. (Hrsg.), S.281-289, Springer-
Verlag, Berlin, 1996.

[R98] G. Radons, On the Equilibrium State of Random Walkers in Random Environ-
ments: Analytical Results. J. Phys. A 31, 4141-4148 (1998).

[R99] G. Radons, Disorder Phenomena in Chaotic Systems. Adv. Solid State Physics
38, S.439-451 (1999).

[R04a] G. Radons, Anomalous Transport in Disordered Dynamical Systems. Physica D
187, 3-19 (2004).

[R04b] G. Radons, Disordered Dynamical Systems, p.279-308, in [RJH04].
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2.5 Offene Fragen / Ausblick

1. Im Bereich der Nichtlinearen Dynamik von Lennard-Jones-Flüssigkeiten sind u.a.
noch die folgenden Fragen zu untersuchen:
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• Wir haben bereits gezeigt, dass hydrodynamische Lyapunov-Moden in einer Di-
mension in einkomponentigen Lennard-Jones-Systemen existieren, wobei wir das
Verhalten durch LV-Korrelationen charakterisiert haben. Diese Phänomene bedür-
fen in zwei und drei Dimensionen noch einer genaueren Untersuchung.

• Durch welchen Mechanismus und unter welchen Umständen treten hydrodynami-
sche Lyapunov-Moden auf?

• Wie werden die Lyapunov-Moden durch statische Unordnung oder dynamisches
Rauschen beeinflusst?

• Wie beeinflusst das nichtergodische Verhalten im glasartigen Zustand die Lyapunov-
Moden? Wie verändert sich das Lyapunov-Spektrum beim Übergang vom ergodi-
schen in den nicht-ergodischen Zustand?

• Bisher haben wir Lennard-Jones-Flüssigkeiten im Gleichgewichtszustand unter-
sucht. Welche Auswirkung hat die Präparation des Systems in einem Nichtgleichge-
wichtszustand (Alterungsprozess) auf das Lyapunov-Spektrum und die Lyapunov-
Vektoren?

• Kann die numerische Algorithmik noch effizienter gemacht werden, z.B. durch
kontinuierliche Orthogonalisierungsverfahren?

2. Im Bereich der Nichtlinearen Dynamik des Alterns und des anomaler Transports
sind u.a. noch die folgenden Fragen zu untersuchen:

• Welche Systemklassen von ungeordneten dynamischen Systemen (iterierten Abbil-
dungen) existieren? Wie unterscheiden sie sich in Bezug auf die Alterungsdynamik
und die Transporteigenschaften?

• Wie ist das singuläre Verhalten der Zustandsdichte des Spektrums des Frobenius-
Perron-Operators in den verschiedenen Klassen zu charakterisieren?

• Welchen Einfluss haben Randbedingungen auf die spektralen Eigenschaften?

• Lassen sich das singuläre Verhalten beweisen und entsprechende Exponenten auch
analytisch berechnen?

• Gibt es immer einen Zusammenhang mit der Systemgrößenabhängigkeit der Ent-
weichrate? Unsere Untersuchungen deuten darauf hin, dass in einfachen Systemen
ein einfacher Zusammenhang existiert, für komplexere Modelle zumindest dieser
einfache nicht mehr. Hier sind systematische Untersuchungen notwendig.

• Die Modelle repräsentieren die Dynamik von Zuständen in eingefrorenen, ungeord-
neten Umgebungen. Welche Auswirkungen haben dynamische Fluktuationen der
ungeordneten Umgebung?
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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Die Anwendung numerischer Verfahren zur Berechnung des mechanischen Verhaltens
von Bauteilen und Konstruktionen hat eine wesentliche Effizienzsteigerung der Entwick-
lungsprozesse bewirkt. Insbesondere die Ablösung aufwändiger Versuchsreihen durch
numerische Fallstudien und Experimente auf der Basis computergestützter Simulati-
onstechniken hat dazu geführt, dass der Einsatz der Finite-Element Methode (FEM)
mittlerweile zum Standard in nahezu allen Industriebereichen geworden ist. Daneben
gewinnt die FEM immer stärker in Forschungsgebieten wie z.B. der Biologie und Me-
dizin an Bedeutung, in denen bis dahin wegen der Komplexität der Problemstellungen
nur vereinzelt numerische Simulationen Anwendung fanden.

Bei der Entscheidung für eine spezielle Software stehen in der Praxis zwei Kriterien
besonders im Blickpunkt – Effektivität (Zeitersparnis) und Genauigkeit. Die Untersu-
chungen im Rahmen des SFB zeigen den engen Zusammenhang dieser Merkmale. In den
ersten beiden Förderungsperioden stand die Effektivitätssteigerung numerischer Simula-
tionen durch konsequente Parallelisierung der Algorithmen im Vordergrund. Die erzielte
Zeiteinsparung ermöglicht eine Approximation des realen Bauteilverhaltens durch kom-
plexere Modelle, womit die Genauigkeit der Berechnungen verbessert wird. Die Entwick-
lung und Nutzung moderner adaptiver Vernetzungsstrategien, denen in der vergangenen
und der laufenden Förderungsperiode verstärkte Aufmerksamkeit gewidmet wurde, sind
anschaulicher Beweis für das Streben nach einem sinnvollen Kompromiss zwischen Ef-
fektivität und Genauigkeit einer numerischen Simulation. Das trifft besonders auf nicht-
lineare Problemstellungen zu, die eine immer größere Praxisrelevanz erhalten.

Eine FE-Modellierung besteht im Wesentlichen aus drei großen Komplexen – der Geome-
triebeschreibung einschließlich Vernetzung, der Definition von Rand- und Anfangsbedin-
gungen sowie der Approximation des realen Werkstoffverhaltens durch Materialmodelle.
In der Praxis zeigt sich, dass gerade die Auswahl geeigneter konstitutiver Beziehungen
und die Identifikation darin enthaltener Parameter problematisch sind, und in ungüns-
tigen Fällen zu erheblichen Fehlern im Simulationsergebnis führen können.

Die Entwicklung zweckmäßiger Materialgesetze der Elastoplastizität bei kleinen und
großen Verzerrungen sowie zuverlässiger Algorithmen zur numerischen Bestimmung von
Werkstoffkenngrößen sind seit einer reichlichen Dekade Gegenstand der Forschungen am
Lehrstuhl Festkörpermechanik der TU Chemnitz. In den Bereichen Mathematik und
Informatik der TU Chemnitz werden seit mehreren Jahren Untersuchungen zum Auf-
bau und Transport effizienter Datenstrukturen sowie zur effektiven Lösung großdimen-
sionierter linearer algebraischer Gleichungssysteme durchgeführt. Basierend auf diesen
Entwicklungen war es das Ziel, im TP D1 des SFB ein FEM-Programm zur Lösung geo-
metrisch und physikalisch nichtlinearer Aufgaben der Festkörpermechanik für sequenzi-
elle und parallele Anwendungen zu realisieren und schrittweise für Praxisanwendungen
vorzubereiten. Im Mittelpunkt stand dabei zunächst die Entwicklung effizienter Zeit-
diskretisierungsverfahren und Gleichungslöser. Ein weiteres Ziel der Untersuchungen im
Teilprojekt war, durch Einbettung des FEM-Programmes in einen Optimierungsalgorith-
mus die Anpassung von Materialmodellen an gemessene inhomogene Verschiebungsfelder
und somit eine verbesserte Materialparameteridentifikation zu erreichen. Ab der zweiten
Förderungsperiode wurden diese Berechnungsmethoden für die numerische Simulation
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und die Parameteroptimierung durch Einbeziehung der TU Bergakademie Freiberg auf
Probleme der Schädigungs- und Bruchmechanik erweitert.

Während schnelle Löser bei 2D- und 3D-Elastizitätsproblemen mit hierarchischen oder
BPX-Techniken seit längerer Zeit bekannt und in verschiedenen Programmrealisierungen
des SFB integriert sind (vgl. TP A3), konnte die Eignung hierarchischer Techniken für
Probleme der ebenen Elastoplastizität erstmals im Rahmen von Arbeiten der DFG-
Forschergruppe Scientific Parallel Computing gezeigt und mit dem Programm SPC-
PMEP in der zweiten Förderungsperiode des SFB verfügbar gemacht werden. Damit
wurde eine Programmentwicklung für die Bearbeitung elastisch-plastischer Probleme
mit isotroper, kinematischer und formativer Verfestigung bei kleinen Verzerrungen in
einer parallelen Version realisiert, die auch sequenziell abgearbeitet werden kann.

Der große Anteil rechenintensiver Prozesse, die unabhängig voneinander an unterschied-
lichen Orten der Geometrie bearbeitet werden können (z. B. während der Assemblierung
in den Integrationsstützstellen der Elemente), bewirkt die natürliche Effizienzsteigerung
einer FE-Berechnung durch deren Parallelisierung. Besonders deutlich wird dieser Vor-
teil gegenüber der sequenziellen Vorgehensweise bei der Simulation nichtlinearer Modelle
mittels inkrementell-iterativer Algorithmen und der Lösung von Optimierungsproblemen
mit der mehrfachen Wiederholung vollständiger Vorwärtsrechnungen. In diesem Zusam-
menhang konnte das Programm SPC-PMEP erfolgreich für die Materialparameteriden-
tifikation durch Analyse inhomogener Verschiebungsfelder genutzt werden.

Reale Problemstellungen im Bereich der Elastoplastizität sowie der Bruch- und Schädi-
gungsmechanik (z. B. Simulation von Umformvorgängen, Crash u.a.), lassen sich in der
Regel nicht hinreichend zuverlässig mit geometrisch linearen Modellen beschreiben. Im
Rahmen der weiteren Untersuchungen zum Teilprojekt erfolgte somit konsequenterwei-
se die Realisierung eines FEM-Programmes zur Berechnung großer elastisch-plastischer
Verzerrungen – des Programmes SPC-PMHP. Dabei wurde ein phänomenologisches Ma-
terialmodell unter Berücksichtigung einer Substruktur entwickelt und implementiert, das
eine makroskopische Beschreibung von Vorgängen auf der Mikroebene ermöglicht. Ba-
sierend auf den Annahmen der rationalen Thermodynamik ergibt sich in diesem Zu-
sammenhang ein Satz von Evolutionsgleichungen für innere Variablen zur Beschreibung
einer allgemeinen plastischen Anisotropie, der für den Fall kleiner Verzerrungen in die
Gleichungen der klassischen Elastoplastizität übergeht.

Von ihrer Struktur her sind die entwickelten Evolutionsgleichungen der assoziierten
Fließtheorie differenzialalgebraische Gleichungen (DAE). Die DAEs zur Beschreibung
des elastisch-plastischen Materialverhaltens bei großen Verzerrungen sind vergleichbar
mit den entsprechenden Beziehungen im geometrisch linearen Fall. Daher konnte bei der
Entwicklung von SPC-PMHP auf den algorithmischen Grundstrukturen von SPC-PMEP
aufgebaut werden. Zur Lösung des globalen Steifigkeitssystems wurden die aktuellen, ef-
fizienten Solver-Entwicklungen aus dem TP A3 genutzt. Die Linearisierungstechniken
zur Behandlung der DAEs beruhen wie bei kleinen Verzerrungen auf der Verwendung
impliziter Einschrittverfahren. Zur Verbesserung des globalen und lokalen Konvergenz-
verhaltens erwies sich die Entwicklung und Implementierung geeigneter Dämpfungs-
algorithmen für die Linearisierungsverfahren als sinnvoll. Die Materialschnittstelle ist
wie bei SPC-PMEP so allgemein und umfassend gestaltet, dass Neuentwicklungen im
Bereich der Konstitutivgleichungen ohne massive Eingriffe in die Programmstruktur im-
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plementiert werden können. Dieser Umstand wurde bereits für die Einbeziehung von
Materialmodellen der duktilen Schädigungsmechanik erfolgreich genutzt. Die Untersu-
chungen zum elastisch-plastischen Materialverhalten bei großen Verzerrungen wurden
letztendlich in der zweiten Förderungsperiode durch die Übertragung und Anpassung der
Algorithmen zur Materialparameteridentifikation auf den geometrisch nichtlinearen Fall
erweitert. Somit stand zu Beginn des laufenden Berichtszeitraums ein FEM-Programm
mit modernen, effizienten numerischen Algorithmen und einer flexiblen Materialschnitt-
stelle zur Verfügung.

Neben der Auswahl geeigneter Materialmodelle hängt eine realistische numerische Si-
mulation des mechanischen Verhaltens von Bauteilen und Baugruppen auch von der
Art der Vernetzung des Gebietes ab. Um eine geforderte Genauigkeit bei der Lösung
des Anfangsrandwertproblems zu erreichen, ist es zweckmäßig, in Gebieten mit großen
Spannungsgradienten mit feineren Netzen zu arbeiten, während dies in Regionen mit
kleineren Gradienten nicht unbedingt notwendig ist. Da die Lage und Größe der kriti-
schen Gebiete in der Regel nur qualitativ festliegt und/oder sich während des Belas-
tungsvorganges verändern kann, ist die Erstellung von a priori angepassten Netzen nicht
immer möglich. Aus diesem Grund haben adaptive Vernetzungsstrategien im letzten
Jahrzehnt eine immer größere Bedeutung erlangt. Hierbei ist zu erwähnen, dass glo-
bale Neuvernetzungsansätze wegen des kompletten Datentransfers auf das neue Netz
unter Einbeziehung von Suchstrategien gewöhnlich nicht sehr effektiv und zudem mit
Fehlern behaftet sind. Leistungsfähigere Methoden sind lokale, adaptive Strategien zur
Netzverfeinerung und -vergröberung speziell im Fall von nichtlinearen, inkrementellen
Lösungsverfahren.

Für eine effektive Modellierung mechanischer Probleme bei großen Verzerrungen ist es
günstig, die FE-Berechnung mit einem relativ groben Netz zu beginnen. Im weiteren
Belastungsverlauf wird das Netz in Abhängigkeit von den vorhandenen Spannungsgradi-
enten, die über spezielle Fehlerschätzer angezeigt werden, angepasst. Die Möglichkeit zur
adaptiven Netzanpassung ist ein Merkmal hoher Leistungsstärke von FEM-Programmen.
Aus diesem Grund stand im laufenden Förderungszeitraum die Weiterentwicklung adap-
tiver Vernetzungs- und Lösungsstrategien für nichtlineare Probleme im Mittelpunkt der
Untersuchungen des Teilprojektes. Weiterhin sollte die Praxisrelevanz der FEM-Software
durch eine effiziente Modellierung des Kontakts gegen starre Hindernisse, verbunden mit
der adaptiven Vorgehensweise, wesentlich verbessert werden.

Die adaptive Netzverfeinerung, welche z. B. bei der Analyse eines sich schließenden Kon-
takts und der genauen Erfassung plastischer Zonen sowie von Gebieten mit großen Gra-
dienten in den Feldvariablen erforderlich ist, wurde bereits im vergangenen Förderungs-
zeitraum in enger Zusammenarbeit mit dem TP A3 für lineare Elastizität realisiert.
Bei der Behandlung nichtlinearer Aufgabenstellungen wird die äußere Last in einzelnen
Schritten aufgebracht. Es erfolgt eine örtliche und zeitliche Diskretisierung mit einer je-
weils iterativen Lösung. In jedem Lastschritt muss das Materialgesetz auf der Ebene der
Gaußpunkte integriert werden. Dabei setzen die verfügbaren Zeitdiskretisierungsverfah-
ren für das lokale Anfangswertproblem das Vorhandensein der Feldgrößenwerte aus dem
vorangegangenen Lastschritt in den Stützstellen voraus. Somit ist es bei der adaptiven
Netzanpassung erforderlich, eine entsprechende Übertragung der Zustandsgrößen vom
alten auf das neue Netz zu gewährleisten. Auf der Grundlage der Arbeiten zu effizienten
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Solvern und adaptiven Techniken in A3 und des in SPC-PMHP realisierten Material-
modells für anisotropes elastisch-plastisches Werkstoffverhalten wurde das nichtlineare,
adaptive FEM-Programm SPC-PM2AdNl entwickelt. In diesem Zusammenhang konn-
ten neuartige Algorithmen zur Übertragung der Feldgrößen realisiert werden, die auf
einer zusätzlichen Lösung des Anfangswertproblems in den Elementknoten basieren.

Beispielsweise im Fall eines sich öffnenden Kontakts, sich bewegender Kontaktregionen
und veränderlicher plastischen Zonen ist es im Sinne einer effektiven Diskretisierung
notwendig, das Netz wieder zu vergröbern. Auf der Grundlage hierarchischer Daten-
strukturen wurden effiziente Vergröberungsstrategien einschließlich der erforderlichen
Übertragungsalgorithmen entwickelt und implementiert. Das Auslöschen von Elementen
bei Erreichung eines bestimmten Schädigungsgrades und das Auftrennen von Elementen
beim Risswachstum verkörpern weitere Aufgabenstellungen des Teilprojekts im Rahmen
der Rissbruchmechanik.

Die klassischen Fehlerschätzer und -indikatoren zur adaptiven Netzanpassung (Minimie-
rung der Unstetigkeit der Feldgrößen an gemeinsamen Elementrändern) eignen sich für
die Simulation der Ausbreitung plastischer Zonen sowie des Wachsens von Rissen und
Schädigungszonen nur bedingt. Sie wurden deshalb durch lösungsabhängige Indikatoren
ergänzt.

Im Rahmen der Behandlung der Kontaktaufgabe erfolgte in Zusammenarbeit mit dem
TP A12 die Betrachtung des 2D-Problems bei einem starren Zielkörper. Beginnend mit
der Begrenzung durch eine Gerade oder eine Kurve zweiter Ordnung wurde die Be-
schreibung der Kontakthindernisse im Verlaufe der Bearbeitung des Teilprojektes unter
Berücksichtigung konkreter praktischer Erfordernisse auf kubische Splines erweitert. Die
zunächst nur für den Beginn der Förderungsperiode vorgesehene Beschränkung auf rei-
bungsfreie Vorgänge wurde ebenfalls aus praktischen Erwägungen für den betrachteten
ebenen Fall beibehalten. Sukzessive Erweiterungen, besonders auf 3D-Probleme, sollten
im Rahmen eines weiteren Förderungszeitraumes vorgenommen werden.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

Ein Hauptziel der Arbeiten in den beiden ersten Förderungsperioden des Teilprojek-
tes lag in der Entwicklung, Implementierung und praktischen Nutzung von Material-
modellen der Elastoplastizität bei kleinen und großen Verzerrungen einschließlich der
Materialparameteridentifikation. Eine besondere Aufmerksamkeit galt dabei der Model-
lierung einer plastischen Anisotropie.

Zur Berücksichtigung spezieller anisotroper Verfestigungseffekte wurden zunächst für
kleine elastisch-plastische Verzerrungen Fließbedingungen unter Verwendung kubischer
Ansätze [GK01] und von Mehrflächenmodellen [KK00] untersucht. Bucher [Buch98],
[Buch01b] gelang die Herleitung eines thermodynamisch vollständig konsistenten Mate-
rialmodells der finiten Elastoplastizität unter Berücksichtigung einer Substruktur. Mit
diesem Konzept wird eine phänomenologische, makroskopische Beschreibung mikrostruk-
tureller Vorgänge angestrebt und die Erfassung isotroper, kinematischer und formativer
Verfestigung im Rahmen einer quadratischen Fließbedingung ermöglicht.
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Das Materialmodell mit Substruktur wurde im Rahmen einer verallgemeinerten inkre-
mentell-iterativen Strategie zur Lösung nichtlinearer Anfangsrandwertprobleme nume-
risch realisiert ([MM98], [GBKM00b], [Mich01]). Die algorithmische Vorgehensweise ba-
siert auf einem gedämpften Newton-Raphson-Verfahren mit konsistenter Linearisierung
und einfacher Lastschrittkontrolle zur numerischen Lösung der Randwertaufgabe. Das
thermodynamisch konsistente Materialmodell liegt als System von Differential- und alge-
braischen Gleichungen (DAE) vor. Die Diskretisierung des Anfangswertproblems erfolgt
unter Verwendung von Einschritt-Standard-Verfahren. Zur Lösung der lokalen, nichtli-
nearen algebraischen Gleichungssysteme dienen gedämpfte Newton-Methoden [Buch01b].

Die allgemeine Struktur der entwickelten Materialmodelle ermöglichte die Definition
einer einheitlichen Schnittstelle ([Buch01a], [BGK01]), die offen ist für eine Vielzahl
analoger Formulierungen. Auf dieser Grundlage konnten beispielsweise die Schädigungs-
modelle von Gurson und Rousselier erfolgreich implementiert werden [MS01]. Außerdem
finden die untersuchten Materialmodelle und numerischen Verfahren praktische Anwen-
dung im Rahmen der Parameteridentifikation durch Auswertung inhomogener Verschie-
bungsfelder ([Krei98a], [Krei98b], [KGK98], [KBG00], [GBK01], [SK03]).

Die erwähnten Materialmodelle wurden zunächst in das (nichtadaptive) FEM-Programm
SPC-PMHP für große elastisch-plastische Verzerrungen implementiert. Gleichzeitig fan-
den in verschiedenen Teilprojekten des Bereiches A Untersuchungen zur Adaptivität und
Kontaktmodellierung im Fall der linearen Elastizität statt. In konsequenter Fortsetzung
der Aufgabenstellungen des SFB 393 bestand das Ziel des Teilprojekts D1 im laufen-
den Berichtszeitraum darin, zur Verbesserung der Praxisrelevanz der Programme die
adaptiven Methoden einschließlich der Kontaktalgorithmen mit der nichtlinearen Mate-
rialmodellierung, der Rissausbreitung und der Schädigungssimulation zu kombinieren.

2.3.1 Adaptive Vernetzungsalgorithmen zur Elementteilung und
Kantenverdopplung

Zur numerischen Simulation von Risswachstum hat sich neben anderen Verfahren (Boun-
dary-Element-Method, Meshless Galerkin-Method) die Finite-Elemente-Methode (FEM)
als geeignetes Werkzeug etabliert. Die Modellierung von Rissausbreitung mittels FEM
erfordert die Bearbeitung des algorithmischen und implementierungstechnischen Pro-
blems der Bildung neuer belastungsfreier Oberflächen. Der Stand der Forschung wird
überwiegend durch ingenieurmäßige, pragmatische Algorithmen charakterisiert [TW03,
FR2003], die eine Verschiebung der Rissspitze und eine angepasste Neuvernetzung in
ihrer Umgebung realisieren und damit lediglich die Aufgabe auf eine informations-
technisch-topologische FEM-Frage zurückführen. Die Extended-Finite-Elemente-Metho-
de (X-FEM)[BB99] realisiert für ein vorgegebenes Netz, das auch relativ grob sein
kann, unter Verwendung von singulären Ansatzfunktionen eine relativ gute Anpassung
des Netzes an fortschreitende Risse. Dabei werden nicht die Verschiebungen der Riss-
flanken, sondern die entsprechenden Verschiebungssprünge durch die Finite-Elemente-
Formfunktionen des umliegenden Netzes approximiert.
Die Modellierung von Risswachstum stellt jedoch nach wie vor ein anspruchvolles und
schwieriges Problem dar. Zur Verbesserung der Lösungsgenauigkeit ist faktisch immer
eine Abschätzung des lokalen Fehlers, insbesondere in Rissspitzenumgebungen, erfor-
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derlich. Um dies zu tun, müssen adaptive Lösungs- und Vernetzungsstrategien verwandt
werden, die in Verbindung mit iterativen Lösern optimale Algorithmen bezüglich Genau-
igkeit und Aufwand erzeugen. In diesem Zusammenhang ergibt sich für Risswachstums-
simulationen mittels moderner Löser mit Multi-Level-Struktur, die die Informationen
aller iterativ erzeugten Netze ausbeuten, das Problem, dass bei der Elementteilung und
Kantenverdopplung die Hierarchie des Kantenbaums nicht verloren gehen darf, damit
die Leistungsfähigkeit des iterativen PGCM-Lösers erhalten bleibt [MRS04]. Durch An-
wendung einer speziellen Projektionstechnik wurde im Rahmen der Projektbearbeitung
im Bearbeitungszeitraum 2002 bis 2004 ein neuer Löser mit Multi-Level-Struktur entwi-
ckelt, der bei Risswachstum effektiv einsetzbar ist. Dieser Löser ist in der Auslaufphase
des SFB 393 entscheidend verbessert worden. Dabei wurden, in Analogie zur X-FEM,
FE-Ansatzfunktionen für die Verschiebungssprünge über die Rissflanken eingesetzt. Im
Vergleich mit dem Vorkonditionierer des schon erwähnten Lösers konnte ein weitaus ef-
fizienterer Vorkonditionierer erarbeitet werden.

2.3.2 Simulation der Rissausbreitung mittels adaptiv-iterativer
Algorithmen

In der modernen Festigkeitsanalyse nimmt die Bewertung des Bruchverhaltens von Werk-
stoffen und Bauteilen eine zentrale Rolle ein. Die Bruchmechanik bildet deshalb einen
eigenen Forschungszweig der Festkörpermechanik, um die Phänomene von Rissinitiie-
rung und Rissausbreitung in Bauteilen zu verstehen und zu bewerten. Das Ziel ist die
Entwicklung von Materialien und Bauteilen, die eine hohe Widerstandsfähigkeit und
Sicherheit gegenüber Bruchvorgängen aufweisen. Dabei spielt die Simulation von Riss-
ausbreitung eine entscheidende Rolle.

Prinzipiell erfordert die FE-Simulation des Risswachstums die wiederholte Abarbeitung
folgender Teilschritte:

1. FE-Analyse der Struktur mit Riss

2. Berechnung der bruchmechanischen Kenngrößen

3. Berechnung der Größen für den inkrementellen Rissfortschritt

4. Neuvernetzung der veränderten Risskonfiguration (weiter mit Punkt 1)

Ein Ziel der Projektbearbeitung war die vollständige Integration dieser Teilschritte zu
einem FE-Programm. Somit entstand ein effizientes Werkzeug zur Simulation von Riss-
wachstum, in dessen Rahmen adaptive und bruchmechanisch gesteuerte Vernetzungs-
strategien im Verbund mit modernen hierarchischen Gleichungssolvern angewendet wer-
den. Das entwickelte Programmschema ist in Abbildung 2.1 zu sehen.

Folgende Teilaufgaben wurden dazu im Bearbeitungszeitraum 2002 bis 2004 zur Ent-
wicklung der Basissoftware erfüllt:

• Weiterentwicklung der vorhandenen adaptiven Vernetzungs- und Lösungsalgorith-
men, die eine effektive Simulation von Rissausbreitung ermöglichen



176 D1 Kreißig/Meyer/Kuna

Modelldaten /

Steuerparameter

Netzanpassung für

neue Risskonfiguration
Generierung/Anpassung

der Steifigkeitsmatrix

u. rechten Seite

Netzverfeinerung /

−vergröberung

Bewertung der

Vernetzung
Berechnung der bruch−

mechanischen Kennwerte

Startvektor definieren

PCG−Solvermentellen Rissfortschritts

Bestimmung von Größe

und Richtung des inkre−

Fehlerschätzer

ja

nein
Simulationsstop

gut schlecht

Risswachstum ?

Abbildung 2.1: Programmschema

• Erarbeitung von geeigneten FEM-Techniken zur Bestimmung der bruchmechani-
schen Beanspruchungsparameter

• Festlegung/Findung geeigneter Kriterien zur Rissausbreitung und deren numeri-
sche Umsetzung für einfachste linear-elastische Aufgaben

• Erarbeitung einer bruchmechanisch gesteuerten Vernetzungsstrategie

• Einbau und Erprobung der erarbeiteten Techniken in adaptiv-hierarchische Löser

In der Auslaufphase 2004/2005 wurden

1. der iterative Löser für lineare Aufgaben entscheidend verbessert und

2. erste Schritte zur Einbeziehung des nichtlinearen Materialverhaltens (einschließlich
Schädigungsmechanik)in die Risswachstumsformulierungen unternommen.

2.3.3 Vergleich unterschiedlicher Algorithmen zur Übertragung
von Zustandsgrößen bei adaptiver Netzverfeinerung

Bei geometrisch und physikalisch nichtlinearen Problemen wird die äußere Belastung in-
krementell in einzelnen Lastschritten aufgebracht. Wegen der Abhängigkeit der Lösung
von der Belastungsgeschichte ist es bei einer Netzverfeinerung bzw. -vergröberung im
Rahmen der nichtlinearen FEM erforderlich, die Feldgrößen (Verzerrungen, Spannun-
gen, innere Variablen) vom alten auf das neue Netz zu übertragen. Die Netzanpassung
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und damit im Zusammenhang die Übertragung der Feldvariablen sind bei einer hierar-
chischen adaptiven Strategie örtlich begrenzt. Im Gegensatz dazu erfordert eine globale
Neuvernetzung den Datentransfer für das gesamte Gitter.

Jedes einzelne Lastinkrement kann im Sinne einer adaptiven Strategie als separates
Teilproblem angesehen werden, das folgende Schritte beinhaltet:

• Lösung des Anfangs-Randwert-Problems

• Fehlerschätzung

• Netzanpassung

• Übertragung der Feldgrößen auf Knoten und Gaußpunkte des neuen Netzes

Nachfolgend werden unterschiedliche Übertragungsalgorithmen miteinander verglichen:
Ein elementorientiertes Extrapolationsverfahren, eine patchorientierte Strategie und das
im Rahmen dieses Teilprojektes entwickelte Verfahren, welches auf der zusätzlichen
Lösung des Anfangswertproblems in den Elementknoten basiert.

Elementorientierte Extrapolation

Für den Vergleich unterschiedlicher Transferalgorithmen wurde entsprechend den Grund-
lagen der in [OQ91] vorgestellten elementorientierten Übertragungsmethode ein adäqua-
ter Extrapolationsalgorithmus ins Programm SPC-PM2AdNl implementiert. Dieser ba-
siert auf der Definition von Interpolationsfunktionen Mi(ξ, η)), die der Bedingung

y(ξ, η) =
n∑

i=1

Mi(ξ, η)ȳi (2.1)

genügen. Hierbei charakterisiert y(ξ, η) beliebige Feldvariablen bzw. deren Tensorkom-
ponenten in Abhängigkeit von ihren Werten ȳi in den n Gaußpunkten des Elements.

Im betrachteten Fall wird für 8-Knoten-Elemente bei vollständiger Integration der fol-
gende Ansatz für die konkreten Interpolationsfunktionen verwendet:

Mi(ξ, η) = ci1 + ci2ξ + ci3η + ci4ξη + ci5ξ
2 + ci6η

2 + ci7ξ
2η + ci8ξη

2 + ci9ξ
2η2 (2.2)

Ebenso wie die gewöhnlichen Formfunktionen mit den Elementknoten verbunden sind,
werden auch die speziellen Interpolationsfunktionen Mi zu den Gaußpunkten mit den
lokalen Koordinaten (ξj, ηj) in Beziehung gesetzt:

Mi(ξj, ηj) = 1 für i = j (2.3)

Mi(ξj, ηj) = 0 für i 6= j. (2.4)

Werden die Interpolationsfunktionen Mi in (2.3) und (2.4) ersetzt durch ihre Polynom-
darstellung (2.2) in den Gaußpunkten mit den Koordinaten (ξj, ηj), entsteht ein lineares
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Gleichungssystem für die Bestimmung der unbekannten Koeffizienten cij. Es werden 81
Koeffizienten für die neun unterschiedlichen Interpolationsfunktionen Mi bezüglich der
Gaußpunkte erhalten. Diese Interpolationsfunktionen werden für alle Feldvariablen bzw.
deren Komponenten im Fall mehrstufiger Tensoren als identisch angenommen.

Unter Verwendung der Funktionen Mi wird die Extrapolation der Gaußpunktwerte eines
Elementes auf seine Elementknoten durchgeführt. Gehört ein Knoten zu mehreren Ele-
menten, werden an diesem unterschiedliche Werte für ein und dieselbe Feldgröße erhal-
ten, je nachdem in welchem Element die Berechnung am Knoten erfolgte. Im Gegensatz
zu der sonst in der Literatur üblichen Vorgehensweise werden diese unterschiedlichen
Knotenwerte nicht gemittelt. Die unterschiedlichen Werte in den Seitenmittenknoten
werden zur Berechnung des Kantensprungfehlers (siehe (2.15)) für die adaptive Steue-
rung herangezogen. Es wird davon ausgegangen, dass die mit Hilfe der Extrapolations-
methode ermittelten Knotenwerte der Feldgrößen von geringerer Genauigkeit sind als
die mittels einer zusätzlichen Lösung des Anfangswertproblems berechneten.

Einige aktuelle Ergebnisse von Untersuchungen elementorientierter Extrapolation im
Fall von nichtlinearen Problemen sind in [CRSW99, ERBM98, FC95] veröffentlicht.

Patchorientiertes Verfahren

Um die Genauigkeit der Übertragungsmethode zu verbessern, müssen zusätzliche Infor-
mationen in die elementorientierte Extrapolationsmethode eingearbeitet werden. Eine
logische Erweiterung und gleichzeitig eine Verbindung zwischen lokalen und globalen
Algorithmen ist die Betrachtung einer Gruppe benachbarter Elemente (Patch) zur realis-
tischeren Berechnung von Feldgrößen. Als Basis dient dabei die sogenannte superkonver-
gente Patch-recovery (SPR) Methode von Zienkiewicz und Zhu [ZZ92a, ZZ92c, ZZW93].
In diesem Rahmen werden polynomiale Funktionen eingeführt, welche die Feldgrößen
innerhalb eines Teilgebietes des Gitters beschreiben. Diese Funktionen werden mit der
Methode der kleinsten Quadrate an diskrete Werte in ausgewählten Punkten optimal
angepasst.

Im Folgenden sollen kurz die grundlegenden Beziehungen der SPR-Methode für lineare
Elastizität dargestellt werden (vergleiche [ZZ92b]). Die mittels der FEM berechneten
Cauchy-Spannungen σh lauten

σh = DBuh (2.5)

mit

uh = Gū (2.6)

wobei D die Elastizitätsmatrix, uh die FE Approximation der Verschiebungen und
ū die Knotenwerte der Verschiebungen sind. Die Matrix G besteht aus dem Vektor
N T = (N1, N2, ... , Nn) mit den gewöhnlichen Formfunktionen und lautet im zweidi-
mensionalen Fall:

G =

(
N T 0
0 N T

)
(2.7)
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Weiterhin repräsentiert die Matrix B den bekannten Differenzialoperator, der die Ver-
zerrungen mit den Verschiebungen uh verbindet. Das Ziel der SPR-Methode besteht in
der Bestimmung von Knotenwerten σ̄ ?, so dass die geglättete, kontinuierliche Feldgröße
σ ?, die über die Formfunktionen und diese Knotenparameter σ̄ ? mit

σ ? = G̃σ̄ ? (2.8)

definiert ist, genauer sein soll als die FE-Approximation σh von σ . Die Matrix G̃ be-
steht aus der entsprechenden Anzahl von Vektoren N analog zu (2.7). Die Berechnung
der Spannungen σ̄ ? erfolgt innerhalb eines Teilgebietes, bestehend aus benachbarten
Elementen (Patch) mit einem gemeinsamen Scheitelknoten (siehe Abbildung 2.2). Es
wird angenommen, dass die Knotenwerte der j-ten Spannungskomponente jeweils einer
polynomialen Darstellung

σ?
pj

= P T aj (2.9)

des aktuellen Spannungsfeldes genügen. Hierbei definiert P den Vektor der entsprechen-
den Polynomterme P T = [1, x, y, x2, xy, y2, x2y, xy2, x2y2, ...], die maximal die gleiche
Ordnung p wie die Formfunktionen besitzen sollen. Mit aj wird der Vektor der zur be-
trachteten Spannungskomponente gehörenden Polynomkoeffizienten aT

j = [a1, a2, . . . , ap]
bezeichnet. Die polynomiale Näherung gilt für jeden Patch und wird für die Berechnung
einer jeden Spannungskomponente genutzt.

Der Koeffizientenvektor aj wird mittels der Metode der kleinsten Quadrate bezüglich
einer bestimmten Anzahl n von Bezugspunkten innerhalb des betrachteten Patches be-
stimmt.

F (aj) =
n∑

i=1

(
σhj(xi, yi)− σ?

pj(xi, yi)
)2

=
n∑

i=1

(
σhj(xi, yi)− P T (xi, yi)aj

)2 → Min (2.10)

Hierbei sind (xi, yi) die globalen Koordinaten des i-ten Knotens des Patchs. Ausgehend
von den notwendigen Bedingungen für die Existenz eines Minimums von (2.10) folgt das
lineare algebraische Gleichungssystem

A aj = b (2.11)

für den unbekannten Koeffizientenvektor aj mit

A =
n∑

i=1

P (xi, yi)P
T (xi, yi) und b =

n∑
i=1

P (xi, yi)σhj(xi, yi) (2.12)

Wiberg und Ziukas definierten den Begriff der Superkonvergenz in einem weiter gefass-
ten Sinn: One can recover the finite element solution and/or its derivatives by means
of various post-processing techniques [WZ98]. Entsprechend dieser Idee wurde für den
Vergleich unterschiedlicher Transferalgorithmen eine patchorientierte Übertragungsme-
thode entwickelt, die auf der grundlegenden Konzeption des SPR aufsetzt und sie dahin-
gehend weiterführt, dass nicht nur Spannungen, sondern alle vorhandenen Feldvariablen
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y in dieser Art und Weise auf die Elementknoten übertragen werden. Dabei enthält der
Vektor y sowohl die Spannungen als auch die Verzerrungen, innere Variablen und den
plastischen Multiplikator.

Das Ergebnis des Übertragungsalgorithmus kann durch viele Faktoren beeinflusst wer-
den, so z.B. Form und Grad der verwendeten Polynome, Auswahl der Bezugspunkte usw.
Vor allen Dingen muss gewährleistet sein, dass eine eindeutige Lösung im Rahmen der
Methode der kleinsten Quadrate existiert. Das bedeutet, dass die Anzahl der Bezugs-
punkte nicht kleiner sein darf als der Grad des Polynoms. Aus diesem Grund werden
in [GZH04] Gaußpunkte der vollständigen Integration empfohlen. In diesem Zusammen-
hang wurde der in das FE-Programm SPC-PM2AdNl implementierte Transferalgorith-
mus auf vollständig integrierte 8-Knoten-Elemente der Serendipity-Klasse angepasst.
Dementsprechend wurden Patchs der folgenden Form betrachtet:

X

XX

X

X

Elementknoten

Gaußpunkt

Scheitelknoten

innerer Seitenmittenknoten

Abbildung 2.2: Patch für vollständig integrierte 8-Knoten-Elemente der Serendipity-
Klasse in der inneren Netzregion. Anwendung eines eindeutigen Berech-
nungsschemas für den Scheitelknoten des Patches, Mittelwertbildung an
den inneren Seitenmittenknoten, die auch zu den benachbarten (über-
lappenden) Patchs gehören.
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Ebenso wie bei der SPR-Methode wird angenommen, dass die Knotenwerte ȳ? einer
beliebigen Feldvariable mit einem Polynom approximiert werden können, das die glei-
che Ordnung wie die Formfunktionen besitzt. Dieses Polynom ist für das betrachtete
Teilgebiet definiert. Es gilt analog

y?
pj

= P T aj. (2.13)

Für jede einzelne Variable bzw. Komponente wird in analoger Weise ein individueller
Koeffizientenvektor mittels der Methode der kleinsten Quadrate berechnet:

F (aj) =
n∑

i=1

(
yhj(xi, yi)− y?

pj(xi, yi)
)2

=
n∑

i=1

(
yhj(xi, yi)− P T (xi, yi)aj

)2 → Min (2.14)

Der Koeffizientenvektor aj wird wiederum durch Lösung eines linearen Gleichungssys-
tems äquivalent zu (2.11) ermittelt. Damit können die Knotenwerte beliebiger Feldgrößen
durch Einfügen der entsprechenden Knotenkoordinaten in Gleichung (2.13) ermittelt
werden. Es ist offensichtlich, dass für innerhalb des Teilgebietes liegende Seitenmitten-
knoten die Berechnung der Feldgrößen mehrfach (im vorliegenden Fall zweimal) erfolgt.
In diesen Knoten wird der Mittelwert aus den einzelnen Berechnungen gebildet.

Schließlich soll erwähnt werden, dass die patchorientierte Übertragungsmethode zu ge-
glätteten Verläufen der Feldvariablen führt (einheitliche, elementunabhängige Werte in
den Knoten). Damit ist das Berechnen von Kantensprüngen als Anteil des residualen Feh-
lerschätzers (vgl. Gleichung (2.15)) mit dieser Methode nicht möglich (siehe [BGK05]).
Folglich wird bei der Fehlerschätzung im patchorientierten Transfer dieser Anteil ver-
nachlässigt.

Zusätzliche Lösung des Anfangswertproblems in den Elementknoten

In [OQ91, PHDO96] werden einige Anforderungen an zweckmäßige Transferalgorithmen
formuliert:

1. Die Übertragung der Zustandsvariablen soll mit dem Verschiebungsfeld des neuen
Netzes kompatibel sein.

2. Die Übertragung soll konsistent zum konstitutiven Algorithmus durchgeführt wer-
den.

3. Der Transfer soll in die Gleichgewichtsiterationen eingebunden sein.

4. Sich entwickelnde Randbedingungen sollen vom Übertragungsalgorithmus nicht
beeinflusst werden.

5. Der numerische Approximationsfehler soll minimiert werden.
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Lokale und globale Übertragungsalgorithmen, die auf den Werten der Feldvariablen in
den Gaußpunkten basieren, sind durch den gewählten Polynomgrad der Approxima-
tionsfunktion beschränkt. Selbst wenn diese Beziehungen konsistent zu der benutzten
FE-Approximation sind, bleiben die in den vorangegangenen Abschnitten präsentierten
Übertragungsmethoden Interpolationen mit den bekannten numerischen Einschränkun-
gen.

Um insbesondere den ersten beiden der genannten Forderungen besser zu entsprechen,
wird die zusätzliche Lösung des Anfangswertproblems in den Elementknoten als eine
alternative Vorgehensweise für die Übertragung der Feldgrößen vorgeschlagen. Im Ge-
gensatz zu den meisten aus der Literatur bekannten FE Anwendungen wird in dem
hier entwickelten Programm SPC-PM2AdNl das Anfangswertproblem nicht nur in den
Gaußpunkten, sondern auch in den Elementknoten gelöst. Damit sind alle Feldgrößen
sowohl in den Gaußpunkten als auch in den Knoten vorhanden. Das bedeutet außerdem,
dass die Feldgrößen in den Knoten mit der gleichen Genauigkeit berechnet werden wie
in den Gaußpunkten – unabhängig von der Ordnung der FE Approximation (siehe auch
[BGK05]).

Bei finiter Elastoplastizität existiert keine explizite Spannungs-Dehnungsbeziehung. Viel-
mehr liegt das Materialgesetz in Form eines Algebro-Differenzialgleichungssystems (DAE)
vor. Für seine numerische Lösung muss es nach der Zeit diskretisiert werden. Nach An-
wenden eines Einschrittdiskretisierungsschemas (z.B. Euler, Crank-Nicolson) zur Lösung
von Differenzialgleichungen wird ein nichtlineares algebraisches Gleichungssystem er-
halten, welches mit dem Newton-Verfahren gelöst wird. Für weitere Details wird auf
[Buch01b, BGK04] verwiesen.

Nach der Übertragung der Feldvariablen auf das neue Netz sind in der Regel die Gleichge-
wichtsbedingungen verletzt. Das gilt auch für die hier vorgestellte Übertragungsmethode,
da der Transfer von den Knoten hin zu den Gaußpunkten des neuen Netzes allein über
die Formfunktionen erfolgt. Darüber hinaus muss die Erfüllung der Fließbedingung für
plastische Belastungszustände an allen Integrationspunkten durch geeignete und konsis-
tente numerische Algorithmen sichergestellt werden. Bei element- bzw. patchbezogenen
Übertragungsmethoden erfolgt der Transfer der Feldgrößen unabhängig voneinander.
Im Gegensatz zur Methode der zusätzlichen Lösung des Anfangswertproblems in den
Knoten ist hier die physikalische Konsistenz der neu berechneten Knotenwerte, z.B. die
Erfüllung der Fließbedingung, nicht gewährleistet. Deswegen ist es erforderlich, Nachi-
terationen anzufügen, damit das Gleichgewicht wieder hergestellt werden kann.

Da bei FE-Approximationen, abgesehen von einigen speziellen Formulierungen, nur das
Verschiebungsfeld kontinuierlich über die Elementgrenzen ist, führt die hier vorgestellte
Übertragungsmethode zu unterschiedlichen Werten ein und derselben Feldvariable an
einem Knoten, der zu unterschiedlichen Elementen gehört. Der in [BGK05] vorgestellte
adaptive Algorithmus basiert aber genau auf diesen ungeglätteten Daten. Die unter-
schiedlichen Werte stellen eine konsistente Grundlage für anschließende Iterationen zur
Lösung des Anfangs-Randwertproblems dar. Außerdem werden die unterschiedlichen
Werte an den Seitenmittenknoten für die Berechnung des Kantensprungs bei der Feh-
lerschätzung verwendet (2.15).



D1 Kreißig/Meyer/Kuna 183

Fehlerschätzung bei nichtlinearen Problemen

Im Teilprojekt A3 wurden unterschiedliche Fehlerschätzer entwickelt und getestet. Im
Rahmen der linearen Elastizität wurde dabei insbesondere der residuale a posteriori
Energienorm-Fehlerschätzer untersucht:

η2
T ≈

h2
T

λD

∫
ΩT

| div σ (uh) + f h |2 dΩT +
∑

E∈∂ΩT

hT

λD

∫
E

|[ σ (uh) nE]|2 dsE (2.15)

Eine verbesserte Version dieses Fehlerschätzers bezüglich anisotroper Elemente wurde
in [Ku00a] veröffentlicht. Weiterhin wurde gemeinsam mit Verfürth gezeigt, dass das
Elementresiduum vernachlässigt werden kann und somit allein die Kantensprünge be-
stimmend sind [KV00]. Diese Aussage gilt bei finiter Elastoplastizität nur noch für die
Verwendung von linearen Elementen. Bei Elementansätzen höherer Ordnung und großen
elastisch-plastischen Verzerrungen ergibt sich die Notwendigkeit, beide Anteile des Feh-
lerschätzers zu berücksichtigen.

In der linearen Elastizität wird die materialabhängige Konstante λD gewöhnlich mit
dem Elastizitätsmodul approximiert [AMW93, GKZB83]. Eine exakte Angabe für diese
Interpolationskonstante ist im nichtlinearen Fall nicht möglich. Es ist aber zu erwarten,
dass sie in der gleichen Größenordnung wie bei linearen Problemen liegt. Daher wird
auch im Rahmen des vorgestellten Modells der finiten Elastoplastizität λD durch den
Elastizitätsmodul angenähert. Da die Fehlerauswertung relativ zu einer vorgegebenen
Schranke erfolgt, spielt bei homogenem Material die Größe der Interpolationskonstante
keine Rolle für die Netzanpassung. Treten im betrachteten Gebiet beispielsweise elasti-
sche und plastische Regionen gleichzeitig auf, wird mit der genannten Approximation
von λD der Fehler für plastifizierte Elemente unterschätzt. Ausgleichend dazu wurde
deshalb zusätzlich ein Fehlerindikator ηKT bezüglich der Erfüllung der Fließbedingung
implementiert.

2.3.4 Adaptive Algorithmen zur Steuerung und Simulation der
Ausbreitung von Schädigungszonen

Die Geschichte der Schädigungsmechanik beginnt mit den Arbeiten von Kachanov
[Kacha58] und Rabotnov [Rabo59] in den 50-iger Jahren. Die darauf folgende Zeit
war vor allen Dingen von der Entwicklung dieser Modelle auf der Ebene der Materi-
algleichungen gekennzeichnet, ohne die dazu notwendigen Randwertaufgaben, die die
zu bewertenden konkreten inhomogene Spannungszustände erzeugen können, zu lösen.
So entstanden eine ganze Reihe von Modellen, die das konstitutive Verhalten bis hin
zum duktilen Bruch erfassen. Zur Beschreibung der dabei auftretenden komplizierten
Phänomene (Bildung, Wachstums und Vereinigung mikroskopischer Hohlräume) war es
notwendig, auf unterschiedlichen Niveauebenen zu arbeiten. Das sind nach Thomason
[Thoma90] und Needleman [Needl00]:

1. das mikroskopische metallphysikalische Niveau der Theorie der Versetzungen,

2. das mesoskopische Niveau, auf dem der konkrete Schädigungsmechanismus in der
Mikrostruktur bis zum Bruchversagen modelliert wird,
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3. das makroskopische Niveau der Kontinuumstheorie.

Erst in den 70-iger und 80-iger Jahren konnten infolge der rasanten Entwicklung der
Computertechnik auch die dazugehörigen Randwertaufgaben des Makroniveaus gelöst
werden. So resultierten aus der Forschung der vergangenen Jahre verschiedene schädi-
gungsmechanische Modelle für die Beschreibung des duktilen Versagens metallischer
Werkstoffe, die numerisch durchgerechnet wurden. Dies geschah auch mit dem Ziel, um in
inverser Aufgabenstellung auf die zu verwendenden Materialparameter zu schließen. Das
vorangige Anwendungsgebiet der applikativen Schädigungsmechanik war auf die Ver-
besserung der klassischen zähbruchmechanischen Konzepte zur stabilen Rissausbreitung
gerichtet, womit auch erste Erfahrungen zur Bestimmung von Schädigungsparametern
gesammelt wurden. Allerdings wies z.B. der Vergleich unterschiedlicher FEM-Codes und
Strategien zur Parameteridentifikation auf eine noch nicht zufriedenstellende Situation
[BeBo99] hin.

Am bekanntesten sind die Modelle von Gurson-Tvergaard-Needleman [Gurs77] und
Rousselier [Rouss01], die die Entstehung, das Wachstum und die Koaleszenz von Mikro-
poren bis zur makroskopischen Anrissbildung als Folge der plastischen Verformung und
Spannungsmehrachsigkeit beschreiben. Eine Verwendung der iterativ-adaptiven Lösungs-
technik für schädigungsmechanische Problemstellungen ist hierbei bisher nur in wenigen
Publikationen (siehe z. B. [Gel98]) zu finden. In der verfügbaren Literatur handelt es
sich dabei um das übliche Remeshing nach großen Netzverzerrungen ( z.B. bei Massi-
vumformung). Deshalb ist es sehr notwendig, die modernen iterativ-adaptiven Löser für
diese wichtigen Problemstellungen weiter zu entwickeln.

Da die beiden oben genannten Schädigungsmodelle im vorigen Antragszeitraum in SPC-
PMHP implementiert wurden und die Struktur der Materialgleichungen mit derjenigen
der Elasto-Plasto-Mechanik analog ist, konnten die dafür im Teilprojekt entwickelten ad-
aptiven Techniken 2.3.3 - 2.3.5 sinngemäß übernommen und effektiv angewandt werden.
Mit dieser Implementierung ist es nun möglich, in Abhängigkeit vom Lösungsverhalten
eines schädigungsmechanischen Problems, den lokalen Fehler a posteriori zu schätzen
und das FE-Netz entsprechend zu verfeinern bzw. wieder zu vergröbern und auch die
schädigungsmechanischen Zustandsvariablen zu übertragen. Auf dieser Basis sind An-
wendungsrechnungen für Probleme mit geringen Gradienten durchführbar, z. B. in der
Umformtechnik, um die Ausbreitung von Schädigungsgebieten effizient zu berechnen.

Schwieriger verhält sich die Sache hingegen bei der Simulation der duktilen Ausbreitung
von Rissen, wo in der Schädigungszone starke Feldgradienten auftreten, die in Verbin-
dung mit den entfestigenden Schädigungsgesetzen zu Lokalisierungen, zum Verlust der
Elliptizität [SMS94] und somit zur Netzabhängigkeit der numerischen Lösung führen,
die selbst mit Regularisierungsverfahren auf Basis nichtlokaler integraler oder Gradien-
tenmethoden nicht vollständig vermeidbar sind, siehe z. B. [SR00, JK03, Reu03]. Vom
Standpunkt der Kontinuumsmechanik und Numerik ist es somit notwendig, beim Errei-
chen des lokalen Versagens in einem Materialpunkt vor der Rissspitze, das z. B. durch die
Indefinitheit des akustischen Tensors angezeigt wird, den Bruchprozess durch Trennung
des Kontinuums numerisch stabil zu gestalten. Dafür bieten sich die in 2.3.1 erarbeite-
ten Algorithmen zur Elementteilung und Kantenverdopplung an. Mit der Realisierung
dieser Aufgaben wurde in der Auslaufphase 2004/2005 begonnen.
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2.4 Ergebnisse

2.4.1 Verbesserung des iterativen Lösers für
Rissausbreitungssimulationen

Im vergangenen Bearbeitungszeitraum wurde ein iterativer Löser entwickelt, der die hier-
archische Datenstruktur bei Rissfortschritt nicht zerstört. Nach der bruchmechanisch be-
stimmten Information über ein notwendiges Risswachstum mit vorgegebenem Inkrement
und vorgegebener Richtung wird das vorhandene Netz mit einem minimalen Aufwand
geändert, so dass iterativ-hierarche Lösungstechnik nur geringfügig “behindert” wird. Ei-
ne “klassische” Dopplung von Kanten und Knoten entlang der neuen Rissufer wird nicht
vorgenommen, damit ein effizienter Vorkonditionierer die Kantenbaum-Informationen
verwerten kann. Um dies zu realisieren, wurde mit Hilfe von Projektionstechniken ein
einfacher Preconditioner erstellt, der auf einer Mittelung bezüglich zwei verschiedener
Kantensysteme des Netzes basiert [MRS04, MRS05]. Der einzige Nachteil dieses Vor-
konditionierers besteht in der fehlenden Spektraläquivalenz, womit noch relativ hohe
Iterationszahlen erzeugt wurden. Deshalb wurde ein neuer effektiverer Vorkonditionierer
entwickelt. Die entscheidenden Charakteristika des dabei entstandenen Lösers werden
im folgenden Abschnitt erläutert.
Die wesentliche Verbesserung resultiert aus folgender Beobachtung. Mit Einführung von
d “Doppelknoten” entlang des gewachsenen Risses benutzt man also folgende (n+d+d)
Finite-Elemente-Ansatzfunktionen

Φ =
(
ϕ1 , . . . , ϕn, ϕ

−
n+1 , . . . , ϕ

−
n+d, ϕ

+
n+1 , . . . , ϕ

+
n+d

)
,

die die aktuelle Steifigkeitsmatrix erzeugen, für die der effiziente Löser gesucht ist. Hier-
bei sind die ersten n Funktionen klassische FEM-Hütchenfunktionen. Die restlichen d
“halbe” Hütchen mit Träger auf einer Seite des Risses und nochmal d solche Funktionen
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Abbildung 2.3: Einschlüsse in GGG40

mit Träger auf der anderen Seite. Eine einfache Basistransformation (nämlich Addition
/ Subtraktion dieser halben Hütchenfunktionen zu üblichen und zu Spungfunktionen
über den Riss hinweg) führt zu:

Φ̃ = (ϕ1 , . . . , ϕn, ϕn+1 , . . . , ϕn+d, ϕ̃n+1 , . . . , ϕ̃n+d).

Die hierzu gehörige neue Steifigkeitsmatrix K̃ hat eine Blockstruktur, die gut zur DD-
Vorkonditionierung genutzt werden kann:

K̃ =

(
A B
BT T

)
Der Block A (aus den ersten n+ d Ansatzfunktionen entstanden) ist die Steifigkeitsma-
trix zum gewöhnlichen Deformationsproblem ohne jeden Riss, für die die existierenden
Kanteninformationen den effizienten hierarchischen Vorkonditionierer bereitstellen. Der
Restblock T ist bei 1–dimensionaler Anordnung der Rissknoten gerade eine 5-diagonale
Matrix, also effizient mit direkten Lösern zu behandeln. Die Zusammenhänge sind im
einzelnen im Preprint [Mey05] geschildert, der in veränderter Form auch Eingang in
einen Springer-Sammelband zu Ergebnissen des SFB393 finden wird.

2.4.2 Anwendung adaptiver Algorithmen zur Simulation der
Rissausbreitung

Duktiles Materialversagen vor Rissspitzen in Metallen ist oft verbunden mit Voidwachs-
tums- und Voidvereinigungsprozessen, die schließlich zu einem makroskopischen Rissfort-
schritt führen können. Innerhalb der oben erwähnten Schädigungsmodelle werden diese
Effekte auf dem Kontinuumsniveau mittels erweiterter Theorien der Plastizität beschrie-
ben. Dabei können natürlich wirkliche geometrische Voids nicht modelliert werden, son-
dern sie finden im Mittel Berücksichtigung anhand kontinuierlicher Materialgleichungen.
Der Einfluss von Voids und anderer Inhomogenitäten auf die Verhältnisse an Rissspitzen
ist deshalb anhand dieser Theorien auch nur als gemittelter Einfluss interpretierbar. Die
wirkliche gegenseitige Beeinflussung von Risspitzen und Voids, die auf dem Meso-Niveau
von Metallen (siehe Bild 2.3 für GGG40) mit Risspitzen wechselwirken, ist nur durch
eine genaue geometrische Modellierung möglich. Eine Variante, dieses Verhalten zu cha-
rakterisieren, soll im folgenden Abschnitt anhand einfacher linear-elastischer Annahmen
dargestellt werden. Die Berechnungen wurden im Rahmen einer Studienarbeit [Schwa05]
durchgeführt.
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Modellprobe zur Abschätzung des Einflusses von Einschlüssen/Voids
(Hohlräume) auf das Risswachstum

Zur Simulation des Risswachstums wurde ein Grundmodell erstellt, welches durch ver-
schiedene Parameter beschrieben wird. Allen verwendeten Modellen gleich sind die Au-
ßenabmessungen, die horizontal zentral gelegene Störung konstanten Durchmessers sowie
die äußere Belastung. Sie wird durch eine Verschiebung u der Außenkanten, wie in Ab-
bildung 2.4 dargestellt, aufgebracht, wobei deren Größe keinen Einfluss auf den Verlauf
der Rissfront hat. Des Weiteren sind die Materialdaten des ferrittischen Matrixgefüges
(E = 2,1 · 105 N

mm2 und ν = 0,3) für jede Berechnung dieselben. Zur Anwendung kamen
die üblichen quadratischen Dreieckselemente. Um die Auswirkungen auf den Rissfort-
schritt zu untersuchen, wurde der Materialeinschluss einerseits im Abstand zum Liga-
ment, andererseits in seiner Art der Modellierung variiert. Zum Einsatz kamen dabei
zwei Varianten:

a) Der Einschluss wurde als Hohlraum modelliert, also als spannungsfreie Oberfläche
und

b) in Form eines anderen Materials (z.B. Graphitteilchen), welches fest mit der Matrix
verbunden ist.

Während der Hohlraum im ersten Fall einen Einschluss wiedergibt, der keine Verbindung
zum umliegenden Material hat, konnte durch Wahl eines extrem hohen Elastizitätsmo-
duls für den Einschluss im zweiten Fall eine fast starre Oberfläche simuliert werden.

Der Abstand b des Einschlusses zum Ligament wurde in Schritten von 0,5LE4 von an-
fangs 5 LE solange verringert, bis der Riss den Einschluss berührte.

Zum Vergleich wurden einige Modelle zusätzlich mit einer Rissverlängerung von ∆a =
2LE gerechnet. Standardmäßig vorgesehen war ein Wert von ∆a = 0,5LE. Dieser ergab
sich aus mehreren Versuchen mit unterschiedlichen Risserweiterungslängen und stellt ein
gutes Verhältnis zwischen Rechenzeit und Genauigkeit dar. Untersuchungen bei kleine-
ren Rissfortschritten warfen dagegen bei gleichem Rissverlauf große Schwierigkeiten bei
der Stabilität der Berechnungen auf5. Größere Schrittweiten hatten zur Folge, dass der
Rissverlauf, insbesondere in der Nähe des Einschlusses, eine sehr

”
kantige“ Form mit

verhältnismäßig starken Winkeländerungen annahm. Die Simulation ist hier zu träge,
um die starken Spannungs- und Dehnungsgradienten korrekt zu erfassen. Im Folgenden
sollen die berechneten Rissverläufe der verschiedenen Modelle miteinander verglichen
werden. Die Ergebnisse geben Aufschluss über den Einfluss der Einschlüsse auf den
Risspfad.

Ergebnisse der Berechnungen mit Hohlraum
Zuerst werden die Risstrajektorien der Modelle mit Hohlraum angeführt. Die resultie-
renden Kurven repräsentieren den Verlauf der Rissfront während des Wachstums. Die

4LE=1mm
5 Bei ∆a = 0, 25 LE brach die Simulation nach einigen Schritten ab. Die sich ergebenden Risss-

pitzenkoordinaten stimmten mit denen der Standardrechnung unter Berücksichtigung numerischer
Ungenauigkeiten überein.
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Abbildung 2.4: Grundmodell

Störungen sind maßstabsgetreu in den Diagrammen eingezeichnet. Ein Pfeil markiert
die vertikale Lage des Einschlusses.
Wie in den Abbildungen 2.5 zu sehen ist, bewirkt ein Hohlraum in der Nähe der Rissspit-
ze, dass diese in Richtung der Störung wandert. Je kleiner der Abstand des Einschlusses
zum Ligament des Ausgangsrisses (durch eine horizontale Linie gekennzeichnet) wird,
desto stärker ist die Ablenkung des Risses. Interessant ist, dass sich der Riss hinter dem
Lochmittelpunkt, d.h. ab einem Winkel von ϕ ≈ 120◦ nach unten krümmt. Wächst der
Riss weiter, verliert die Störung an Einfluss auf dessen Richtung, wodurch ein zum Liga-
ment paralleler Verlauf zustande kommt. Liegt der Hohlraum zu nahe am Riss, dringt er
in diesen ein. Der kritische Abstand beträgt bei den vorliegenden Berechnungen 4,0LE
< b < 4,5LE. Wegen der maßstäblichen Darstellung der Rissverläufe sind kleinere De-
tails nur schwer zu erkennen. Es lässt sich jedoch anhand der Rissspitzenkoordinaten
nachweisen, dass anfangs eine Auslenkung der Rissfront in die vom Hohlraum abge-
wandte Richtung erfolgt. Für kleinere Abstände b verstärkt sich diese Erscheinung, so
dass sie im Diagramm zu b = 2,5LE doch recht gut zu erkennen ist. Es wurden zusätz-
liche Berechnungen mit verschiedenen Randbedingungen durchgeführt. Dabei kam das
Grundmodell (b = 4,5LE) mit den folgenden Modifikationen zum Einsatz:

• unverändertes Referenzmodell

• nach rechts verbreitertes Modell

• festgehaltene rechte Kante

• festgehaltene rechte und linke Kante.
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b=5.0

b=4.5

b=4.0

b=3.5

b=2.5

b=0.0

Abbildung 2.5: Risstrajektorien der Modelle mit Hohlraum
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Die berechneten Rissverläufe unterscheiden sich bisweilen sehr stark. Die Abbildung 2.6
zeigt den Vergleich verschiedener Risstrajektorien, die auf die verschidenen Randbedin-
gungen zurückzuführen sind.

Abbildung 2.6: Vergleich der Risstrajektorien bei unterschiedlichen Randbedingungen

Es fällt besonders auf, dass kaum ein Unterschied zwischen dem Modell mit fester rechter
Kante und der nach rechts verbreiterten (Gesamtbreite des Modells auf 100LE verdop-
pelt) Variante besteht. Weitere Untersuchungen sind notwendig, um die Zusammenhänge
zwischen Risswachstum und Hohlraumeinfluss aufzuklären.

Ergebnisse der Berechnungen mit Materialeinschluss

Die durchgeführten Berechnungen bestätigen den intuitiv erwarteten Fakt, dass Risse
von starren Einschlüssen eher abgestoßen werden als dass sie, wie z.B. beim Hohlraum,
versuchen, die Oberfläche des Einschlusses zu durchdringen.
In den Simulationen wurde der Elastizitätsmodul des Einschlussmaterials auf den extrem
hohen Wert von E = 1 · 1010 N

mm2 gesetzt. ν blieb unverändert bei 0,3. Mit einer festen
Bindung zwischen den beiden Körpern war gewährleistet, dass sich der Einschluss wie
ein starres Loch verhält. Die folgenden Diagramme (Abbildungen ??,2.7) zeigen, wie
stark sich der Riss um die Störung krümmt. Ein Eindringen des Risses in den Einschluss
konnte nur für b<1,5LE vorausgesagt werden. Die genaue Bestimmung des kritischen
b-Wertes ist aus verständlichen Gründen mit der bisher entwickelten Software noch nicht
realisierbar.
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b=4.0

b=3.5

b=2.5

b=2.0

b=1.5

b=0.0

Abbildung 2.7: Risstrajektorien der Modelle mit hartem Materialeinschluss
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2.4.3 Vergleich unterschiedlicher Algorithmen zur Übertragung
von Zustandsgrößen bei adaptiver Netzverfeinerung

In diesem Abschnitt werden am Beispiel einer Scheibe mit Loch einige numerische Er-
gebnisse aus dem Vergleich der unterschiedlichen Übertragungsstrategien vorgestellt.
Hierbei wird ein ebener Verzerrungszustand angenommen. Ausgehend von zwei unter-
schiedlichen Grobnetzen werden Berechnungen mit vollständig integrierten 8-Knoten-
Elementen der Serendipity-Klasse durchgeführt. Die verwendeten Netze wie auch die
aufgebrachten Randbedingungen sind in Bild 2.8 dargestellt.
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Abbildung 2.8: Scheibe mit Loch (ein Viertel der Scheibe). Randbedingungen. Grobnet-
ze mit 44 und 176 Elementen. Kantenlänge h = 100 mm, Radius der
Bohrung 10 mm.

Bei Untersuchungen mit dem Fehlerschätzer ηT (vgl. (2.15)) wurde als äußere Belastung
eine gleichmäßige Verschiebung des oberen Randes der Scheibe um 0, 5h aufgebracht,
welche auf 1000 Lastschritte aufgeteilt wurde. Das entspricht Inkrementen von jeweils
0.05 Prozent je Lastschritt. Für Studien mit dem Fehlerindikator ηKT wurde die Scheibe
nur um 20 Prozent ihrer Länge gedehnt, was jeweils einzelnen Lastschritten von 0.02
Prozent entspricht. Hier sei noch darauf hingewiesen, dass die automatische Lastschritt-
weitensteuerung zu kleineren Schrittweiten führen kann.

Das elastische Materialverhalten wird durch einen hyperelastischen Neo-Hooke-Ansatz
beschrieben, welcher Kompressibilität berücksichtigt [Buch01b]. Hierbei lautet der An-
satz für den elastischen Anteil ψe der freien Helmholtz-Energiedichte ψ:

ψe = c10(I − ln III − 3) + D2 (ln III)2 (2.16)

Die Größen I und III bezeichnen die Invarianten des elastischen Verzerrungstensors.
Unter Verwendung des Elastizitätsmoduls E = 2.1 ·105 MPa und der Querkontraktions-
zahl ν = 0.3 werden die Materialparameter c10 und D2 durch

c10 ≈
E

4(1 + ν)
, D2 ≈

c10
2

ν

1− 2ν
(2.17)
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angenähert.

Die Fließbedingung

F =
(
T̀ − ὰ

)
C ··

(
T̀ − ὰ

)
C − 2

3
T 2

F = 0 (2.18)

mit

T̀ = T − 1

3
(T ·· C) C−1, ὰ analog. (2.19)

entspricht bei kleinen Verzerrungen und ὰ = 0 dem von-Mises Ansatz. Für den Rück-
spannungstensor α wurde eine Evolutionsgleichung vom Prager-Typ angesetzt

α̇ = c1 λC
(
T̀ − ὰ

)
C (2.20)

während die Entwicklungsgleichung der Fließspannung auf einem Ansatz von Ulbricht
und Röhle [UR75] basiert:

TF = TF0 + a [(Ep
v + β)n + βn] (2.21)

In den vorangegangenen Beziehungen bezeichnen C den rechten Cauchy-Green Tensor,
T den zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor und Ep

v die plastische Bogenlänge.

Die in den Gleichungen (2.20) und (2.21) enthaltenen Materialparameter werden mit
TF0 = 200 MPa (Anfangsfließspannung), a = 1000 MPa, n = 0.3, β = 10−8 und
c1 = 500 MPa angenommen. Mehr Details zum verwendeten Materialgesetz können
in [Buch01b, BGK04, BGK05] nachgelesen werden.

Die folgenden Berechnungen wurden mit den im Abschnitt 2.3.3 vorgestellten Übertra-
gungsalgorithmen durchgeführt. Dabei wurden die Untersuchungen bezüglich der erfor-
derlichen Elementanzahl als auch der notwendigen Iterationen ausgewertet, welche als
Indikatoren für den numerischen Aufwand sowie das Konvergenzverhalten der entspre-
chenden adaptiven Näherungslösung angesehen werden können.

Im ersten Lastschritt wird ein Vergleichsfehler bestimmt und nachfolgend das Netz so
angepasst, dass der aktuelle Fehler höchstens 0.1 Prozent des Ausgangsfehlers beträgt.
Für die Berechnungen mit den unterschiedlichen Übertragungsalgorithmen wurde aus
Vergleichsgründen jeweils derselbe Referenzfehler verwendet.

Wie bereits erwähnt, besteht der Fehlerschätzer aus zwei Anteilen – der erste stellt
das Elementresiduum dar, der zweite den Kantensprung. Das Elementresiduum wird
bei allen betrachteten Übertragungsstrategien in der gleichen Art und Weise berechnet.
Für den Kantensprung werden allerdings infolge der leicht unterschiedlichen Art der
Berechnung der Variablen an den Seitenmittenknoten voneinander abweichende Werte
erhalten. Beim patchorientierten Variablentransfer entfällt der Kantensprunganteil sogar
vollständig, da hier geglättete Knotenwerte vorliegen.

In Abbildung 2.9 wird die Entwicklung der Elementanzahl in Abhängigkeit vom Übertra-
gungsalgorithmus dargestellt. Es kann beobachtet werden, dass die Methode der zusätzli-
chen Lösung des Anfangswertproblems in den Elementknoten die kleinste Elementanzahl
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Abbildung 2.9: Scheibe mit Loch. Entwicklung der Elementanzahl in Abhängigkeit vom
gewählten Übertragungsalgorithmus bei Verwendung des Fehlerschätzers
ηT . Grobgitter mit 44 Elementen. Der elementorientierte Übertragungs-
algorithmus wurde bei 1.2 % Dehnung abgebrochen.

erzeugt. Das bedeutet, dass mit dieser Vorgehensweise, verglichen mit anderen Strategi-
en, geringere Fehlerwerte schon bei kleinerer Elementanzahl vorliegen.

Die patchorientierte Methode führt auf größere Elementzahlen, die jedoch noch kleiner
sind, als wenn geglättete Knotenwerte im Zusammenhang mit der zusätzlichen Lösung
des Anfangswertproblems verwendet werden. Hieraus kann geschlussfolgert werden, dass
ein anschließendes Glätten der Knotenwerte, die durch die zusätzliche Lösung des An-
fangswertproblems in den Elementknoten erzeugt wurden, die numerische Effizienz be-
einträchtigt.

Es kann angemerkt werden, dass die elementorientierte Übertragunsmethode nicht für
das diskutierte Beispiel geeignet erscheint, da hier größere Konvergenzprobleme auftra-
ten. Bei einer Dehnung von 1.2 % wurde die Berechnung abgebrochen, weil eine erhebli-
che Zunahme der Elementanzahl vorlag und damit der numerische Aufwand beträchtlich
anstieg. Offensichtlich sind die mit der Extrapolationsmethode eingebrachten Fehler so
bedeutend, dass die Übertragung solch fehlerbehafteter Größen das Konvergenzverhalten
in sehr ungünstiger Weise beeinflusst.

Die reale Lastschrittanzahl in Abhängigkeit vom verwendeten Übertragungsalgorithmus
ist in der Abbildung 2.10 dargestellt. Sie unterscheidet sich von der vom Nutzer vorgege-
benen durch die automatische Lastschrittkontrolle des FE-Programms SPC-PM2AdNl.
In diesem Zusammenhang können ähnliche Schlussfolgerungen für das Konvergenzver-
halten wie für die numerische Effizienz gezogen werden: Die zusätzliche Lösung des An-
fangswertproblems in den Knoten ohne anschließende Glättung der Knotenwerte führt
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Abbildung 2.10: Scheibe mit Loch. Entwicklung der realen Lastschrittanzahl infolge
automatischer Lastschrittweitensteuerung bezüglich des verwendeten
Übertragungsalgorithmus bei Verwendung des Fehlerschätzers ηT . Vor-
definierte Lastschrittanzahl: 100. Die Element-orientierte Übertraguns-
methode der Extrapolation wurde bei 1.2 % Dehnung abgebrochen.

auf die kleinste Lastschrittanzahl. Alle anderen Methoden erfordern mehr Inkremente
und weisen damit ein schlechteres Konvergenzverhalten auf.
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Abbildung 2.11: Scheibe mit Loch. Entwicklung des Netzes bei Nutzung unterschiedli-
cher Übertragungsstrategien:
A) Zusätzliche Lösung des Anfangswertproblems in den Knoten.
B) Wie A mit anschließender Glättung.
C) Patchorientierter Übertragungsalgorithmus.
D) Elementorientierte Extrapolation.

Werden für einen ausgewählten Lastschritt die angepassten Netze verglichen, welche un-
ter Verwendung unterschiedlicher Übertragungsstrategien entstanden, kann festgestellt
werden, dass diese eine ähnliche Topologie aufweisen. Eine Ausnahme bildet hierbei
nur die Vernetzung, die bei Verwendung des elementorientierten Extrapolationsverfah-
rens erhalten wurde. Hier treten auch ausgeprägte Verfeinerungen in vom Loch weiter
entfernten Zonen der Scheibe auf, welche mit anderen Übertragungstrategien nicht be-
obachtet werden konnten.

Alle Netze weisen im Allgemeinen hohe Verfeinerungsdichten in Nähe des Loches auf,
genau an den Orten, wo sich auch große Spannungsgradienten befinden. Da sich der
Fehlerschätzer bezüglich der Erfüllung des Gleichgewichts besonders sensibel gegenüber
großen Spannungsgradienten erweist, wurden Netzverfeinerungen in diesen Zonen erwar-
tet.

Ein weiterer numerischer Test wurde mit dem Fehlerindikator ηKT bezüglich der Erfüllung
der Fließbedingung durchgeführt. Die Ergebnisse bestätigen die Einflüsse der unter-
schiedlichen Übertragungsalgorithmen auf das numerische Konvergenzverhalten und die
Effektivität adaptiver FE-Algorithmen, die bereits diskutiert wurden. Wie aus Abbil-
dung 2.12 ersichtlich, erweist sich auch in diesem Fall die Methode der zusätzlichen
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Abbildung 2.12: Scheibe mit Loch. Entwicklung der Elementanzahl in Abhängigkeit
vom verwendeten Übertragungsalgorithmus bei Verwendung des Feh-
lerschätzers ηKT . Grobnetz mit 176 Elementen

Lösung des Anfangswertproblems in den Knoten als effektivster Algorithmus, führt er
doch auf die kleinste Anzahl von Elementverfeinerungen. Auch hier erscheint die element-
orientierte Extrapolationsmethode aufgrund einer großen Anzahl von Verfeinerungen für
eine effektive Bearbeitung als weniger geeignet.

2.4.4 Adaptive Algorithmen zur Steuerung und Simulation der
Ausbreitung von Schädigungszonen

Die meisten Metalle versagen bei Raumtemperatur duktil. Der Bruchprozess wird beglei-
tet von extensiven plastischen Deformationen gekoppelt mit Energiedissipation. Dieses
duktile Verhalten findet man in vielen Ingenieuranwendungen.
Mikroskopisch bedeutet duktiles Versagen Entstehen, Wachstum und Vereinigung von
Voids. Das dabei auftretende Risswachstum erfolgt durch ein kontinuierliches Einfließen
der Voids in einen makroskopischen Hauptriss.
Makroskopisch hat man drei wesentliche Faktoren zu berücksichtigen: Plastische Defor-
mationen, hydrostatische Spannungen und Lokalisierungsprozesse, die als direktes Vor-
stadium des Risswachstums gelten.
Die Voidwachstums- und Vereinigungsprozesse finden in der sogenannten Prozesszone
vor der Risspitze statt. Sie müssen auf der Ebene des Kontinuums anhand erweiterter
Materialannahmen, die den Damage-Prozess mit einschließen, modelliert und in die nu-
merische Lösung der Randwertaufgabe mit einbezogen werden. Die stabile Lösung der
Randwertaufgaben erfordert einerseits die Kenntnis der makroskopischen Materialpara-
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meter, die in der Prozesszone für das Versagen bis zum Bruch verantwortlich sind. An-
dererseits muss die Formulierung der Randwertaufgabe so gestaltet sein, dass alle zu be-
rechnenden Werte stetig abhängig sind von den Ausgangsparametern (“well-posedness”),
damit die Modellierung bis zum Versagen stabil erfolgen kann. Letztlich müssen die
einzusetzenden Materialparameter vorher in inversen Formulierungen ermittelt werden,
ansonsten ist überhaupt keine Beschreibung des Bruchprozesses möglich. Vorrausset-
zung für die Lösung der inversen Aufgaben ist die Bedingung der “well-posedness” für
die dabei in der Optimierungsprozedur mehrfach zu lösenden Randwertaufgaben. Die
inverse Materialparameterbestimmung im Hinblick auf diese strengen Erfordernisse für
das Verhalten in der Bruchprozesszone wurde erstmals im Rahmen des DFG-Projektes
[KuSche02] und der damit entstandenen Promotion [Spring05] realisiert. Innerhalb des
vorliegenden Projektes lag und liegt der Schwerpunkt auf der Modellierung des Riss-
fortschrittes in Zusammenhang mit den adaptiv-iterativen Lösern. Die in [Spring05]
gesammelten Erfahrungen in Zusammenhang mit den Gurson-Rousselier-Modellen und
mit der Bestimmung der Lokalisierungsbedingungen wurden hierbei entsprechend ange-
wandt. Die notwendigen Materialparameter mussten jedoch als gegeben vorausgesetzt
werden oder wurden [Spring05] entnommen.
Zusammenfassend sei somit gesagt, dass die Modellierung von duktilem Bruchversagen
die Realisierung und Lösung von drei entscheidenden Fragestellungen erfordert:

1. Die Effiziente Beschreibung des Materialverhaltens einschließlich der Material-
Degradation. Die Eigenschaften auf der Mikroebene müssen durch Homogenisie-
rung Berücksichtigung finden und dabei gleichzeitig stabile Materialmodelle, die
zu gut gestellten Formulierungen (“well-posedness”) führen, erzeugt werden.

2. Die Modellierung des Überganges vom Kontinuum zum Diskontinuum mit neuen
freien Oberflächen (Trennprozess).

3. Die Simulation von Rissen und Risswachstumsprozessen, die Verschiebungs-Dis-
kontinuitäten im kontinuierlichen Medium darstellen.

Die eben formulierten Aufgaben wurden im Rahmen des Projektes wie folgt realisiert.
Den Ausgangspunkt bildeten die adaptiv-iterativen Lösungsalgorithmen, die in der letz-
ten Beantragungsphase für elastisch-plastisches Materialverhalten entwickelt wurden (in-
klusive Übertragung der Zustandsvariablen bei adaptiver Netzveränderung und Feh-
lerschätzer). Die dabei entstandene Software (Basis: Workada) konnte dann auf die
schädigungsmechanischen Fragestellungen erweitert werden. Somit ist die Beschreibung
des Materialverhaltens in der Prozesszone möglich. Die beiden anderen Punkte konnten
in der Auslaufphase des SFB nur in der einfachsten Form als erste Erfahrungssammlung
realisiert werden. Das bedeutet die Vorgabe eines Längenmaßes ∆a, das im Versagensfall
den Riss um ∆a erweitert.
Bleibt noch die Definition des Versagensfalles in enger Verbindung mit der Festlegung der
Risswachstumsrichtung. In diesem Zusammenhang scheint es angebracht, das Lokalisie-
rungskriterium, das als verschwindende Determinante des akustischen Tensors [Spring05]
definiert ist, zu verwenden. Da ohnehin nur bis zur Erfüllung dieses Kriteriums stabil
gerechnet werden kann, ist diese Tatsache sehr einleuchtend. Eine immer bessere Model-
lierung bis zum Versagen hängt dann von den konkreten Modellen ab, die in erweiterter
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Form auch nichtlokale Theorien mit einbeziehen müssen. Entscheidend dabei ist die An-
bindung des Versagensfalles an die notwendigen Experimente.
Geht man jedoch beim Risswachstum von einer scharfen Rissspitze aus, dann ergibt
sich wegen des singulären asymptotischen Verhaltens (auch bei nichtlinearem Materi-
al) das Problem der immerwährenden Erzeugung des Versagensfalles (Rissfortschritt)
mit immer besserer adaptiver Netzverfeinerung an der Risspitze, ohne einen Schwellwert
größer 0 zu erreichen. Anders ausgedrückt heißt das, dass für eine beliebig kleine äuße-
re Last Risswachstum an einer scharfen Risspitze erzeugbar ist, wenn die klassischen
Schädigungsmodelle verwandt werden. Die Lösung dieses Problems ist eine eigenständi-
ge Aufgabe für zukünftige Untersuchungen. Dabei muss das asymptotische Verhalten in
Verbindung mit den möglichen Lokalisierungsmoden in der Rissspitze betrachtet wer-
den.
Um diese Angelegenheit einfach zu umgehen, wurde der Riss mit einem vorgebenen
kleinen Radius modelliert. Auf diese Weise sollte die adaptive Netzabhängigkeit des Kri-
teriums behoben werden. Jedoch war die praktische Realisierung wegen unüberbrückba-
rer Schwierigkeiten beim Rissfortschritt eines abgerundeten Risses mit den vorhandenen
adaptiv-iterativen Lösern zur Zeit noch nicht durchführbar.
Deshalb wird derzeit die Risssimulation anhand von zwei vergleichenden Betrachtungs-
weisen realisiert:

• Verwendung eines nichtlokalen Schädigungsmodells (Gurson, Rousselier) mit Aus-
mittlung der Schädigungsvariablen β ([Spring05]) über die Gausspunkte und nach-
folgender Extrapolation auf die Knotenpunkte. Dabei wird Risswachstum definiert
durch:

– Risswachstum entsteht, wenn der Porenvolumenanteil f = f(β) einen vorge-
benen kritischen Wert fc erreicht.

– Der Rissfortschritt geht von der Risspitze aus in Richtung des maximalen
Porenvolumenanteils

– Das Rissinkrement ∆a wird durch eine nach unten vorgegene Elementverfei-
nerungsgrenze an der Rissspitze definiert.

• Verwendung der Determinante des akustischen Tensors als Kriterium des Rissfort-
schrittes:

– Bestimmung der Determinante q(x, y) des akustischen Tensors in einer ent-
sprechenden Anzahl von Gausspunkten um die Rissspitze. Das Materialver-
halten wird dabei anhand der Schädigungsvariable β ebenfalls ausgemittelt.

– Erzeugung einer interpolierten Funktion von diesen Determinanten über das
Risspitzengebiet, um die Risswachstumsrichtung zu definieren

– Beim Verschwinden der Determinante in einem Punkt der Rissumgebung er-
folgt Rissfortschritt in Richtung des Minimums der ermittelten Funktion.

– Das Rissinkrement ∆a wird durch eine nach unten vorgegene Elementverfei-
nerungsgrenze an der Rissspitze definiert.
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2.5 Offene Fragen / Ausblick

Die bisher entwickelte FEM-Software für geometrisch und physikalisch nichtlineare Auf-
gaben wurde im Berichtszeitraum für das Teilprojekt D1 des SFB393 der TU Chemnitz
um adaptive Strategien zur Netzanpassung erweitert. Das in diesem Zusammenhang ent-
standene FEM-Programm SPC-PM2AdNl zeichnet sich damit gegenüber der Vorgänger-
version SPC-PMHP durch eine deutlich verbesserte Praxisrelevanz aus. Basierend auf
thermodynamisch konsistenten Ansätzen der Elastoplastizität großer Verzerrungen mit
anisotropem Verfestigungsverhalten und unter Einbeziehung von Schädigungsmodellen
können vielfältige Aufgaben der Struktur- und Rissbruchmechanik numerisch simuliert
werden.

Knotenbasierte Algorithmen für die Übertragung der Zustandsgrößen auf neu generierte
Elemente im Rahmen einer hierarchisch strukturierten Netzverfeinerung wurden entwi-
ckelt, in die inkrementell-iterativen Lösungsverfahren integriert und erfolgreich getestet.
Der größere numerische Aufwand durch die zusätzliche Lösung des Anfangswertpro-
blems in den Elementknoten ist dadurch gerechtfertigt, dass die Zustandsgrößen in den
Elementknoten (als Basisvariablen für die Übertragungsstrategien) mit der gleichen Ge-
nauigkeit vorliegen wie in den Integrationsstützstellen. Vergleichende Untersuchungen
mit einer elementorientierten Extrapolation und einem patchorientierten Verfahren er-
brachten den Nachweis, dass die in diesem Teilprojekt favorisierte Übertragungsweise zu
numerisch genaueren Ergebnissen und einem verbesserten Konvergenzverhalten führt.

Im Rahmen der Aufgabenstellungen im Berichtszeitraum wurde weiterhin das Auslöschen
von Elementen bei Erreichung eines bestimmten Schädigungsgrades und das Auftrennen
von Elementen beim Risswachstum realisiert.

Mit SPC-PM2AdNl liegt ein FEM-Programm zur numerischen Simulation von ebenen
geometrisch und physikalisch nichtlinearen Problemstellungen vor, das sich auf der Ba-
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sis hierarchischer Datenstrukturen durch schnelle Lösungsverfahren, effiziente adaptive
Strategien zur Netzverfeinerung und -vergröberung und eine flexible Materialschnittstel-
le auszeichnet, die mit verallgemeinerten, modernen numerischen Verfahren zur iterati-
ven Lösung des Anfangswertproblems verknüpft ist. Damit lassen sich unterschiedliche
praktische Aufgaben aus der Struktur- und Rissbruchmechanik lösen. Eine Weiterent-
wicklung dieser effektiven und anpassungsfähigen Programmstrukturen ist durch die Ge-
nehmigung des DFG–Paketantrages “Numerische Simulation gekoppelter Aufgaben der
Mechanik” gewährleistet. Hierbei stellen die Erweiterung der Materialbibliothek um ge-
koppelte Aufgabenstellungen der Piezo- wie auch der Biomechanik, die Berücksichtigung
räumlicher Probleme als auch die Identifikation von Materialparametern unter Nutzung
von speziellen Regularisierungstechniken die Kernpunkte des Forschungsvorhabens dar.
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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

In bisherigen Arbeiten des SFB 393 wurde die Simulation von Strömungsprozessen an-
hand des Navier-Stokes-Systems durchgeführt. Für die numerische Behandlung dieses
Systems sind theoretisch fundierte, effiziente (d. h. adaptive, sich auf die Lösung anpas-
sende) Lösungstrategien bekannt. Diese Gleichungen werden mittlerweile routinemäßig
gelöst und benötigen einen handhabbaren numerischen Aufwand.

Auf der anderen Seite bietet die kinetische Theorie mit der Boltzmanngleichung eine
gute Beschreibung für Strömungszustände von Fluiden, bei denen die Abweichung von
lokalen Gleichgewichtszuständen nicht mehr vernachlässigt werden kann, z. B. wenn
die mittlere freie Weglänge in der Größenordnung charakteristischer Strömungslängen
liegt. Im Vergleich zur Lösung der Euler- und Navier-Stokes-Gleichung ist der Berech-
nungsaufwand zur Lösung der Boltzmann-Gleichung immens, hauptsächlich durch die
Beschreibung durch Phasenraumdichten und numerische Steifheit.

Dies lässt eine erhebliche Lücke in der Möglichkeit, numerische Ergebnisse für Strömun-
gen in dem zwischen den beiden oben genannten Berschreibungen liegenden Übergangs-
regime zu erhalten. Dies sind Probleme, bei denen (in bestimmten Bereichen) eine Mo-
dellierung durch die Navier-Stokes-Gleichungen nicht mehr ausreicht, eine Beschreibung
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mittels Boltzmann-Gleichung jedoch zu aufwendig ist. Oft beschränkt sich die Notwen-
digkeit einer Fluidbeschreibung durch die kinetische Theorie auf einen vergleichsweise
kleinen Teil des Gesamtgebietes, z. B. dort, wo starke Gradienten in makroskopischen
Feldern auftreten. In vielen praktisch relevanten Anwendungen ist man jedoch nicht an
solch detaillierter Beschreibung durch Phasenraumdichten fs interessiert. Hier reichen
oft einige “wenige” Feldvariablen zur Charakterisierung der Strömungsverhältnisse aus.

Es ist daher von großem Interesse, Methoden zu entwickeln, die eine systematische
Anpassung der Komplexität in der Modellierung zwischen Boltzmann-Gleichung auf
der einen und Euler-Gleichungen auf der anderen Seite ermöglichen. Diese Verfahren
müssen es erlauben, nicht nur die Gebietsdiskretisierung adaptiv an die Geometrie und
Strömungsverhältnisse anzupassen, sondern auch – im Sinne einer adaptiven Approxima-
tion der Boltzmanngleichung – das zu lösende System partieller Differentialgleichungen.
Wann diese Verfeinerung notwendig wird, und wie die Kopplung aneinandergrenzender
Modellierungsbereiche zu behandeln ist, stellen dabei interessante und neue Fragestellun-
gen dar. Hier haben Simulationsmethoden basierend auf gaskinetischen Modellierungen
in den vergangenen Jahren mögliche Ansatzpunkte aufgezeigt.

Das Teilprojekt D5 befasst sich mit eben dieser systematischen Ableitung von Fluid-
modellen aus der Boltzmann-Gleichung und deren numerischer Simulation. Die dabei
verwendete Kumulantenmethode erlaubt es ausgehend von der Boltzmann-Gleichung,
auf einfache Weise deterministische Modelle verschiedener Ordnung für die Bewegung
von Fluiden zu erhalten.

Ziel dieser Antragsphase war die Anwendung dieser Methode zur Modellierung von Flui-
den auf laminare 2D-Probleme und der Vergleich mit den Ergebnissen bekannter Metho-
den. Da die zu lösenden Gleichungen in beliebiger Ordnung abgeleitet werden können,
lassen sich diese zusammen mit dem verwendeten Ansatz als schrittweise Näherung der
Boltzmann-Gleichung durch immer “detailliertere” Fluidmodelle auffassen. Die Betrach-
tung dieser Gleichungshierarchien soll langfristig die Entwicklung effizienter numerischer
Verfahren zur Lösung von Strömungsproblemen im Übergangsregime ermöglichen.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

Grundlage einer gaskinetischen Modellierung einer chemisch nicht reagierenden Mi-
schung von Ns verschiedenen Spezies ist die Boltzmann-Gleichung [CIP94] für die ein-
zelnen Phasenraumdichten fs(t, x, c):

∂t fs + c · ∂x fs + a · ∂c fs =
Ns∑
r

Srs[fr, fs] . (2.1)

Das Hauptproblem einer Lösung dieser Integro-Differentialgleichung liegt darin, dass
zum einen Ns Funktionen von 7 Veränderlichen zu bestimmen sind und zum anderen
komplizierte Integrale über diese Funktionen bei der Auswertung der Kollisionsterme
Srs zu berechnen sind. Eine Übersicht über Lösungsmethoden zur direkten numerischen
Integration dieser Gleichungen ist im Antrag zu finden. Im Vergleich zu Strömungssimu-
lationen nach dem Navier-Stokes-Modell sind diese Verfahren jedoch extrem aufwendig,
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so dass ihre Anwendung nur im Regime stark verdünnter Gase lohnt, in denen die Kon-
tinuumsnäherungen nicht anwendbar sind.

Ein weiterer Ansatz, der im letzten Jahrzehnt daher besonders stark verfolgt wird, ist
die Reduktion der Boltzmanngleichung auf für die makroskopische Dynamik relevan-
te Größen [KNS00]. Hier haben Lattice-Boltzmann-Methoden (LBM) [Luo00], [Suc01]
vielversprechende Alternativen [KNS00], [TKSR00], [JK00] zu bisherigen Methoden auf-
gezeigt. Die Grundidee der LBM besteht in einer radikalen Vereinfachung der Phasen-
raumdichte fs so, dass gerade die klassischen Feldvariablen Dichte ρ, Strömungsgeschwin-
digkeit v und Spannungen τ richtig reproduziert werden können. Bei geschickter Wahl
der Ortsdiskretisierung ergibt sich durch das Modell diskreter Geschwindigkeiten ein
sehr schnelles numerisches Verfahren zur Simulation isothermer Strömungen. Allerdings
lassen sich LBM nur schwer unter Beibehaltung ihrer guten Anwendungseigenschaften
auf Modelle höherer Ordnung verallgemeinern, z. B. für nicht-isotherme Strömungen.

Kennt man die Phasenraumdichte fs(t, x, c), lassen sich makroskopisch relevante Größen
Ψ(t, x) als Mittelwerte zugeordneter mikroskopischer Funktionen Ψ(t, x, c) bestimmen,
für die aus (2.1) Bilanzgleichungen hergeleitet werden können:

∂t Ψ + ∂x · cΨ =
Ns∑
r

$[f1, . . . , fNs ] + ∂t Ψ + ∂x · cΨ− as∂cΨ (2.2)

Eine besondere Rolle spielen dabei Momente Ψ = cα, da aus diesen für α = 0, 1, 2 gerade
die ‘klassischen’ Feldvariablen ρs, vs und Ts berechnet werden können. Erweitert man
die Feldvariablen um höhere Momente, erhält man eine Hierarchie von Bilanzgleichun-
gen, in welcher der Flux der n-ten Bilanzgleichung jeweils die Dichte in der (n+ 1)-ten
Gleichung darstellt. Der Abbruch dieser Hierarchie nach N Momenten führt zum Ab-
schlussproblem, d. h. es müssen die (N +1)-ten Momente und die Produktionsterme als
Funktionen der Momente bis zur Ordnung N ausgedrückt werden.

Die verschiedenen in der Literatur bekannten Ansätze erlauben einen Abschluss der Mo-
mentengleichungen durch Annahmen über die spezielle Form von fs. Bei der Momenten-
methode [Gra58] entwickelt man die Phasenraumdichte nach Momenten und bestimmt
die Entwicklungskoeffizienten aus der Forderung, dass die Ansatzfunktion und fs in den
ersten N Momenten übereinstimmen sollen. Nach der Erweiterten Thermodynamik (ET)
[MR98] betrachtet man die Momentengleichungen als Nebenbedingungen zur Forderung
nach Existenz und Stabilität des thermodynamischen Gleichgewichts. Man erhält so aus
dem Formalismus der ET fs als Funktion von Lagrange-Multiplikatoren, die wieder aus
der Forderung nach Übereinstimmung der ersten N Momente bestimmt werden. Eine
ähnliche Herangehensweise bietet die erweiterte Momentenmethode [Eu92]. Bei allen
Methoden muss jedoch letztlich die Annahme gemacht werden, dass das System sich
nahe am thermodynamischen Gleichgewicht befindet, da die Entwicklungskoeffizienten
bzw. Lagrange-Multiplikatoren nur in linearer Näherung bestimmt werden können. Auch
gestaltet sich die Bestimmung der Momente des Kollisionsoperators als Funktion der N
Momente schwierig, da dieser von zweiter Ordnung in den Phasenraumdichten ist. Wird
auch im Stoßoperator die Annahme gemacht, dass sich das Fluid nahe dem Gleichgewicht
befindet, lassen sich auch die Produktionsterme näherungsweise bestimmen (linearisierte
Boltzmann-Gleichung) [Wal58]. Sowohl beim Abschluss der Momentengleichungen als
auch bei der Berechnung der Produktionsterme bestehen die Probleme hauptsächlich
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darin, dass höhere Momente von Funktionen des Typs ep(c) mit einem Tensorpolynom
p(c) – sogenannten Normallösungen – bestimmt werden müssen. Die Tatsache, dass die
vernachlässigten Terme gerade bei Gaszuständen ausserhalb des thermodynamischen
Gleichgewichts eine Rolle spielen (z.B. starke Temperatur-Gradienten), erfordert ent-
sprechende Sorgfalt bei der Interpretation der Ergebnisse aus Anwendungen auf Proble-
me, in denen viele Momente berücksichtigt werden.
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2.4 Ergebnisse

Der folgende Bericht umfasst einen Überblick über die insgesamt erreichten Ergebnisse
und die im letzen Jahr erzielten Fortschritte. Die Kumulantenmethode [SH00], [SH02]
umgeht die Schwierigkeiten bei der Herleitung der Gleichungsysteme mit den o.g. Mo-
mentenmethoden durch einen Kumulanten-Ansatz

ϕCM
s =

1

(2π)d/2
exp

(
Nα∑
α=0

iα

α!
χα · Cα

s

)
(2.3)

für die charakteristische Funktion

ϕs =
1

(2π)d/2

∫
dc fs(t, x, c) e

+iχ·c . (2.4)

Dadurch lassen sich die Bewegungsgleichungen für die Kumulanten durch einfache Dif-
ferentiation analytisch berechnen. Die erhaltenen Gleichungen wurden mit den aus Mo-
mentenmethoden erhaltenen verglichen und zeigen für niedrige Approximationsordnun-
gen die gleiche Form. Für höhere Ordnungen treten für die Kumulantengleichungen
jedoch zusätzliche, nicht-lineare Beiträge auf, wodurch die Advektionsform

∂tCs + A
s
(Cs) · ∂xCs = Es +

Ns∑
r

Brs(Cr, Cs) (2.5)

mit dem Advektionstensor A
s
(Cs), den externen Kräften Es und Produktionstermen

Brs eine besonders einfache, quasi-lineare Struktur hat, denn der Advektionstensor ist
linear in den Kumulanten und besitzt eine einfache Blockstruktur:

[
A

s

]
x

=



Cx 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Cxx Cx 0 1 0 0 0 0 0 0

Cxy 0 Cx 0 1 0 0 0 0 0

Cxxx 2Cxx 0 Cx 0 0 1 0 0 0

Cxxy Cxy Cxx 0 Cx 0 0 1 0 0

Cxyy 0 2Cxy 0 0 Cx 0 0 1 0

Cxxxx 3Cxxx 0 3Cxx 0 0 Cx 0 0 0
. . .

Cxxxy 2Cxxy Cxxx Cxy 2Cxx 0 0 Cx 0 0

Cxxyy Cxyy 2Cxxy 0 2Cxy Cxx 0 0 Cx 0

Cxyyy 0 3Cxyy 0 0 3Cxy 0 0 0 Cx

. . . . . . . . . . . . . . .



(2.6)

Die Berechnung der Gleichungen zu gegebener Ordnung erfolgt durch automatisierte
Formelmanipulation mittels Mathematica [See03a], [SH05c]. Durch Differentiation
von (2.3) werden zunächst die Beziehungen zwischen Momenten und Kumulanten bis
zur gewünschten Ordnung bestimmt. Anschließend werden die Produktionsterme für die
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Abbildung 2.1: Benötigter Speicher- und CPU-Zeitbedarf zur Berechnung der Kumu-
lantengleichungen zum Abschluss des entsprechenden Teilschrittes für
eine inerte Mischung (Dual-Itanium2, 12GB RAM).

Momentengleichungen und daraus die Produktionsterme für (2.5) abgeleitet. Dazu wird
zuerst die Fourier-Transformierte des Stoßoperators als Funktional der charakteristischen
Funktionen berechnet. In Verbindung mit dem Kumulantenansatz erhält man wieder
durch schrittweise Differentiation die Produktionsterme für die Momentengleichungen
als Funktion der Kumulanten. Da die Abbildung der Kumulanten auf die Momente ein-
eindeutig und analytisch invertierbar ist, können im Anschluss die Formulierungen der
Bewegungsgleichungen für die Momente sowohl in Erhaltungs- bzw. Divergenzform als
auch für die Kumulantengleichungen in quasi-linearer bzw. Advektionsform bestimmt
werden. Abbildung 2.1 zeigt den Ressourcenbedarf für die einzelnen Schritte. Haupt-
aufwand ist dabei die symbolische Integration der Produktionsterme, welche im wesent-
lichen aus der Reduktion trigoniometrischer Ausdrücke besteht. Für einkomponentige
Gase vereinfachen sich die Terme, so dass sehr viel höhere Nα möglich sind.

Für das Modell des Maxwell-Gases gibt die Betrachtung von in den Kumulanten lineari-
sierten Produktionstermen Aufschluss über den Bezug der Kumulanten zur klassischen,
kontinuumsmechanischen Fluid-Beschreibung. Für dieses Modell ist die Jacobi-Matrix
der Produktionsterme bezüglich der Kumulanten im Gleichgewicht blockdiagonal. Da-
durch können entsprechende Eigenwerte und -variablen unabhängig von der Ordnung der
Kumulantengleichungen Nα bestimmt werden [See03b]. Die Motivation für die Kumulan-
tenmethode zeigt sich bestätigt, denn die Eigenwerte (und damit die Relaxationsraten
Eigenvariablen) wachsen mit zunehmender Kumulantenordnung. Allerdings ist ein er-
heblicher Überlapp der Eigenwertspektren verschiedener Ordnungen zu beobachten. Die
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Eigenvariablen eαi ergeben sich als Linearkombination der Kumulanten:
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Genauere Betrachtungen [See03b] zeigen drei verschiedene Arten von Eigenvariablen,
die man entsprechend der Zuordnung zu klassischen Variablen unterscheiden kann: (I)
einzelne, energieartige Eigenvariablen eα0, welche immer zum niedrigsten Eigenwert für
geradzahlige Ordnungen α auftreten. Diese Eigenvariablen sind symmetrisch bezüglich
einer Vertauschung der Koordinatenachsen; (II) paarweise flussartige Eigenwerte eαn1

und eαn2, welche stets paarweise zu ungeradzahligen Ordnungen α auftreten und für
die die Eigenvariablen ebenfalls symmetrisch bezüglich einer Vertauschung der Koor-
dinatenachsen sind; (III) paarweise spannungsartige Eigenwerte eαn1 und eαn2, die zu
geradzahligen α auftreten und für deren Eigenvariablen sowohl symmetrisches als auch
antisymmetrisches Verhalten auftritt. Schreibt man die Kumulantengleichungen in die-
sen Eigenvariablen der Produktionsterme, so kann man die Eigenvariablen niedrigster
Ordnung als die Feldvariablen der klassischen Hydrodynamik identifizieren [SH02]. Da-
zu ist keine Kenntnis

”
klassischer“ Modellierungen notwendig, denn es werden lediglich

Systeme nahe dem Gleichgewicht betrachtet, für die sich über den ersten Schritt einer
Maxwell-Iteration aus dem erhaltenen Differentialgleichungsystem direkt die Navier--
Stokes- bzw. Eulergleichungen ableiten lassen. Der Zusammenhang der Relaxationszei-
ten mit den Transportkoeffizienten ergibt dabei die Motivation für ein hyperbolisches
Equivalent zum Navier-Stokes-Modell.

2.4.1 Thermische Randbedingungen

Diese Herleitung des Bezugs zum Navier-Stokes-System über die Technik der Maxwell-
Iteration kann benutzt werden, um Randbedingungen für die Kumulanten zu konstru-
ieren: Fasst man sich im Fluid aufbauende Wärmeströme und Scherspannungen als Re-
aktion auf Gradienten in den Eigenvariablen niedrigerer Ordnung auf, so kann man
entsprechend der erhaltenen Beziehungen aus den Gradienten niedriger Ordnung die
Randwerte für Eigenvariablen höherer Ordnung rekonstruieren (siehe Abschnitt 2.4.1).

Bei den thermischen noslip-Randbedingungen werden Randpunkte im wesentlichen wie
innere Gitterpunkte behandelt: die Gradienten senkrecht zur Wand werden durch einsei-
tige Differenzen approximiert und die Werte für die Eigenvariablen e1i und e20 durch die
Komponenten der Wandgeschwindigkeit w bzw. aus der Wandtemperatur T berechnete
Werte ersetzt. Anschließend erfolgt ein Update wie für einen normalen Fluidknoten.

Bei den Navier-Stokes Randbedingungen werden zunächst für den Randknoten und den
benachbarten Fluidknoten die Eigenvariablen bezüglich der Produktionsterme bestimmt.
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Für die der Strömungsgeschwindigkeit und spezifischen Energie entsprechenden Eigenva-
riablen e1i und e20 des Randknotens werden die Wandgeschwindigkeit w und die aus der
Wandtemperatur T berechnete spezifischen Energie angenommen. Über einseitige Diffe-
renzenquotienten zum Fluidknoten werden die Gradienten in den Eigenvariablen berech-
net und nach den aus der Maxwell-Iteration erhaltenen Beziehungen die den Spannungen
σ und dem Wärmestrom j entsprechenden Eigenvariablen e21i und e31i bestimmt. Durch
Rücktransformation erhält man die neuen Werte für die Kumulanten am Randknoten.

Anhand von Couette- und Poiseulle-Strömungen wurden diese thermischen Randbe-
dingungen für verschiedene Gasmodelle untersucht [See03b] und es zeigt sich, dass für
beide die wesentlichen Eigenschaften (lineares bzw. parabolisches Profil der Strömungs-
geschwindigkeit, dissipative Effekte im Innern und Wärmetransport zu den Wänden)
qualitativ richtig wiedergegeben werden. Allerdings konnten bestimmte, für Strömun-
gen verdünnter Gase typische qualitative Eigenschaften nur mit der einen oder anderen
Art Randbedingungen beobachtet werden. Trotzdem wird mit diesen Randbedingun-
gen ein direkter Vergleich der Implementation der Kumulantenmethode mit den in den
A-Teilprojekten verwendeten Verfahren möglich.

2.4.2 Testprobleme

Analytische Bobylev/Krook-Wu-Lösung

Für den Fall einer räumlich homogenen Mischung kann die einzige bekannte, nichttri-
viale, analytische Lösung der Boltzmann-Gleichung angegeben werden, die so genannte
Bobylev/Krook-Wu-Lösung [Bob75], [KW77]. Mit dieser lassen sich für bestimmte An-
fangsbedingungen explizite Lösungen der raumhomogenen Boltzmanngleichung durch
elementare Funktionen angeben. In [SH05a] wurde diese Lösung auf den Kumulanten-
Ansatz übertragen und so die entsprechenden analytischen Lösungen für die Kumulan-
ten bestimmt. Mittels einer Runge-Kutta-Integration 4. Ordnung wurde die numerische
Lösung für die nichtlinearen und die in den Kumulanten linearisierten Produktionsterme
bestimmt und mit der analytischen Lösung verglichen. Durch die hohe Symmetrie der
Lösung haben zwar mehrere Kumulanten höherer Ordnung eine nichttriviale Zeitent-
wicklung, betrachtet man jedoch die Zeitentwicklung der Eigenvariablen bezüglich der
linearisierten Produktionsterme, so sind nur die energieartigen Eigenwerte von Null ver-
schieden. Es zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung mit der analytischen Lösung bei
Verwendung der exakten, nicht-linearen Produktionsterme sowohl für das einkomponen-
tige Gas als auch für eine binäre Mischung über einen weiten Bereich unterschiedlichen
Massenverhältnisses der Spezies. Bei Verwendung der nach den Kumulanten linearisier-
ten Produktionsterme sind jedoch für Kumulanten höherer Ordnung Abweichungen zu
beobachten.

Couette-Strömung (adiabatische Ränder)

Zunächst wurden die aus der kinetischen Theorie bekannten adiabatischen slip- und
noslip-Randbedingungen für den Kumulantenansatz hergeleitet: Bei adiabatischen noslip-
Randbedingungen wird ein auf die Wand prallendes Teilchen elastisch retro-reflektiert,
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d. h. beide Geschwindigkeitskomponenten normal und tangential zur Wand werden ne-
giert. Dadurch können Normal- und Scherspannungen zwischen Fluid und Wand entste-
hen und das Fluid hat am Rand die Wandgeschwindigkeit.

Aus diesen Annahmen folgen Symmetrieeigenschaften der Phasenraumdichte und damit
auch der charakteristischen Funktion, aus welchen Randbedingungen an die Werte und
Gradienten für die Kumulanten folgen [SH00], [See03b].

Mit diesen adiabatischen noslip-Randbedingungen wurde das Problem der Couette-
Strömung simuliert [See03b] und mit Ergebnissen für den 3D-Fall nach [Cer00] ver-
glichen. Obwohl ein quantitativer Vergleich aufgrund unterschiedlicher Dimensionalität
und Strömungsverhältnisse nicht sinnvoll möglich ist, zeigen die Ergebnisse eine gute
qualitative Übereinstimmung der Kumulantenmethode mit der Kinetischen Theorie und
der direkten Simulation durch Molekulardynamik.

Poiseulle-Strömung

Für die durch eine konstante externe Kraft angetriebene Kanalströmung sagen Model-
le basierend auf der kinetischen Theorie ein lokales Minimum im Temperaturprofil quer
zur Strömungsrichtung voraus. Dieser qualitative Unterschied zum Navier-Stokes-Modell
tritt bereits für laminare Strömungen mit niedrigen Reynolds- und Machzahlen sowohl
bei einer direkten Molekulardynamik-Simulation [MBG97] als auch bei einer störungs-
theoretischen Betrachtung der Boltzmann-Gleichung mit BGK-Wechselwirkungsterm
[TS94] und Momentenmethoden [HMM99] auf. Diese qualitative Eigenschaft ist auch
bei Antrieb der Kanalströmung durch einen Druckgradienten vorhanden, obwohl hierbei
eine bessere Übereinstimmung mit Navier-Stokes zu beobachten ist [ZGA03]. Auch bei
Modellierung durch die Kumulantenmethode wird dieses lokale Temperaturminimum re-
produziert [See03b], allerdings nur bei Verwendung der Navier-Stokes-Randbedingungen.
Für die thermischen noslip-Randbedingungen wird ähnlich zu Navier-Stokes ein Maxi-
mum im Temperaturprofil beobachtet.

Couette-Strömung

Auch für die laminare Scherströmung eines verdünnten Gases zwischen zwei unendlich
ausgedehnten Platten, welche sich entgegengesetzt mit der Geschwindigkeit w bewegen,
werden verschiedene Eigenschaften der Strömung verdünnter Gase durch das Navier-
Stokes-Modell falsch wiedergegeben. Zum einen ist das Profil der x-Komponente der Ge-
schwindigkeit sogar für die linearisierte Boltzmanngleichung keine exakt lineare Funktion
mehr [Wil62], zum anderen tritt ein nicht verschwindender Wärmestrom in Strömungs-
richtung auf, obwohl kein Temperaturgradient in dieser Richtung vorhanden ist. Auch
diese durch Navier-Stokes nicht beschriebene qualitative Eigenschaft wird durch direkte
numerische Simulation [RC97], Momentenmethoden [TS95] und die kinetische Theorie
[CC70] vorhergesagt und ist auch für die Kumulantenmethode zu beobachten [See03b].
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2.4.3 Stabilität/Hyperbolizitätsbereich

Für starke externe Kräfte (Poiseulle) bzw. hohe Wandgeschwindigkeiten (Couette) treten
numerische Instabilitäten der verwendeten Verfahren auf. Ausgehend von der Beobach-
tung, dass diese sich von den Rändern aus in das Strömungsgebiet hinein ausbreiten,
wurden Untersuchungen zum Hyperbolizitätsbereich der Kumulanten-Gleichungen bis
zu hohen Ordnungen angestellt [See03b]. Dazu wurde das Eigenwertspektrum der Kom-
ponenten des Advektionstensors bei Variation der Eigenvariablen bezüglich der in den
Kumulanten linearisierten Produktionsterme betrachtet.

Die Form der Spektren im Vergleich mit dem entsprechenden Profil aus der Strömungs-
simulation lässt darauf schließen, dass diese Instabilitäten durch zu hohe Wärmeflüsse
hervorgerufen werden. Dies kann zum einen dadurch bedingt sein, dass die Randbe-
dingungen für solch starke Nichtgleichgewichtszustände nicht geeignet sind (die Navier-
Stokes-Beziehungen wurden unter der Annahme von Zuständen nahe dem Gleichgewicht
erhalten) oder die Ordnung der Kumulantengleichungen zu niedrig ist. Dies muss in wei-
tergehenden Arbeiten geklärt werden.

2.4.4 Effiziente Diskretisierung

In Arbeiten zur Anwendbarkeit effizienter, d.h. adaptiver Diskretisierungsstrategien für
die Kumulantengleichungen zeigte sich [See03b], dass sich eine wesentliche Voraussetzung
für die Anwendbarkeit moderner Verfahren mit dem bisherigen, nichtlinearem Ansatz
für die charakteristische Funktion nur schwierig erreichen lässt. Hauptproblem ist da-
bei die analytische Formulierung einer Entropiedichte, mittels derer eine symmetrische
Form der Gleichungen konstruiert werden kann, für die sich die aus dem H-Theorem
ableitbaren fundamentalen Stabilitätseigenschaften auf die diskrete Lösung übertragen.
Im Rahmen dieser Arbeiten konnte gezeigt werden [See03b],[Ba04] dass Momenten- und
Kumulantenmethoden als eine spezielle Form der Methode der gewichteten Residuen
(WRM) zur Diskretisierung der Boltzmann-Gleichung aufgefasst werden können. Aller-
dings gehen viele Eigenschaften der WRM dadurch verloren, dass für die Momenten-
/Kumulantenmethoden nichtlineare Ansatzfunktionen für die Lösung verwendet werden
müssen. Bei geeigneter Wahl der Ansatzfunktionen für die charakteristische Funktion
könnten eine analytische Form für die Entropiedichte und damit nach der Kumulan-
tenmethode symmetrische Gleichungen angegeben werden, die unter Beibehaltung der
Stabilitätseigenschaften diskretisierbar sind.
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2.5 Offene Fragen / Ausblick

Die Validierung der Methode anhand komplizierterer Testprobleme zeigt die grundsätz-
liche Anwendbarkeit der Kumulanten-Methode, wirft aber auch neue Fragestellungen
auf, die wir weiter untersuchen wollen.

Dazu gilt es eine Theorie zu entwickeln, wie aus der kinetischen Theorie bekannte Fo-
mulierungen für Randbedingungen an die Phasenraumdichte auf die für die Ableitung
der Kumulantengleichungen benötigte charakteristische Funktion übertragen lassen. So
können Randbedingungen aus der mikroskopischen Beschreibung heraus systematisch
und theoretisch fundiert abgeleitet werden. Auf der anderen Seite lassen sich auch
aus dem thermodynamischen Verständnis geschlossener bzw. offener thermodynamischer
Systeme Randbedingungen in Form von Extremalprinzipien ableiten. Diese stellen ei-
ne alternative “makroskopische” Formulierung dar, welche jedoch eng an eine praktisch
benutzbare Formulierung der entsprechenden Größen (z. B. Entropiedichte) geknüpft
ist. Die Untersuchungen zu dieser Herangehensweise und ihrer Anwendbarkeit auf die
Kumulantengleichungen sind eng mit den Arbeiten zur Formulierung möglicher Entro-
piefunktionale verknüpft.
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Weiterhin ist die Anwendung moderner numerischer Methoden auf die Lösung der raum-
inhomogenen Kumulanten-Gleichungen weiter voranzutreiben. Es ist bekannt, dass bei
Angabe einer Entropiedichte als Funktion der Ansatzparameter die Gleichungen sym-
metrisiert und damit unter Übertragung der grundlegenden Stabilitätseigenschaften auf
die numerische Lösung diskretisiert werden können. Für Formulierungen basierend auf
einem Ansatz für die charakteristische Funktion sind Entropie-Funktionale bisher in der
Literatur jedoch nicht bekannt. Zwar kennt man notwendige Kriterien für solche Funk-
tionale, Untersuchungen zu konkreten, praktisch anwendbaren Formulierungen sind in
der Literatur jedoch nicht zu finden. Ausgehend von bekannten Entropiefunktionalen für
die Phasenraumdichte kann durch einen geeigneten linearen Ansatz für die Phasenraum-
dichte versucht werden, mögliche Entropiefunktionale für die charakteristische Funktion
zu finden. So ließe sich zum einen eine symmetrische Form der Bewegungsgleichungen
für die Ansatzparameter konstruieren, zum anderen könnten aber auch die Vorteile bei
der Berechnung der Stoßintegrale bei einer Formulierung bezüglich der charakteristi-
schen Funktion genutzt werden. Die zu gewinnenden Erkenntnisse sind über die hier
untersuchten Methoden zur Modellierung von Fluiden hinaus für eine Vielzahl anderer
Probleme der statistischen Physik von Bedeutung.

Zusammen mit den Ergebnissen aus den Untersuchungen zu möglichen Randbedingun-
gen können so kompliziertere Anwendungs-Probleme gelöst werden, anhand derer die
Anwendbarkeit dieser Herangehensweise weiter überprüft werden kann.
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3.1 Aktivitätenliste

3.1.1 Übersicht über Workshops und Tagungen

Im Berichtszeitraum wurden vom Sonderforschungsbereich die folgenden Workshops und
Tagungen ausgerichtet. Ihr Inhalt und die Teilnehmer sind in den entsprechenden Ta-
gungsmaterialien und in den Webseiten

(erreichbar über: http://www.tu-chemnitz.de/sfb393/seminar)

dokumentiert.

1. 21.–23.04.2004 Workshop MS4 (Modelling and Simulation in Molecular Systems,
Mesoscopic Structures, and Material Science) Chemnitz

2. 20.–22.09.2004, Chemnitzer FEM-Symposium 2004, Ehrenfriedersdorf

3. 27.09.-08.10.2004 WE-Heraeus-Ferienkurs für Physik Neue Materialien für morgen
und übermorgen in Experimenten und Simulationen, Chemnitz

4. 19.–21.09.2005, Chemnitzer FEM-Symposium 2005, Schöneck/Vogtl.
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3.1.2 Qualifikationen

Die Förderung des Sonderforschungsbereichs
”
Parallele Numerische Simulation für Phy-

sik und Kontinuumsmechanik“ trug wesentlich dazu bei, dass auf der Grundlage der
gewählten Forschungsthemen die folgenden Qualifikationen im vorliegenden Berichts-
zeitraum abgeschlossen werden konnten.

3.1.4.1 Studien-, Diplomarbeiten

Freitag, Anke, Numerische Untersuchungen zum Einfluss des Sparwinkels auf die
Gratbildung, Masterarbeit, TU Chemnitz, Fakultät für Naturwiss., Februar 2005

Rosam, Jan, Berechnung der Rissgeometrie bei spröden elastischen Körpern, Di-
plomarbeit, TU Chemnitz, Fakultät für Mathematik, Aug.2004

Otto, Thomas, Multigrid–DD–Löser für die Mindlin–Reissner–Plattengleichung,
Diplomarbeit, TU Chemnitz, Fakultät für Mathematik, Juli 2005

Schwinger, Stephan, Separierbare approximation der Coulomb–Wechselwirkung
Diplomarbeit, TU Chemnitz und MPI Leipzig, Okt. 2005

S. Trebesius, Eine Singulärfunktionenmethode für elliptische Randwertaufgaben
in dreidimensionalen Gebieten, Diplomarbeit, TU Chemnitz, Fakultät für Mathe-
matik, Juni 2004

Freitag, Melina, On the influence of Multiplication Operators on the Ill–Posedness
of Inverse Problems Diplomarbeit, TU Chemnitz, Fakultät für Mathematik, Sept.
2004

Nestler, Peter, Plattenberechnung nach der Mindlin–Reissner–Theorie, Diplomar-
beit, TU Chemnitz, Fakultät für Mathematik, Aug. 2004

Rückert, Jens, Stabile Berechnung des Jacobians in der FEM, Bericht z. Compu-
terpraktikum, TU Chemnitz, Fakultät für Mathematik, Juli 2005

Glänzel, Janine, Numerische Experimente zum Konvergenzverhalten bei Eckensin-
gularitäten, Diplomarbeit, TU Chemnitz, Fakultät für Mathematik, Aug. 2005

Olbrich, Carsten, Ising-Modell zur Simulation von Molekülaggregaten auf gestuften
Oberflächen, Bachelor-Arbeit, TU Chemnitz, Fakultät für Naturwiss., Aug. 2004.

Olbrich, Carsten, Simulation von Transporteigenschaften von quasi-zweidimensio-
nalen Elektronensystemen mit Störstellen, Master-Arbeit, TU Chemnitz, Fakultät
für Naturwiss., Aug. 2006.

M. Hofmann, Verwendung von Task Pool Team Konzepten zur parallelen Imple-
mentierung von Diffusionsprozessen auf Fraktalen, Studienarbeit TU-Chemnitz,
Fakultät für Informatik, Professur Praktische Informatik, 2005.
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M. Schwind, Implementierung und Laufzeitevaluierung paralleler Algorithmen zur
Gram-Schmidt Orthogonalisierung und zur QR-Zerlegung, Diplomarbeit TU Chem-
nitz, Fakultät für Informatik, Professur Praktische Informatik, 2005.

C. Schuster, Evaluierung von Task Pool Teams für eine Master Worker Anwen-
dung, Studienarbeit TU-Chemnitz, Fakultät für Informatik, Professur Praktische
Informatik, 2004.

Hallerberg, Sarah, Analytische Struktur der Dynamischen Zeta-Funktion eines
Ising-Systems mit globaler Wechselwirkung, Diplomarbeit, TU Chemnitz, Fakultät
für Naturwiss., September 2004.

3.1.4.2 Dissertationen, Habilitationen

Habilitationen:

Gemming, Sibylle, Structure and Reactivity at Interfaces - Density-Functional In-
vestigations, Habilitation, TU Chemnitz, Dezember 2004.

Dissertationen:

Cain, Philipp, Real-space renormalization group approach to the integer quantum
Hall effect. Dissertation, TU Chemnitz, Fakultät für Naturwiss., Juli 2004.

Eibner, Tino, Randkonzentrierte und adaptive hp–FEM. Dissertation, TU Chem-
nitz, Fakultät für Mathematik, Januar 2006 eing.

Grosman, Sergej, Adaptivity in anisotropic finite element calculations. Dissertati-
on, TU Chemnitz, Fakultät für Mathematik, Februar 2006 eing.

Heilmann, Frank, The State Space of Complex Systems. Dissertation, TU Chem-
nitz, Fakultät für Naturwiss., Oktober 2005

Karmann, Peter, Die Zustandsdichte des Bernoulli-Anderson-Modells. Dissertati-
on, TU Chemnitz, Fakultät für Naturwiss. (in Vorbereitung)

Pönitz, Kornelia, Finite-Element-Mortaring nach einer Methode von J.A. Nitsche
für elliptische Randwertaufgaben. Dissertation, TU Chemnitz, Fakultät für Ma-
thematik, November 2005 eing.

Pester, Cornelia, A-posteriori error estimation for non-linear eigenvalue problems
for differential operators of second order with focus on 3D vertex singularities,
Dissertation, TU Chemnitz, Fakultät für Mathematik, Dezember 2005 eing.

Reilein, R., Eine komponentenbasierte Realisierung der TwoL Spracharchitektur,
Dissertation, TU-Chemnitz, Fakultät für Informatik, 2005.

Sokolov,V., Contributions to the minimal realization prblem for descriptor systems.
Dissertation, TU-Chemnitz, Fakultät für Mathematik, Januar 2006 eing.
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3.2 Übersicht über die Veröffentlichungen

3.2.1 Referierte Literatur

D. H. N. Anh, K. H. Hoffmann, S. Seeger, and S. Tarafdar. Diffusion in disordered
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P. Benner, J. Saak, Efficient numerical solution of the LQR-problem for the heat
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Engineering 45: 353–356, 2005, Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, Germany
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P. Cain and R.A. Römer, Fluctuating Hall resistance defeats the quantized Hall
insulator, Europhys. Lett., 66:104–110, 2004.
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”
Lecture Notes in Computational Science and Engineering“

– Sonderband des SFB 393
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3.2.4 Beiträge im Internet

Homepage des SFB 393

http://www.tu-chemnitz.de/sfb393

FEM-Symposium, aktuelle Ankündigungen und bisherige Themen

http://www.tu-chemnitz.de/sfb393/fem-symposium/

CLIC – Chemnitzer LINUX Cluster
Homepage, Nutzung, Systemüberblick, Installation, Fotos
http://www.tu-chemnitz.de/urz/clic/

CLIC Usage: Nutzung, Wissenswertes, Erfahrungen, Experimente
http://www.tu-chemnitz.de/∼pester/CLIC/clic usage.html

Resultate bei adaptiver FEM
http://www.tu-chemnitz.de/∼amey/adaptiv-2D/

Examples for special face geometry by mesh refinement.
http://www.tu-chemnitz.de/∼pester/facegeo.html

Bibliotheken zur Entwicklung paralleler Algorithmen.
http://www.tu-chemnitz.de/∼pester/par lib.html

3D FEM Mesh Viewer (Java applet).
http://www-usercgi.tu-chemnitz.de/∼pester/meshes/showstd.cgi

2D FEM Mesh Viewer (Java applet).
http://www-usercgi.tu-chemnitz.de/∼pester/meshes/shownets.cgi

Visualization of 2D domains - Help screen.
http://www.tu-chemnitz.de/sfb393/software/doc/vis2D/

SIVUS - Arbeitsgruppe Mehrphasenströmungen.
http://www.imech.tu-chemnitz.de

Preprintreihe des SFB393 (Internet) – ISSN 1619-7186
http://www.tu-chemnitz.de/sfb393/preprints.html

Der vorliegende Arbeits- und Ergebnisbericht des SFB 393 ist abschnittsweise unter der
folgenden Adresse im WWW verfügbar. Die Abbildungen können dort in Originalfarben be-
trachtet werden:

http://www.tu-chemnitz.de/sfb393/bericht05
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