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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Die Anwendung numerischer Verfahren zur Berechnung des mechanischen Verhaltens
von Bauteilen und Konstruktionen hat eine wesentliche Effizienzsteigerung der Entwick-
lungsprozesse bewirkt. Insbesondere die Ablosung aufwindiger Versuchsreihen durch
numerische Fallstudien und Experimente auf der Basis computergestiitzter Simulati-
onstechniken hat dazu gefiihrt, dass der Einsatz der Finite-Element Methode (FEM)
mittlerweile zum Standard in nahezu allen Industriebereichen geworden ist. Daneben
gewinnt die FEM immer stirker in Forschungsgebieten wie z.B. der Biologie und Me-
dizin an Bedeutung, in denen bis dahin wegen der Komplexitéit der Problemstellungen
nur vereinzelt numerische Simulationen Anwendung fanden.

Bei der Entscheidung fiir eine spezielle Software stehen in der Praxis zwei Kriterien
besonders im Blickpunkt — Effektivitét (Zeitersparnis) und Genauigkeit. Die Untersu-
chungen im Rahmen des SFB zeigen den engen Zusammenhang dieser Merkmale. In den
ersten beiden Forderungsperioden stand die Effektivititssteigerung numerischer Simula-
tionen durch konsequente Parallelisierung der Algorithmen im Vordergrund. Die erzielte
Zeiteinsparung ermoglicht eine Approximation des realen Bauteilverhaltens durch kom-
plexere Modelle, womit die Genauigkeit der Berechnungen verbessert wird. Die Entwick-
lung und Nutzung moderner adaptiver Vernetzungsstrategien, denen in der vergangenen
und der laufenden Forderungsperiode verstiarkte Aufmerksamkeit gewidmet wurde, sind
anschaulicher Beweis fiir das Streben nach einem sinnvollen Kompromiss zwischen Ef-
fektivitdt und Genauigkeit einer numerischen Simulation. Das trifft besonders auf nicht-
lineare Problemstellungen zu, die eine immer groflere Praxisrelevanz erhalten.

Eine FE-Modellierung besteht im Wesentlichen aus drei groen Komplexen — der Geome-
triebeschreibung einschliellich Vernetzung, der Definition von Rand- und Anfangsbedin-
gungen sowie der Approximation des realen Werkstoffverhaltens durch Materialmodelle.
In der Praxis zeigt sich, dass gerade die Auswahl geeigneter konstitutiver Beziehungen
und die Identifikation darin enthaltener Parameter problematisch sind, und in ungiins-
tigen Fillen zu erheblichen Fehlern im Simulationsergebnis fithren konnen.

Die Entwicklung zweckméfiiger Materialgesetze der Elastoplastizitdt bei kleinen und
grofien Verzerrungen sowie zuverléssiger Algorithmen zur numerischen Bestimmung von
Werkstoffkenngréfien sind seit einer reichlichen Dekade Gegenstand der Forschungen am
Lehrstuhl Festkorpermechanik der TU Chemnitz. In den Bereichen Mathematik und
Informatik der TU Chemnitz werden seit mehreren Jahren Untersuchungen zum Auf-
bau und Transport effizienter Datenstrukturen sowie zur effektiven Lésung grof3dimen-
sionierter linearer algebraischer Gleichungssysteme durchgefiihrt. Basierend auf diesen
Entwicklungen war es das Ziel, im TP D1 des SFB ein FEM-Programm zur Lésung geo-
metrisch und physikalisch nichtlinearer Aufgaben der Festkorpermechanik fiir sequenzi-
elle und parallele Anwendungen zu realisieren und schrittweise fiir Praxisanwendungen
vorzubereiten. Im Mittelpunkt stand dabei zunéchst die Entwicklung effizienter Zeit-
diskretisierungsverfahren und Gleichungsléser. Ein weiteres Ziel der Untersuchungen im
Teilprojekt war, durch Einbettung des FEM-Programmes in einen Optimierungsalgorith-
mus die Anpassung von Materialmodellen an gemessene inhomogene Verschiebungsfelder
und somit eine verbesserte Materialparameteridentifikation zu erreichen. Ab der zweiten
Forderungsperiode wurden diese Berechnungsmethoden fiir die numerische Simulation
und die Parameteroptimierung durch Einbeziehung der TU Bergakademie Freiberg auf
Probleme der Schidigungs- und Bruchmechanik erweitert.
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Wihrend schnelle Loser bei 2D- und 3D-Elastizitdtsproblemen mit hierarchischen oder
BPX-Techniken seit lingerer Zeit bekannt und in verschiedenen Programmrealisierungen
des SFB integriert sind (vgl. TP A3), konnte die Eignung hierarchischer Techniken fiir
Probleme der ebenen Elastoplastizitit erstmals im Rahmen von Arbeiten der DFG-
Forschergruppe Scientific Parallel Computing gezeigt und mit dem Programm SPC-
PMEP in der zweiten Forderungsperiode des SFB verfiigbar gemacht werden. Damit
wurde eine Programmentwicklung fiir die Bearbeitung elastisch-plastischer Probleme
mit, isotroper, kinematischer und formativer Verfestigung bei kleinen Verzerrungen in
einer parallelen Version realisiert, die auch sequenziell abgearbeitet werden kann.

Der grofie Anteil rechenintensiver Prozesse, die unabhéngig voneinander an unterschied-
lichen Orten der Geometrie bearbeitet werden kénnen (z. B. wihrend der Assemblierung
in den Integrationsstiitzstellen der Elemente), bewirkt die natiirliche Effizienzsteigerung
einer FE-Berechnung durch deren Parallelisierung. Besonders deutlich wird dieser Vor-
teil gegeniiber der sequenziellen Vorgehensweise bei der Simulation nichtlinearer Modelle
mittels inkrementell-iterativer Algorithmen und der Losung von Optimierungsproblemen
mit der mehrfachen Wiederholung vollstdndiger Vorwértsrechnungen. In diesem Zusam-
menhang konnte das Programm SPC-PMEP erfolgreich fiir die Materialparameteriden-
tifikation durch Analyse inhomogener Verschiebungsfelder genutzt werden.

Reale Problemstellungen im Bereich der Elastoplastizitit sowie der Bruch- und Schadi-
gungsmechanik (z. B. Simulation von Umformvorgéngen, Crash u.a.), lassen sich in der
Regel nicht hinreichend zuverldssig mit geometrisch linearen Modellen beschreiben. Im
Rahmen der weiteren Untersuchungen zum Teilprojekt erfolgte somit konsequenterwei-
se die Realisierung eines FEM-Programmes zur Berechnung grofler elastisch-plastischer
Verzerrungen — des Programmes SPC-PMHP. Dabei wurde ein phianomenologisches Ma-
terialmodell unter Beriicksichtigung einer Substruktur entwickelt und implementiert, das
eine makroskopische Beschreibung von Vorgingen auf der Mikroebene ermoglicht. Ba-
sierend auf den Annahmen der rationalen Thermodynamik ergibt sich in diesem Zu-
sammenhang ein Satz von Evolutionsgleichungen fiir innere Variablen zur Beschreibung
einer allgemeinen plastischen Anisotropie, der fiir den Fall kleiner Verzerrungen in die
Gleichungen der klassischen Elastoplastizitit iibergeht.

Von ihrer Struktur her sind die entwickelten Evolutionsgleichungen der assoziierten
FlieBtheorie differenzialalgebraische Gleichungen (DAE). Die DAEs zur Beschreibung
des elastisch-plastischen Materialverhaltens bei grofien Verzerrungen sind vergleichbar
mit den entsprechenden Beziehungen im geometrisch linearen Fall. Daher konnte bei der
Entwicklung von SPC-PMHP auf den algorithmischen Grundstrukturen von SPC-PMEP
aufgebaut werden. Zur Losung des globalen Steifigkeitssystems wurden die aktuellen, ef-
fizienten Solver-Entwicklungen aus dem TP A3 genutzt. Die Linearisierungstechniken
zur Behandlung der DAEs beruhen wie bei kleinen Verzerrungen auf der Verwendung
impliziter Einschrittverfahren. Zur Verbesserung des globalen und lokalen Konvergenz-
verhaltens erwies sich die Entwicklung und Implementierung geeigneter Dampfungs-
algorithmen fiir die Linearisierungsverfahren als sinnvoll. Die Materialschnittstelle ist
wie bei SPC-PMEP so allgemein und umfassend gestaltet, dass Neuentwicklungen im
Bereich der Konstitutivgleichungen ohne massive Eingriffe in die Programmstruktur im-
plementiert werden kénnen. Dieser Umstand wurde bereits fiir die Einbeziehung von
Materialmodellen der duktilen Schidigungsmechanik erfolgreich genutzt. Die Untersu-
chungen zum elastisch-plastischen Materialverhalten bei grofien Verzerrungen wurden
letztendlich in der zweiten Férderungsperiode durch die Ubertragung und Anpassung der
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Algorithmen zur Materialparameteridentifikation auf den geometrisch nichtlinearen Fall
erweitert. Somit stand zu Beginn des laufenden Berichtszeitraums ein FEM-Programm
mit modernen, effizienten numerischen Algorithmen und einer flexiblen Materialschnitt-
stelle zur Verfiigung.

Neben der Auswahl geeigneter Materialmodelle hiingt eine realistische numerische Si-
mulation des mechanischen Verhaltens von Bauteilen und Baugruppen auch von der
Art der Vernetzung des Gebietes ab. Um eine geforderte Genauigkeit bei der Losung
des Anfangsrandwertproblems zu erreichen, ist es zweckméfig, in Gebieten mit grofien
Spannungsgradienten mit feineren Netzen zu arbeiten, wihrend dies in Regionen mit
kleineren Gradienten nicht unbedingt notwendig ist. Da die Lage und Gréfle der kriti-
schen Gebiete in der Regel nur qualitativ festliegt und/oder sich wihrend des Belas-
tungsvorganges verdndern kann, ist die Erstellung von a priori angepassten Netzen nicht
immer moglich. Aus diesem Grund haben adaptive Vernetzungsstrategien im letzten
Jahrzehnt eine immer gréflere Bedeutung erlangt. Hierbei ist zu erwidhnen, dass glo-
bale Neuvernetzungsanséitze wegen des kompletten Datentransfers auf das neue Netz
unter Einbeziehung von Suchstrategien gewohnlich nicht sehr effektiv und zudem mit
Fehlern behaftet sind. Leistungsfihigere Methoden sind lokale, adaptive Strategien zur
Netzverfeinerung und -vergroberung speziell im Fall von nichtlinearen, inkrementellen
Losungsverfahren.

Fiir eine effektive Modellierung mechanischer Probleme bei grofien Verzerrungen ist es
giinstig, die FE-Berechnung mit einem relativ groben Netz zu beginnen. Im weiteren
Belastungsverlauf wird das Netz in Abh#ngigkeit von den vorhandenen Spannungsgradi-
enten, die iiber spezielle Fehlerschiitzer angezeigt werden, angepasst. Die Moglichkeit zur
adaptiven Netzanpassung ist ein Merkmal hoher Leistungsstéirke von FEM-Programmen.
Aus diesem Grund stand im laufenden Forderungszeitraum die Weiterentwicklung adap-
tiver Vernetzungs- und Losungsstrategien fiir nichtlineare Probleme im Mittelpunkt der
Untersuchungen des Teilprojektes. Weiterhin sollte die Praxisrelevanz der FEM-Software
durch eine effiziente Modellierung des Kontakts gegen starre Hindernisse, verbunden mit
der adaptiven Vorgehensweise, wesentlich verbessert werden.

Die adaptive Netzverfeinerung, welche z. B. bei der Analyse eines sich schliefenden Kon-
takts und der genauen Erfassung plastischer Zonen sowie von Gebieten mit groflen Gra-
dienten in den Feldvariablen erforderlich ist, wurde bereits im vergangenen Férderungs-
zeitraum in enger Zusammenarbeit mit dem TP A3 fiir lineare Elastizitdt realisiert.
Bei der Behandlung nichtlinearer Aufgabenstellungen wird die duflere Last in einzelnen
Schritten aufgebracht. Es erfolgt eine ortliche und zeitliche Diskretisierung mit einer je-
weils iterativen Losung. In jedem Lastschritt muss das Materialgesetz auf der Ebene der
GauBpunkte integriert werden. Dabei setzen die verfiigbaren Zeitdiskretisierungsverfah-
ren fiir das lokale Anfangswertproblem das Vorhandensein der Feldgroflenwerte aus dem
vorangegangenen Lastschritt in den Stiitzstellen voraus. Somit ist es bei der adaptiven
Netzanpassung erforderlich, eine entsprechende Ubertragung der Zustandsgréfen vom
alten auf das neue Netz zu gewéhrleisten. Auf der Grundlage der Arbeiten zu effizienten
Solvern und adaptiven Techniken in A3 und des in SPC-PMHP realisierten Material-
modells fiir anisotropes elastisch-plastisches Werkstoffverhalten wurde das nichtlineare,
adaptive FEM-Programm SPC-PM2AdNI entwickelt. In diesem Zusammenhang konn-
ten neuartige Algorithmen zur Ubertragung der Feldgrofen realisiert werden, die auf
einer zusétzlichen Losung des Anfangswertproblems in den Elementknoten basieren.
Beispielsweise im Fall eines sich 6ffnenden Kontakts, sich bewegender Kontaktregionen
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und verdnderlicher plastischen Zonen ist es im Sinne einer effektiven Diskretisierung
notwendig, das Netz wieder zu vergrébern. Auf der Grundlage hierarchischer Daten-
strukturen wurden effiziente Vergroberungsstrategien einschliefllich der erforderlichen
Ubertragungsalgorithmen entwickelt und implementiert. Das Ausloschen von Elementen
bei Erreichung eines bestimmten Schidigungsgrades und das Auftrennen von Elementen
beim Risswachstum verkorpern weitere Aufgabenstellungen des Teilprojekts im Rahmen
der Rissbruchmechanik.

Die klassischen Fehlerschiitzer und -indikatoren zur adaptiven Netzanpassung (Minimie-
rung der Unstetigkeit der Feldgrofien an gemeinsamen Elementréndern) eignen sich fiir
die Simulation der Ausbreitung plastischer Zonen sowie des Wachsens von Rissen und
Schédigungszonen nur bedingt. Sie wurden deshalb durch 16sungsabhingige Indikatoren
erganzt.

Im Rahmen der Behandlung der Kontaktaufgabe erfolgte in Zusammenarbeit mit dem
TP A12 die Betrachtung des 2D-Problems bei einem starren Zielkoérper. Beginnend mit
der Begrenzung durch eine Gerade oder eine Kurve zweiter Ordnung wurde die Be-
schreibung der Kontakthindernisse im Verlaufe der Bearbeitung des Teilprojektes unter
Beriicksichtigung konkreter praktischer Erfordernisse auf kubische Splines erweitert. Die
zundchst nur fiir den Beginn der Férderungsperiode vorgesehene Beschrinkung auf rei-
bungsfreie Vorginge wurde ebenfalls aus praktischen Erwégungen fiir den betrachteten
ebenen Fall beibehalten. Sukzessive Erweiterungen, besonders auf 3D-Probleme, sollten
im Rahmen eines weiteren Forderungszeitraumes vorgenommen werden.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

Ein Hauptziel der Arbeiten in den beiden ersten Forderungsperioden des Teilprojek-
tes lag in der Entwicklung, Implementierung und praktischen Nutzung von Material-
modellen der Elastoplastizitit bei kleinen und grofien Verzerrungen einschliellich der
Materialparameteridentifikation. Eine besondere Aufmerksamkeit galt dabei der Model-
lierung einer plastischen Anisotropie.

Zur Beriicksichtigung spezieller anisotroper Verfestigungseffekte wurden zunéchst fiir
kleine elastisch-plastische Verzerrungen FlieBbedingungen unter Verwendung kubischer
Ansiitze [GKO1] und von Mehrflichenmodellen [KK00] untersucht. Bucher [Buch98],
[Buch01b] gelang die Herleitung eines thermodynamisch vollstindig konsistenten Mate-
rialmodells der finiten Elastoplastizitiat unter Beriicksichtigung einer Substruktur. Mit
diesem Konzept wird eine phinomenologische, makroskopische Beschreibung mikrostruk-
tureller Vorgéinge angestrebt und die Erfassung isotroper, kinematischer und formativer
Verfestigung im Rahmen einer quadratischen FlieBbedingung ermoglicht.

Das Materialmodell mit Substruktur wurde im Rahmen einer verallgemeinerten inkre-
mentell-iterativen Strategie zur Losung nichtlinearer Anfangsrandwertprobleme nume-
risch realisiert ([MM98], [GBKMO0O0b], [Mich01]). Die algorithmische Vorgehensweise ba-
siert auf einem gedampften Newton-Raphson-Verfahren mit konsistenter Linearisierung
und einfacher Lastschrittkontrolle zur numerischen Losung der Randwertaufgabe. Das
thermodynamisch konsistente Materialmodell liegt als System von Differential- und alge-
braischen Gleichungen (DAE) vor. Die Diskretisierung des Anfangswertproblems erfolgt
unter Verwendung von Einschritt-Standard-Verfahren. Zur Losung der lokalen, nichtli-
nearen algebraischen Gleichungssysteme dienen geddmpfte Newton-Methoden [BuchO1b).
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Die allgemeine Struktur der entwickelten Materialmodelle ermoglichte die Definition
einer einheitlichen Schnittstelle ([BuchOla], [BGKO01]), die offen ist fiir eine Vielzahl
analoger Formulierungen. Auf dieser Grundlage konnten beispielsweise die Schidigungs-
modelle von Gurson und Rousselier erfolgreich implementiert werden [MS01]. Auflerdem
finden die untersuchten Materialmodelle und numerischen Verfahren praktische Anwen-
dung im Rahmen der Parameteridentifikation durch Auswertung inhomogener Verschie-
bungsfelder ([Krei98a], [Krei98b], [KGK98], [KBGO00], [GBKO01], [SK03]).

Die erwidhnten Materialmodelle wurden zunéchst in das (nichtadaptive) FEM-Programm
SPC-PMHP fiir grofle elastisch-plastische Verzerrungen implementiert. Gleichzeitig fan-
den in verschiedenen Teilprojekten des Bereiches A Untersuchungen zur Adaptivitédt und
Kontaktmodellierung im Fall der linearen Elastizitit statt. In konsequenter Fortsetzung
der Aufgabenstellungen des SFB 393 bestand das Ziel des Teilprojekts D1 im laufen-
den Berichtszeitraum darin, zur Verbesserung der Praxisrelevanz der Programme die
adaptiven Methoden einschliefilich der Kontaktalgorithmen mit der nichtlinearen Mate-
rialmodellierung, der Rissausbreitung und der Schidigungssimulation zu kombinieren.

2.3.1 Adaptive Vernetzungsalgorithmen zur Elementteilung und
Kantenverdopplung

Fiir viele Aufgaben der Rissbruchmechanik (Risswachstum, Rissablenkung, Rissstopp)
sind analytische Losungen nicht verfiigbar, weshalb die Anwendung numerischer Metho-
den notwendig ist. Zur numerischen Simulation von Risswachstum hat sich die Finite-
Elemente-Methode als geeignetes Werkzeug etabliert. Bei der Simulation von Rissaus-
breitung entsteht algorithmisch und implementierungstechnisch das Problem der Bil-
dung neuer belastungsfreier Oberflichen. Der Stand der Forschung wird iiberwiegend
durch ingenieurméflige, pragmatische Algorithmen charakterisiert [TW03, FR2003], die
eine Verschiebung der Rissspitze und eine angepasste Neuvernetzung in ihrer Umge-
bung realisieren. In Verbindung mit adaptiven Losungs- und Vernetzungsalgorithmen
erweist sich die Modellierung von Risswachstum jedoch als ein anspruchsvolles, schwie-
riges Problem, das bisher noch wenig behandelt wurde. Insbesondere wenn moderne
Léser mit Multi-Level-Struktur verwendet werden sollen, darf bei der Elementteilung
und Kantenverdopplung die Hierarchie des Kantenbaums nicht verloren gehen, damit
die Leistungsfiahigkeit des iterativen PGCM-Losers erhalten bleibt [MRS04]. Durch An-
wendung einer speziellen Projektionstechnik konnte im Rahmen der Projektbearbeitung
ein neuer Loser mit Multi-Level-Struktur entwickelt werden, der bei Risswachstum ef-
fektiv eingesetzt werden kann.

2.3.2 Adaptive Algorithmen und Kriterien zur Simulation der
Rissausbreitung

In der modernen Festigkeitsanalyse nimmt die Bewertung des Bruchverhaltens von Werk-
stoffen und Bauteilen eine zentrale Rolle ein. Die Bruchmechanik bildet deshalb einen
eigenen Forschungszweig der Festkdrpermechanik, um die Phdnomene von Rissinitiie-
rung, Rissausbreitung und Bruch in Bauteilen zu verstehen und zu bewerten. Das Ziel
ist die Entwicklung von Materialien und Bauteilen, die eine hohe Widerstandsfdhigkeit
und Sicherheit gegeniiber Bruchvorgingen aufweisen. Dabei spielt die Simulation von
Rissausbreitung eine entscheidende Rolle.
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Abbildung 2.1: Programmschema

Vernachléssigt man dynamische Effekte, so ist Risswachstum als eine Folge von lineari-
sierten quasi-statischen Randwertproblemen modellierbar und mittels FEM als eine Se-
quenz von Einzelrechnungen fiir unterschiedliche (d.h. stiickweise wachsende) Rissldngen
simulierbar. Die Belastung kann dabei schrittweise aufgebracht werden. Nach jedem
Schritt ist es erforderlich, die entsprechenden Bedingungen fiir Rissfortschritt an der
Rissspitze zu priifen. Sind diese Bedingungen erfiillt, wird der Riss um die inkrementelle
Lénge Aa in eine vorgegebene Richtung verldngert. Dabei sind Aa und die Richtung vor-
zugebende Parameter, deren Groflen aus kontinuumsmechanischer Sicht vom Material
und im Allgemeinen von der konkreten Problemstellung abhéingen.

Prinzipiell erfordert die FE-Simulation des Risswachstums die wiederholte Abarbeitung
folgender Teilschritte:

1. FE-Analyse der Struktur mit Riss

2. Berechnung der bruchmechanischen Kenngréfien

3. Berechnung der Groflen fiir den inkrementellen Rissfortschritt

4. Neuvernetzung der veridnderten Risskonfiguration (weiter mit Punkt 1)

Ein Ziel der Projektbearbeitung war die vollstindige Integration dieser Teilschritte zu
einem FE-Programm. Somit entstand ein effizientes Werkzeug zur Simulation von Riss-
wachstum, in dessen Rahmen adaptive und bruchmechanisch gesteuerte Vernetzungs-
strategien im Verbund mit modernen hierarchischen Gleichungssolvern angewendet wer-
den. Das entwickelte Programmschema, ist in Abbildung 2.1 zu sehen.

Folgende Teilaufgaben mussten dazu bearbeitet werden:
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o Weiterentwicklung der vorhandenen adaptiven Vernetzungs- und Losungsalgorith-
men, die eine effektive Simulation von Rissausbreitung ermoglichen

e Erarbeitung von geeigneten FEM-Techniken zur Bestimmung der bruchmechani-
schen Beanspruchungsparameter

e Festlegung/Findung eines geeigneten Kriteriums zur Rissausbreitung
e Erarbeitung einer bruchmechanisch gesteuerten Vernetzungsstrategie

e Einbau und Erprobung der erarbeiteten Techniken in adaptiv-hierarchische Léser

2.3.3 Realisierung von Algorithmen zur Ubertragung von
ZustandsgroBen bei adaptiver Netzverfeinerung

Bei geometrisch und physikalisch nichtlinearen Problemen wird die duflere Belastung
in einzelnen Lastschritten aufgebracht. Wegen der Abhéngigkeit von der Belastungs-
geschichte ist es bei einer Netzanpassung (Verfeinerung und/oder Vergroberung) im
Rahmen der nichtlinearen FEM erforderlich, die Zustandsgrofien (Spannungen, inne-
re Variablen) vom alten auf das neue Netz zu iibertragen. Jedes einzelne Lastinkrement
kann im Sinne einer adaptiven Strategie als separates Teilproblem angesehen werden,
das folgende Schritte beinhaltet:

e Losung des Anfangsrandwertproblems
e Fehlerschitzung
e Netzanpassung

o Ubertragung der Feldgrofen

In Abbildung 2.2 ist die adaptive Vorgehensweise fiir lineare und nichtlineare Probleme
schematisch dargestellt, wie sie in den FEM-Programmen SPC-PM2Ad (lineare Elas-
tizitdt) und SPC-PM2AdNI (Simulation groBer elastisch-plastischer Verzerrungen) des
SFB 393 realisiert wurde.

Vor allem in der Elastoplastizitidt grofler Deformationen (Umformtechnik) hat sich ein
Ubertragungsalgorithmus bewihrt, der besonders bei einer vollstindigen Neuvernetzung
Anwendung findet [Orti91, Four95]:

e [2-Projektion der Zustandsgréfien von den GauBpunkten auf die Knoten des bis-
herigen Netzes

e Generierung eines neuen Netzes, Ermittlung der lokalen Koordinaten der Knoten
des neuen Netzes im alten Netz (Suchprozess, inverse isoparametrische Abbildung)

e Bestimmung der Zustandsgréfen in den Knoten des neuen Netzes durch Interpo-
lation mit den Formfunktionen sowie den Zustandsgrofien in den Knoten des alten
Netzes

e Interpolation mit den Formfunktionen des neuen Netzes zur Berechnung der Zu-
standsgréfen in den Gauflpunkten des neuen Netzes
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Abbildung 2.2: Allgemeine Schemata adaptiver FE-Algorithmen: Lineares Problem
(links), nichtlineares Problem (rechts).

Bei den aus der Literatur bekannten adaptiven Vorgehensweisen erfolgt die Ubertragung
vom alten auf das neue Netz gewohnlich mittels spezieller Extrapolationsalgorithmen.
Zusétzlich wird an gemeinsamen Knoten unterschiedlicher Elemente eine Gléttung der
elementbezogenen Feldgrofien durchgefiihrt [SSO3].

In der laufenden Forderungsperiode wurde zur Ubertragung der FeldgroBen im Teil-
projekt D1 eine neue Strategie entwickelt. Sie unterscheidet sich von herkémmlichen
Vorgehensweisen hauptséichlich dadurch, dass das Anfangswertproblem nicht nur in den
Gauflpunkten integriert wird, sondern auch in den Elementknoten. Damit werden die
Feldgréflen in den Knoten konsistent zu denen in den Stiitzstellen mit der gleichen Ge-
nauigkeit ermittelt. Mit Hilfe der Formfunktionen erfolgt anschlieBend ihre Ubertragung
auf die neuen Knoten und Gauflpunkte des verfeinerten Netzes. Die ermittelten Knoten-
und GauBipunktwerte werden elementbezogen abgespeichert. Die Ubertragung der Zu-
standsgréfen fiithrt zur Verletzung des Gleichgewichts und moglicherweise zu lokal nicht
ausreichend gut erfiillten Fliebedingungen auf dem neuen Netz.

Erfolgt keine Wiederholung des Lastschrittes, basiert die weitere Berechnung auf einer
vom Fehlerschiitzer als zu ungenau identifizierten Losung. Wie beispielsweise Untersu-
chungen von Habraken und Cescotto [Hab90] ergeben haben, kann der Fehler dabei
erheblich sein. Zur Einstellung des Gleichgewichts lisst sich dem néchsten Lastschritt
ein Iterationsprozess vorschalten [Han99|, der einen entsprechenden numerischen Auf-
wand erfordert. Weiterhin ist es auch moglich, das “gestorte” Residuum im néchsten
Lastschritt zu beriicksichtigen.

Im Rahmen der in D1 verfolgten Strategie wird der aktuelle Lastschritt [t,, t,11] gene-
rell mit dem verfeinerten Netz wiederholt, wenn die Fehlerschiitzung eine unzureichende
Giite der Losung zum Zeitpunkt ¢,.; ergibt. Im Rahmen der verwendeten impliziten
Einschrittverfahren zur Zeitdiskretisierung miissen daher die Werte der Feldvariablen zu
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Beginn des Lastschrittes (bei ¢,) auf die Knoten und Gaufpunkte der neuen Elemen-
te iibertragen werden. Zusétzlich wird zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens des
Randwertproblems eine Nachiteration zur Zeit ¢, unter konstanter duflerer Belastung
durchgefiihrt.

2.3.4 Adaptive Algorithmen zur Vergroberung von Vernetzungen

Bei adaptiver Netzverfeinerung werden Elementteilungen in Gebieten vorgenommen, die
durch die Fehleranalyse als kritisch identifiziert wurden. Andere, homogenere Regionen
kénnen mit groberen Netzen analysiert werden. In bestimmten Féllen kann sich die La-
ge der Zonen mit grofleren Gradienten wihrend der Belastung &ndern (Abrollvorgéinge,
Kontaktprobleme, Risswachstum, Schidigungszonen). Um nicht unnétig feine Netze bei-
zubehalten, gibt es in SPC-PM2AdNI die M6glichkeit, in vorangegangenen Schritten un-
terteilte Elemente wieder zusammenzufiigen und damit das Netz an weniger kritischen
Stellen zu vergrobern.

Bei der Vergroberung treffen an den Eckknoten der Kanten zwischen den urspriinglichen
Sohnelementen unterschiedliche Knotenwerte aufeinander. Mit dem arithmetischen Mit-
tel und der Methode der kleinsten Fehlerquadrate wurden zwei Verfahren untersucht,
sie zusammenzufiigen.

2.3.5 Fehlerschdtzung bei nichtlinearen Problemen

Im Teilprojekt A3 wurden in den bisherigen Forderungsperioden unterschiedliche Feh-
lerschitzer entwickelt und getestet. Im Rahmen der linearen Elastizitdt wurde dabei
insbesondere der residuale a posteriori Energienorm-Fehlerschéitzer untersucht:

h2 i h
" & i/|dlva(uh)+fh\2dQT+ Z ﬁ/][a(uh)nEHstE (2.1)
Qp FE

EecoQr

Eine verbesserte Version dieses Fehlerschédtzers beziiglich anisotroper Elemente wurde
in [Ku00a] veroffentlicht. Weiterhin wurde gemeinsam mit Verfiirth gezeigt, dass das
Elementresiduum vernachlissigt werden kann und somit allein die Kantenspriinge be-
stimmend sind [KV00]. Diese Aussage gilt bei finiter Elastoplastizitéit nur noch fiir die
Verwendung von Elementen mit linearen Formfunktionen. Daher ergibt sich bei Element-
ansitzen hoherer Ordnung und groflen elastisch-plastischen Verzerrungen die Notwen-
digkeit, beide Anteile des Fehlerschiitzers zu beriicksichtigen.

In der linearen Elastizitdt wird die materialabhéngige Konstante A\p gewdhnlich mit
dem Elastizitdtsmodul approximiert [AMWO93, GKZB83]. Eine exakte Angabe fiir diese
Interpolationskonstante ist im nichtlinearen Fall nicht méglich. Es ist aber zu erwarten,
dass sie in der gleichen Groflenordnung wie bei linearen Problemen liegt. Daher wird
auch im Rahmen des vorgestellten Modells der finiten Elastoplastizitit Ap durch den
Elastizitatsmodul angendhert. Da die Fehlerauswertung relativ zu einer vorgegebenen
Schranke erfolgt, spielt bei homogenem Material die Gréfle der Interpolationskonstante
keine Rolle fiir die Netzanpassung. Treten im betrachteten Gebiet beispielsweise elasti-
sche und plastische Regionen gleichzeitig auf, wird mit der genannten Approximation von
Ap der Fehler fiir plastifizierte Elemente unterschétzt. Ausgleichend dazu wurde deshalb
zusitzlich ein Fehlerindikator beziiglich der Erfiillung der Flielbedingung implementiert.
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2.3.6 Bearbeitung des Kontaktproblems unter Beriicksichtigung
von Adaptivitdat und Reibung

Beim Kontaktproblem muss das Verschiebungsfeld geeigneten geometrischen Kontakt-
bedingungen sowie Reibungsrandbedingungen geniigen. Die mathematische Formulie-
rung fiihrt gewohnlich auf Variationsungleichungen. Sie werden diskretisiert mit Finite-
Element- [Kiku88] und Rand-Element-Methoden, letztere vorwiegend fiir den elastischen
Kontakt. Fiir die Losung der beiden Ansétze werden unterschiedliche Verfahren wie
aktive-Mengen-Strategien [Kara89], Fixpunktiterationen [Neca80, Hasl83], Penalty- und
Newton-Methoden sowie die Methode der Lagrange-Multiplikatoren [Gwin83, Wrig85,
Curn88, Chris99] und auch die Methode der quadratischen Optimierung [Klar86] einge-
setzt. Im Falle des elastisch-plastischen Materialverhaltens erfolgte die Anwendung von
adaptiven Finite-Element-Methoden [Wrig95], bei speziellen Aufgaben aber auch der
Rand-Element-Methode [Hues94]. Die Kombination von Kontaktlosern und adaptiver
FEM wird ausfiihrlich in [CSW99] behandelt.

Unter dem Begriff Kontaktkinematik werden die Penetrationsfunktion und der relative
Gleitzustand beim reibungsbehafteten Kontakt zusammengefasst. Zur Beschreibung des
Kontaktes zweier Korper werden diese in einen Kontakt- und einen Zielkorper eingeteilt,
wobei {iberpriift wird, ob Knoten des Kontaktkorpers in den Zielkérper eindringen. Unter
Einfiihrung einer Abstandsfunktion (Ungleichungsnebenbedingung) kann zwischen den
Féllen “kein Kontakt”, “perfekter Kontakt” und “Penetration” unterschieden werden.
Von den eingangs beschriebenen Lésungsmethoden werden im Rahmen kommerzieller
Programme zumeist Penalty-Verfahren oder das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren
eingesetzt. In diesen Fillen werden die Ungleichungsnebenbedingungen als Gleichungs-
nebenbedingungen, die sich wihrend des inkrementellen Vorgehens dndern, dargestellt.
Aus der Variationsungleichung entsteht dann eine Variationsgleichung mit Kontaktbei-
tragen fiir die aktive Kontaktzone.

Als neue Variante fiir den Fall des reibungsfreien Kontaktproblems eines elastischen
Korpers mit einem festen Hindernis wurde in der laufenden Foérderungsperiode im TP A12
fiir die numerische Losung ein Projektionsverfahren entwickelt. Dieses nutzt die imple-
mentierten Projektionsmethoden fiir hingende Knoten [Mey99] und spezielle Klassen
von Randbedingungen [Mey02] sowie die Einbettung in die adaptive Netzverfeinerung
aus (siehe dazu auch die Ausfiihrungen zum TP A12). Im Zusammenwirken mit effek-
tiven Vorkonditionierern zur Losung des resultierenden Systems ergibt sich auf diese
Weise ein effizienter Algorithmus fiir das lineare Elastizitdtsproblem, der offen ist fiir
Erweiterungen auf geometrisch und physikalisch nichtlineare Modelle.

2.3.7 Adaptive Algorithmen zur Steuerung und Simulation der
Ausbreitung von Schadigungszonen

In den vergangenen zehn Jahren wurden verschiedene schidigungsmechanische Model-
le fiir die Beschreibung des duktilen Versagens metallischer Werkstoffe entwickelt. Am
bekanntesten sind die Modelle von Gurson-Tvergaard-Needleman und Rousselier, die
die Entstehung, das Wachstum und die Koaleszenz von Mikroporen bis zur makroskopi-
schen Anrissbildung als Folge der plastischen Verformung und Spannungsmehrachsigkeit
beschreiben. Diese Modelle wurden bereits erfolgreich auf die Simulation von Umform-
prozessen (Blechumformung, Massivumformung, Crashsimulation) und von duktilem,
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stabilen Risswachstum eingesetzt. Vor allem in der Zdhbruchmechanik konnten damit
wichtige Fragen des Einflusses der Mehrachsigkeit auf die duktilen Risswiderstands-
kurven in Bruchproben und Bauteilen gelést werden. Eine Kombination von adaptiver
Vernetzung und Schidigungsmechanik wurde bisher nur in wenigen Publikationen (sie-
he z. B. [Gel98]) vorgenommen, wobei es sich um das iibliche Remeshing nach grofien
Netzverzerrungen in der Massivumformung handelt.

Da beide Schidigungsmodelle im vorigen Antragszeitraum in SPC-PMHP implementiert
wurden und die Struktur der Materialgleichungen mit denjenigen der Elasto-Plasto-
Mechanik analog ist, konnen die dafiir im Teilpropjekt entwickelten adaptiven Tech-
niken 2.3.3 - 2.3.5 sinngemif {ibernommen und effektiv angewandt werden. Damit ist
es moglich, in Abhingigkeit vom Lésungsverhalten eines schidigungsmechanischen Pro-
blems, den lokalen Fehler a posteriori zu schétzen und das FE-Netz entsprechend zu
verfeinern bzw. wieder zu vergrobern und auch die schidigungsmechanischen Zustands-
variablen zu iibertragen. Diese Aufgabe des Projektes befindet sich z. Z. in intensiver
Bearbeitung und soll bis Mitte des Jahres abgeschlossen sein. Auf dieser Basis sind An-
wendungsrechnungen fiir Probleme mit geringen Gradienten durchfithrbar, z. B. in der
Umformtechnik, um die Ausbreitung von Schiadigungsgebieten effizient zu berechnen.
Schwieriger verhélt sich die Sache hingegen bei der Simulation der duktilen Ausbreitung
von Rissen, wo in der Schidigungszone starke Feldgradienten auftreten, die in Verbin-
dung mit den entfestigenden Schidigungsgesetzen zu Lokalisierungen, zum Verlust der
Elliptizitat [SMS94] und somit zur Netzabhéngigkeit der numerischen Losung fiihren, die
selbst mit Regularisierungsverfahren auf Basis nichtlokaler integraler oder Gradienten-
methoden nicht vollstindig vermeidbar sind, siehe z. B. [SR00, JK03, Reu03]. Deshalb
miissen neben numerischen Fehlerkriterien auch werkstoffmechanische Indikatoren fiir
die Netzanpassung formuliert werden. Das bedeutet im einfachsten Fall die Vorgabe ei-
ner einheitlichen, nach unten beschréinkten Elementgréfie in der Schidigungszone am
Riss, die mit einer physikalischen Werkstoffstrukturlinge korreliert. Vom Standpunkt
der Kontinuumsmechanik und Numerik wére es richtiger, aber auch weitaus komplizier-
ter, beim Erreichen des lokalen Versagens in einem Materialpunkt vor der Rissspitze,
das z. B. durch die Indefinitheit des akustischen Tensors angezeigt wird, den Bruchpro-
zess durch Trennung des Kontinuums auch im numerischen Modell zu vollziehen. Dafiir
bieten sich die in 2.3.1 erarbeiteten Algorithmen zur Elementteilung und Kantenver-
dopplung an. Es wird angestrebt, diese Aufgaben noch bis Ende des Projektzeitraums
zu losen.
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2.4 Ergebnisse

2.4.1 Adaptive Vernetzungsalgorithmen zur Elementteilung und
Kantenverdopplung

Weiterentwicklung der vorhandenen adaptiven Vernetzungs- und
L6ésungsalgorithmen

Das singulédre Losungsverhalten an der Rissspitze erfordert immer eine Verfeinerung des
Netzes in deren Umgebung, welche mit Hilfe einer adaptiven automatischen Verfeine-
rungstechnik realisiert wird. Hierzu wird ein fehlergesteuertes Verfahren angewandt, das
auch eine spitere Netzvergroberung ermdglicht, wenn sich die Rissspitze weiter bewegt.
Der allseits bekannte residuumbasierte Fehlerschétzer

=Y he llon] I, (2.2)

ECT

kommt als Fehlerindikator fiir jedes finite Element T" zum Einsatz. Er misst die Grofle
des Spannungssprungs [on| entlang der Kante F eines Elements. Im Falle isotroper
finiter Elemente ist die Wichtung hg gleich dem Verhiltnis der Kantenldnge zum Elas-
tizitdtsmodul. Dann gibt

1/2
n= (Z 77%) (2.3)

eine Niherung fiir die totale H!-FehlergroBe (bis auf eine unbekannte Konstante) an.
Folglich wird ein Element 7" mit

7]1% > Qlefine 7]2 (24)

verfeinert, bzw. falls

77%’ < Qlcoarse * 772 (25)

gilt, wird das Netz in der Umgebung des Elementes 7" vergrobert. Im Folgenden wihlen
WIr Qrefine & 0.8 und @parse & 1072, Falls nicht geniigend Elemente (=~ 10%) zur
Verfeinerung gefunden werden, wird oy fine schrittweise auf 0.05 reduziert. In Abbildung
2.3 sind die beiden implementierten Varianten zur Teilung von Dreieckelementen zu
sehen.

Bei der adaptiven Herangehensweise entsteht eine Folge von Netzen. Fiir jedes dieser
Netze muss ein lineares Gleichungssystem iterativ gelost werden. Deshalb wurde ein sehr
zeiteffizientes Losungsverfahren angestrebt, das in folgender Weise charakterisierbar ist
[MRS04, MeRaS04]:

e Fiir jedes Element werden nur die Elementmatrizen zusammen mit den Elementda-
ten gespeichert. Der Zusammenbau irgendeiner Gesamtsteifigkeitsmatrix ist nicht
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Abbildung 2.3: Elementteilungsvarianten: ,,griine“
Teilung (links) und ,rote* Teilung
(rechts)

notwendig. Der Losungsalgorithmus, beruhend auf der vorkonditionierten konju-
gierten Gradientenmethode (PCGM) , ,multipliziert einfach Element fiir Ele-
ment. Das besitzt den Vorteil, dass nur fiir neue Elemente, die wihrend des Ver-
feinerungsprozesses entstehen, Elementmatrizen generiert werden miissen.

e Der Vorkonditionierer nutzt die hierarchische Datenstruktur, die durch die Un-
terteilung der Kanten des Netzes entsteht. Fiir ebene Problemstellungen fiihrt
der einfache ,Hierarchische Basis“-Vorkonditionierer (HB) [Yser90] zu einem sehr
schnellen Solver, weil:

a) Alle Informationen zur Implementierung des HB, welche von der Netzverfei-
nerung genutzt werden, im ,Kanten-Unterteilungsbaum® enthalten sind.

b) Die Anzahl der arithmetischen Operationen gleich 3N fiir N Unbekannte im
vorliegenden Netz ist.

¢) Einerseits die Konditionszahl der vorkonditionierten Steifigkeitsmatrix (gleich
der Konditionszahl der finiten Elementsteifigkeitsmatrix in Bezug auf die hier-
archische Basis des Ansatzraumes) wie (log N)? wiichst. Andererseits liegt ein
sehr guter Startvektor vor, der in die adaptive Schleife auf jeder neuen Losung
eingebettet wird (nur hochfrequente Fehler). Dies fiihrt zu einer fast konstan-
ten Anzahl von Iterationen wihrend der Verfeinerung.

Rissausbreitung mittels adaptiv-iterativer Techniken

Durch die bruchmechanische Auswertung der FE-Losung erhélt man die nétigen Infor-
mationen fiir das inkrementelle Risswachstum, d.h. eine Richtung und eine Linge Aa,
durch die die neue Rissspitze definiert wird. Damit wird im aktuellen Netz von der aktu-
ellen Rissspitze P zur neuen Rissspitze P, eine Strecke L (|L| < Aa ) erzeugt, an der
die neue Rissfliche generiert werden soll. Dazu sind neue Knoten (und somit auch neue
Kanten) entlang der Strecke L zu definieren. Sie konnen zweierlei Art von Freiheitsgra-
den besitzen, die den Verschiebungen fiir die Rissflichen u; und u_ entsprechen. Ein
Rissuferelement, welches ,,—“-Freiheitsgrade enthélt, wird dann als ,,—“-Element bezeich-
net. Entsprechend enthalten ,,+“-Elemente an der gegeniiberliegenden neuen Rissfliche
,+“-Freiheitsgrade.

Der erste Schritt zur Modellierung der Rissausbreitung ist die Generierung solcher ,,—“-
und ,,+“-Elemente durch eine Teilung aller Elemente, die durch die Strecke L geschnit-
ten werden. Dabei wird fiir jede geschnittene Kante E=(a,b) (mit a,b € R? als die
Endknoten der Kante) des aktuellen Netzes folgender Algorithmus abgearbeitet:

Es wird der Schnittpunkt Q der Strecke L mit der Kante E berechnet, fiir den die
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Beziehung gilt:
Q=aa+(1—-—a)b. (2.6)

Wenn o =~ 1, dann wird der Endknoten a der Kante E auf den Schnittpunkt Q
verschoben. Ist a & 0, wird der Endknoten b nach @ verschoben. Trifft keine dieser

beiden Bedingungen zu, dann wird die Kante E in die zwei Kanten E;=(a,Q) und
E,=(Q,b) geteilt.

Durch das Verschieben der Endknoten der Kante zum Punkt () werden ungiinstige Ele-
mentformen, die durch die folgende Elementteilung entstehen, vermieden. Alle Elemente,
bei denen zwei Kanten durch die Strecke L geschnitten werden, sind durch eine gew6hnli-
che ,,rot“-Teilung zu verfeinern. Eine , griin“-Teilung erfolgt fiir die Elemente, welche nur
an einer Elementkante geschnitten werden. Die restlichen Elemente bleiben unverdndert.
Durch diesen einfachen Algorithmus erzeugt man entlang der Strecke L im Netz neue
Kanten. In Abbildung 2.4 ist ein entsprechendes Beispiel zu sehen. Abschlielend definiert
man an den neuen Knoten entlang der Strecke L die ,+“- und ,,—“-Freiheitsgrade.

Bis jetzt ist die hierarchische Datenstruktur durch den Teilungsbaum der Kanten vorge-
geben. Durch eine Kantenverdopplung entlang der Strecke L. wiirde diese Datenstruktur
zerstort werden, so dass kein effizienter hierarchischer Vorkonditionierer zur Verfiigung
stiinde. Deshalb werden nur die Kanten entlang der Strecke L definiert, die auf die
,—-Knoten verweisen. Fiir jeden ,,—“-Knoten existiert dann eine Kopie als ,,+“-Knoten
in der Knotenliste mit einem gegenseitigen Verweis. Ebenso verweist ein ,,—“-Element
auf den Freiheitsgrad eines gewohnlichen oder ,,—“-Knotens und die ,,+“-Elemente ver-
weisen auf gewohnliche oder ,+“-Knoten. Durch die zusétzliche Definition von ,,—“- und
»+“-Knoten erhélt man insgesamt folgende Unbekannte:

n Knoten mit 2n gewdhnlichen Knotenfreiheitsgraden

d ,,—“-Knoten mit 2d Knotenfreiheitsgraden und

d ,,+“-Knoten mit zusétzlichen 2d Knotenfreiheitsgraden.

Fiir das aktuelle Netz hat das lineare Gleichungssystem, welches nun gelést werden
muss, N = 2(n + d + d) Knotenfreiheitsgrade. Der hierarchische Vorkonditionierer C~!
[Yser90], verfiigbar durch die Informationen des Kantenbaums, funktioniert jedoch nur
fiir 2(n + d) Knotenfreiheitsgrade. Fiir die Entwicklung eines effektiven Losers diirfen

Abbildung 2.4: Netzbehandlung entlang der Strecke L: Element 1 wird ,,griin“, Elemente
2,3 ,rot“ und Elemente 4,5 wieder ,griin® geteilt, nachdem der Knoten
verschoben wurde
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diese hierarchischen Informationen nicht verloren gehen (wie oben erklirt). Deshalb wird
ein Restriktionsoperator R mit

1 0 i1 0
R=| 0 1 0 0. (2.7)
0O 0 0 I

definiert. Er bildet den fiktiven Raum mit 2(2n + 2d) Knotenfreiheitsgraden auf unseren
realen Raum mit 2(n + 2d) Knotenfreiheitsgraden ab. Somit kann der resultierende
Vorkonditionierer mittels

72< C@_)l 091 ) R (2.8)

in zweifacher Anwendung von C'~! fiir das Risswachstum eingesetzt werden. Die folgende
Vorgehensweise fiihrt zur iterativen Minimierung der Residuen innerhalb des PCGM:

Es sei r = (ZOT,ET,ESC)T der Residuen-Vektor in der k-ten Iteration im konjugierten
Gradienten-Algorithmus mit den Teilvektoren r, r_ und r_, die zu den normalen sowie
,— -Knoten und ,,+“-Knoten gehoren. Der Vorkonditionierer ermittelt das vorkonditio-

nierte Residuum w als

1

das zwei ,, Vorkonditionierungsaufrufe* enthélt:

< wwo,: ) = ! ( %ﬁf_‘) ) (2.10)

und (nach dem Kopieren der 7, zu den ,—“-Daten)

( Qwof ) =c ( %zio ) ‘ (2.11)

Dadurch werden zwei verschiedene Werte fiir die Residuen an den normalen Knoten
berechnet. Das Endresiduum innerhalb der behandelten Iteration ergibt sich dann als
deren Mittelwert:

%(M(H + Qo,f)
w= w . (2.12)

wy

Die zwei Solver in (2.10) and (2.11) sind die einfachsten hierarchischen Basis-Vorkonditio-
nierer, angewandt auf die Knotenfreiheitsgrade, welche von den Kantendaten (hierarchi-
sche Struktur) bezogen werden. Somit ist im Rahmen eines iterativen Gleichungssolvers
Risswachstum modellierbar, ohne die Hierarchie der Datenstruktur zu zerstoren. Dieser
Solver ist effektiv fiir bruchmechanische Aufgaben einsetzbar.
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2.4.2 Adaptive Algorithmen und Kriterien zur Simulation der
Rissausbreitung

Rissausbreitungskriterium

Bei der Betrachtung ebener Probleme der Rissausbreitung sind nur die Moden I und
IT von Bedeutung, Mode IIT entfillt. Der kritische Zustand (d.h. Bruch) an der Riss-
spitze folgt aus dem Zusammenwirken dieser beiden ebenen Moden. Zur Modellierung
von Risswachstum existieren eine Reihe von Hypothesen, die sich je nach betrachtetem
Material bzw. Versagensmechanismus voneinander unterscheiden. Fiir isotropes elasti-
sches Materialverhalten und ebene gemischte Beanspruchungen eignet sich das klassische
Kriterium der maximalen Umfangsspannung von Erdogan und Sih (1963) [ES63]. Es be-
stimmt die notwendigen Parameter (Grofle und die Richtung der Rissausbreitung sowie
die kritische Rissbelastung) anhand der Annahme, dass sich der Riss senkrecht zur maxi-
malen Umfangsspannung o, mee = 0,(o) ausbreiten wird, wenn der korrespondierende
Spannungsintensitéitsfaktor den Wert von K. (Materialparameter) erreicht. Somit ist
die Rissausbreitungsrichtung ¢y mit

1—-+v1 2 K
—+8k> . k=-U (2.13)

= 2arct = —.
©o arctan ( i K,
definiert. ¢y hingt vom Verhiltnis der beiden K-Faktoren ab und die Rissausbreitungs-
bedingung lautet

1 3 3
- | K; 3(:03@4—(:08ﬂ — Ky 38i11@+3$inﬂ — K;.=0. (2.14)
4 2 2 2 2

Letztendlich miissen die Spannungsintensititsfaktoren K; und K;; bestimmt und die
Rissausbreitungsbedingung (2.14) gepriift werden. (2.13) liefert dann in Zusammenhang
mit einem gegebenen Aa die neue Rissspitze.

Bestimmung der K-Faktoren

Zur Bestimmung der bruchmechanischen Beanspruchungsparameter K; und Kj;; wur-
den Zugéinge verwendet, die ihre Ermittlung unhabhéngig von der Struktur der Rissver-
netzung (z.B. beziiglich von Symmetrien, Elementgrofien, Knotenpositionen) gestattet.
Um eine weitgehend netzunabhingige und sehr genaue Bestimmung der K-Faktoren zu
erreichen, bietet sich die Berechnung des J-Integrals an. Dabei ist zu beachten, dass
die direkte Anwendung der J-Integraltechnik fiir Mixed-Mode Belastungen die Aus-
wertung der Spannungs- und Verschiebungsfelder direkt an der Rissspitze notwendig
macht (zo-Komponente des J-Integrals). Ohne Beriicksichtigung des konkreten asymp-
totischen Verhaltens werden diese Felder mittels FEM immer ungenau wiedergegeben.
Selbst durch eine intensive adaptive Netzverfeinerung um die Rissspitze herum kann
die Qualitdt der Approximation nicht entscheidend verbessert werden. Deshalb kam
die Interaction-Integral-Technik zum Einsatz. Beim Interaction-Integral werden der FE-
Losung (Index (1)) unterschiedliche asymptotische Losungen (Index (2)) iiberlagert und
nur die z1-Komponente verwendet. Somit kénnen die eben beschriebenen Probleme ver-
mieden werden, da eine J-Integral-Kontur direkt bis zur Rissspitze nicht mehr notwendig
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ist, d.h. das Rissspitzennahfeld wird von der Auswertung ausgeschlossen. Man erhiilt die
Bestimmungsgleichungen fiir die K-Faktoren der FE-Losung:

E*
KW = K@)/[ @5, — o >u<>—a§k>u1}nkdc (2.15)
2K |
C
o _ W5 _ U, @,0] e 516
1= ) Tij Cij 01k = Oy Uiyt — Oy Ugy Tk (2.16)
17 C

In (2.15) und in (2.16) werden jeweils entsprechend die Mode I - Eigenlésung und die
Mode II - Eigenlosung als Referenzlésung (Index (2)) verwendet (E* = E/(1 — v?) - fiir
ebenen Verzerrungszustand).

Bruchmechanische Vernetzungsstrategie

Das FE-Netz sollte wihrend der Simulation entsprechend der geforderten Genauigkeit
der bruchmechanischen Ergebnisse optimiert sein. Da das J-Integral von der Vernet-
zungstopologie eher unabhéngig ist, spielt nur die Netzfeinheit eine entscheidende Rolle.
Die Genauigkeit der Losung an der Rissspitze kann, neben dem verwendeten Element-
Fehlerschitzer, iiber die Auswertung der Wegunabhéingigkeit des J-Integrals beurteilt
werden. Hierbei handelt es sich um ein globales Fehlermafl. Das Netz wird bis zu dem
Niveau verfeinert, bei welchem die relative Abweichung des J-Integrals

_,MAX (J@, O JE) — MIN (J@, O, J©) -
= J@ 5 JO £ J© (2.17)

entlang der drei unterschiedlichen Konturen (a),(b) und (c) (siche Abbildung 2.5) kleiner
als ein vorgegebener Wert e ist.

Zur Erhohung der Genauigkeit wurde versuchsweise das Netz innerhalb der Berech-
nungskontur fiir das J-Integral zwingend verfeinert. Es zeigte sich aber, dass die normale
adaptive Verfeinerung um die Rissspitze oft ausreichend ist.

Abbildung 2.5: Finite-Element-Netz mit J-Integral-Konturen
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Rissfortschritt in einer symmetrisch belasteten Probe

Im Folgenden werden einige Testrechnungen von Rissausbreitungssimulationen vorge-
stellt.

AU
]
A
] K;. = 450MPay/mm
1 Aa = 2.5mm
> & E = 2.10°MPa
Y v = 0.3
3 e = 1072
\ |
]
Yyu qo
40
Abbildung 2.6: Symmetrische Zugprobe
8 23
o
48 72

Abbildung 2.7: Phasen der Rissausbreitung unter symmetrischer Belastung

Das erste Testbeispiel betrifft Rissfortschritt in einer symmetrisch belasteten Probe
[RMSKO04]. In Abbildung 2.6 sind die Geometrie, die Startvernetzung sowie die verwen-
deten Materialparameter zu sehen. Die Probe wird durch eine gleichméfige Verschiebung
von u=0.05mm an der linken Seite der Probe belastet. Die aufgebrachte Belastung ruft
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Abbildung 2.8: Anderung des Spannungsintensititsfaktors wihrend des Risswachstums

ein sofortiges Risswachstum hervor und der Riss wichst kontinuierlich bis zum Rissstopp.
In der Abbildung 2.7 sind die adaptiv verfeinerten Vernetzungen der Probe fiir verschie-
dene Rissldngen zu sehen. Die Zahl unter den Bildern gibt die Anzahl der realisierten
FE-Rechnungen bis zur erreichten Risslinge an. Netzverfeinerung und Netzvergrobe-
rung wihrend des Risswachstums sind aus den Bildern ersichtlich. Man erkennt, dass
die Vernetzung an Stellen, die von der Rissspitze erreicht wurden, wieder vergrobert
wird, wenn ein bestimmter Abstand zur aktuellen Rissspitze iiberschritten ist. Das vier-
te Bild in Abbildung 2.7 zeigt die endgiiltige Position der Rissspitze fiir die vorgegebenen
Materialparameter und Belastung, d.h. der Riss hat angehalten. In Abbildung 2.8 ist die
Abhéngigkeit des Spannungsintensitéitsfaktors beziiglich der Rissldnge gezeigt.
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Abb. 2.9: Anzahl der Iterationen des PCGM-Solvers pro FE-Losung fiir verschiedene ¢

Eine interessante Eigenschaft des PCGM-Solvers ist in Abbildung 2.9a zu sehen, in der
die Anzahl der Tterationen fiir jede FE-Losung wiahrend der Rissforschrittssimulation
dargestellt ist. Die markierten Punkte kennzeichnen die FE-Losung direkt nach einer in-
krementellen Rissverldngerung. Man erkennt, dass der Solver mehr Iterationen benotigt,
wenn die Rissspitze weiter bewegt wird und das FE-Netz entsprechend der neuen Riss-
oberfliche angepasst wird. Auf der anderen Seite fiihrt eine folgende Netzverfeinerung
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zu einem raschen Abfall der Iterationszahlen. Dieser Sachverhalt zeigt die hohe Effizienz
der angewandten Techniken.

Erhoht man die geforderte Genauigkeit von ¢ = 1072 auf ¢ = 1073, so wird eine noch
feinere Vernetzung um die Rissspitze erzeugt. Das zu l6sende Gleichungssystem enthilt
noch mehr Freiheitsgrade und ist demzufolge noch aufwindiger zu 16sen. Die Entwick-
lung der benétigten Tterationen zur Losung dieser grofleren Gleichungssysteme ist in Ab-
bildung 2.9b zu sehen. Im Unterschied zur Abbildung 2.9a steigen die PCGM-Iterationen
fiir den ersten Losungsschritt nach der inkrementellen Rissverlangerung ungefihr um das
Doppelte. Fiir die folgenden Verfeinerungsschritte fillt jedoch die Anzahl der Iteratio-
nen auf das gleiche Niveau wie in Abbildung 2.9a zuriick. Um zukiinftig die “Iterations-
spitzen” der Bilder 2.9a und 2.9b herabzusetzen, ist die korrekte asymptotische Losung
[SM96, Sch97, Sch99, Sch04] in den hierarchischen Loser einzubeziehen.

Ermiidungsrisswachstum in einer Querkraftbiegeprobe

Ersetzt man bei einer vorgegebenen zyklischen Belastung K;, K;; und Kj. durch die
entsprechenden Schwingbreiten der K-Faktoren AK;, AK; sowie AKy,, so lassen sich
die Gleichungen 2.13 und 2.14 auch auf Ermiidungsrisswachstum anwenden. Allerdings
konnen Effekte wie Rissschlielen dabei nicht beriicksichtigt werden. Als Simulations-
beispiel wurde die Querkraftbiegeprobe aus [TWB03] gewéhlt, da hierfiir entsprechende
experimentelle Vergleichsergebnisse fiir das Ermiidungsrisswachstum vorliegen. Die Geo-
metrie und die verwendeten Materialparameter sind in Abbildung 2.10 zu sehen. Fiir den
Schwellwert AKy, wird ein sehr kleiner Wert vorgegeben, so dass es in jedem Fall zum
Risswachstum wéahrend der Simulation kommt.

In Abbildung 2.11 sind die Ergebnisse fiir verschiedene Risslingen und den zugehéri-
gen, adaptiv erzeugten, FE-Netzen zu sehen. Netzverfeinerung und Netzvergroberung
wiahrend des Risswachstums sind deutlich zu erkennen. Die Vergroberung tritt vor allem
im Bereich der Locher auf, aber auch an den Rissflanken, kurz nachdem die Rissspitze
sich weiter bewegt hat. Im Gegensatz zum vorhergehenden Beispiel kann die Vernet-
zung entlang des entstandenen Risses nicht bis zur Startvernetzung zuriick vergrobert
werden. Dies ist in der Tatsache begriindet, dass der Riss nicht entlang vorhandener
Elementkanten des Ausgangsnetzes wichst. Durch die Teilung von Elementen beim in-
krementellen Risswachstum wird eine Vergréberung blockiert, da diese Elemente nicht
wieder zusammengefiigt werden diirfen.

2 o2l © Ky, = 1MPay/mm

Aa = 3mm
S :* N R 18 g = 100Nmm™'
2 " E = 2.10°MPa

v = 0.3

30 e = 1072

40 80
135

Abbildung 2.10: Querkraftbiegeprobe
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Der Vergleich des berechneten Risspfades mit dem experimentell ermittelten wird in Ab-
bildung 2.12 dargestellt. Die Simulation zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem
Experiment. Die geringen Abweichungen sind auf einen zu grof§ gewéhlten Parameter

Aa zuriickzufiihren.
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Abbildung 2.11: Phasen des Ermiidungsrisswachstums in der Querkraftbiegeprobe
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2.4.3 Realisierung von Algorithmen zur Ubertragung von
ZustandsgroBen bei adaptiver Netzverfeinerung

Die Integration des Materialmodells erfolgt im Rahmen der vorgestellten Algorithmen
nicht nur in den Gauflpunkten sondern zusitzlich auch in den Elementknoten. Die-
se Vorgehensweise erleichtert die Ubertragung der Knoten- und GauBpunktwerte vom
Vater- auf die Sohnelemente erheblich. In [GBKMO00a] und [GBK03] werden die in SPC-
PM2AdNI realisierten impliziten Projektionsalgorithmen zur lokalen Losung des An-
fangswertproblems fiir elastisch-plastisches Materialverhalten bei groflen Verzerrungen
ausfiihrlich dargestellt.

Allgemein lduft die Verfeinerung fiir alle realisierten Teilungsarten folgendermaflen ab:

1. Bildung der Sohnelemente (Definition der Kanten und Knoten).

2. Ubernahme der Knotenwerte vom Vater- auf die Sohnelemente fiir die Punkte, bei
denen Vater- und Sohnknoten exakt zusammenfallen.

3. Berechnung der Knotenwerte fiir die neu hinzugekommenen Sohnknoten mittels
der Formfunktionen des Vaterelements. Die Ubertragung der Knotenverschiebun-
gen

Nel

Song 67 th 57 Fath (2.18)

fiihrt auf Funktionen, die iiber die Elementkanten hlnweg kontinuierlich sind. Fiir
alle anderen Feldvariablen y; mit y = (y1, v, . ,yn) (auBer dem Verzerrungsten-
sor im ebenen Verzerrungszustand (EVZ)) ist die Ubertragungsvorschrift

Nel

y*oi (&) = th &n) yit (2.19)

eine sinnvolle Interpolationsmethode. Im Gegensatz zur Ubertragung der Knoten-
verschiebungen fiithrt der Transfer von y entlang der Elementgrenzen auf nicht
stetige Funktionen.

4. Nach der Ubertragung der Knotenwerte fiir die Sohnelemente werden die Werte in
ihren Gauflpunkten mit Hilfe der Formfunktionen dieser neu generierten Elemente
bestimmt.

Die detaillierte Beschreibung der Elementteilungsprozeduren kann [BMGKO04b] entnom-
men werden. An dieser Stelle sei noch ein Sekundérergebnis in Zusammenhang mit der
zusitzlichen Losung des Anfangswertproblems in den Elementknoten erwihnt. Durch
diese Vorgehensweise sind neben den Verschiebungen auch lokale Knotenvariablen (Ver-
zerrungen, Spannungen, innere Variablen) a priori verfiigbar. Das wurde zu einem Ver-
gleich unterschiedlicher Quadraturformeln fiir die benétigten Volumenintegrale genutzt.
Neben dem in der Regel verwendeten Gaufl-Schema gibt es vereinzelte FEM-Anwen-
dungen des so genannten Gauf-Lobatto-Verfahrens. Dieses zeichnet sich dadurch aus,
dass die Grenzen eines eindimensionalen Integrationsgebietes als Stiitzstellen vorgegeben
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sind. Die Anzahl und Position weiterer Integrationspunkte sowie die Integrationsgewich-
te werden in Abhéingigkeit von der zu errreichenden Genauigkeit optimiert. Folglich
liegen beim Gaufi-Lobatto-Verfahren einzelne Stiitzstellen auf den Kanten eines Finiten
Elementes. Insbesondere fallen die Eckknoten immer mit der Position von Integrations-
punkten zusammen. Damit reduziert sich die Anzahl der Stiitzstellen im Inneren des
Integrationsgebietes. Wie jedoch in Abbildung 2.13 am Beispiel eines vollstindig inte-
grierten 8-Knoten-Viereckelementes deutlich zu sehen ist, nimmt die Gesamtzahl der
Stiitzstellen gegeniiber dem Gauf-Verfahren bei gleicher Approximationsgiite fiir die
Berechnung der Integrale zu (16 Integrationspunkte bei Gaufi-Lobatto gegeniiber 9 bei

Gau).
® (e ® O . ? . S),
O nL& O Qe ”l_g A0

©——0O—2—® O S 9

Abbildung 2.13: Position der Integrationsstiitzstellen (o) und Elementknoten (Q) ei-
nes 8-Knoten-Viereckelementes bei vollstindiger Integration: Gauf-
Lobatto-Schema (links), Gau-Quadratur (rechts).

Numerische Beispielrechnungen mit den in Abbildung 2.13 gezeigten Elementen haben
eine sehr gute Ubereinstimmung der Simulationsergebnisse gezeigt. Die Verwendung ei-
nes reduzierten Gauf-Lobatto-Schemas fiihrte zu grofieren Losungsfehlern (vergleichbar
wiederum mit reduzierter Gaufi-Integration). Dem Vorteil der verbesserten Effektivitét
(acht Stiitzstellen fallen mit den Elementknoten zusammen, lediglich ein Integrations-
punkt — im Ursprung des lokalen Elementkoordinatensystems — wére zusétzlich zu be-
arbeiten) steht in diesem Fall die nicht akzeptable Genauigkeit gegeniiber. Andererseits
ist die Verwendung der Gaufi-Lobatto-Quadratur bei vollstindiger Integration sogar
mit einem zusétzlichen Aufwand verbunden, da das Anfangswertproblem in insgesamt
20 Punkten im Element zu 16sen ist (gegeniiber 17 beim Gauf3-Verfahren). Dabei ist zu
beriicksichtigen, dass im Rahmen der vorgestellten adaptiven Strategie Knotenvariablen
immer elementbezogen (und somit bis auf wenige Ausnahmen mehrfach) berechnet und
gespeichert werden. Die Unstetigkeiten in den Variablen werden somit bei deren Uber-
tragung auf neue Elemente bewusst beibehalten, um Fehler durch Glattungsalgorithmen
zu vermeiden.

2.4.4 Adaptive Algorithmen zur Vergroberung von Vernetzungen

Das FE-Programm SPC-PM2AdNI erlaubt nur das Vergrébern solcher Elemente, die
aus einer fritheren Unterteilung hervorgegangen sind. Das bedeutet nichts anderes, als
dass in dem Elementbaum, mit dessen Hilfe die Geschichte der Netzanpassung und die
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damit verbundene Entwicklung der Elementanzahl nachvollzogen werden kann, von den
Blittern zu den Zweigen zuriickgegangen wird (vgl. Abb. 2.14).

Abbildung 2.14: Elementbaum: Zweige und Blétter. Erste Elementverfeinerung - rot,
nachfolgende Unterteilungen - griin. Ziffern: Elementnummern.

Beim Vergrobern miissen Knotenwerte verschiedener Elemente, die zu ein und demselben
Knoten gehoren, wieder zusammengefiigt werden. Fiir die Art und Weise der Uber-
tragung der Sohnwerte auf das neue Vaterelement existieren verschiedene Methoden.
Hier wurden die folgenden zwei verwendet:

e Die Ubertragung der Sohnwerte auf das Vaterelement und das damit verbundene
Zusammenfiigen der Feldvariablen verschiedener Elemente in ein und demselben
Knoten erfolgt iiber das arithmetische Mittel. Diese Vorgehensweise ist die ein-
fachste Art der Ubertragung.

e Durch Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate kann ein verbesserter Algo-
rithmus zur Bestimmung der Vaterknotenwerte abgeleitet werden. Bei dieser Ver-
fahrensweise ist es moglich, auch Werte von Sohnknoten mit einflielen zu lassen,
die im Weiteren durch die Elementvergroberung geloscht werden. Dieses Vorgehen
ist zweckméfBiger, da mehr Informationen fiir die Bestimmung der Vaterknoten-
werte ausgewertet werden.

Ein weiterer wichtiger Schritt des Vergroberungsalgorithmus ist die Berechnung der Feld-
gréflen in den GauBlpunkten des neu gebildeten Vaterelements. Diese Werte werden wie
bei der Elementverfeinerung basierend auf den Formfunktionen des neuen Elements er-
mittelt.

Die entwickelten Vergroberungsalgorithmen fiir Vier- und Dreieckelemente wurden in
[BMGKO4b] ausfiihrlich dargestellt.
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2.4.5 Fehlerschatzung bei nichtlinearen Problemen
Fehlerschidtzer beziiglich des Gleichgewichts

Fiir die Simulation des nichtlinearen Werkstoffverhaltens, basierend auf den in SPC-
PM2AdNI realisierten Materialmodellen der anisotropen Elastoplastizitéit unter Beriick-
sichtigung einer Substruktur (siehe dazu u. a. [Buch01b], [BGK04]) wird der residuale a
posteriori Fehlerschétzer gemifl Gleichung (2.1) verwendet.

Kantenorientierte Fehlerschitzer ng beziiglich der Unstetigkeit der Residualkréfte an
gemeinsamen Elementrdndern werden an den Einzelkanten in einer Schleife iiber alle
Elemente berechnet. Ein wichtiger Anteil eines elementorientierten Fehlerschitzers fiir
das Element T ist die Summe der Fehler iiber alle Kanten F, die die Elementberandung
0Q bilden (zweiter Teil von Gl. (2.1)):

hr
o= Y = Y lon) e
EcoQr Eeon, P
h
= > /\_T/H‘T(uh)nEHQdSE
Beos "P o

= I;_Z/([U(Uh)nE];[U(uh) ng)) dsg, (2.20)

EeoQr

(vgl. [Ku97, Ku00a, Ku0la, Ku0Olc]) mit dem Kantensprung der Spannungen [on]. Im
Weiteren kann der kantenorientierte Fehler nach Anwendung der Mittelpunktsregel fiir
die Integration vereinfacht werden zu

1
2 _ 1712
s = 5 B[, (2.21)

Hierbei sind @, die Koordinaten des Kantenmittenknotens. Der Vektor E= ist entlang
der Kantenaulennormale gerichtet. Sein Betrag entspricht der Kantenlénge.

An Kanten mit hingenden Knoten existieren gleichzeitig eine Vaterkante Epqy, (die
zu einem ungeteilten Element gehort) und ihre beiden Sohnkanten Eg,,1 und Eggyo,
die zu den neu entstandenen S6hnen des Nachbarelementes gehoren. Die Bestimmung
von Fehlerschétzern an solchen Kanten erfordert eine besondere Behandlung, da an der
Vaterkante beziiglich der Seitenmittenknoten der S6hne keine Werte fiir die Spannungen
vorliegen. Durch eine geeignete Approximation miissen diese ndherungsweise ermittelt
werden (siehe GroBen f g, und f gy in Abbildung 2.15).

Fiir die Berechnung der Fehlerschitzer fiir diese Vater- und Sohnkanten wird wie folgt
verfahren: Der Fehlerschiitzer der Vaterkante lautet

hr
U%Fath = ﬁ” [o-n]”%Q(EFath)

h
= e [lfon) P dsg,,
Ap

Erath

Q

[
Eram / lon] [ dsn,., (2.22)
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EF ath

Abbildung 2.15: Kantenkrifte an hingenden Knoten.

Mit g, , = lgg,, = lrg,, = %ZEFM kann Gleichung (2.22) auch geschrieben werden
als

lE on
B = 252 [ [lon) Pdss,.,

Erath
[
= 2 —]i\sm /] lon] |*dsg,,,, + /| [on]|*dsg,, , (2.23)
D
Eson1 FEson2

Durch Anwenden der Mittelpunktsregel entsteht

2
n%?Fath = E {77?550711 + nQESon2} (224)

Bei Randkanten mit vorgegebenen Verschiebungsrandbedingungen wird kein lokaler Feh-
ler betrachtet. Der lokale residuale Fehler an Kanten mit Kraftrandbedingungen wird
aus dem Sprung der inneren und dufleren Krifte berechnet.

Fehlerindikator beziiglich der FlieBbedingung

Wie bereits erwahnt, wird durch den oben beschriebenen Fehlerschétzer bei Approxima-
tion von Ap mit dem Elastizitdtsmodul der Fehler in vollstindig oder teilweise plasti-
zierten Elementen unterschitzt. Aus diesem Grund wurde zusétzlich ein Fehlerindikator
beziiglich der FlieBbedingung in SPC-PM2AdNI implementiert, der besonders sensibel
auf die Entwicklung der plastischen Zonen reagiert.

Bei der thermodynamisch konsistenten Herleitung des Materialmodells der finiten Elas-
toplastizitit ergibt sich unter anderem die so genannte Kuhn-Tucker-Bedingung:

AF = 0 (2.25)

Wiéhrend wegen A = 0 im elastischen Fall, bei Entlastung und neutraler Belastung die
Bedingung (2.25) immer giiltig ist, fithren die verwendeten impliziten Iterationsverfahren
fiir die Losung des Anfangswertproblems bei Belastung im plastischen Fall nicht zu



D1 KreiBig/Meyer/Kuna 251

einer exakten FErfiillung der FlieBbedingung im Rahmen ihrer FE-Approximation Fj,.
Wie genau die plastische Zone im aktuellen FE-Netz abgebildet wird, kann mit Hilfe des
Fehlerindikators

Ny = IIAF = M3l 0y = I Fall?, ) (2.26)

beziiglich der Bedingung (2.25) angegeben werden. Die Verwendung dieses Fehlerindi-
kators fiihrt insbesondere an den Réndern der plastischen Zone zu einer Netzverfeine-
rung, wahrend in deren Kern Netzvergroberungen bis hin zum Ausgangsgitter auftreten
konnen.

Strategien zur Fehlerauswertung

In SPC-PM2AdNI wurden zwei Strategien zur Fehlerauswertung realisiert:
e kantenorientiert bzw.
e clementorientiert.

Wihrend der Gleichgewichtsfehlerschitzer im Rahmen beider Strategien eingesetzt wer-
den kann, ist der Flielbedingungfehlerindikator lediglich fiir die elementorientierte Feh-
lerauswertung geeignet.

Bei der kantenorientierten Vorgehensweise wird ausschliellich der Kantensprunganteil
des Gleichgewichtsfehlers ausgewertet. Alle Kanten, die die Beziehung

My > Trot - 11 (2.27)

erfiillen, werden fiir eine Unterteilung markiert. Als Vergleichswert 77 werden der maxi-
male Kantenfehler

= Max 1 (2.28)

oder alternativ die Fehlersumme

=Y (2.29)

E

genutzt. Die Art der Elementteilung ist abhéngig von der Anzahl und Lage der markier-
ten Kanten im Element.

Im Gegensatz zur kantenorientierten Strategie werden bei der elementorientierten Me-
thode die Elemente markiert. Hierbei kénnen der Fehlerschitzer nr in der Definition (2.1)
und der Fehlerindikator ngp nach (2.26) wahlweise einzeln oder gemeinsam (jedoch un-
abhéngig voneinander) ausgewertet werden. Markiert werden alle Elemente, deren Fehler
folgende Beziehungen erfiillen:

777% > TTolp * ﬁ%a 77§(T > TTolgr * fﬁ(T (230)

Entsprechend der Vorgehensweise beim kantenorientierten Fehlerschitzer kénnen 7jp
bzw. g den Summenfehler oder den Maximalfehler {iber alle Elemente darstellen.
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Beispiele

Der Test der beschriebenen adaptiven Vernetzungsalgorithmen wurde am Beispiel einer
gezogenen Scheibe mit Loch umfassend in [BMGKO04b] dokumentiert.

Der residuale Fehlerschitzer gemifl Gleichung 2.1 beinhaltet neben dem Anteil fiir die
Kantenspriinge zusétzlich einen Elementresiduumsanteil. Bei linearen Elementen entfillt
dieser Anteil wegen

dive =0, (2.31)

bei quadratischen Elementanséitzen kann er nicht a priori vernachlissigt werden. In Ab-
bildung 2.16 ist die Verteilung der beiden Anteile fiir das Problem der Scheibe mit Loch
dargestellt. Bei einer gleichbleibenden Vernetzung entwickeln sich die Anteile proportio-
nal zueinander, bei adaptiver Netzanpassung schwankt das Verhéltnis. In beiden Fallen
iiberwiegt das Elementresiduum klar.
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Abbildung 2.16: Scheibe mit Loch. Entwicklung der Fehleranteile Elementresiduum und
Kantensprung beim Grobgitter und bei adaptiver Verfeinerung (1330
Elemente im 20. LS). Verschiebung des oberen Scheibenrandes pro Last-
schritt um 1072 mm.

Die Effizienz adaptiver Vernetzungsalgorithmen wird anhand der Abbildung 2.17 ver-
deutlicht. Es ist leicht zu erkennen, dass bei der adaptiven Vorgehensweise eine drastische
Fehlerreduzierung bereits mit wesentlich weniger Elementen im Vergleich zu globalen
Verfeinerungen erreicht werden kann.
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Abbildung 2.17: Scheibe mit Loch: Entwicklung des maximalen Gesamtfehlers 72 bei
unterschiedlichen Vernetzungen

2.4.6 Bearbeitung des Kontaktproblems unter Beriicksichtigung
von Adaptivitdat und Reibung

Zu Beginn der Behandlung des Kontakts erfolgte die Betrachtung des 2D-Problems
bei einem starren Zielkdrper unter der Voraussetzung von Reibungsfreiheit. Fiir das
nichtlineare Materialverhalten wurden dabei die im TP A12 fiir das lineare Elastizitéts-
problem entwickelten hocheffizienten Kontaktalgorithmen angepasst. Deren theoretische
und algorithmische Grundlagen sind im Berichtsteil zu A12 und in [MeUn04] ausfiihrlich
dargestellt.

Im Rahmen der gewéhlten Vorgehensweise wird zu Beginn eines jeden Lastschritts fiir
alle noch freien Knoten auf Kanten, die als mogliche Kontaktrinder in Frage kommen,
gepriift, ob diese in das Hindernis eingedrungen sind. Hierzu wurde als starrer Zielkorper
zuerst der Halbraum mit konstantem Normalenvektor betrachtet. Weiterhin erfolgte die
Einarbeitung von gekriimmten Hindernissen in 2D als quadratische Form (F(z1, xz2) > 0)
und als Splinekurve.

Penetrierte Knoten werden exakt auf den Zielkérper zuriickgezogen. Anschlieffend wer-
den die Verschiebungen dieser Knoten mit einem Projektor auf spezielle Teilrdume (z. B.
Erfiilllung von homogenen Dirichlet-Randbedingungen) in Richtung der lokalen Tangen-
tialebene am Kontaktpunkt so lange restringiert, wie der Kontaktfall vorliegt. In Abbil-



254 D1 KreiBig/Meyer/Kuna

dung 2.18 ist beispielhaft der Kontakt einer gestauchten Scheibe mit einem durch Splines
begrenzten Hindernis dargestellt.

T
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Abbildung 2.18: Stauchen einer Rechteckscheibe gegen ein gekriimmtes, starres Hinder-
nis. Vernetzung einer Hilfte des Scheibenquerschnitts mit 64 Elemen-
ten und Geometrie des mit Splines beschriebenen Hindernisses (links).
Vertikalverschiebungen bei 40% Stauchung im Fall des reibungsfreien
Kontakts (rechts).

Durch die Projektion penetrierter Knoten auf das Hindernis und die damit verbundene
Anderung einzelner Komponenten des Verschiebungsvektors kommt es zu einer zusétz-
lichen, deutlichen Verletzung des zu Beginn des Lastschrittes in der Regel nicht aus-
iterierten Gleichgewichts. Zur Vermeidung von Oszillationen durch wechselweises Lsen
und Penetrieren wihrend der Gleichgewichtsiterationen (die im Extremfall eine Kon-
vergenz der Losung des Randwertproblems verhindern koénnen) werden Knoten, die
erstmals (bzw. erneut nach zwischenzeitlicher Freigabe) in Kontakt kommen, fiir den
gesamten Lastschritt als in Kontakt befindlich markiert und durch den Projektor im
PCG-Loser auf dem Hindernis gehalten. Dieser einfache und effiziente Algorithmus zur
iterativen Einstellung des Gleichgewichts, verbunden mit einer entsprechenden Korrek-
tur der Position aller inneren Netzknoten, hat sich bei moderaten Lastschrittgréfien als
auflerordentlich stabil erwiesen. Die Gréfle der Belastungsinkremente ist jedoch bei Kon-
taktproblemen ohnehin zur Vermeidung der Penetration innerer Netzknoten begrenzt.
Fiir Knoten, die sich bereits in Kontakt mit dem Zielkérper befinden, wird am Vorzeichen
der Normalkraft zu Beginn des Lastschrittes iiberpriift, ob sich diese unter Umsténden
wieder gelost haben. In diesem Fall werden die Verschiebungsrestriktionen aufgehoben
und im Verlauf der weiteren Iterationen des Randwertproblems im Belastungsinkrement
nehmen frei gegebene Knoten ihre Gleichgewichtslage ein.

Zum weiteren Vorgehen bei der Realisierung der Kontaktmodellierung im geometrisch
und physikalisch nichtlinearen Fall wird auf den Abschnitt “Offene Fragen / Ausblick”
verwiesen.
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2.5 Offene Fragen / Ausblick

Entsprechend der Zielsetzung im Berichtszeitraum fiir das Teilprojekt D1 des SFB 393
der TU Chemnitz wurde die bisher entwickelte FEM-Software fiir geometrisch und phy-
sikalisch nichtlineare Aufgaben um adaptive Strategien zur Netzanpassung und effiziente
Methoden zur Kontaktmodellierung erweitert. Das in diesem Zusammenhang entstan-
dene FEM-Programm SPC-PM2AdNI zeichnet sich damit gegeniiber der Vorginger-
version SPC-PMHP durch eine deutlich verbesserte Praxisrelevanz aus. Basierend auf
thermodynamisch konsistenten Ansétzen der Elastoplastizitit grofler Verzerrungen mit
anisotropem Verfestigungsverhalten und unter Einbeziehung von Schidigungsmodellen
konnen vielfialtige Aufgaben der Struktur- und Rissbruchmechanik numerisch simuliert
werden.

Neuartige, knotenbasierte Algorithmen fiir die Ubertragung der Zustandsgrofen auf neu
generierte Elemente im Rahmen einer hierarchisch strukturierten Netzverfeinerung wur-
den entwickelt, in die inkrementell-iterativen Losungsverfahren integriert und erfolgreich
getestet. Der gréflere numerische Aufwand durch die zusétzliche Losung des Anfangs-
wertproblems in den Elementknoten ist deshalb gerechtfertigt, weil damit die Zustands-
grofien in den Elementknoten (als Basisvariablen fiir die Ubertragungsstrategien) mit
der gleichen Genauigkeit vorliegen wie in den Integrationsstiitzstellen. Es ist geplant,
durch vergleichende Untersuchungen mit anderen Ubertragungsmethoden (basierend auf
Extrapolationsalgorithmen und/oder Gliattung der Knotenvariablen) bis zum Ende der
Forderungsperiode den Nachweis zu erbringen, dass diese, theoretisch konsistentere, Ver-
fahrensweise auch zu numerisch genaueren Ergebnissen und einem verbesserten Konver-
genzverhalten fiihrt.

Der urspriinglich vorgesehene Fehlerschitzer zur Minimierung der Unstetigkeit der Span-
nungslésung an gemeinsamen Elementkanten wurde fiir die verwendeten Elemente mit
quadratischen Ansétzen um den Anteil des Elementresiduums ergédnzt. Losungsabhéngi-
ge Fehlerindikatoren, die eine verbesserte Erfassung der Grenzen plastischer Gebiete
und des Wachsens von Rissen und Schidigungszonen ermdoglichen, wurden implemen-
tiert und untersucht. Offen, und auch in der Literatur nicht beleuchtet, ist dabei die fiir
die Effizienz der Netzanpassung bei nichtlinearen Modellen wesentliche Frage der Wahl
geeigneter Abbruchschranken fiir die Fehlerschitzer und -indikatoren. Hier sind bisher
nur heuristische Vorgehensweisen mdoglich, die zudem stark problemabhéngig sind.
Nichtlineare Aufgabenstellungen sind nicht selten durch eine Ortsabhingigkeit kritischer
Regionen (die eine Netzverfeinerung erfordern) im Verlauf der Belastungsgeschichte ge-
kennzeichnet. Typische Beispiele sind die Bewegung der Kontaktzone beim Rollkontakt
oder die Ausbreitung von Rissen. Im Sinne einer effektiven Diskretisierung ist es somit
notwendig, an geeigneten Stellen das Netz zu vergrébern. Unter Nutzung der hierarchi-
schen Datenstrukturen erfolgt die Netzvergroberung in SPC-PM2AdNI durch Zusam-
menfiigen vorher geteilter Elemente. Die Bildung des arithmetischen Mittels und die
Methode der kleinsten Fehlerquadrate wurden fiir die Ubertragung der Zustandsgrofien
auf Knoten im Vaterelement, die aus mehreren Knoten friitherer Sohnelemente gebil-
det werden, untersucht. Fin Vergleich der numerischen Genauigkeit und des Einflusses
auf das Konvergenzverhalten dieser beiden Verfahren ist Gegenstand weiterer Untersu-
chungen. Im Rahmen der Aufgabenstellungen im Berichtszeitraum wurde weiterhin das
Ausloschen von Elementen bei Erreichung eines bestimmten Schidigungsgrades und das
Auftrennen von Elementen beim Risswachstum realisiert.
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Fiir die Kontaktmodellierung im nichtlinearen Fall wurde zunéchst das 2D-Problem bei
einem starren Hindernis betrachtet. Dabei wurden die im TP A12 fiir geometrisch und
physikalisch lineare Probleme der Elastizitit entwickelten effizienten Verfahren auf der
Grundlage geeigneter Projektoren fiir penetrierte Knoten erfolgreich in das Konzept
der inkrementell-iterativen Vorgehensweise bei groflen Verzerrungen integriert. Die ur-
spriinglich vorgesehene Begrenzung des Hindernisses mittels Geraden und Kurven zwei-
ter Ordnung wurde um deren Approximation durch kubische Splines erweitert. Aus-
schlaggebend dafiir waren praktische Erwégungen, die auch dazu fiihrten, auf die geplan-
te, sukzessive Erweiterung der Kontaktmodellierung zur Beriicksichtigung der Reibung
zu verzichten. Stattdessen wurden der verbesserten Beschreibung der Geometrie der
Hindernisse und der oben erwdhnten zusétzlichen Untersuchungen beziiglich der Feh-
lerschitzer und der Ubertragungsalgorithmen insbesondere bei Netzvergroberung der
Vorrang gegeben. Durch Verzégerungen der Arbeiten zur Losung des Kontaktproblems
durch FE-Diskretisierungen vom Nitsche-Typ im TP A12 (siehe dort) wurde auch die
vorgesehene Anpassung dieser Untersuchungen auf nichtlineare Probleme zuriickgestellt.
Beginnend mit der Ubertragung und Modifikation der Fehlerschiitzer an Kontaktkanten
aus den Untersuchungen zur linearen Elastizitdt im TP A12 wird gegenwértig die Kopp-
lung der Kontaktmodellierung mit der adaptiven Vorgehensweise fiir den nichtlinearen
Fall vorbereitet.

Mit SPC-PM2AdNI liegt ein FEM-Programm zur numerischen Simulation von ebenen
geometrisch und physikalisch nichtlinearen Problemstellungen vor, das sich auf der Ba-
sis hierarchischer Datenstrukturen durch schnelle Losungsverfahren, effiziente adaptive
Strategien zur Netzverfeinerung und -vergroberung und eine flexible Materialschnitt-
stelle auszeichnet, die mit verallgemeinerten, modernen numerischen Verfahren zur ite-
rativen Losung des Anfangswertproblems verkniipft ist. Damit lassen sich bereits jetzt
unterschiedliche praktische Aufgaben aus der Struktur- und Rissbruchmechanik 16sen.
Es liegt nahe, diese effektiven und anpassungsfihigen Programmstrukturen zu nutzen,
um in einer weiteren Forderungsperiode den Anwendungsbereich des Programmes zu
vergroflern. Dafiir bieten sich in Zusammenarbeit und basierend auf Vorarbeiten ande-
rer Teilprojekte eine Erweiterung der Materialbibliothek beispielsweise um gekoppelte
Aufgabenstellungen und eine Beriicksichtigung rdumlicher Probleme an. In diesem Zu-
sammenhang riickt auch die Frage der Parallelisierung des Programmes wieder verstérkt
in den Vordergrund.
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