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Vorwort

Die st

�

andig wachsende Leistungsf

�

ahigkeit der zur Verf

�

ugung stehenden Computertechnik

erm

�

oglicht die Simulation immer komplexerer Probleme aus Wissenschaft und Technik. Um

die durch die Hardware gegebenen M

�

oglichkeiten optimal auszusch

�

opfen, bedarf es auch

e�zienter numerischer Algorithmen.

Viele technische Probleme lassen sich durch partielle Di�erentialgleichungen beschreiben.

Bei deren numerischer L

�

osung kommt h

�

au�g die Finite-Elemente-Methode zum Einsatz. Die-

se Diskretisierung f

�

uhrt im allgemeinen auf gro�dimensionierte (nicht)lineare Gleichungssy-

steme. Folglich entsteht die Notwendigkeit, bei deren Au

�

osung leistungsf

�

ahige Algorithmen

anzuwenden. In den letzten Jahren wurden zur Realisierung auf seriellen Rechnern sehr

schnelle iterative L

�

oser entwickelt. Um dabei eine N

�

aherungsl

�

osung mit einer vorgegebenen

relativen Genauigkeit zu erhalten, erfordern diese Verfahren eine Anzahl von Iterationen,

die von der Feinheit der Diskretisierung unabh

�

angig ist. Der Aufwand an arithmetischen

Operationen pro Iterationsschritt ist proportional zur Anzahl der Unbekannten des zu l

�

osen-

den Gleichungssystems. Beispiele f

�

ur derartige L

�

oser sind die Mehrgitter-Verfahren und das

Verfahren der konjugierten Gradienten mit Multilevel-Vorkonditionierern.

Um eine weitere Beschleunigung des L

�

osungsprozesses zu erm

�

oglichen, kann man bei der

Computersimulation Parallelrechner einsetzen. Da die Finite-Elemente-Methode eng mit der

Gebietszerlegungsidee verkn

�

upft ist, liegt es nahe, Parallelrechner mit Multiple-Instruction-

Multiple-Data (MIMD)-Architektur und Datenaustausch

�

uber Links zu nutzen. In der vorlie-

genden Arbeit wird begr

�

undet, da� viele der bekannten schnellen Au

�

osungsverfahren, wie

zum Beispiel Mehrgitter-Verfahren, Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkondi-

tionierern basierend auf Mehrgitter-Verfahren, mit additiven Multilevel-Vorkonditionierern,

Algebraic-Multilevel-Iteration-Vorkonditionierern und Gebietszerlegungsvorkonditionierern,

nach einem einheitlichen Konzept e�zient parallelisiert werden k

�

onnen. Zahlreiche numeri-

sche Experimente zeigen, da� die auf seriellen Rechnern besten Algorithmen auch auf Par-

allelrechnern am e�ektivsten arbeiten.
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Kapitel 1

Einleitung

Computersimulationen spielen bei der Produktentwicklung in der Automobilindustrie, im

Maschinenbau, in der Luft- und Raumfahrt, in der Mikroelektronik, in der Medizintech-

nik und in vielen anderen Bereichen eine entscheidende Rolle. Im Entwicklungsproze� be-

steht meist das Ziel darin, die Form und die Materialzusammensetzung des Produktes so zu

gestalten, da� die geforderten Eigenschaften optimal erf

�

ullt werden. Vom mathematischen

Standpunkt aus ist ein inverses Problem zu l

�

osen, d.h es ist diejenige Form bzw. Mate-

rialzusammensetzung zu �nden, die die gestellten Anforderungen am besten erf

�

ullt. Ohne

Computersimulation m

�

u�te wiederholt der Zyklus: Bau eines Prototyps { Test im Labor-

versuch { Ableitung von notwendigen Ver

�

anderungen durchgef

�

uhrt werden. Ein derartiges

Vorgehen ist sehr zeitaufwendig und kostenintensiv. Aufbauend auf Ingenieurerfahrungen

k

�

onnen mittels Computersimulation in einer wesentlich k

�

urzeren Zeit und mit wesentlich ge-

ringerem Kostenaufwand zahlreiche Produktvarianten hinsichtlich Formgestaltung und Ma-

terialzusammensetzung bewertet werden. Einige physikalisch-technische Erscheinungen wie

z.B. die Wetterprognose oder die Vorhersage der Folgen von Schadsto�ausbreitungen sind

ohne Comptersimulationen nahezu undenkbar.

Die Grundlage der Simulationen ist die mathematische Beschreibung der zu untersu-

chenden Prozesse. Die Beschreibung der entsprechenden thermischen, mechanischen, elektri-

schen und magnetischen Felder erfolgt i.a. mittels gew

�

ohnlicher und partieller Di�erential-

gleichungen bzw. Integralgleichungen. Die L

�

osung dieser Feldgleichungen auf analytischem

Weg ist nur f

�

ur einige wenige Spezialf

�

alle m

�

oglich. Daher ist der Einsatz von Computertech-

nik unumg

�

anglich. Dies erfordert den

�

Ubergang vom kontinuierlichen Modell (Di�erential-,

Integralgleichung) zu einem diskreten Ersatzmodell. Hierbei kommen als Diskretisierungs-

verfahren die Finite-Elemente-Methode (siehe z.B. [43, 64, 109, 222, 228, 256]), das Di�e-

renzenverfahren [109, 197, 216] oder die Randelementemethode [19, 110] zum Einsatz. Im

Ergebnis des Diskretisierungsprozesses entstehen i.a. gro�dimensionierte (nicht)lineare Glei-

chungssysteme. Im Fall von nichtlinearen Problemen wird noch ein Linearisierungsproze�

durchgef

�

uhrt, so da� letztendlich stets gro�dimensionierte lineare Gleichungssysteme zu l

�

osen

sind. Diese Gleichungssysteme besitzen einige spezielle Eigenschaften. Da in dieser Arbeit

ausschlie�lich Finite-Elemente-Diskretisierungen zum Einsatz kommen, sollen hier auch nur

die Eigenschaften der bei diesen Diskretisierungen entstehenden Gleichungssysteme disku-

tiert werden. Bei der Diskretisierung einer elliptischen Di�erentialgleichung 2n-ter Ordnung

in einem d-dimensionalen Gebiet gilt f

�

ur die Systemmatrix A:

5
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� A ist eine (N �N){Matrix mit N = O(h

�d

).

� Die Anzahl der Nicht-Null-Elemente pro Matrixzeile ist von der Ordnung O(1).

� Bei geeigneter Knotennumerierung ist die Matrix A eine Bandmatrix mit der Band-

breite b = O(h

�(d�1)

).

� Die Konditionszahl �(A) verh

�

alt sich wie O(h

�2n

).

Hierbei bezeichnet h den Diskretisierungsparameter, z.B. den mittleren Elementdurchmesser,

und es gilt f

�

ur eine Gr

�

o�e Q die Beziehung Q = O(h

�

) genau dann, wenn lim

h!0

Q=h

�

=

c = const.

Zur L

�

osung linearer Gleichungssysteme Au = f existieren eine Vielzahl von L

�

osungsal-

gorithmen. Eine erste Klasse von Au

�

osungsverfahren sind die direkten Verfahren, d.h. Ver-

fahren, die den L

�

osungsvektor u nach endlich vielen Schritten liefern. Beispiele hierf

�

ur

sind das Gau�sche Eliminierungsverfahren oder im Fall einer symmetrischen positiv de�-

niten Matrix A das Cholesky-Verfahren [227]. F

�

ur die gro�dimensionierten Finite-Elemente-

Gleichungssysteme sind diese Verfahren jedoch ungeeignet, denn die Durchf

�

uhrung des Cho-

lesky-Verfahrens erfordert z.B. O(h

�3d+2

) arithmetische Operationen. Dies f

�

uhrt bei einer

Verfeinerung der Diskretisierung zu einer enormen Zunahme der Rechenzeit, z.B. w

�

achst

die Rechenzeit um das 128fache bei der Halbierung der Schrittweite h f

�

ur Probleme im

Dreidimensionalen. Au�erdem ist aufgrund der schlechten Kondition der Matrix A mit der

Verfeinerung der Diskretisierung ein Anwachsen der Rundungsfehler verbunden. F

�

ur einige

spezielle Gleichungssysteme, wie z.B. bei der Diskretisierung der Poissongleichung im Qua-

drat, stehen Spezialalgorithmen zur Verf

�

ugung. Beispielsweise erfordern der BUNEMAN-

Algorithmus [191] oder die Methode der Trennung der Ver

�

anderlichen unter Einbeziehung

der schnellen Fouriertransformation und optimaler L

�

oser f

�

ur tridiagonale Gleichungssysteme

[217, 223] O(h

�2

log h

�1

) arithmetische Operationen.

Eine andere Klasse von Au

�

osungsverfahren bilden die iterativen Verfahren, d.h. Algo-

rithmen, bei denen der L

�

osungsvektor u ausgehend von einer Startn

�

aherung u

(0)

als Grenz-

wert von N

�

aherungsl

�

osungen u

(j)

bestimmt wird. Die wohl bekanntesten klassischen Ite-

rationsverfahren sind das Jacobi- und das Gau�-Seidel-Verfahren [111, 217, 249]. Bei bei-

den Verfahren liegt der Aufwand an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt in

der Gr

�

o�enordnung O(h

�d

), d.h. er ist asymptotisch optimal. Allerdings konvergieren die-

se Verfahren sehr langsam. Zum Erreichen einer vorgegebenen relativen Genauigkeit " sind

O(h

�2n

ln "

�1

) Iterationen erforderlich, so da� bei einer kleinen Schrittweite h, also bei einer

gro�en Anzahl von Unbekannten N , diese Verfahren ebenfalls ungeeignet sind. Ein erster

Schritt zu wesentlich schneller konvergierenden Iterationsverfahren wurde 1950 von Young

[248] mit dem SOR-Verfahren vollzogen. Bei geeigneter Wahl des Relaxationsparameters

liegt die Anzahl notwendiger Iterationen in der Gr

�

o�enordnung O(h

�n

ln "

�1

), und folglich

der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen bei O(h

�d�n

ln "

�1

). Die gleichen Aussa-

gen gelten f

�

ur das im Jahr 1952 von Hestenes und Stiefel vorgeschlagene Verfahren der

konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) [137]. Seit den 70er Jahren hat dieses Verfahren mit

der Bereitstellung von Vorkonditionierungen enorm an Bedeutung gewonnen. Insbesondere

wurden zun

�

achst Vorkonditionierer auf der Basis unvollst

�

andiger Zerlegungen der Matrix A
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entwickelt. Die Anzahl notwendiger Iterationen beim Verfahren der konjugierten Gradien-

ten mit derartigen Vorkonditionierungen verh

�

alt sich wie O(h

�0:5

ln "

�1

) : : :O(h

�1

ln "

�1

) f

�

ur

Randwertprobleme zweiter Ordnung (siehe z.B. [11, 93, 111, 189, 244]). Im Vergleich zum

CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung liefern aber CG-Verfahren mit Vorkonditionierungen

basierend auf unvollst

�

andigen Zerlegungen in vielen Anwendungsf

�

allen in einer k

�

urzeren Zeit

eine N~aherungsl

�

osung mit einer vorgegebenen relativen Genauigkeit ". Dennoch f

�

uhrt bei der

Verfeinerung der Diskretisierung die h-Abh

�

angigkeit der Iterationszahlen zu einem raschen

Anwachsen der Rechenzeit.

Ein Durchbruch zu Iterationsverfahren, die O(ln "

�1

) : : :O(ln h

�1

ln "

�1

) Iterationen zum

Erreichen einer N

�

aherungsl

�

osung mit einer relativen Genauigkeit " erfordern, wurde mit den

Multilevel-Verfahren, d.h. Verfahren, die in den L

�

osungsproze� eine Folge von Diskretisierun-

gen einbeziehen, erzielt. Als erste Multilevel-Verfahren wurden die klassischen Mehrgitter-

Verfahren entwickelt. Nachdem die Grundidee dieser Verfahren bereits 1961 von Fedorenko

[77, 78] ver

�

o�entlicht wurde, und in den 60er sowie 70er Jahren einige wenige Arbeiten zu

Mehrgitter-Verfahren erschienen sind (siehe z.B. [7, 17, 22, 53, 105, 161, 164, 202]), wurden

seit den 80er Jahren eine Vielzahl von Arbeiten zur Konvergenz der Mehrgitter-Verfahren,

z.B. [21, 44, 47, 49, 51, 106, 107, 174, 176, 184, 229, 239, 252, 253, 254], publiziert. Die

Anzahl von Arbeiten

�

uber die Konstruktion und Anwendung von Mehrgitter-Verfahren f

�

ur

eine Vielzahl von Aufgabenklassen ist nahezu un

�

uberschaubar. Die derzeit umfangreichs-

te Literaturzusammenstellung enth

�

alt die MGNet-Literaturdatenbank von Douglas [71].

Bez

�

uglich Literatur zu verschiedenen Anwendungen von Mehrgitter-Verfahren sei hier nur

auf einige Monographien [46, 57, 108, 215, 186, 241] und Tagungsb

�

ande [100, 113, 114, 115,

131, 135, 136, 175, 178, 185, 187, 188, 194, 195, 230, 231, 232] verwiesen.

Unter Nutzung einer Folge von Diskretisierungen k

�

onnen verschiedene Vorkonditionie-

rer f

�

ur das Verfahren der konjugierten Gradienten konstruiert werden. Man erh

�

alt dann

asymptotisch optimale bzw. fast optimale CG-Verfahren mit Vorkonditionierung, d.h. Ver-

fahren, bei denen der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen in der Gr

�

o�enordnung

O(h

�d

ln "

�1

) : : :O(h

�d

ln h

�1

ln "

�1

) liegt. Beispiele f

�

ur solche Vorkonditionierer sind Vor-

konditionierer auf der Basis von klassischen Mehrgitter-Verfahren [41, 42, 45, 141, 148, 157,

170] und hierarchischen Basis-Mehrgitter-Verfahren [23], der hierarchische Basis-Vorkondi-

tionierer von Yserentant [250], der BPX-Vorkonditionierer von Bramble, Pasciak und

Xu [52, 246] (siehe auch [38, 49, 66, 91, 204, 205, 247, 255]) und die AMLI-Vorkonditionierer

(Algebraic Multilevel Iteration) von Axelsson und Vassilevski [15, 16, 236, 237].

Die st

�

andig wachsende Leistungsf

�

ahigkeit der zur Verf

�

ugung stehenden Computertechnik

bietet die M

�

oglichkeit, immer komplexere Probleme mit einer immer h

�

oheren Genauigkeit

zu l

�

osen, und verlangt somit letztendlich nach immer e�ektiveren Au

�

osungsverfahren f

�

ur

sehr gro�dimensionierte Gleichungssysteme. Mit der Bereitstellung der asymptotisch opti-

malen L

�

osungsalgorithmen ist zun

�

achst eine Entwicklungsgrenze erreicht, d.h. Algorithmen

mit asymptotisch geringerem Aufwand an arithmetischen Operationen sind nicht konstru-

ierbar. Somit mu� nach neuen Wegen zur Beschleunigung der L

�

osungsalgorithmen gesucht

werden. Eine M

�

oglichkeit ist die Anwendung von Parallelrechentechnik. Hierbei stehen ver-

schiedene Rechnerarchitekturen zur Verf

�

ugung. Man unterscheidet z.B. SIMD- (single in-

struction stream, multiple data stream) und MIMD- (multiple instruction stream, multi-
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ple data stream) Computer. W

�

ahrend in einem SIMD-Computer alle Prozessoren gleich-

zeitig nur gleiche Anweisungen lediglich mit verschiedenen Daten ausf

�

uhren k

�

onnen, kann

im MIMD-Computer auf jedem Prozessor eine andere Anweisungsfolge abgearbeitet werden.

Die verschiedenen Rechnerarchitekturen k

�

onnen auch nach der Art des Speicherzugri�s klas-

si�ziert werden. Man unterscheidet Shared-Memory-Maschinen und Distributed-Memory-

Maschinen. Bei ersteren hat jeder Prozessor Zugri� auf einen gemeinsamen Hauptspeicher.

In einem Distributed-Memory-Computer besitzt jeder Prozessor seinen eigenen Speicher. Der

Zugri� auf Daten anderer Prozessoren erfolgt durch Kommunikation

�

uber sogenannte Links.

Ein Vorteil von Distributed-Memory-Maschinen ist, da� sie fast beliebig skalierbar sind,

d.h. es k

�

onnen relativ problemlos weitere Prozessoren hinzugef

�

ugt werden, um die Gesamt-

leistungsf

�

ahigkeit des Systems zu erh

�

ohen. Eine ausf

�

uhrlichere Diskussion der Klassi�zierung

von Parallelrechnern ist z.B. in [163, 183] zu �nden.

Das Konzept der MIMD-Computer erscheint geeignet f

�

ur Simulationen basierend auf

Finite-Elemente-Diskretisierungen. Deshalb werden in dieser Arbeit nur L

�

osungsalgorithmen

f

�

ur den Einsatz auf derartigen Rechnern diskutiert.

Neben den Bewertungskriterien Aufwand an arithmetischen Operationen und Speicher-

platzbedarf bei L

�

osungsalgorithmen auf seriellen Rechnern kommt beim Einsatz der Algo-

rithmen auf Parallelrechnern noch die Frage nach der Parallelisierbarkeit hinzu. Ma�e f

�

ur die

Qualit

�

at eines parallelen Algorithmus sind z.B. der Speed-up und die skalierte E�zienz. Der

Speed-up S ist de�niert als der Quotient aus der Zeit zur L

�

osung eines Problems mit N Unbe-

kannten auf einem Prozessor und der L

�

osungszeit f

�

ur das gleiche Problem auf p Prozessoren.

Die skalierte E�zienz E ist das Produkt aus der parallelen E�zienz E

par

= S=p und der nu-

merischen E�zienz E

num

. Dabei ist die numerische E�zienz durch E

num

= t

par

=t

ser

de�niert,

wobei t

ser

und t

par

die L

�

osungszeiten f

�

ur das gleiche Problem mittels des schnellsten seriellen

Algorithmus bzw. des schnellsten parallelen Algorithmus (ausgef

�

uhrt auf einem Prozessor)

sind. Da sich beim parallelen Algorithmus die Rechenzeit aus der Zeit f

�

ur die Arithmetik

und der Zeit f

�

ur die Kommunikation zusammensetzt, geht bei fester Problemgr

�

o�e N mit

wachsender Anzahl von Prozessoren p die parallele E�zienz gegen Null. Der praktisch in-

teressantere Fall ist die Beurteilung des Verhaltens der Algorithmen, wenn mit steigender

Prozessoranzahl p proportional auch die Problemgr

�

o�e erh

�

oht wird, d.h. wenn der in jedem

Prozessor genutzte Speicherplatz unabh

�

angig von der Prozessoranzahl ist. Ein Algorithmus

hei�t dann skalierbar, wenn die E�zienz nahezu konstant ist.

Es gibt zwei M

�

oglichkeiten zur Entwicklung paralleler L

�

osungsalgorithmen. Man kann

die bisher erw

�

ahnten asymptotisch optimalen bzw. fast optimalen L

�

osungsalgorithmen auf

einem Parallelrechner implementieren oder man entwickelt Algorithmen, die direkt auf die

Anwendung von MIMD-Computern zugeschnitten sind, z.B. CG-Verfahren mit Vorkonditio-

nierern basierend auf Gebietszerlegungstechniken.

Das der Parallelisierung der sequentiellen Verfahren (Mehrgitter-, BPX-artige, AMLI-

Verfahren) zugrundeliegende Prinzip ist die Datenpartitionierung, d.h. die gesamte Rechen-

arbeit und die gesamten Daten des sequentiellen Algorithmus werden auf die einzelnen Pro-

zessoren verteilt. Diese Datenverteilung impliziert bei einer Finite-Elemente-Diskretisierung

eine Zerlegung des Gebietes in Teilgebiete, die nicht notwendigerweise zusammenh

�

angend

sind. Jeder Prozessor f

�

uhrt mit den zu

"

seinem\ Teilgebiet geh

�

orenden Daten den L

�

osungs-
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algorithmus durch. Daten bez

�

uglich der Teilgebietsr

�

ander bei der Verwendung nicht

�

uber-

lappender Teilgebiete oder Daten bez

�

uglich der

�

Uberlappungszone beim Einsatz von

�

uber-

lappenden Teilgebieten sind auf mehr als einem Prozessor gespeichert. Da arithmetische

Operationen mit diesen Daten auf jedem der beteiligten Prozessoren erfolgen, besteht im

Vergleich zum sequentiellen Algorithmus ein gewisser Overhead an Arithmetik. Zus

�

atzlich

ist in einigen Schritten des parallelen L

�

osungsalgorithmus, z.B. im Gl

�

attungsverfahren und

im Grobgitterl

�

oser, Datenaustausch zwischen den Prozessoren erforderlich. Bei allen paralle-

len Verfahren besteht das Ziel darin, den Aufwand an Kommunikation so gering wie m

�

oglich

zu halten.

Eine der ersten Publikationen, in der die Grundprobleme bei der Parallelisierung von

Mehrgitter-Verfahren diskutiert wurden, ist die Arbeit [54] von Brandt. Mit der Paralle-

lisierung von Mehrgitter- und BPX-artigen Verfahren auf MIMD-Computern haben sich in

den letzten Jahren eine Reihe von Arbeitsgruppen besch

�

aftigt. Erw

�

ahnt seien hier die Ent-

wicklung von parallelen Codes f

�

ur Mehrgitter-Verfahren bei der GMD (siehe z.B. [183] und

die darin zitierte Literatur), die Entwicklung des Programmpaketes UG in der Gruppe um

Wittum und Bastian [25, 26, 28, 34, 242], das Programm FEM



BEM [97, 98] aus der

Gruppe von Langer, das Programm SPC-PMPo3D [3, 5] aus der Gruppe umMeyer sowie

das Softwarepaket PETSc aus der Gruppe von Smith [18]. Weiterhin sei hier noch auf die

Arbeiten von Bey [33], Douglas [69, 70], Griebel [91], Hempel/Sch

�

uller [132], Jung

[144, 145, 146], Leinen [172],Matheson/Tarjan [182], Schieweck [219] und Zumbusch

[257] verwiesen. Experimente mit der Parallelsierung der AMLI-Vorkonditionierer wurden

insbesondere von Axelsson und Neytcheva [9, 200, 201] durchgef

�

uhrt.

Ein anderer Weg, um zu einem parallelen L

�

oser zu gelangen, ist die Konstruktion des

L

�

osers aufbauend auf einer vorher durchgef

�

uhrten Gebietszerlegung. Hierbei kann sowohl

eine Zerlegung in

�

uberlappende als auch in nicht

�

uberlappende Teilgebiete erfolgen. In ei-

nem darauf aufbauenden L

�

osungsalgorithmus werden in den Teilgebieten unabh

�

angig von-

einander, und folglich parallel, vom Ausgangsproblem abgeleitete Teilprobleme gel

�

ost. Eine

Kopplung zwischen den Teilproblemen erfolgt bei den

�

uberlappenden Methoden

�

uber die

�

Uberlappungszone. Die nicht

�

uberlappenden Methoden erfordern f

�

ur die Kopplung noch die

L

�

osung eines sogenannten Schurkomplementsystems. Um einen Algorithmus zu erhalten,

dessen Konvergenzeigenschaften unabh

�

angig von der Anzahl der verwendeten Teilgebiete

ist, mu� bei beiden Vorgehensweisen in den L

�

osungsproze� ein globales Grobgitterproblem

einbezogen werden. Zur n

�

aherungsweisen L

�

osung der Teilgebietsprobleme k

�

onnen alle op-

timalen sequentiellen Algorithmen genutzt werden. Eine ausf

�

uhrliche Darstellung von Ge-

bietszerlegungsverfahren ist z.B. in [62, 102, 111, 225] zu �nden.

Die parallele L

�

osung von Randwertproblemen erfordert allerdings nicht nur

�

Uberlegun-

gen hinsichtlich der Parallelisierung des Gleichungsl

�

osers, vielmehr mu� nat

�

urlich der ge-

samte L

�

osungsproze�, d.h. die Generierung der Gitterhierarchie, die Generierung der Finite-

Elemente-Gleichungssysteme und der Gleichungsl

�

oser, nach einem einheitlichen Konzept par-

allelisiert werden. Ein grundlegendes Problem der Parallelisierung des Gesamtprozesses ist

die Durchf

�

uhrung einer geeigneten Datenverteilung. Bei der Datenverteilung sind folgende

Gesichtspunkte zu beachten. Die Daten sind so zu verteilen, da� jeder Prozessor im gesam-

ten L

�

osungsproze� ungef

�

ahr die gleiche Arithmetikarbeit leistet. Wie bereits oben erw

�

ahnt,
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de�niert die Datenverteilung eine Gebietszerlegung. Da in den L

�

osungsalgorithmen die zwi-

schen den Prozessoren auszutauschende Datenmenge von der Gr

�

o�e der Teilgebietsr

�

ander

abh

�

angt, ist es erforderlich, die Ober

�

ache der Teilgebiete m

�

oglichst minimal zu halten. Be-

sonders schwierig ist die Behandlung des Lastverteilungsproblems in adaptiven Multilevel-

Verfahren. Da diese Fragestellungen nicht Gegenstand vorliegender Arbeit sind, wird hier

nur auf die Arbeiten [25, 34, 76, 210] verwiesen, die einen umfangreichen

�

Uberblick

�

uber die

internationale Literatur zur Lastverteilungsproblematik geben.

In der vorliegenden Habilitationsschrift wird die L

�

osung linearer und nichtlinearer Rand-

wertprobleme mittels verschiedener Varianten iterativer L

�

oser und deren Parallelisierung

diskutiert. Dabei werden Vor- und Nachteile hinsichtlich Konvergenzeigenschaften, Aufwand

an arithmetischen Operationen und Kommunikationsaufwand herausgearbeitet.

Im Kapitel 2 dieser Arbeit werden zuerst die Randwertprobleme formuliert, die im weite-

ren als Testbeispiele f

�

ur die iterativen L

�

oser zum Einsatz kommen. Als Beispiele f

�

ur lineare

elliptische Randwertprobleme dienen skalare Gleichungen mit variablen Koe�zienten und li-

neare Elastizit

�

atsprobleme in zwei- und dreidimensionalen Gebieten. Als Beispiele f

�

ur nicht-

lineare Randwertprobleme werden nichtlineare station

�

are Magnetfeldprobleme betrachtet.

Die Diskretisierung dieser Randwertprobleme erfolgt mittels der Finite-Elemente-Methode

unter Nutzung von Dreiecks- und Tetraederelementen. M

�

oglichkeiten zur sequentiellen und

parallelen Generierung einer groben Vernetzung werden im Abschnitt 2.2.1 kurz diskutiert.

Die R

�

aume der Finite-Elemente-Ansatzfunktionen werden mittels der

�

ublichen Knotenba-

sis bestehend aus st

�

uckweise linearen bzw. st

�

uckweise quadratischen Ansatzfunktionen oder

mittels h- bzw. zweistu�g p-hierarchischer Basen de�niert. Im Abschnitt 2.2.3 werden aus

der Literatur bekannte Beziehungen zwischen den Stei�gkeitsmatrizen und Lastvektoren in

den Knotenbasen und in den hierarchischen Basen zusammengestellt. Weiterhin wird bewie-

sen, da� sich f

�

ur die oben betrachteten Randwertprobleme in zweidimensionalen Gebieten

die Stei�gkeitsmatrix und der Lastvektor, die bei der Diskretisierung mittels st

�

uckweise

quadratischer Funktionen entstehen, auch aus einer Linearkombination jener Stei�gkeitsma-

trizen und Lastvektoren berechnen lassen, die aus Diskretisierungen mit st

�

uckweise linearen

Ansatzfunktionen auf den Triangulationen mit den Schrittweiten h und

h

2

resultieren. Nach

Kenntnis des Autors wurde diese Eigenschaft erstmals von Jung undR

�

ude in [152, 153, 154]

bewiesen. Mittels dieser

�

Aquivalenz zwischen den Stei�gkeitsmatrizen und Lastvektoren kann

die Konvergenz von Mehrgitter-Verfahren mit impliziter Extrapolation auf einfache Weise

gezeigt werden (siehe Abschnitt 3.4). Au�erdem wird im Abschnitt 2.2.3 unter Nutzung die-

ser Tatsache gezeigt, da� sich die Konstanten in den verst

�

arkten Cauchy-Ungleichungen im

zweistu�g h- und zweistu�g p-hierarchischen Fall um den Faktor

3

4

unterscheiden. Damit

kann z.B. aus der Kenntnis der Konstanten im zweistu�g h-hierarchischen Fall, die i.a. ein-

facher zu bestimmen ist, unmittelbar auf die Konstante im p-hierarchischen Fall geschlossen

werden. Bisher wurden in der Literatur beide F

�

alle getrennt voneinander analysiert (siehe

z.B. [1, 39, 173]).

Das Kapitel 3 ist der Parallelisierung der verschiedenen iterativen L

�

oser gewidmet. Hier-

bei wird die Parallelisierung von Mehrgitter-Verfahren und des CG-Verfahrens mit Vorkondi-

tionierung betrachtet. Als Vorkonditionierer kommen die klassischen Mehrgitter-Verfahren,

additive Multilevel-Verfahren, wie z.B. der MDS-Vorkonditionierer [255], AMLI-Vorkonditio-
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nierer und Gebietszerlegungs-Vorkonditionierer (Domain Decomposition (DD) Vorkonditio-

nierer) zum Einsatz. Das Parallelisierungskonzept f

�

ur alle L

�

oser basiert auf einer nicht

�

uber-

lappenden DD-Datenstruktur, wie sie bei der Implementierung von Gebietszerlegungsver-

fahren mit nicht

�

uberlappenden Teilgebieten

�

ublich ist. Bei allen Verfahren liegt der Kom-

munikationsaufwand pro Iterationsschritt in der Gr

�

o�enordnung O(h

�(d�1)

).

Im Abschnitt 3.1 wird die verwendete Datenstruktur beschrieben. Ein wesentlicher Schl

�

us-

sel zu einer erfolgreichen Parallelisierung ist die Nutzung von zwei Datentypen bez

�

uglich der

Abspeicherung von Vektoren, n

�

amlich Vektoren vom addierenden Typ und Vektoren vom

�

uberlappenden Typ [27, 103, 171]. Ein Vektor v

k

2 R

N

k

ist vom

�

uberlappenden Typ, wenn

auf dem Prozessor P

i

die wahren Werte jener Komponenten von v

k

gespeichert sind, die

zu Knoten in

�




i

geh

�

oren (

�




i

ist das dem Prozessor P

i

zugeordnete Teilgebiet). F

�

uhrt man

Boolesche Teilgebietszusammenhangs-Matrizen H

k;i

: R

N

k

! R

N

k;i

ein, dann l

�

a�t sich ein

�

uberlappender Vektor auf dem Prozessor P

i

als v

k;i

= H

k;i

v

k

darstellen, und f

�

ur einen ad-

dierenden Vektor gilt d

k

=

P

p

i=1

H

T

k;i

d

k;i

mit den Teilgebietsvektoren d

k;i

. Die Stei�gkeits-

matrizen A

k

haben die Darstellung

P

p

i=1

H

T

k;i

A

k;i

H

k;i

. Klassi�ziert man die Knoten in jeder

Vernetzung T

k

, k = 1; 2; : : : ; l, in Kreuzungsknoten, Kantenkoppelknoten, Fl

�

achenkoppel-

knoten und innere Knoten (siehe De�nitionen 2.2 { 2.4) und numeriert man die Knoten in

dieser Reihenfolge, dann hat die Stei�gkeitsmatrix die Blockstruktur

0

B

B

B

B

@

A

k;V

A

k;V E

A

k;V F

A

k;V I

A

k;EV

A

k;E

A

k;EF

A

k;EI

A

k;FV

A

k;FE

A

k;F

A

k;FI

A

k;IV

A

k;IE

A

k;IF

A

k;I

1

C

C

C

C

A

:

Die Indizes

"

V \,

"

E\,

"

F\ und

"

I\ beziehen sich auf die Kreuzungsknoten (vertices), die

Kantenkoppelknoten (edge coupling nodes), die Fl

�

achenkoppelknoten (face coupling nodes)

und die inneren Knoten (inner nodes).

Im Abschnitt 3.1 werden unter Nutzung der Booleschen Matrizen H

k;i

einige aus [92, 95]

bekannte Beziehungen zwischen den Bl

�

ocken der Matrix A

k

und den Bl

�

ocken der Teilgebiets-

stei�gkeitsmatrizen A

k;i

zusammengestellt, und es werden einige neue Beziehungen bewiesen

(siehe Lemma 3.1). Beispielsweise gilt unter gewissen Voraussetzungen an die Vernetzung

A

k;�

H

T

k;�;i

= H

T

k;�;i

A

k;�;i

und A

k;��

H

T

k;�;i

= H

T

k;�;i

A

k;��;i

(�; � stehen f

�

ur V , E, F und I).

Dabei bezeichnen A

k;�;i

und A

k;��;i

die entsprechenden Matrixbl

�

ocke von A

k;i

in assemblier-

ter Form, d.h. sie enthalten die wahren Werte der entsprechenden Matrixeintr

�

age von A

k;�

bzw. A

k;��

. Diese Beziehungen sind n

�

utzlich f

�

ur die Darstellung der parallelen Durchf

�

uhrbar-

keit von Algorithmen wie z.B. der Gl

�

atter im Mehrgitter-Verfahren. Im Abschnitt 3.2 wird

die Parallelisierung der Mehrgitter-Verfahren diskutiert. Hierbei wird gezeigt, da� ged

�

ampf-

te Jacobi-Verfahren, Verfahren vom Gau�-Seidel-Typ basierend auf obiger Knotennumerie-

rung und unvollst

�

andige Cholesky-Verfahren den gleichen Kommunikationsaufwand erfor-

dern, n

�

amlich die Kommunikation f

�

ur die Umwandlung eines Vektors vom addierenden Typ

in einen Vektor vom

�

uberlappenden Typ. Die vorgestellte Parallelisierung der Gau�-Seidel-

Verfahren wurde vom Autor bereits in [143, 144] publiziert. Die Idee zur Parallelisierung der

unvollst

�

andigen Cholesky-Gl

�

atter wurde von Haase [95] f

�

ur 2D-Probleme entwickelt und

ist vom Autor auf 3D-Probleme erweitert worden. Weiterhin wird gezeigt, da� die verwen-
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deten Restriktions- und Interpolationsprozeduren kommunikationsfrei durchgef

�

uhrt werden

k

�

onnen. Als Grobgitterl

�

oser werden iterative Verfahren f

�

ur das vom Grobgittersystem ab-

geleitete Schurkomplementsystem bzw. direkte Gleichungsl

�

oser genutzt. Beide Strategien

erfordern Datenaustausch zwischen den Prozessoren.

Aus der Literatur ist bekannt [103, 196], da� bei der verwendeten Datenstruktur im

CG-Verfahren nur Kommunikation bei der Berechnung der Skalarprodukte und im Vor-

konditionierungsschritt erforderlich ist. Folglich h

�

angt der Kommunikationsaufwand im we-

sentlichen vom Kommunikationsaufwand im Vorkonditionierer ab. Nutzt man einen Vor-

konditionierer basierend auf den klassischen Mehrgitter-Verfahren, dann hat man wie oben

beschrieben auf jeder Gitterstufe Kommunikation in der Gl

�

attungsprozedur und Kommuni-

kation im Grobgitterl

�

oser durchzuf

�

uhren. Gleiches gilt beim Einsatz von additiven Multilevel-

Vorkonditionierern (siehe Abschnitt 3.3.3 und [27, 29]). Der Vorteil beim additiven Multile-

vel-Verfahren liegt darin, da� Daten von allen Gitterstufen gemeinsam ausgetauscht werden

k

�

onnen und somit im Vergleich zum multiplikativen klassischen Mehrgitter-Verfahren Start-

up-Schritte eingespart werden k

�

onnen. Allerdings liefert der additive Vorkonditionierer ein

CG-Verfahren mit einer langsameren Konvergenz als beim Einsatz des multiplikativen Ver-

fahrens. Im Abschnitt 3.3.4 wird die Wahl der Komponenten im AMLI-Vorkonditionierer

und ihre Parallelisierung diskutiert. Es wird gezeigt, da� Jacobi-Verfahren, symmetrische

Gau�-Seidel-Verfahren und Verfahren mit unvollst

�

andigen Cholesky-Zerlegungen als L

�

oser

f

�

ur die Teilprobleme genutzt werden k

�

onnen, die zu den im jeweiligen Gitter neugenerierten

Knoten geh

�

oren. Folglich ist eine analoge Parallelisierung wie bei den Mehrgitter-Verfahren

m

�

oglich. Ein Vorteil bei den parallelen AMLI-Vorkonditionierern besteht darin, da� sie au�er

auf dem gr

�

obsten Gitter keine Kommunikation bez

�

uglich der Kreuzungsknoten erfordern.

Im Abschnitt 3.3.7 werden die parallelen iterativen L

�

oser anhand verschiedener Beispiele

miteinander verglichen. Hierbei erweist sich das CG-Verfahren mit der Vorkonditionierung

basierend auf einem Mehrgitter-V -Zyklus sowohl in der sequentiellen als auch in der paralle-

len Version i.a. als schnellster L

�

oser. Das CG-Verfahren mit dem MDS-Vorkonditionierer ist

bei den betrachteten Beispielen ebenfalls ein sehr e�zientes L

�

osungsverfahren. Bei der par-

allelen Implementierung liefern die AMLI- und DD-Vorkonditionierer die besten E�zienzen.

Die bei diesen Verfahren ben

�

otigten Rechenzeiten waren aber h

�

oher als beim CG-Verfahren

mit Mehrgitter- oder MDS-Vorkonditionierung.

M

�

oglichkeiten zur Erh

�

ohung der Genauigkeit der Finite-Elemente-N

�

aherungsl

�

osung sind

die Verkleinerung der Schrittweite, die Erh

�

ohung des Polynomgrades der Ansatzfunktionen

und die Anwendung von Extrapolationstechniken. Im Abschnitt 3.4 dieser Arbeit wird die

Kopplung von Extrapolationstechniken mit Mehrgitter-Verfahren untersucht. Hierf

�

ur sind

zwei verschiedene Zug

�

ange bekannt. Bei der klassischen Richardson-Extrapolation wird aus

zwei oder mehr N

�

aherungsl

�

osungen auf verschiedenen Gitterniveaus solch eine Linearkom-

bination gebildet, da� Terme niedriger Ordnung in der Fehlerentwicklung eliminiert werden.

Ein zweiter Weg ist die Anwendung sogenannter Mehrgitter-Verfahren mit � -Extrapolation

[31, 32, 56, 108, 218], in denen im Unterschied zu den klassischen Mehrgitter-Verfahren

bei der Defektberechnung zus

�

atzlich ein Extrapolationsschritt durchgef

�

uhrt wird. Im Ab-

schnitt 3.4 wird gezeigt, da� man den Mehrgitter-Algorithmus mit diesem impliziten Ex-

trapolationsschritt auch als

�

ublichen Mehrgitter-Algorithmus f

�

ur ein Gleichungssystem in-
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terpretieren kann, dessen Systemmatrix und rechte Seite Linearkombinationen von Stei�g-

keitsmatrizen und Lastvektoren sind, welche aus Diskretisierungen auf zwei aufeinander-

folgenden Gitterniveaus resultieren. Im Kapitel 2 dieser Arbeit wird bewiesen, da� dieses

extrapolierte Gleichungssystem (bei Diskretisierungen mit st

�

uckweise linearen Funktionen

�

uber Dreiecksnetzen)

�

aquivalent zu dem Finite-Elemente-Gleichungssystem ist, welches bei

der Diskretisierung mittels st

�

uckweise quadratischer Funktionen entsteht. Somit kann der

Mehrgitter-Algorithmus mit Extrapolation auch als

�

ublicher Mehrgitter-Algorithmus f

�

ur das

Finite-Elemente-Gleichungssystem aus der Diskretisierung mit st

�

uckweise quadratischen An-

satzfunktionen verstanden werden. Ausgehend von diesen verschiedenen Betrachtungsweisen

f

�

ur das Mehrgitter-Verfahren mit impliziter Extrapolation wird im Abschnitt 3.4 gezeigt, da�

die Iterierten dieses Algorithmus gegen eine L

�

osung mit erh

�

ohter Genauigkeit konvergieren,

n

�

amlich gegen die L

�

osung, die man bei einer Diskretisierung mit st

�

uckweise quadratischen

Funktionen erhalten w

�

urde (siehe auch Jung und R

�

ude [152, 153, 154, 155, 156]). Die

durchgef

�

uhrten numerischen Experimente best

�

atigen die theoretischen Aussagen.

Im Kapitel 3 dieser Arbeit werden sowohl multiplikative (Mehrgitter, AMLI, DD) als auch

additive (BPX, MDS, DD) Vorkonditionierer f

�

ur das CG-Verfahren betrachtet. Die additi-

ven Vorkonditionierer haben die allgemeine Gestalt C

�1

l

= �

(1)

l

C

(1)

l

+ �

(2)

l

C

(2)

l

+ � � �+ �

(n)

l

C

(n)

l

mit geeignet zu w

�

ahlenden Parametern �

(s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n. Bei DD-Vorkonditionierern ist

beispielsweise (C

(1)

l

)

�1

ein Vorkonditionierer f

�

ur das Schurkomplement und (C

(2)

l

)

�1

ein Vor-

konditionierer f

�

ur die Gleichungssysteme, die aus der Diskretisierung der Aufgaben im Inne-

ren der Teilgebiete resultieren. Die Bestimmung geeigneter Parameter �

(s)

l

erfordert z.B. a-

priori Informationen

�

uber die Spektralgrenzen der mit C

(s)

l

vorkonditionierten Operatoren.

Im Kapitel 4 dieser Arbeit werden Iterationsverfahren mit variablen Vorkonditionierern

C

�1

l

= �

(j;1)

l

C

(1)

l

+ �

(j;2)

l

C

(2)

l

+ � � � + �

(j;n)

l

C

(n)

l

entwickelt, wobei die Parameter �

(j;s)

l

in je-

dem Iterationsschritt berechnet werden. Es wird ein zum herk

�

ommlichen Gradientenverfah-

ren analoges Verfahren angegeben und hinsichtlich seiner Konvergenz untersucht. Weiterhin

werden vier CG-

�

ahnliche Algorithmen vorgeschlagen. F

�

ur diese wird ebenfalls die Konver-

genz bewiesen. Der Konvergenznachweis erfolgt unter Nutzung von Konvergenzresultaten

f

�

ur das Richardson-Verfahren [111, 217]. Es ist noch ein o�enes Problem, ob f

�

ur diese neuen

Verfahren auch die f

�

ur CG-Verfahren typischen Konvergenzabsch

�

atzungen m

�

oglich sind. Die

im Abschnitt 4.3 und in [151] angegebenen numerischen Beispiele zeigen, da� die Verfahren

mit dem variablen Vorkonditionierer C

�1

l

= �

(j;1)

l

C

(1)

l

+ �

(j;2)

l

C

(2)

l

+ � � � + �

(j;n)

l

C

(n)

l

oft die

gleiche Anzahl an Iterationen erfordern wie das CG-Verfahren mit dem Vorkonditionierer

C

�1

l

= �

(1)

l

C

(1)

l

+ �

(2)

l

C

(2)

l

+ � � �+ �

(n)

l

C

(n)

l

mit optimal gew

�

ahlten �xierten Parametern �

(s)

l

.

Im Kapitel 5 dieser Arbeit wird die L

�

osung station

�

arer nichtlinearer Magnetfeldprobleme

betrachtet. Zur Linearisierung wird das Newton-Verfahren eingesetzt, und die Berechnung

einer geeigneten Startn

�

aherung erfolgt mittels einer Full-Mehrgitter-Strategie. Die in jedem

Newton-Schritt auftretenden linearen Gleichungssysteme werden mit den im Kapitel 3 dis-

kutierten parallelen iterativen Algorithmen gel

�

ost. Bei den im Abschnitt 5.2 und in [126, 127,

128, 129, 130] angegebenen Beispielen f

�

uhren der Einsatz des Mehrgitter-Verfahrens bzw. des

CG-Verfahrens mit Vorkonditionierung basierend auf Mehrgitter-Verfahren zum schnellsten

L

�

osungsalgorithmus f

�

ur das nichtlineare Problem.

Die vorliegende Habilitationsschrift besteht aus f

�

unf Kapiteln. Die einzelnen Kapitel sind
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in Abschnitte und Unterabschnitte gegliedert. Zur besseren Lesbarkeit der Arbeit beginnt

jedes Kapitel mit einer Einf

�

uhrung in die jeweils behandelte Problematik. Die Formeln, S

�

atze,

Lemmata, Bemerkungen, Folgerungen, Abbildungen und Tabellen sind getrennt voneinander

zweistu�g numeriert. Dabei gibt die erste Zi�er das Kapitel und die zweite Zi�er die Nummer

innerhalb des Kapitels an. Das Ende von Beweisen ist mit 2 gekennzeichnet. In der Liste der

verwendeten Bezeichnungen sind die in der Arbeit genutzten Bezeichnungen f

�

ur Funktionen,

Vektoren, Funktionenr

�

aume, Normen u.

�

a. zusammengestellt.



Kapitel 2

Randwertprobleme und

Finite-Elemente-Diskretisierung

In diesem Kapitel werden die Randwertprobleme formuliert, die im weiteren als Testproble-

me f

�

ur die iterativen L

�

oser genutzt werden. Dies sind skalare elliptische Randwertprobleme

und lineare Elastizit

�

atsprobleme in zwei- und dreidimensionalen Gebieten sowie nichtlinea-

re station

�

are Magnetfeldprobleme in zweidimensionalen Gebieten. Zur Diskretisierung der

Randwertprobleme wird die Finite-Elemente-Methode verwendet. Hierbei kommen Dreiecks-

bzw. Tetraederelemente mit st

�

uckweise linearen und st

�

uckweise quadratischen Ansatzfunk-

tionen zum Einsatz. Zur Beschreibung der entsprechenden Finite-Elemente-R

�

aume werden

sowohl die

�

ublichen Knotenbasen als auch h- und zweistu�g p-hierarchische Basen genutzt.

Im Abschnitt 2.2.3 werden Beziehungen zwischen den Stei�gkeitsmatrizen und Lastvekto-

ren, die aus verschiedenen Diskretisierungen resultieren, formuliert. Es werden die aus der

Literatur bekannten Zusammenh

�

ange zwischen den Stei�gkeitsmatrizen und Lastvektoren

in der Knotenbasis bzw. in der hierarchischen Basis angegeben. Weiterhin wird gezeigt,

da� man die Stei�gkeitsmatrix und den Lastvektor, welche aus der Diskretisierung mittels

st

�

uckweise quadratischer Ansatzfunktionen

�

uber Dreieckselementen resultieren, auch aus ei-

ner Linearkombination jener Stei�gkeitsmatrizen und Lastvektoren erhalten kann, die bei

der Diskretisierung mit st

�

uckweise linearen Ansatzfunktionen auf Triangulationen mit den

Schrittweiten h und

h

2

entstehen. Unter Nutzung dieser Eigenschaft wird im Abschnitt 2.2.3

bewiesen, da� sich f

�

ur eine breite Klasse von Bilinearformen die Konstanten in den verst

�

ark-

ten Cauchy-Buniakowski-Schwarz-Ungleichungen im zweistu�g p-hierarchischen und zwei-

stu�g h-hierarchischen Fall um den Faktor

4

3

unterscheiden.

2.1 Randwertprobleme

2.1.1 Skalare elliptische Gleichungen

Es werden skalare elliptische Gleichungen in ebenen, polygonal berandeten Gebieten 


bzw. in dreidimensionalen, polyhedralen Gebieten 
 betrachtet. Die verallgemeinerte For-

mulierung dieser Gleichungen lautet:

Gesucht ist u(x) 2 V

0

= fu(x) 2 H

1

(
) : u = 0 auf �

1

g, so da�

a(u; v) = hF; vi 8v 2 V

0

(2.1)

15
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gilt mit

a(u; v) =

Z




r

T

vA(x)ru dx und hF; vi =

Z




fv dx+

Z

�

2

g

2

v ds ; (2.2)

wobei A(x) f

�

ur fast alle x 2 
 eine symmetrische positiv de�nite (2 � 2)- bzw. (3 � 3)-

Matrix ist. Der Rand @
 = �

1

[ �

2

, �

1

\ �

2

= ;, meas �

1

> 0, sei lipschitzstetig und

st

�

uckweise zweimal stetig di�erenzierbar, d.h. @
 2 C

0;1

\ PC

2

. Weiterhin gelte f 2 L

2

(
)

und g

2

2 L

2

(�

2

). Dann folgt aus dem Satz von Lax-Milgram [64], da� die Aufgabe (2.1) {

(2.2) eine eindeutige L

�

osung besitzt.

2.1.2 Lineare Elastizit

�

atsprobleme

In der linearen Elastizit

�

atstheorie dienen die elastischen Grundgleichungen [88, 162], ein

System dreier gekoppelter elliptischer Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung, zur Bestim-

mung des Verschiebungsfeldes ~u(x) = (u

1

(x); u

2

(x); u

3

(x))

T

unter vorgegebenen Volumen-

lasten

~

f(x) = (f

1

(x); f

2

(x); f

3

(x))

T

und vorgegebenen Ober

�

achenlasten ~g

2

(x) = (g

21

(x);

g

22

(x); g

23

(x))

T

. Die Verschiebungskomponenten u

i

(x), i = 1; 2; 3, beschreiben die Verschie-

bung des Punktes P (x) = P (x

1

; x

2

; x

3

) in Richtung x

i

.

Die verallgemeinerte Formulierung des Randwertproblems der linearen Elastizit

�

atstheorie

lautet:

Gesucht ist das Verschiebungsfeld ~u(x) 2 V

0

= f~u 2 [H

1

(
)]

3

: ~u = 0 auf �

1

g, so da�

a(~u;~v) = hF;~vi 8~v 2 V

0

(2.3)

gilt mit

a(~u;~v) =

Z




(DB~u;B~v) dx und hF;~vi =

Z




(

~

f;~v) dx+

Z

�

2

(~g

2

; ~v) ds (2.4)

((:; :) bezeichnet das Euklidische Skalarprodukt). Die Matrizen B und D sind wie folgt de�-

niert:

B

T

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

@

@x

1

0 0

@

@x

2

0

@

@x

3

0

@

@x

2

0

@

@x

1

@

@x

3

0

0 0

@

@x

3

0

@

@x

2

@

@x

1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

;

D =

E

(1 + �)(1� 2�)

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1� � � � 0 0 0

� 1� � � 0 0 0

� � 1� � 0 0 0

0 0 0

1� 2�

2

0 0

0 0 0 0

1� 2�

2

0

0 0 0 0 0

1� 2�

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

:
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Hier bezeichnen � 2 (0;

1

2

) die Poissonsche Querkontraktionszahl und E den Youngschen

Elasitizit

�

atsmodul.

F

�

ur

~

f 2 [L

2

(
)]

3

und ~g

2

2 [L

2

(�

2

)]

3

besitzt die Aufgabe (2.3) { (2.4) eine eindeutige

L

�

osung [162].

Unter gewissen Voraussetzungen kann das lineare Elastizit

�

atsproblem im Dreidimensio-

nalen auf ein ebenes Problem reduziert werden. Sind der Querschnitt des K

�

orpers und die

�

au�eren Belastungen unabh

�

angig von der x

3

-Richtung, und wirken die

�

au�eren Kr

�

afte in

Ebenen parallel zur x

3

-Achse, dann ist die Annahme

@u

1

@x

3

=

@u

2

@x

3

= u

3

= 0

gerechtfertigt, und folglich gilt f

�

ur die Komponenten des Verzerrungstensors

"

13

= "

23

= "

33

= 0

�

"

ij

=

1

2

�

@u

i

@x

j

+

@u

j

@x

i

�

; i = 1; 2; 3

�

:

In d

�

unnen Bauteilen mit konstanter Dicke, d.h. in Bauteilen, deren Dicke wesentlich

kleiner ist als die

�

ubrigen Abmessungen, entsteht n

�

aherungsweise ein ebener Spannungszu-

stand, wenn sie in der Bauteilebene belastet werden. Es wird dann angenommen, da� die

Spannungskomponenten �

11

, �

22

und �

12

nur von x

1

und x

2

abh

�

angen, und da�

�

33

= �

13

= �

23

= 0

�

�

ii

=

E�("

11

+ "

22

+ "

33

)

(1 + �)(1� 2�)

+

E"

ii

(1 + �)

; �

ij

=

E"

ij

(1 + �)

; i 6= j ; i; j = 1; 2; 3

�

gilt (f

�

ur weitere Erl

�

auterungen siehe z.B. [88, 162]).

Unter den obigen Annahmen reduziert sich das Randwertproblem (2.3) { (2.4) auf ein

ebenes Randwertproblem f

�

ur den ebenen Verzerrungszustand bzw. den ebenen Spannungszu-

stand, d.h.:

Gesucht ist ~u(x) = (u

1

(x); u

2

(x))

T

2 V

0

= f~u(x) 2 [H

1

(
)]

2

: ~u = 0 auf �

1

g, so da�

a(~u;~v) = hF;~vi 8~v 2 V

0

(2.5)

gilt, wobei a(:; :) und hF; :i die Gestalt (2.4) haben und die entsprechenden Matrizen B sowie

D durch

B

T

=

0

B

B

B

@

@

@x

1

0

@

@x

2

0

@

@x

2

@

@x

2

1

C

C

C

A

(2.6)

und

D = E

1 + (1� s)�

(1 + �)(1� s�)

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

�

1 + (1� s)�

0

�

1 + (1� s)�

1 0

0 0

1� s�

2(1 + (1� s)�)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(2.7)

(s = 1 ebener Spannungszustand, s = 2 ebener Verzerrungszustand) de�niert sind. Weiterhin

gilt hier

~

f(x) = (f

1

(x); f

2

(x))

T

und ~g

2

(x) = (g

21

(x); g

22

(x))

T

, x = (x

1

; x

2

).
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2.1.3 Station

�

are Magnetfeldprobleme

In der vorliegenden Arbeit werden nichtlineare station

�

are Magnetfeldprobleme in beschr

�

ank-

ten zweidimensionalen Gebieten betrachtet. Die Herleitung des mathematischen Modells,

ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen, ist ausf

�

uhrlich in [117, 119, 120, 122] be-

schrieben. Die verallgemeinerte Formulierung dieses Randwertproblems kann wie folgt auf-

geschrieben werden:

Gesucht ist u(x) 2 V

0

= fu(x) 2 H

1

(
) : u = 0 auf @
g, so da�

a(u; v) = hF; vi 8v 2 V

0

(2.8)

gilt mit

a(u; v) =

Z




�(x; jruj)r

T

urv dx und hF; vi =

Z




�

S

3

v �H

0x

2

@v

@x

1

+H

0x

1

@v

@x

2

�

dx : (2.9)

Hier wird vorausgesetzt, da� das Gebiet 
 in der (x

1

; x

2

)-Ebene liegt. Dann ist die L

�

osung

u(x) die x

3

-Komponente des Vektorpotentials

~

A. Der Vektor

~

H

0

= (H

0x

1

; H

0x

2

; 0)

T

be-

schreibt die Magnetisierung der Permanentmagnete, und S

3

bezeichnet die x

3

-Komponente

der Stromdichte.

Das Gebiet 
 sei aus N

M

Teilgebieten

^




j

zusammengesetzt, die Materialien mit verschie-

denen magnetischen Eigenschaften repr

�

asentieren, d.h.

�


 =

N

M

[

j=1

�

^




j

mit

^




i

\

^




k

= ; 8i 6= k :

Die Nichtlinearit

�

at des Randwertproblems entsteht durch die Abh

�

angigkeit der Gr

�

o�e �

vom Betrag der Induktion

~

B, d.h. von j

~

Bj = jrot

~

Aj = jruj. Es wird vorausgesetzt, da�

�(x; j

~

Bj) = �

(j)

(j

~

Bj) 8x 2

^




j

gilt. Die Funktion �

(j)

(j

~

Bj) ist konstant, d.h. �

(j)

(j

~

Bj) = �

(j)

1

f

�

ur nicht ferromagnetische

Materialien (z.B. Kupfer, Luft, Vakuum). F

�

ur die Funktionen �

(j)

(j

~

Bj), j = 1; 2; : : : ; N

M

,

k

�

onnen die folgenden durch das physikalische Modell gerechtfertigten Eigenschaften formu-

liert werden:

(i) �

(j)

(z) = �

(j)

1

= const. 8z 2 [0; z

(j)

1

] ;

(ii) �

(j)

(z) � �

(j)

1

8z � 0 ;

(iii) �

(j)

(z) ist eine monoton wachsende Funktion,

(iv) lim

z!1

�

(j)

(z) = �

(j)

1

; wobei �

(j)

1

= (�

0

)

�1

f

�

ur Ferromagnetika gilt (�

0

bezeichnet die absolute Permeabilit

�

atszahl) ,

(v) 9�

(j)0

(z) 8 z � 0 und 9M

(j)

1

= const. mit �

(j)0

(z) �M

(j)

1

8z � 0;

(vi) 9M

(j)

= const. mit �

(j)0

(z) z + �

(j)

(z) �M

(j)

8z � 0 :

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

(2.10)

Heise hat in [118, 119, 121, 122] gezeigt, da� das Randwertproblem (2.8) { (2.9) unter den

Annahmen (2.10) (ii), (iii), (v), (vi) eine eindeutige L

�

osung besitzt.
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2.2 Finite-Elemente-Diskretisierung

2.2.1 Generierung der Finite-Elemente-Netze und Datenauftei-

lung auf die Prozessoren

Im folgenden wird die Erzeugung einer Folge hierarchischer Finite-Elemente-Netze f

�

ur zwei-

und dreidimensionale Gebiete beschrieben. Dabei werden in der vorliegenden Arbeit Drei-

ecks- und Tetraederelemente genutzt. Zuerst werden M

�

oglichkeiten der sequentiellen und

parallelen Generierung des gr

�

obsten Netzes diskutiert. Au�erdem wird die Datenaufteilung

auf die Prozessoren erl

�

autert.

� Sequentielle Generierung der gr

�

obsten Vernetzung

Die gr

�

obste Vernetzung T

1

wird auf einem Prozessor, d.h. sequentiell, generiert. Hierzu

k

�

onnen alle bekannten Vernetzungsalgorithmen genutzt werden, siehe z.B. [65, 79, 160,

211, 221, 234]. Die Elemente der Triangulation T

1

werden danach auf die Prozessoren P

i

,

i = 1; 2; : : : ; p, verteilt. Die Entscheidung, welche Elemente zu welchem Prozessor gesendet

werden sollen, erfolgt auf der Basis von Partitionierungsalgorithmen, wie z.B. der linearen

Verteilung, der rekursiven Koordinatenbisektion, der rekursiven Graphenbisektion, der spek-

tralen Bisektion oder Multilevel-Algorithmen (siehe z.B. [24, 67, 76, 133, 134, 138, 210, 224]).

Die Verteilung der Elemente auf die Prozessoren de�niert eine Zerlegung des Gebietes 


in nicht

�

uberlappende Teilgebiete 


i

mit

�


 =

p

[

i=1

�




i

; 


i

\ 


j

= ; f

�

ur i 6= j :

Ein Ziel der Partitionierungsalgorithmen besteht darin, Teilgebiete 


i

mit m

�

oglichst kleinem

Rand zu erhalten. Dies ist erforderlich, da in den im Kapitel 3 beschriebenen iterativen L

�

osern

Datenaustausch bez

�

uglich der Daten auf den Teilgebietsr

�

andern erfolgt und somit die Gr

�

o�e

der Teilgebietsr

�

ander den Kommunikationsaufwand wesentlich beeinu�t.

� Parallele Generierung der gr

�

obsten Vernetzung

Zuerst wird eine Zerlegung des Gebietes 
 in nicht

�

uberlappende Teilgebiete 


i

, i=1; 2; : : : ; p,

de�niert. Der Koppelrand �

C

=

S

p

i=1

@


i

wird in Teilr

�

ander �

C;j

(j = 1; 2; : : : ; j

C

) mit

�

C

=

S

j

C

j=1

�

�

C;j

und �

C;j

\ �

C;j

0

= ; f

�

ur j 6= j

0

zerlegt (siehe z.B. Abbildung 2.1).

Im 2D-Fall wird f

�

ur jedes Koppelrandst

�

uck �

C;j

festgelegt, wieviele Knoten auf �

C;j

im

Netz T

1

generiert werden sollen. Au�erdem wird eine bestimmte Verteilung dieser Knoten

gefordert, z.B. gleichm

�

a�ige Verteilung oder Netzverdichtung in Richtung der Anfangs- und

Endpunkte von �

C;j

. Im Dreidimensionalen sind die �

C;j

Fl

�

achen. Deren R

�

ander werden

analog zum 2D-Fall in Teilr

�

ander �

C;j;s

zerlegt, und f

�

ur diese wird wiederum die Anzahl

der Knoten und die Art ihrer Verteilung festgelegt. Die Informationen bez

�

uglich der Kop-

pelrandst

�

ucke �

C;j

werden zu den Prozessoren gesendet, d.h. jeder Prozessor P

i

erh

�

alt die

Informationen bez

�

uglich jener �

C;j

, j 2 J

C;i

, die den Rand @


i

=

S

j2J

C;i

�

�

C;j

des Teilgebietes




i

beschreiben.

Ausgehend von der Randbeschreibung kann parallel, d.h. unabh

�

angig voneinander, in

jedem Teilgebiet eine Vernetzung erzeugt werden, so da� eine zul

�

assige Vernetzung f

�

ur das
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�

C;4

�

C;2

�

C;1

�

C;3

�

C;6

�

C;5

�

C;7

�

C;8

�

C;10

�

C;9

�

C;11

�

C;12

Abbildung 2.1: Zerlegung des Koppelrandes �

C

in Teilr

�

ander �

C;j

gesamte Gebiet 
 entsteht. Im 2D-Fall werden ausgehend von der vorgegebenen Diskreti-

sierung der Teilr

�

ander �

C;j

die Netze im Inneren der Teilgebiete generiert. Im 3D-Fall wird

zun

�

achst unter Nutzung der Informationen

�

uber die Diskretisierung der R

�

ander �

C;j;s

ein

Ober

�

achennetz konstruiert und dann vom Ober

�

achennetz ausgehend die Vernetzung im

Inneren der Teilgebiete erzeugt (siehe z.B. [58, 81, 82]).

Zur Beschreibung der Algorithmen f

�

ur die Kommunikation (siehe Abschnitt 3.1.2) werden

die Begri�e Koppelkanten und Koppel

�

achen ben

�

otigt.

De�nition 2.1

(i) Bei der sequentiellen Generierung der gr

�

obsten Vernetzung T

1

werden alle Kanten der

Tetraeder aus T

1

als Koppelkanten und alle Fl

�

achen dieser Tetraeder als Koppel

�

achen

bezeichnet.

(ii) Bei der parallelen Grobgittergenerierung sind im 2D-Fall die Randst

�

ucke �

C;j

die Kop-

pelkanten; im 3D-Fall sind die �

C;j

die Koppel

�

achen, und die die Koppel

�

achen be-

grenzenden Randst

�

ucke �

C;j;s

sind die Koppelkanten.

Die feineren Vernetzungen T

k

, k = 2; 3; : : : ; l, werden durch eine sukzessive gleichm

�

a�ige

Verfeinerung erhalten. Im 2D-Fall wird hierbei jedes Dreieck der Vernetzung T

k�1

in vier

kongruente Teildreiecke zerlegt [20]. Zur Erzeugung einer Folge von Tetraedernetzen werden

die Verfeinerungsregeln von Bey [33] f

�

ur die Teilung jedes Tetraeders in acht Teiltetraeder

genutzt.

In jeder Vernetzung T

k

werden im 2D-Fall die Knoten in drei Klassen, die Kreuzungs-

knoten (Crosspoints), die Kantenkoppelknoten und die inneren Knoten eingeteilt. Im 3D-Fall

gibt es noch zus

�

atzlich die Fl

�

achenkoppelknoten.

Bei der sequentiellen Grobgittergenerierung sind die Knotenklassen folgenderma�en de-

�niert:

De�nition 2.2

(i) Alle Knoten der Vernetzung T

1

hei�en Kreuzungsknoten.

(ii) Alle Knoten in T

k

, die auf Kanten der Elemente von T

1

liegen und nicht zu T

1

geh

�

oren,

sind Kantenkoppelknoten.
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(iii) Alle Knoten in T

k

, die im Inneren der Seiten

�

achen der Elemente von T

1

liegen, hei�en

Fl

�

achenkoppelknoten.

(iv) Alle

�

ubrigen Knoten aus T

k

hei�en innere Knoten.

Bei der parallelen Grobgittergenerierung erfolgt die Einteilung der Knoten gem

�

a� De�-

nition 2.3 im 2D-Fall und gem

�

a� De�nition 2.4 im 3D-Fall.

De�nition 2.3

(i) Alle Anfangs- und Endknoten der Koppelrandst

�

ucke �

C;j

hei�en Kreuzungsknoten.

(ii) Alle Knoten in T

k

, die auf Koppelrandst

�

ucken �

C;j

liegen und keine Kreuzungsknoten

sind, hei�en Kantenkoppelknoten.

(iii) Alle

�

ubrigen Knoten aus T

k

hei�en innere Knoten.

De�nition 2.4

(i) Alle Anfangs- und Endknoten der Teilr

�

ander �

C;j;s

, die die Fl

�

achen �

C;j

beschreiben,

hei�en Kreuzungsknoten.

(ii) Alle Knoten in T

k

, die auf den Randst

�

ucken �

C;j;s

liegen und keine Kreuzungsknoten

sind, hei�en Kantenkoppelknoten.

(iii) Alle Knoten in T

k

, die im Inneren der Fl

�

achen �

C;j

liegen, sind Fl

�

achenkoppelknoten.

(iv) Alle

�

ubrigen Knoten aus T

k

hei�en innere Knoten.

Weiterhin wird vereinbart, da� die Knoten wie folgt global numeriert werden:

� 2D-Fall

Kreuzungsknoten, Kantenkoppelknoten auf �

C;1

, Kantenkoppelknoten auf �

C;2

, : : :,

Kantenkoppelknoten auf �

C;j

C

, innere Knoten in 


1

, innere Knoten in 


2

, : : :, innere

Knoten in 


p

� 3D-Fall

Kreuzungsknoten, Kantenkoppelknoten auf �

C;1;1

, : : :, Kantenkoppelknoten auf �

C;1;s

1

,

: : :, Kantenkoppelknoten auf �

C;j

C

;1

, : : :, Kantenkoppelknoten auf �

C;j

C

;s

j

C

, Fl

�

achen-

koppelknoten auf �

C;1

, : : :, Fl

�

achenkoppelknoten auf �

C;j

C

, innere Knoten in 


1

, : : :,

innere Knoten in 


p

Die Knoten im Inneren der Teilgebiete 


i

werden hierarchisch numeriert, d.h. zuerst die

zu 


i

geh

�

orenden inneren Knoten aus T

1

, dann die in T

2

neu generierten inneren Knoten von




i

, usw.

Auf den Prozessoren P

i

wird eine analoge lokale Knotennumerierung durchgef

�

uhrt. Da die

soeben beschriebene Knotennumerierung

�

ublicherweise bei der Implementierung von Gebiets-

zerlegungsalgorithmen (Domain Decomposition (DD) Algorithmen) genutzt wird [102, 103],

wird im weiteren diese Numerierungsstrategie als DD-Numerierung bezeichnet. Eine Kon-

sequenz der DD-Numerierung ist, da� Knoten, die z.B. zu den Vernetzungen T

k�1

und T

k

geh

�

oren, in beiden Netzen verschiedene Nummern haben.



22

Zur Beschreibung einiger Multilevel-Algorithmen (siehe Kapitel 3) ist es g

�

unstiger, eine

globale hierarchische Numerierung der Knoten zu nutzen. Hierbei werden zuerst die Knoten

der Vernetzung T

1

numeriert, dann die in T

2

neu generierten Knoten, usw.

Im weiteren werden Vektoren, deren Komponenten gem

�

a� der DD-Numerierung geordnet

sind, mit v

k

bezeichnet; im Fall der hierarchischen Numerierung wird die Bezeichnung v

k

verwendet. Der

�

Ubergang von der hierarchischen Numerierung zur DD-Numerierung kann

durch eine Permutationsmatrix P

k

beschrieben werden, d.h.

v

k

= P

k

v

k

: (2.11)

Die globale Knotennumerierung wird im weiteren bei der Beschreibung der iterativen

L

�

oser genutzt. Bei der rechentechnischen Umsetzung der Algorithmen auf dem Parallelrech-

ner spielt die globale Numerierung keine Rolle. Hier werden die lokale Knotennumerierung

und der Zusammenhang zwischen der lokalen und globalen Numerierung der Kreuzungskno-

ten ben

�

otigt (siehe auch Abschnitt 3.1.2).

2.2.2 Wahl der Finite-Elemente-Ansatzfunktionen

Zu jeder Vernetzung T

k

, k = 1; 2; : : : ; l, wird ein Finite-Elemente-Raum V

k

� V

0

de�niert.

F

�

ur die R

�

aume V

k

gelte im Fall skalarer Randwertprobleme, siehe die Abschnitte 2.1.1 und

2.1.3,

V

k

= V

L

k

= spanfp

(i)

k

(x) : i = 1; 2; : : : ; N

k

g (2.12)

bzw.

V

k

= V

Q

k

= spanfq

(i)

k

(x) : i = 1; 2; : : : ; N

k

g ; (2.13)

wobei die Funktionen p

(i)

k

und q

(i)

k

die

�

ublichen st

�

uckweise linearen bzw. st

�

uckweise quadra-

tischen Ansatzfunktionen sind [64], d.h. die Funktionen p

(i)

k

sind linear

�

uber den Elementen

der Vernetzung T

k

und die q

(i)

k

sind quadratische Funktionen

�

uber den Elementen der Vernet-

zung T

k�1

. Mit N

k

wird die Anzahl der Knoten in 
 [ �

2

bezeichnet, die zur Vernetzung T

k

geh

�

oren. Im Fall der zweidimensionalen linearen Elastizit

�

atsprobleme (siehe Abschnitt 2.1.2)

gilt

V

L

k

= span

( 

p

(i)

k

(x)

0

!

: i = 1; 2; : : : ; N

k

)

[ span

( 

0

p

(i)

k

(x)

!

: i = 1; 2; : : : ; N

k

)

(2.14)

bzw. analog mit den Funktionen q

(i)

k

(x). Bei Elastizit

�

atsproblemen im Dreidimensionalen

sind die entsprechenden Ansatzfunktionen Vektorfunktionen mit drei Komponenten.

Um im weiteren Schreibweisen vereinfachen zu k

�

onnen, werden die Ansatzfunktionen zu

Zeilenvektoren p

k

bzw. q

k

zusammengefa�t. Diese sind im Fall skalarer Randwertprobleme

durch

p

k

= (p

(1)

k

p

(2)

k

: : : p

(N

k

)

k

) und q

k

= (q

(1)

k

q

(2)

k

: : : q

(N

k

)

k

) (2.15)
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und bei den Elastizit

�

atsproblemen durch

p

k

=

  

p

(1)

k

0

!  

0

p

(1)

k

!  

p

(2)

k

0

!  

0

p

(2)

k

!

: : :

 

p

(N

k

)

k

0

!  

0

p

(N

k

)

k

! !

;

q

k

=

  

q

(1)

k

0

!  

0

q

(1)

k

!  

q

(2)

k

0

!  

0

q

(2)

k

!

: : :

 

q

(N

k

)

k

0

!  

0

q

(N

k

)

k

! !

:

(2.16)

de�niert. Mittels der Vektoren p

k

bzw. q

k

kann jedes Element aus V

k

wie folgt dargestellt

werden:

V

k

3 v

k

= p

k

v

k

bzw. v

k

= q

k

v

k

(2.17)

mit v

k

2 R

sN

k

(s = 1 f

�

ur skalare Probleme, s = 2 f

�

ur Elastizit

�

atsprobleme in 2D-Gebieten,

s = 3 f

�

ur Elastizit

�

atsprobleme in 3D-Gebieten).

Zur De�nition der R

�

aume V

k

aus (2.12), (2.13) und (2.14) k

�

onnen auch h-hierarchische

bzw. h-p-hierarchische Ansatzfunktionen genutzt werden. Wird zur Charakterisierung des

Raumes V

k

anstelle der Knotenbasis (2.15) bzw. (2.16) eine hierarchische Basis verwendet,

dann soll dies mit

^

V

k

gekennzeichnet werden. Im Fall skalarer Randwertprobleme gilt f

�

ur den

Raum

^

V

L

k

= V

L

k

mit der h-hierarchischen Basis in der hierarchischen Knotennumerierung

(siehe Abschnitt 2.2.1):

^

V

L

1

= V

L

1

= spanfp

(i)

1

(x) : i = 1; 2; : : : ; N

1

g

^

V

L

k

=

^

V

L

k�1

+ T

L

k

mit T

L

k

= spanfp

(i)

k

(x) : i = N

k�1

+ 1; N

k�1

+ 2; : : : ; N

k

g :

(2.18)

Werden die Basisfunktionen des Raumes

^

V

k

wiederum zu einem Zeilenvektor

�

p̂

k

zusammen-

gefa�t, dann gilt analog zu den Beziehungen (2.15), (2.16) und (2.11)

�

p̂

k

= (p

(1)

1

: : : p

(N

1

)

1

p

(N

1

+1)

2

: : : p

(N

2

)

2

: : : p

(N

k�1

)

k�1

p

(N

k�1

+1)

k

: : : p

(N

k

)

k

) ; p̂

k

=

�

p̂

k

P

T

k

; (2.19)

wobei

�

p̂

k

der Vektor in der hierarchischen Knotennumerierung und p̂

k

der Vektor in der

DD-Knotennumerierung ist.

Eine h-p-hierarchische Basis wird durch

�

q̂

k

= (p

(1)

1

: : : p

(N

1

)

1

p

(N

1

+1)

2

: : : p

(N

2

)

2

: : : p

(N

k�1

)

k�1

q

(N

k�1

+1)

k

: : : q

(N

k

)

k

) ; q̂

k

=

�

q̂

k

P

T

k

; (2.20)

repr

�

asentiert.

In einigen im Kapitel 3 betrachteten Au

�

osungsverfahren werden auch eine zweistu�g

h-hierarchische Basis

�

~p

k

= (p

(1)

k�1

: : : p

(N

k�1

)

k�1

p

(N

k�1

+1)

k

: : : p

(N

k

)

k

) ; ~p

k

=

�

~p

k

P

T

k

; (2.21)

und die zweistu�g p-hierarchische Basis

�

~q

k

= (p

(1)

k�1

: : : p

(N

k�1

)

k�1

q

(N

k�1

+1)

k

: : : q

(N

k

)

k

) ; ~q

k

=

�

~q

k

P

T

k

; (2.22)

genutzt.



24

Jede Funktion p

(i

k�1

)

k�1

(x) l

�

a�t sich als Linearkombination von Funktionen p

(i)

k

(x) darstellen,

d.h.

p

(i

k�1

)

k�1

= p

(i

k

)

k

+

1

2

X

j2I(i

k

)

p

(j)

k

: (2.23)

Hierbei ist i

k

die Knotennummer des i

k�1

-ten Knotens von T

k�1

in der Knotennumerierung

der Vernetzung T

k

(siehe auch Abschnitt 2.2.1). Die Indexmenge I(i

k

) enth

�

alt die Nummern

aller Knoten der Vernetzung T

k

, die in der Mitte derjenigen Dreiecksseiten des Netzes T

k�1

liegen, bei denen der i

k�1

-te Knoten ein Begrenzungsknoten ist.

Eine zu (2.23) analoge Beziehung gilt auch f

�

ur die p-hierarchischen Ansatzfunktionen

(siehe z.B. [153]), d.h.

p

(i

k�1

)

k�1

= q

(i

k

)

k

+

1

2

X

j2I(i

k

)

q

(j)

k

: (2.24)

Aufgrund der Darstellungen (2.23) und (2.24) stehen die Knotenbasis und die h- bzw. h-

p-hierarchische Basis in der folgenden Beziehung

�

p̂

k

= �p

k

�

J

k

und

�

q̂

k

= �q

k

�

J

k

(2.25)

bzw.

p̂

k

= p

k

J

k

und q̂

k

= q

k

J

k

; J

k

= P

k

�

J

k

P

T

k

; (2.26)

mit

�

J

k

=

�

J

k�1

k

�

J

k�2

k

� � �

�

J

1

k

: (2.27)

Die Matrizen

�

J

r

k

= [

�

J

r

k;ij

]

N

k

i;j=1

, r = k � 1; k � 2; : : : ; 1, sind wie folgt de�niert

�

J

r

k;ij

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1 f

�

ur i = j; i; j = 1; 2; : : : ; N

k

1

2

f

�

ur j = i

1

und j = i

2

; N

r

< i � N

r+1

; wobei der i-te Knoten in der Mitte

derjenigen Dreiecksseite aus T

r

liegt, welche durch den i

1

-ten und i

2

-ten

Knoten begrenzt wird

0 sonst :

O�enbar k

�

onnen die Matrizen

�

J

k

auch rekursiv durch

�

J

k

=

�

J

k�1

k

e

�

J

k�1

mit

e

�

J

k�1

=

0

@

�

J

k�1

0

0 I

k;m

1

A

;

�

J

1

= I

1

und

�

J

k�1

k

=

0

@

I

k;v

0

�

J

k;mv

I

k;m

1

A

(2.28)

dargestellt werden, wobei die Indizes

"

v\ zu den Knoten im Netz T

k�1

und die Indizes

"

m\

zu den in T

k

neu generierten Knoten geh

�

oren.

Analog zu den Beziehungen (2.25) und (2.26) gelten zwischen den Knotenbasen und der

zweistu�g h- bzw. p-hierarchischen Basis die Beziehungen

�

~p

k

= �p

k

�

J

k�1

k

und

�

~q

k

= �q

k

�

J

k�1

k

(2.29)

bzw.

~p

k

= p

k

J

k�1

k

und ~q

k

= q

k

J

k�1

k

; J

k�1

k

= P

k

�

J

k�1

k

P

T

k

: (2.30)
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F

�

ur die Vektoren der Knotenparameter u

k

und û

k

einer Funktion u

k

= p

k

u

k

= p̂

k

û

k

gilt

wegen (2.26) o�enbar

u

k

= J

k

û

k

(2.31)

und f

�

ur die Vektoren der Knotenparameter u

k

und ~u

k

einer Funktion u

k

= p

k

u

k

= ~p

k

~u

k

bzw.

u

k

= q

k

u

k

= ~q

k

~u

k

u

k

= J

k�1

k

~u

k

: (2.32)

Die aus der Finite-Elemente-Diskretisierung resultierenden Stei�gkeitsmatrizen A

k

und

Lastvektoren f

k

, k = 1; 2; : : : ; l, sind auf die

�

ubliche Weise de�niert. Es gilt zum Beispiel im

Fall der st

�

uckweise linearen Ansatzfunktionen

(A

k

u

k

; v

k

) := a(p

k

u

k

; p

k

v

k

) 8u

k

; v

k

2 R

sN

k

(2.33)

und

(f

k

; v

k

) := hF; p

k

v

k

i 8v

k

2 R

sN

k

: (2.34)

Bei der im Abschnitt 2.2.1 eingef

�

uhrten DD-Numerierung der Knoten hat das Finite-Ele-

mente-Gleichungssystem

A

k

u

k

= f

k

(2.35)

die Blockstruktur

0

B

B

B

B

@

A

k;V

A

k;V E

A

k;V F

A

k;V I

A

k;EV

A

k;E

A

k;EF

A

k;EI

A

k;FV

A

k;FE

A

k;F

A

k;FI

A

k;IV

A

k;IE

A

k;IF

A

k;I

1

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

@

u

k;V

u

k;E

u

k;F

u
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1

C

C

C
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A
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B

B

B

B

B

@

f

k;V

f

k;E

f

k;F

f

k;I

1

C

C

C

C

C

A

: (2.36)

Die Indizes

"

V \,

"

E\,

"

F\ und

"

I\ beziehen sich auf die Kreuzungsknoten (vertices), die

Kantenkoppelknoten (edge coupling nodes), die Fl

�

achenkoppelknoten (face coupling nodes)

und die inneren Knoten (inner nodes). Bei Randwertproblemen in zweidimensionalen Gebie-

ten entfallen die zu den Fl

�

achenkoppelknoten geh

�

orenden Zeilen und Spalten.

Bemerkung 2.1 Wird in (2.33) und (2.34) anstelle der Knotenbasis die hierarchische Basis

verwendet, dann erh

�

alt man die Stei�gkeitsmatrizen

^

A

k

und Lastvektoren

^

f

k

in der hierar-

chischen Basis auf analoge Weise.

2.2.3 Beziehungen zwischen Stei�gkeitsmatrizen und Lastvekto-

ren verschiedener Diskretisierungen

In diesem Abschnitt werden Beziehungen zwischen den Stei�gkeitsmatrizen und Lastvek-

toren in der Knotenbasis und in der hierarchischen Basis formuliert. Weiterhin wird f

�

ur

2D-Probleme die

�

Aquivalenz zwischen einer Linearkombination der Stei�gkeitsmatrizen und

Lastvektoren, die aus Diskretisierungen mit st

�

uckweise linearen Ansatzfunktionen auf Netzen

mit den Schrittweiten h bzw.

h

2

resultieren, und der Stei�gkeitsmatrix sowie des Lastvektors

aus der Diskretisierung mit st

�

uckweise quadratischen Funktionen bewiesen.



26

Aufgrund der Beziehungen (2.25), (2.26) und (2.33), (2.34) gilt f

�

ur beliebige u

k

; v

k

2 R

sN

k

(

^

A

k

u

k

; v

k

) = a(p̂

k

u

k

; p̂

k

v

k

) = a(p

k

J

k

u

k

; p

k

J

k

v

k

) = (A

k

J

k

u

k

; J

k

v

k

) = (J

T

k

A

k

J

k

u

k

; v

k

)

und

(

^

f

k

; v

k

) = hF; p̂

k

v

k

i = hF; p

k

J

k

v

k

i = (f

k

; J

k

v

k

) = (J

T

k

f

k

; v

k

) ;

d.h.

^

A

k

= J

T

k

A

k

J

k

und

^

f

k

= J

T

k

f

k

(2.37)

(siehe auch [153, 250]).

Bei der Anwendung der zweistu�g h- bzw. p-hierarchischen Basen (2.21) und (2.22) gelten

analog die Beziehungen

~

A

k

= (J

k�1

k

)

T

A

k

J

k�1

k

und

~

f

k

= (J

k�1

k

)

T

f

k

: (2.38)

Im folgenden werden Beziehungen zwischen den Stei�gkeitsmatrizen und Lastvektoren

bewiesen, die bei der Diskretisierung mittels st

�

uckweise linearer und st

�

uckweise quadratischer

Ansatzfunktionen entstehen. Zur Unterscheidung der entsprechenden Matrizen und Vektoren

werden die Bezeichnungen A

L

k

und f

L

k

im Fall der st

�

uckweise linearen Ansatzfunktionen

sowie A

Q

k

und f

Q

k

beim Einsatz der st

�

uckweise quadratischen Funktionen eingef

�

uhrt. Unter

der Voraussetzung, da� sich die Bilinearform a(:; :) des zu l

�

osenden Randwertproblems als

Linearkombination von Termen der Gestalt

Z




@u

@x

i

@v

@x

j

dx ; i; j = 1; 2 ; (2.39)

darstellen l

�

a�t, k

�

onnen f

�

ur Probleme in zweidimensionalen Gebieten 
 die Lemmata 2.1

und 2.2 bewiesen werden. Um im folgenden einige Schreibweisen vereinfachen zu k

�

onnen,

werden bei der Formulierung dieser Lemmata die Stei�gkeitsmatrizen und Lastvektoren in

der hierarchischen Basis mit hierarchischer Knotennumerierung genutzt. Die Aussagen der

Lemmata 2.1 und 2.2 gelten auch f

�

ur die entsprechenden Matrizen und Vektoren in der

Knotenbasis (siehe Bemerkung 2.2).

Lemma 2.1 Die Bilinearform a(:; :) sei eine Linearkombination aus Termen der Gestalt

(2.39), wobei die Koe�zientenfunktionen in der Linearkombination st

�

uckweise konstante

Funktionen sind, d.h. konstante Funktionen

�

uber den Dreiecken der Vernetzung T

k�1

. Dann

gilt

�

^

A

L,ex

k

=

�

^

A

Q

k

(2.40)

mit

�

^

A

L,ex

k

=

4

3

0

B

@

�

^

A

L

k;vv

�

^

A

L

k;vm

�

^

A

L

k;mv

�

^

A

L

k;mm

1

C

A

�

1

3

0

B

@

�

^

A

L

k�1

0

0 0

1

C

A

=

0

B

@

�

^

A

L

k�1

4

3

�

^

A

L

k;vm

4

3

�

^

A

L

k;mv

4

3

�

^

A

L

k;mm

1

C

A

: (2.41)

Der Index

"

v\ kennzeichnet die Knoten im Netz T

k�1

und der Index

"

m\ die Knoten, die

zum Netz T

k

, aber nicht zum Netz T

k�1

geh

�

oren.
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Beweis: Wegen (2.37) und (2.27) gelten die Beziehungen

�

^

A

L,ex

k

= (

�

J

1

k

)

T

(

�

J

2

k

)

T

� � � (

�

J

k�2

k

)

T

(

�

J

k�1

k

)

T

�

A

L,ex

k

�

J

k�1

k

�

J

k�2

k

� � �

�

J

2

k

�

J

1

k

(2.42)

und

�

^

A

Q

k

= (

�

J

1

k

)

T

(

�

J

2

k

)

T

� � � (

�

J

k�2

k

)

T

(

�

J

k�1

k

)

T

�

A

Q

k

�

J

k�1

k

�

J

k�2

k

� � �

�

J

2

k

�

J

1

k

: (2.43)

Wenn man die G

�

ultigkeit von

(

�

J

k�1

k

)

T

�

A

L,ex

k

�

J

k�1

k

= (

�

J

k�1

k

)

T

�

A

Q

k

�

J

k�1

k

(2.44)

gezeigt hat, dann folgt wegen (2.42) und (2.43) unmittelbar die Behauptung des Lemmas.

Verbleibt also, die Beziehung (2.44) zu beweisen. Die Matrix (

�

J

k�1

k

)

T

�

A

L,ex

k

�

J

k�1

k

erh

�

alt man

aus der Diskretisierung mit der zweistu�g h-hierarchischen Basis

�

~p

k

= (p

(1)

k�1

p

(2)

k�1

: : : p

(N

k�1

)

k�1

| {z }

=: �p

v

p

(N

k�1

+1)

k

p

(N

k�1

+2)

k

: : : p

(N

k

)

k

| {z }

=: �p

m

) (2.45)

und die Matrix (

�

J

k�1

k

)

T

�

A

Q

k

�

J

k�1

k

bei der Verwendung der zweistu�g p-hierarchischen Basis

�

~q

k

= (p

(1)

k�1

p

(2)

k�1

: : : p

(N

k�1

)

k�1

| {z }

=: �p

v

q

(N

k�1

+1)

k

q

(N

k�1

+2)

k

: : : q

(N

k

)

k

| {z }

=: �q

m

) : (2.46)

Die Matrizen in (2.44) haben eine zu (2.41) analoge Blockstruktur, d.h.

(

�
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k�1

k

)

T

�

A

L,ex

k

�

J

k�1

k

=

0

B
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L

k�1

4

3

�

~

A

L
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4
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�

~
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L
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4

3

�

A

L
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1

C

A
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�
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k

)

T

�

A

Q

k

�
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k�1

k

=

0

B

@

�

A
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k�1

�

~

A

Q
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�

~
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Q
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�
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Q
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1

C

A
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(

�

A

L

k�1

u

v

; v

v

) := a(�p

v

u

v

; �p

v

v

v

) 8u

v

; v

v

2 R

N
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�

~

A

L
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u

m
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v

) := a(�p

m

u

m

; �p

v

v

v

) 8u

m

2 R

N

k

�N
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; v
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2 R
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;
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�

A
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u

m

; v

m
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m

u
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; �p
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m

) 8u
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; v

m

2 R

N

k

�N

k�1

;

(

�

~

A

Q

k;vm

u

m

; v

v

) := a(�q

m

u

m

; �p

v

v

v

) 8u

m

2 R
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k

�N
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; v
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2 R
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A
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u
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; v
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m

u
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; �q

m

v

m

) 8u

m

; v

m

2 R

N

k

�N

k�1

;

�

~

A

L

k;mv

= (

�

~

A

L

k;vm

)

T

;

�

~

A

Q

k;mv

= (

�

~

A

Q

k;vm

)

T

:

(2.47)

Somit ist die Beziehung (2.44) richtig, falls

4

3

�

~

A

L

k;vm

=

�

~

A

Q

k;vm

(2.48)

und

4

3

�

A

L

k;mm

=

�

A

Q

k;mm

(2.49)
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gilt. Im folgenden wird die G

�

ultigkeit der Beziehung (2.49) bewiesen. Der Beweis der Bezie-

hung (2.48) erfolgt auf analoge Weise, so da� hier auf die Darlegung des Beweises verzichtet

werden kann.

Da vorausgesetzt wird, da� sich die Bilinearform a(:; :) als Linearkombination von Termen

der Gestalt (2.39) darstellen l

�

a�t, mu�

4

3

Z




@u

L

m

@x

i

@v

L

m

@x

j

dx =

Z




@u

Q

m

@x

i

@v

Q

m

@x

j

dx ; i; j = 1; 2 ; (2.50)

mit u

L

m

= �p

m

u

m

, v

L

m

= �p

m

v

m

, u

m

= [u

m;s
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N

k

�N

k�1

s=1

, v

m
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]

N
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k�1
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, u

Q

m

= �q

m

u

m
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v

Q

m

= �q

m

v

m

gezeigt werden. Es gilt
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Hierbei bezeichnet �

(r)

k�1

ein Dreieck der Vernetzung T

k�1

und R

k�1

ist die Anzahl der Dreiecke

in T

k�1

.

Mit den Indexmengen

!

(st)
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der Transformationsvorschrift
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(2.51)

welche die Abbildung zwischen dem Referenzelement � = f(�

1

; �

2

) : 0 � �

1

; �

2

� 1; �

1

+�

2

�

1g und dem Dreieck �

(r)

k�1

beschreibt (siehe auch Abbildung 2.2), und den st

�

uckweise linearen

Formfunktionen
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sowie den quadratischen Formfunktionen
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(2.52)
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(2.53)

Die Indizes �; � 2 f4; 5; 6g sind die im Dreieck �

(r)

k�1

lokalen Knotennummern der Knoten

mit den globalen Knotennummern s und t (siehe auch die Abbildung 2.2).
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Abbildung 2.2: Transformation zwischen einem beliebigen Dreieck �

(r)

k�1

2 T

k�1

und dem Referenzdreieck �

Da die Summation in (2.52) und (2.53)

�

uber dieselben Indizes erfolgt, werden im weiteren

die einzelnen Summanden miteinander verglichen. Die partiellen Ableitungen der Funktionen
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(�)

, � = 4; 5; 6, sind st

�

uckweise konstant. Folglich erh
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alt man f

�

ur die Summanden in (2.52)

den folgenden Ausdruck
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Zur Berechnung der Integrale in (2.53) wird die Quadraturformel
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�

; �

(3)

=

�

1

2

;

1

2

�

; (2.55)
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Tabelle 2.1: Die partiellen Ableitungen der st

�

uckweise linearen Formfunktionen

@'

(1)

@�

1

@'

(1)

@�

2

@'

(2)

@�

1

@'

(2)

@�

2

@'

(3)

@�

1

@'

(3)

@�

2

@'

(4)

@�

1

@'

(4)

@�

2

@'

(5)

@�

1

@'

(5)

@�

2

@'

(6)

@�

1

@'

(6)

@�

2

�

(1)

-1 -1 1 0 0 1 2 0 0 0 0 2

�

(2)

-1 -1 1 0 0 1 -2 -2 0 2 0 0

�

(3)

-1 -1 1 0 0 1 0 0 2 0 -2 -2

�

(4)

-1 -1 1 0 0 1 0 -2 2 2 -2 0

genutzt. Diese Quadraturformel ist f

�

ur quadratische Polynome exakt. Daher sind die Sum-

manden in (2.53)

�

aquivalent zu

3

X

�=1

1

6

 

@ 

(�)

(�

(�)

)

@�

1

@�

1

@x

i

+

@ 

(�)

(�

(�)

)

@�

2

@�

2

@x

i

! 

@ 

(�)

(�

(�)

)

@�

1

@�

1

@x

j

+

@ 

(�)

(�

(�)

)

@�

2

@�

2

@x

j

!

jdetF

(r)

k�1

j : (2.56)

Tabelle 2.2: Die partiellen Ableitungen der quadratischen Formfunktionen

�

(�)

@ 

(4)

(�

(�)

)

@�

1

@ 

(4)

(�

(�)

)

@�

2

@ 

(5)

(�

(�)

)

@�

1

@ 

(5)

(�

(�)

)

@�

2

@ 

(6)

(�

(�)

)

@�

1

@ 

(6)

(�

(�)

)

@�

2

(0:5; 0) 0 -2 0 2 0 2

(0; 0:5) 2 0 2 0 -2 0

(0:5; 0:5) -2 -2 2 2 -2 -2

Mit den in den Tabellen 2.1 und 2.2 angegebenen partiellen Ableitungen der Formfunk-

tionen '

(�)

,  

(�)

erh

�

alt man nach einer einfachen Rechnung, da� sich (2.54) und (2.56) um

den Faktor

4

3

unterscheiden. Daraus folgt mit (2.52) und (2.53) die Beziehung (2.50) und

folglich die G

�

ultigkeit von (2.49). 2

Lemma 2.2 Es sei die rechte Seite hF; vi eine Linearkombination von Termen der Gestalt

Z




fv dx und

Z

�

2

g

2

v ds : (2.57)

Die Funktion f sei eine st

�

uckweise konstante Funktion, d.h. konstant

�

uber den Dreiecken �

(r)

k�1

der Vernetzung T

k�1

. Weiterhin sei die Funktion g

2

st

�

uckweise konstant, d.h. eine konstante

Funktion

�

uber den Dreiecksseiten @�

(r)

k�1

\ @
. Dann gilt

�

^

f

L,ex

k

=

�

^

f

Q

k

(2.58)

mit

�

^

f

L,ex

k

=

4

3

0

B

@

�

^

f

L

k;v

�

^

f

L

k;m

1

C

A

�

1

3

0

B

@

�

^

f

L

k�1

0

1

C

A

=

0

B

@

�

^

f

L

k�1

4

3

�

^

f

L

k;m

1

C

A

: (2.59)
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Beweis: Aufgrund der Beziehungen (2.37) und (2.27) gilt

�

^

f

L,ex

k

= (

�

J

1

k

)

T

(

�

J

2

k

)

T

� � � (

�

J

k�2

k

)

T

(

�

J

k�1

k

)

T

�

f

L,ex

k

und

�

^

f

Q

k

= (

�

J

1

k

)

T

(

�

J

2

k

)

T

� � � (

�

J

k�2

k

)

T

(

�

J

k�1

k

)

T

�

f

Q

k

:

Die Behauptung des Lemmas folgt somit aus der im folgenden bewiesenen G

�

ultigkeit der

Beziehung

(

�

J

k�1

k

)

T

�

f

L,ex

k

= (

�

J

k�1

k

)

T

�

f

Q

k

: (2.60)

Der Vektor (

�

J

k�1

k

)

T

�

f

L,ex

k

entsteht bei der Diskretisierung mittels der Ansatzfunktionen (2.45)

und (

�

J

k�1

k

)

T

�

f

Q

k

bei Verwendung der Basis (2.46), d.h.

(

�

J

k�1

k

)

T

�

f

L,ex

k

=

0

B

@

�

f

L

k�1

4

3

�

f

L

k;m

1

C

A

und (

�

J

k�1

k

)

T

�

f

Q

k

=

0

B

@

�

f

L

k�1

�

f

Q

k;m

1

C

A

(2.61)

mit

(

�

f

L

k�1

; v

v

) := hF; �p

v

v

v

) 8v

v

2 R

N

k�1

;

(

�

f

L

k;m

; v

m

) := hF; �p

m

v

m

) 8v

m

2 R

N

k

�N

k�1

;

(

�

f

Q

k;m

; v

m

) := hF; �q

m

v

m

) 8v

m

2 R

N

k

�N

k�1

:

Wegen (2.61) mu� also nur

4

3

�

f

L

k;m

=

�

f

Q

k;m

bewiesen werden. Da vorausgesetzt wird, da�

sich die rechte Seite hF; :i als Linearkombination von Termen der Gestalt (2.57) darstellen

l

�

a�t, werden f

�

ur diese Terme die Beziehungen

4

3

Z




f �p

m

v

m

dx =

Z




f �q

m

v

m

dx (2.62)

und

4

3

Z

�

2

g

2

�p

m

v

m

ds =

Z

�

2

g

2

�q

m

v

m

ds (2.63)

gezeigt.

Mit den Indexmengen

!

(s)

= fr 2 f1; 2; : : : ; R

k�1

g : p

(s)

k

6� 0 auf �

(r)

k�1

g

= fr 2 f1; 2; : : : ; R

k�1

g : q

(s)

k

6� 0 auf �

(r)

k�1

g

und der Transformationsvorschrift (2.51) gilt

Z




f �p

m

v

m

dx =

N

k

X

s=N

k�1

+1

X

r2!

(s)

v

m;s�N

k�1

Z

�

(r)

k�1

f(x)p

(s)

k

(x) dx

=

N

k

X

s=N

k�1

+1

X

r2!

(s)

v

m;s�N

k�1

Z

�

f(x(�))p

(s)

k

(x(�))jdetF

(r)

k�1

j d�

=

N

k

X

s=N

k�1

+1

X

r2!

(s)

v

m;s�N

k�1

Z

�

f(x(�))'

(�)

(�)jdetF

(r)

k�1

j d�

(2.64)
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und

Z




f �q

m

v

m

dx =

N

k

X

s=N

k�1

+1

X

r2!

(s)

v

m;s�N

k�1

Z

�

(r)

k�1

f(x)q

(s)

k

(x) dx

=

N

k

X

s=N

k�1

+1

X

r2!

(s)

v

m;s�N

k�1

Z

�

f(x(�))q

(s)

k

(x(�))jdetF

(r)

k�1

j d�

=

N

k

X

s=N

k�1

+1

X

r2!

(s)

v

m;s�N

k�1

Z

�

f(x(�)) 

(�)

(�)jdetF

(r)

k�1

j d� :

(2.65)

Hierbei ist � die im Dreieck �

(r)

k�1

lokale Knotennummer des s-ten Knotens. Aus den Be-

ziehungen (2.64) und (2.65) ist ersichtlich, da� f

�

ur den Nachweis der Beziehung (2.62) die

Summanden in (2.64) und (2.65) miteinander verglichen werden m

�

ussen. Wird beachtet, da�

die Funktion f(x) als st

�

uckweise konstant vorausgesetzt wurde, d.h. f(x) = f

(r)

auf �

(r)

k�1

, so

erh

�

alt man

Z

�

f(x(�))'

(�)

(�)jdetF

(r)

k�1

j d� =

X

�2I(�)

f

(r)

jdetF

(r)

k�1

j

Z

�

(�)

'

(�)

(�) d�

= 3f

(r)

jdetF

(r)

k�1

j

1

24

=

1

8

f

(r)

jdetF

(r)

k�1

j

(2.66)

mit I(�) = f� 2 f1; 2; 3; 4g : '

(�)

6� 0 auf �

(�)

g.

Zur Berechnung der Summanden in (2.65) wird die Quadraturformel (2.55) verwendet.

Dann gilt

Z

�

f(x(�)) 

(�)

(�)jdetF

(r)

k�1

j d� = f

(r)

jdetF

(r)

k�1

j

1

6

3

X

�=1

 

(�)

(�

(�)

) =

1

6

f

(r)

jdetF

(r)

k�1

j : (2.67)

Aus den Beziehungen (2.66), (2.67) und (2.64), (2.65) folgt die G

�

ultigkeit der Relation (2.62).

Die Beziehung (2.63) wird auf analoge Weise bewiesen. Seien e

(r)

k�1

die Dreiecksseiten von

Dreiecken �

(r)

k�1

aus T

k�1

, die auf �

2

liegen, und sei !

(s)

E

= fr : p

(s)

k

6� 0 auf e

(r)

k�1

g = fr :

q

(s)

k

6� 0 auf e

(r)

k�1

g, dann gilt

Z

�

2

g

2

�p

m

v

m

ds =

N

k

X

s=N

k�1

+1

X

r2!

(s)

E

v

m;s�N

k�1

Z

e

(r)

k�1

g

2

(x)p

(s)

k

(x) ds (2.68)

und

Z

�

2

g

2

�q

m

v

m

ds =

N

k

X

s=N

k�1

+1

X

r2!

(s)

E

v

m;s�N

k�1

Z

e

(r)

k�1

g

2

(x)q

(s)

k

(x) ds : (2.69)

Die Integrale

�

uber e

(r)

k�1

werden mittels der Abbildungsvorschrift

0

@

x

1

x

2

1

A

=

0

@

x

(r;2)

1

� x

(r;1)

1

x

(r;2)

2

� x

(r;1)

2

1

A

�

1

+

0

@

x

(r;1)

1

x

(r;1)

2

1

A
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auf das Referenzelement [0; 1] abgebildet. Hier bezeichnen (x

(r;s)

1

; x

(r;s)

2

), s = 1; 2, die Ko-

ordinaten der Anfangs- und Endknoten der Dreiecksseite e

(r)

k�1

. Unter der Annahme, da�

die Funktion g

2

(x)

�

uber e

(r)

k�1

konstant ist, d.h. g

2

(x) = g

(r)

2

, mit der st

�

uckweise linearen

Formfunktion

'

(3)

(�

1

) =

8

<

:

2�

1

in [0; 0:5)

2� 2�

1

in [0:5; 1]

bzw. der quadratischen Formfunktion  

(3)

(�) = �4�

2

1

+ 4�

1

und mit � = [(x

(r;2)

1

� x

(r;1)

1

)

2

+

(x

(r;2)

2

� x

(r;1)

2

)

2

]

0.5

erh

�

alt man

Z

e

(r)

k�1

g

2

(x)p

(s)

k

(x) ds = g

(r)

2

�

8

<

:

0:5

Z

0

2�

1

d�

1

+

1

Z

0:5

(2� 2�

1

) d�

1

9

=

;

=

1

2

g

(r)

2

� (2.70)

und

Z

e

(r)

k�1

g

2

(x)q

(s)

k

(x) ds = g

(r)

2

�

1

Z

0

(�4�

2

1

+ 4�

1

) d�

1

=

2

3

g

(r)

2

� : (2.71)

Aus den Beziehungen (2.70), (2.71) und (2.68), (2.69) folgt die G

�

ultigkeit von (2.63). 2

Bemerkung 2.2 Aufgrund der Beziehungen (2.37) gilt die Behauptung der Lemmata 2.1

und 2.2 auch f

�

ur die entsprechenden Stei�gkeitsmatrizen und Lastvektoren in der Knotenba-

sis (2.12).

Bemerkung 2.3 Die Behauptung des Lemmas 2.2 gilt auch im Fall nicht st

�

uckweise kon-

stanter Funktionen f(x) und g

2

(x), falls bei der Berechnung der Komponenten der Vektoren

�

^

f

L,ex

k

und

�

^

f

Q

k

die folgenden Quadraturformeln verwendet werden:

(a) Berechnung der entsprechenden Integrale

�

uber �

(s)

in (2.66) mittels

Z

�

(�)

w(�) d� �

1

3

meas�

(�)

3

X

t=1

w(�

(t)

) ; (2.72)

wobei �

(t)

, t = 1; 2; 3, die drei Eckknoten des Dreiecks �

(�)

sind.

(b) Berechnung der entsprechenden Integrale

�

uber � in (2.67) mittels

Z

�

w(�) d� �

1

6

(w(0:5; 0) + w(0; 0:5) + w(0:5; 0:5)) (2.73)

(c) Berechnung der entsprechenden Integrale

�

uber den Intervallen [0; 0:5] und [0:5; 1] in

(2.70) mittels

0:5

Z

0

w(�

1

) d�

1

�

1

4

(w(0) + w(0:5)) ;

1

Z

0:5

w(�

1

) d�

1

�

1

4

(w(0:5) + w(1)) (2.74)
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(d) Berechnung der entsprechenden Integrale

�

uber dem Intervall [0; 1] in (2.71) mittels

1

Z

0

w(�

1

) d�

1

�

1

6

(w(0) + 4w(0:5) + w(1)) (2.75)

Die Quadraturformeln (2.72) und (2.74) sind exakt f

�

ur lineare Funktionen, und die Formeln

(2.73) und (2.75) sind exakt f

�

ur quadratische Funktionen.

Beweis: Die G

�

ultigkeit der Beziehung (2.62) beim Einsatz der Quadraturformeln (2.72)

und (2.73) ist in [154, 156] bewiesen.

Zum Nachweis von (2.63) werden die Beziehungen (2.70) und (2.71) betrachtet. Es gilt

Z

e

(r)

k�1

g

2

(x)p

(s)

k

(x) ds = �

8

<

:

0:5

Z

0

g

2

(x(�

1

))2�

1

d�

1

+

1

Z

0:5

g

2

(x(�

1

))(2� 2�

1

) d�

1

9

=

;

� �

�

1

4

�

g

2

(x(0)) � 2 � 0 + g

2

(x(0:5)) � 2 � 0:5+

g

2

(x(0:5))(2� 2 � 0:5) + g

2

(x(1))(2� 2 � 1)

�o

=

�

2

g

2

(x(0:5))

und

Z

e

(r)

k�1

g

2

(x)q

(s)

k

(x) ds = �

1

Z

0

g

2

(x(�

1

))(�4�

2

1

+ 4�

1

) d�

1

�

�

6

�

g

2

(x(0))(�4 � 0 + 4 � 0) + 4g

2

(x(0:5))(�4 � 0:5

2

+ 4 � 0:5)+

g

2

(x(1))(�4 � 1 + 4 � 1))

�

=

4

6

� g

2

(x(0:5)) ;

und folglich ist die Beziehung (2.63) richtig. 2

Bemerkung 2.4 In [154, 156] wird ein zum Lemma 2.1 analoges Lemma f

�

ur Bilinearformen

der Gestalt

a(u; v) =

Z




(A(x)ru(x);rv(x)) dx

bewiesen. Dabei wird vorausgesetzt, da� A(x) = [a

ij

(x)]

2

i;j=1

symmetrisch und positiv de�-

nit ist f

�

ur fast alle x 2 
, und es werden spezielle Quadraturformeln zur Berechnung der

entsprechenden Matrixeintr

�

age von

�

^

A

L,ex

k

sowie

�

^

A

Q

k

verwendet.

Bemerkung 2.5 Die Behauptung des Lemmas 2.1 gilt nicht f

�

ur Randwertprobleme in drei-

dimensionalen Gebieten. Bei der Diskretisierung mittels Tetraederelementen ist lediglich die

Beziehung (2.48) erf

�

ullt (siehe [150]).
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Aus Lemma 2.1 l

�

a�t sich eine Beziehung zwischen den Konstanten 

L

und 

Q

in der

verst

�

arkten Cauchy-Ungleichung

ja(u; v)j � 

L[Q]

q

a(u; u)

q

a(v; v) 8u 2 V

k�1

; v 2 T

L[Q]

k

(2.76)

mit

T

L

k

= spanfp

(i)

k

: i = N

k�1

+ 1; N

k�1

+ 2; : : : ; N

k

g (2.77)

und

T

Q

k

= spanfq

(i)

k

: i = N

k�1

+ 1; N

k�1

+ 2; : : : ; N

k

g (2.78)

ableiten. Es gilt das folgende Lemma (siehe auch [150]).

Lemma 2.3 Die Bilinearform a(:; :) sei eine Linearkombination aus Termen der Gestalt

(2.39), wobei die Koe�zientenfunktionen in der Linearkombination st

�

uckweise konstante

Funktionen sind, d.h. konstant

�

uber den Dreiecken der Vernetzung T

k�1

. Dann gilt f

�

ur die

Konstanten 

L

und 

Q

in den entsprechenden verst

�

arkten Cauchy-Ungleichungen (2.76) die

Beziehung

(

L

)

2

=

3

4

(

Q

)

2

: (2.79)

Beweis: Wegen (2.48), (2.49) und (2.47) gilt

a(u; v

Q

) =

4

3

a(u; v

L

) und a(v

Q

; v

Q

) =

4

3

a(v

L

; v

L

) (2.80)

f

�

ur alle u 2 V

k�1

, v

Q

2 T

Q

k

, v

L

2 T

L

k

, v

Q

(x

(s)

) = v

L

(x

(s)

) f

�

ur alle s = N

k�1

+1; N

k�1

+2; : : : ; N

k

(x

(s)

bezeichnet die Koordinaten des s-ten Knotens).

Mit den Beziehungen (2.80) erh

�

alt man

(a(u; v

Q

))

2

� (

Q

)

2

a(u; u) a(v

Q

; v

Q

)

�

�

4

3

a(u; v

L

)

�

2

� (

Q

)

2

a(u; u)

4

3

a(v

L

; v

L

)

� (a(u; v

L

))

2

�

3

4

(

Q

)

2

a(u; u) a(v

L

; v

L

) ;

d.h. (

L

)

2

=

3

4

(

Q

)

2

. 2

Folgerung 2.1 Da (

Q

)

2

= 1 eine triviale obere Schranke f

�

ur die Konstante in der verst

�

ark-

ten Cauchy-Ungleichung bei zweistu�g p-hierarchischen Ansatzfunktionen ist, gilt wegen Lem-

ma 2.3 die Absch

�

atzung (

L

)

2

�

3

4

f

�

ur alle Bilinearformen a(:; :), die sich als Linearkombi-

nation von Termen der Gestalt (2.39) darstellen lassen, und f

�

ur Triangulationen T

k�1

mit

beliebigen Dreiecken �

(r)

k�1

.

Genaue Aussagen

�

uber die Abh

�

angigkeit der Konstanten 

L

und 

Q

von der Geometrie

der Dreiecke und von Parametern in der Bilinearform, z.B. von der Poissonschen Querkon-

traktionszahl, sind u.a. in [1, 10, 39, 140, 141, 149, 150, 173, 180, 181, 220, 238] enthalten.
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Kapitel 3

Parallele iterative Au

�

osungsverfahren

In den letzten 20 Jahren wurden verschiedene e�ziente Au

�

osungsverfahren f

�

ur gro�di-

mensionierte lineare Gleichungssysteme entwickelt, die bei Finite-Elemente- bzw. Finite-Dif-

ferenzen-Diskretisierungen entstehen. Asymptotisch optimale bzw. fast optimale Verfahren,

d.h. Verfahren, bei denen der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen zum Erreichen

einer N

�

aherungsl

�

osung mit einer vorgegebenen relativen Genauigkeit " in der Gr

�

o�enordnung

O(h

�d

ln "

�1

) : : :O(h

�d

ln h

�1

ln "

�1

) (h der Diskretisierungsparameter, d die Raumdimen-

sion, d = 2; 3) liegt, erh

�

alt man, wenn in den L

�

osungsproze� eine Folge von Diskretisierungen

des zu l

�

osenden Randwertproblems oder zumindest des Gebietes 
 einbezogen wird. Derar-

tige L

�

oser sind die klassischen Mehrgitter-Verfahren [46, 55, 57, 77, 78, 107, 108, 186, 241]

und das Verfahren der konjugierten Gradienten mit Multilevel-Vorkonditionierern. Beispiele

f

�

ur Multilevel-Vorkonditionierer sind Vorkonditionierer, die implizit durch die Anwendung

von Mehrgitter-Verfahren de�niert sind [41, 47, 84, 141, 148, 149, 157], additive Multilevel-

Vorkonditionierer [29, 38, 52, 66, 91, 205, 246, 247, 251, 255], die Algebraic-Multilevel-

Iteration-(AMLI)-Vorkonditionierer von Axelsson und Vassilevski [15, 16, 236, 237] und

Domain-Decomposition-(DD)-Vorkonditionierer [50, 62, 74, 75, 102, 103, 104, 199, 225].

In den n

�

achsten Abschnitten wird die Parallelisierung dieser iterativen L

�

oser diskutiert.

Das Parallelisierungskonzept basiert auf einer nicht

�

uberlappenden DD-Datenverteilung und

der im Abschnitt 2.2.1 eingef

�

uhrten DD-Knotennumerierung. Eine wesentliche Idee besteht

in der Anwendung von zwei Vektortypen hinsichtlich der Speicherung auf den Prozessoren,

n

�

amlich die Nutzung von Vektoren vom

�

uberlappenden Typ und Vektoren vom addierenden

Typ [27, 102, 103] (siehe auch Abschnitt 3.1.1). Aufgrund dieser Datenverteilung ist der

Kommunikationsaufwand pro Iterationsschritt eine Ordnung niedriger als der Aufwand an

arithmetischen Operationen, d.h. die Menge der zu kommunizierenden Daten ist von der

Gr

�

o�enordnung O(h

�(d�1)

) und der Arithmetikaufwand liegt in der Gr

�

o�enordnung O(h

�d

).

3.1 Nicht

�

uberlappende DD-Datenstruktur

3.1.1 Vektortypen und Grundoperationen

Zur e�zienten Implementierung der in den folgenden Abschnitten beschriebenen L

�

oser wer-

den zwei Typen von Vektoren genutzt, sogenannte Vektoren vom

�

uberlappenden (konsisten-

ten) Typ und Vektoren vom addierenden (nicht konsistenten) Typ. Bei Vektoren vom

�

uber-

37
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lappenden Typ sind auf den Prozessoren P

i

die wahren Werte jener Vektorkomponenten ge-

speichert, die zu den Knoten im Teilgebiet

�




i

geh

�

oren. Im Fall eines Vektors vom addierenden

Typ sind die wahren Werte der Vektorkomponenten, die zu Knoten auf dem Teilgebietsrand

@


i

geh

�

oren, erst nach einem Datenaustausch zwischen benachbarten Teilgebieten bekannt

[27, 102, 103]. Ein Beispiel f

�

ur einen Vektor vom addierenden Typ ist der Lastvektor des

Finite-Elemente-Gleichungssystems. Der L

�

osungsvektor wird als Vektor vom

�

uberlappen-

den Typ gespeichert. Zur mathematischen Beschreibung der Vektortypen werden Boolesche

Matrizen

H

k;i

: R

N

k

! R

N

k;i

genutzt, welche globale Vektoren v

k

in Teilgebietsvektoren (Superelementvektoren) v

k;i

ab-

bilden. Dabei enth

�

alt ein Teilgebietsvektor v

k;i

alle die Komponenten des Vektors v

k

, die mit

Knoten in

�




i

korrespondieren. Unter Nutzung der Matrizen H

k;i

k

�

onnen die Vektoren vom

�

uberlappenden und vom addierenden Typ wie folgt de�niert werden:

De�nition 3.1

(i) Ein Vektor v

k

ist vom

�

uberlappenden Typ, wenn auf dem Prozessor P

i

der Teilgebiets-

vektor v

k;i

= H

k;i

v

k

gespeichert ist.

(ii) Ein Vektor d

k

ist vom addierenden Typ, wenn auf den Prozessoren P

i

Teilgebietsvek-

toren d

k;i

gespeichert sind, so da�

d

k

=

p

X

i=1

H

T

k;i

d

k;i

(3.1)

gilt.

Die Umwandlung eines Vektors vom addierenden Typ in einen Vektor vom

�

uberlappen-

den Typ erfordert Datenaustausch zwischen den Prozessoren. Dabei sind Daten bez

�

uglich

der Vektorkomponenten zu kommunizieren, die zu Knoten auf den Teilgebietsr

�

andern @


i

geh

�

oren. Folglich ist die Menge der bei einer Typkonvertierung auszutauschenden Daten von

der Gr

�

o�enordnung O(h

�(d�1)

) (siehe auch Abschnitt 3.1.2).

F

�

ur die Stei�gkeitsmatrizen A

k

gilt eine analoge Darstellung wie f

�

ur Vektoren vom ad-

dierenden Typ, d.h.

A

k

=

p

X

i=1

H

T

k;i

A

k;i

H

k;i

: (3.2)

Die Teilgebietsstei�gkeitsmatrizen (Superelementstei�gkeitsmatrizen) A

k;i

werden auf den

entsprechenden Prozessoren P

i

gespeichert. Diese Teilgebietsstei�gkeitsmatrizen haben auf-

grund der auch lokal durchgef

�

uhrten DD-Knotennumerierung eine zu (2.36) analoge Block-

struktur. Die Matrixbl

�

ocke A

k;I

, A

k;FI

, A

k;EI

und A

k;V I

sind aus Blockmatrizen A

k;I;i

,

A

k;FI;i

,A

k;EI;i

undA

k;V I;i

zusammengesetzt. W

�

ahrend die wahren Werte der Matrixeintr

�

age

dieser Bl

�

ocke auf dem Prozessor P

i

bekannt sind, sind die Matrixeintr

�

age von A

k;V

, A

k;V E

,

A

k;V F

, A

k;E

, A

k;EF

und A

k;F

summarisch

�

uber die Prozessoren verteilt, d.h. jeder Prozessor

besitzt den Anteil an den Matrixeintr

�

agen, der bei der Finite-Elemente-Diskretisierung im
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Teilgebiet

�




i

entsteht. In der Abbildung 3.2(a) ist als Beispiel die Besetztheitsstruktur der

Finite-Elemente-Matrix A

k

unter Nutzung der Vernetzung aus Abbildung 3.1 dargestellt.

Die Matrixeintr

�

age des Matrixblocks

A

k;C

=

 

A

k;V

A

k;V E

A

k;EV

A

k;E

!

;

deren wahrer Wert erst nach einem Datenaustausch mit benachbarten Teilgebieten und an-

schlie�ender Summation bekannt ist, sind in der Abbildung 3.2(b) mit grauer Farbe markiert.

Die Abbildung 3.3 zeigt die Teilmatrizen H

T

k;i

A

k;i

H

k;i

aus der Beziehung (3.2).

Hier und in den Abschnitten 3.2 bzw. 3.3, d.h. bei der Beschreibung der Implementierung

der L

�

osungsalgorithmen, werden Vektoren vom

�

uberlappenden Typ und Matrixeintr

�

age, de-

ren wahrer Wert auf den Prozessoren bekannt ist, durch Fettschrift gekennzeichnet. Vektoren

vom addierenden Typ und nichtassemblierte Matrixeintr

�

age werden im

�

ublichen mathema-

tischen Modus geschrieben.
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Abbildung 3.2: (a) Besetztheitsstruktur der Matrix A

k

entsprechend der Vernetzung in Abbildung 3.1,

(b) Block A

k;C

der Matrix A

k

Im folgenden Lemma 3.1 werden Beziehungen zwischen den Matrizen H

k;i

, H

T

k;i

, A

k;�

,

A

k;��

, A

k;�;i

und A

k;��;i

(�, � stehen f

�

ur V , E, F und I) bewiesen. Hierbei bezeichnen

A

k;�;i

und A

k;��;i

die entsprechenden Matrixbl

�

ocke von A

k;�

und A

k;��

in assemblierter Form,

d.h. nach Datenaustausch mit benachbarten Prozessoren und anschlie�ender Summation.

Einige im Lemma 3.1 angegebene Beziehungen sind aus [92, 95] bereits bekannt.

Lemma 3.1 Es gilt

(i) Die Matrizen H

k;i

haben eine Blockstruktur

0

B

B

B

B

@

H

k;V;i

0 0 0

0 H

k;E;i

0 0

0 0 H

k;F;i

0

0 0 0 H

k;I;i

1

C

C

C

C

A

(3.3)

(ii)

H

T

k;i

H

k;i

= R

k;i

mit R

k;i

= [R

k;i;mn

]

N

k

m;n=1

; (3.4)

R

k;i;mn

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1 f

�

ur m = n, m ist die globale Knotennummer eines lokalen

Knotens aus

�




i

0 sonst

H

T

k;�;i

H

k;�;i

= R

k;�;i

(� steht f

�

ur V , E, F , und I) (3.5)

Die Matrizen R

k;�;i

sind analog zu den Matrizen R

k;i

de�niert.
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Abbildung 3.3: Matrizen H

T

k;i

A

k;i

H

k;i

((a) f

�

ur i = 1, (b) f

�

ur i = 2, (c) f

�

ur i = 3 und (d) f

�

ur i = 4)

entsprechend der Vernetzung in Abbildung 3.1

(iii)

p

X

i=1

H

T

k;i

H

k;i

= R

k

mit R

k

= [R

k;mn

]

N

k

m;n=1

; (3.6)

R

k;mn

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

Anzahl der Teilgebiete

�




i

, zu denen der m-te Knoten (in der

globalen Numerierung) geh

�

ort (f

�

ur m = n)

0 (f

�

ur m 6= n)

p

X

i=1

H

T

k;�;i

H

k;�;i

= R

k;�

(� steht f

�

ur V , E, F und I) (3.7)

Die Matrizen R

k;�

sind analog zu den Matrizen R

k

de�niert.
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(iv)

H

k;i

H

T

k;i

= I

k;i

; wobei I

k;i

die Einheitsmatrix im R

N

k;i

�N

k;i

ist. (3.8)

H

k;�;i

H

T

k;�;i

= I

k;�;i

; wobei I

k;�;i

die Einheitsmatrix im R

N

k;�;i

�N

k;�;i

ist. (3.9)

H

k;I;i

H

T

k;I;j

= 0

k;I;ij

(i 6= j) ; wobei 0

k;I;ij

die Nullmatrix im R

N

k;I;i

�N

k;I;j

ist. (3.10)

(v)

A

k;�;i

= H

k;�;i

A

k;�

H

T

k;�;i

(� steht f

�

ur V , E, F und I.) (3.11)

A

k;��;i

= H

k;�;i

A

k;��

H

T

k;�;i

(� und � stehen f

�

ur V , E, F und I.) (3.12)

(A

k;�;i

und A

k;��;i

sind die auf dem Prozessor P

i

gespeicherten Anteile der Matrizen

A

k;�

und A

k;��

in assemblierter Form, d.h. sie enthalten die wahren Werte der entspre-

chenden Matrixeintr

�

age.)

(vi) Falls

A

k;�

R

k;�;i

= R

k;�;i

A

k;�

R

k;�;i

(3.13)

gilt, dann ist auch die Beziehung

A

k;�

H

T

k;�;i

= H

T

k;�;i

A

k;�;i

(3.14)

richtig. Aus

A

k;��

R

k;�;i

= R

k;�;i

A

k;��

R

k;�;i

(3.15)

folgt die Beziehung

A

k;��

H

T

k;�;i

= H

T

k;�;i

A

k;��;i

: (3.16)

Beweis:

zu (i): Die Darstellung (3.3) folgt unmittelbar aus der lokalen und globalen DD-Knotennu-

merierung.

zu (ii) und (iv): Die Beziehungen (3.4), (3.5), (3.8), (3.9) und (3.10) ergeben sich sofort

durch Ausf

�

uhrung der entsprechenden Matrixmultiplikationen.

zu (iii): Die Beziehungen (3.6) und (3.7) folgen unmittelbar aus (ii).

zu (v): Aus den o�ensichtlichen Beziehungen

H

T

k;�;i

A

k;�;i

H

k;�;i

= R

k;�;i

A

k;�

R

k;�;i

= H

T

k;�;i

H

k;�;i

A

k;�

H

T

k;�;i

H

k;�;i

folgt nach Multiplikation von links mit H

k;�;i

und Multiplikation von rechts mit H

T

k;�;i

aufgrund von (3.9) die Beziehung (3.11).

Auf analoge Weise kann die G

�

ultigkeit von (3.12) gezeigt werden.

zu (vi): Wegen (3.5) und (3.11) ist die Voraussetzung (3.13)

�

aquivalent zu

A

k;�

H

T

k;�;i

H

k;�;i

= H

T

k;�;i

H

k;�;i

A

k;�

H

T

k;�;i

H

k;�;i

= H

T

k;�;i

A

k;�;i

H

k;�;i

:

Nach Multiplikation von rechts mit H

T

k;�;i

folgt unter Verwendung von (3.9) die Bezie-

hung (3.14).

Die G

�

ultigkeit von (3.16) kann auf analogem Weg bewiesen werden. 2
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Bemerkung 3.1 Die Voraussetzung (3.13) ist f

�

ur k = 2; 3; : : : ; l erf

�

ullt bei

� = V , falls auf jeder Koppelkante der gr

�

obsten Vernetzung T

1

wenigstens ein Knoten des

Netzes T

k

liegt;

� = E, falls es im Netz T

k

keine Kanten gibt, die Knoten auf verschiedenen Koppelkanten

verbinden;

� = F , falls es im Netz T

k

keine Kanten gibt, die Knoten auf verschiedenen Koppel

�

achen

verbinden.

F

�

ur � = I ist (3.13) immer erf

�

ullt, da zwischen inneren Knoten verschiedener Teilgebiete

keine Verbindungen bestehen (bez

�

uglich der De�nition der Koppelkanten und -

�

achen siehe

De�nition 2.1). Die Bedingung (3.15) ist f

�

ur �� = V E; V F; V I; EI und FI immer erf

�

ullt.

Sie gilt f

�

ur �� = EF , falls es im Netz T

k

keine Kanten gibt, die einen Fl

�

achenkoppelknoten

einer Koppel

�

ache �

F

mit einem Kantenkoppelknoten verbindet, der auf einer Koppelkante

liegt, die nicht zum Rand von �

F

geh

�

ort.

Typische Grundoperationen in den iterativen L

�

osern sind Vektoradditionen, Matrix{

Vektor{Multiplikationen und die Berechnung von Skalarprodukten. Wie in den folgenden

Abschnitten deutlich wird, k

�

onnen alle L

�

oser so implementiert werden, da� Vektoradditionen

nur zwischen Vektoren gleichen Typs durchzuf

�

uhren sind und somit keine Kommunikation

erforderlich ist. Matrix{Vektor{Multiplikationen treten nur mit Vektoren vom

�

uberlappen-

den Typ auf. Als Ergebnis erh

�

alt man wegen

A

k

v

k

=

p

X

i=1

(H

T

k;i

A

k;i

H

k;i

)v

k

=

p

X

i=1

H

T

k;i

A

k;i

(H

k;i

v

k

) =

p

X

i=1

H

T

k;i

(A

k;i

v

k;i

)

einen Vektor vom addierenden Typ. Die Berechnung von A

k;i

v

k;i

, i = 1; 2; : : : ; p, erfolgt

parallel ohne Datenaustausch zwischen den Prozessoren. Die Bildung von Skalarprodukten

zwischen einem Vektor v

k

vom

�

uberlappenden Typ und einem Vektor d

k

vom addierenden

Typ erfordert einen globalen Datenaustausch zwischen den Prozessoren. Aus den Beziehun-

gen

(d

k

; v

k

) =

�

p

X

i=1

H

T

k;i

d

k;i

; v

k

�

=

p

X

i=1

(H

T

k;i

d

k;i

; v

k

) =

p

X

i=1

(d

k;i

; H

k;i

v

k

) =

p

X

i=1

(d

k;i

; v

k;i

)

folgt, da� die lokalen Skalarprodukte (d

k;i

; v

k;i

) parallel auf den Prozessoren P

i

berechnet

werden k

�

onnen. Die Summation der lokalen Skalarprodukte erfordert einen globalen Daten-

austausch, z.B. die Bildung einer Cube-Summe (f

�

ur Details siehe [99]).

3.1.2 Kommunikation

Wie in den folgenden Abschnitten deutlich wird, ist in jedem Iterationsschritt der iterativen

L

�

oser mindestens einmal ein Vektor vom addierenden Typ in einen Vektor vom

�

uberlap-

penden Typ zu konvertieren. Da bei dieser Typkonvertierung Daten bez

�

uglich der Kreu-

zungsknoten, der Kantenkoppelknoten und der Fl

�

achenkoppelknoten akkumuliert werden,
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um die wahren Werte der entsprechenden Vektorkomponenten zu erhalten (siehe auch Ab-

schnitt 3.1.1), wird im weiteren die Typkonvertierung auch als Akkumulation bezeichnet. Die

f

�

ur den mit der Akkumulation verbundenen Datenaustausch erforderlichen Kommunikations-

algorithmen sind von Apel, Haase, Meyer und Pester entwickelt worden [4, 6, 97]. Im

weiteren werden einige Grundgedanken dieser Algorithmen zusammengestellt. F

�

ur die Kom-

munikationsalgorithmen wird vorausgesetzt, da� der zum Einsatz kommende Parallelrechner

zumindest eine logische Hypercube-Topologie [213, 214] besitzt.

Um die Kommunikation e�zient ausf

�

uhren zu k

�

onnen, besitzt jeder Prozessor die folgen-

den Informationen: Auf jedem Prozessor ist f

�

ur alle lokalen Kreuzungsknoten die entspre-

chende globale Knotennummer bekannt. Um bei der Kommunikation der Daten bez

�

uglich der

Koppelkanten und der Koppel

�

achen (siehe De�nition 2.1) den Aufwand an Suchoperationen

gering zu halten, wird an den Netzgenerator die Forderung gestellt, da� die Knoten auf den

Koppelkanten bzw. -

�

achen jeweils fortlaufend und in gleicher Weise auf allen beteiligten

Prozessoren numeriert sind. Folglich k

�

onnen die Knoten auf einer Koppelkante (Koppel-



�

ache) durch die Angabe eines Zeigers auf den ersten Knoten, die Anzahl der Knoten und

eine Charakterisierung der Kante (Fl

�

ache), z.B. die globalen Knotennummern der begren-

zenden Kreuzungsknoten, identi�ziert werden. Jeder Prozessor P

i

kennt diese Informationen

bez

�

uglich der Koppelkanten bzw. Koppel

�

achen, die zum Teilgebiet

�




i

geh

�

oren.

Da bei der Typkonvertierung Daten bez

�

uglich der Kreuzungsknoten, der Kantenkoppel-

knoten und der Fl

�

achenkoppelknoten auszutauschen sind, zerf

�

allt die Typkonvertierung in

drei Teilschritte. Zur Akkumulation der zu den Kreuzungsknoten geh

�

orenden Daten wird

der folgende Algorithmus eingesetzt:

Algorithmus 3.1

(a) Initialisiere auf allen Prozessoren P

i

ein mit 0 belegtes Hilfsfeld H (L

�

ange von H =

globale Anzahl der Kreuzungsknoten � Anzahl der Daten pro Kreuzungsknoten).

(b) Schreibe die Daten der lokalen Kreuzungsknoten auf jene Positionen des Vektors H,

die der zugeh

�

origen globalen Knotennummer entsprechen.

(c) Bilde eine Cube-Summe f

�

ur H.

(d) Lies aus H die akkumulierten Daten bez

�

uglich der lokalen Kreuzungsknoten.

Da die Koppelkanten im 2D-Fall und die Koppel

�

achen im 3D-Fall h

�

ochstens zu zwei Prozes-

soren geh

�

oren, kann der Datenaustausch in beiden F

�

allen auf die gleiche Art und Weise er-

folgen. In einem Vorbereitungsschritt wird zun

�

achst f

�

ur jede Koppelkante bzw. Koppel

�

ache

das entsprechende Prozessorpaar ermittelt (siehe Algorithmus 3 in [4]). Bei der Typkonver-

tierung erfolgt der Datenaustausch zwischen den Prozessoren des jeweiligen Prozessorpaars,

und in beiden Prozessoren werden die Daten akkumuliert (Algorithmus 4 in [4]). Da im 3D-

Fall Koppelkanten im allgemeinen zu mehr als zwei Prozessoren geh

�

oren, ist es wesentlich

komplizierter, den Datenaustausch e�zient zu realisieren. Hier wird zuerst ein minimaler

Subhypercube bestimmt, der alle Prozessoren enth

�

alt, die die jeweilige Koppelkante besit-

zen (Algorithmus 5 in [4]). Die Akkumulation erfolgt durch Bildung einer entsprechenden

Subcube-Summe (siehe Algorithmus 6 in [4]). Zur Reduzierung von Startup-Zeiten ist in

[4] ein Algorithmus angegeben (Algorithmus 7), in dem beim Datenaustausch bez

�

uglich der

Koppel

�

achen Daten zugeh

�

origer Koppelkanten mit ausgetauscht werden.
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3.2 Mehrgitter-Verfahren

Mehrgitter-Verfahren z

�

ahlen zu den e�zientesten Verfahren zur L

�

osung gro�dimensionier-

ter linearer Gleichungssysteme auf seriellen Rechnern. Folglich ist es erstrebenswert, diese

Verfahren auch auf Parallelrechnern zu implementieren, um sehr schnelle parallele L

�

oser zur

Verf

�

ugung zu haben. Die Parallelisierung von Mehrgitter-Verfahren ist ausf

�

uhrlich in [183]

(siehe auch die darin zitierte Literatur) und in [27, 69] diskutiert worden.

Um ein e�zientes paralleles Mehrgitter-Verfahren zu erhalten, m

�

ussen die Verfahrens-

komponenten, d.h. die Gl

�

atter, der Grobgitterl

�

oser sowie die Restriktions- und Interpola-

tionsoperatoren, so gew

�

ahlt werden, da� der zwischen den Prozessoren notwendige Daten-

austausch so gering wie m

�

oglich ist. Nat

�

urlich soll die Wahl der Verfahrenskomponenten

zu einem Mehrgitter-Verfahren mit guten Konvergenzeigenschaften f

�

uhren. Es ist wohlbe-

kannt, da� ged

�

ampfte punktweise Jacobi-Gl

�

atter, ged

�

ampfte Block-Jacobi-Gl

�

atter, bei de-

nen die jeweiligen Bl

�

ocke n

�

aherungsweise mit Gau�-Seidel- oder ILU-Verfahren gel

�

ost wer-

den, und punktweise Gau�-Seidel-Gl

�

atter mit lexikogra�scher oder Mehrfarben-Ordnung

gute Gl

�

atter in Mehrgitter-Verfahren zur L

�

osung von skalaren Gleichungen 2. Ordnung

mit dominanter Di�usion und isotropen Di�usionsparametern sowie zur L

�

osung linearer

Elastizit

�

atsprobleme mit einer Poissonschen Querkontraktionszahl nicht zu nahe an 0:5

sind. Im allgemeinen f

�

uhrt der Einsatz der Gau�-Seidel-Gl

�

atter zu schneller konvergieren-

den Mehrgitter-Verfahren als bei der Nutzung des ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

atters [55, 206, 207,

229]. Au�erdem erfordert die Bestimmung eines geeigneten D

�

ampfungsparameters f

�

ur das

Jacobi-Verfahren zus

�

atzlichen Rechenaufwand. Ged

�

ampfte punktweise Jacobi-Verfahren und

ged

�

ampfte Block-Jacobi-Verfahren k

�

onnen sehr leicht parallelisiert werden [27, 183]. Glei-

ches gilt f

�

ur punktweise Gau�-Seidel-Gl

�

atter mit Mehrfarben-Ordnung bei Problemen auf

strukturierten bzw. blockstrukturierten Gittern [2, 183]; ihre Anwendung bei Problemen

auf unstrukturierten Gittern ist jedoch nicht trivial. In [219] ist ein (sequentieller) blockwei-

ser Gau�-Seidel-Gl

�

atter f

�

ur Mehrgitter-Verfahren zur L

�

osung der Navier-Stokes-Gleichungen

vorgeschlagen worden. F

�

ur die Implementierung des Gl

�

atters auf dem Parallelrechner wur-

de dieser modi�ziert, um den Kommunikationsaufwand zu minimieren. Es wird unabh

�

angig

voneinander auf jedem Prozessor (Teilgebiet) eine Block-Gau�-Seidel-Iteration durchgef

�

uhrt.

Folglich erzeugen Prozessoren mit benachbarten Teilgebieten verschiedene Werte f

�

ur die Un-

bekannten auf dem gemeinsamen Teil des Teilgebietsrandes. Daher ist es notwendig, nach

jedem Gl

�

attungsschritt diese Werte abzugleichen. Der Datenabgleich erfordert einen Daten-

austausch zwischen benachbarten Teilgebieten. Numerische Experimente in [219] zeigen, da�

die Modi�kation des seriellen Gl

�

atters nur zu einer leichten Verschlechterung der Mehrgitter-

Konvergenzraten f

�

uhrt.

Im Abschnitt 3.2.1.1 wird die Implementierung eines punktweisen Gau�-Seidel-Gl

�

atters

diskutiert (siehe auch [143, 144, 146]). Dieser Gl

�

atter arbeitet in der Reihenfolge der DD-

Knotennumerierung (siehe Abschnitt 2.2.1). Die Nutzung dieser Knotennumerierung f

�

uhrt

dazu, da� der Gau�-Seidel-Gl

�

atter den gleichen Kommunikationsaufwand erfordert wie der

ged

�

ampfte Jacobi-Gl

�

atter. W

�

ahrend die Implementierung des im Abschnitt 3.2.1.1 beschrie-

benen Gau�-Seidel-Gl

�

atters auf einer nicht

�

uberlappenden DD-Datenverteilung basiert, nutzt

der in [245] beschriebene parallele SOR-Gl

�

atter eine

�

Uberlappungszone von einer Gitter-
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schrittweite. Au�erdem wird eine andere Numerierung der Knoten verwendet.

Sehr gute Gl

�

attungseigenschaften besitzt auch das in [95] f

�

ur 2D-Probleme beschriebene

und in [146] auf 3D-Probleme erweiterte parallele unvollst

�

andige Cholesky-Verfahren (siehe

auch Abschnitt 3.2.1.1).

Mehrgitter-Algorithmen mit punktweisen Gau�-Seidel-Gl

�

attern oder ged

�

ampften punkt-

weisen Jacobi-Gl

�

attern konvergieren sehr langsam bei Problemen mit anisotropen Operato-

ren, Finite-Elemente-Diskretisierungen mit anisotropen Netzen und Konvektions-Di�usions-

Gleichungen mit starker Konvektion. F

�

ur derartige Probleme sind alternierende Linien-Gau�-

Seidel-Gl

�

atter und ILU-Gl

�

atter besser geeignet [108, 157, 229, 243]. Die Parallelisierung

dieser Gl

�

atter kann sehr e�zient f

�

ur Probleme auf strukturierten oder blockstrukturierten

Gittern erfolgen (siehe z.B. [30, 183]).

Ein zweites Problem bei der Implementierung eines Mehrgitter-Algorithmus auf einem

Parallelrechner ist die geeignete Wahl des Grobgitterl

�

osers. Eine M

�

oglichkeit ist die Anwen-

dung eines direkten Verfahrens, das auf einem Prozessor, z.B. dem Prozessor P

1

, arbeitet.

In diesem Fall hat bei der L

�

osung der Gleichungssysteme auf dem gr

�

obsten Gitter jeder

Prozessor seinen Anteil an der rechten Seite des Grobgittergleichungssystems zum Prozessor

P

1

zu senden. Dann wird das Grobgittersystem auf dem Prozessor P

1

gel

�

ost, und die jewei-

ligen Anteile am L

�

osungsvektor werden wieder an die entsprechenden Prozessoren gesendet.

Eine andere M

�

oglichkeit zur L

�

osung des Grobgittergleichungssystems ist der Einsatz eines

iterativen Verfahrens. Dies ist g

�

unstiger, wenn das Grobgittersystem schon relativ gro�di-

mensioniert ist. Im Abschnitt 3.2.1.3 werden vorkonditionierte Verfahren der konjugierten

Gradienten vorgeschlagen, welche auf ein vom Grobgittersystem abgeleitetes Schurkomple-

mentsystem angewendet werden.

W

�

ahrend in der vorliegenden Arbeit vorausgesetzt wird, da� auf allen Gitterebenen

des Mehrgitter-Algorithmus gleich viele Prozessoren verwendet werden, k

�

onnen Mehrgitter-

Verfahren auch so organisiert werden, da� auf den gr

�

oberen Gittern weniger Prozessoren

zum Einsatz kommen als auf den feineren Gittern (coarse-grid agglomeration). Dies f

�

uhrt

auf ein gutes Verh

�

altnis zwischen Rechen- und Kommunikationsaufwand auf jeder Gittere-

bene, erfordert aber innerhalb der Gittertransfer-Operatoren (Restriktion und Interpolation)

Kommunikation [2, 27]. Wie im Abschnitt 3.2.1.2 gezeigt wird, arbeiten die Restriktions- und

Interpolations-Algorithmen bei der in der vorliegenden Arbeit verwendeten Datenaufteilung

kommunikationsfrei.

Im Unterschied zu der in dieser Arbeit verwendeten nicht

�

uberlappenden DD-Datenver-

teilung kann man auch eine

�

uberlappende DD-Datenstruktur, z.B. mit der

�

Uberlappung von

einer Gitterschrittweite, nutzen (siehe z.B. [2, 183, 245]). In diesem Fall ist der Kommu-

nikationsaufwand in einem Gl

�

attungsschritt genauso gro� wie bei der nicht

�

uberlappenden

Datenverteilung. Verwendet man eine gr

�

o�ere

�

Uberlappungszone, so k

�

onnen mehr Gl

�

attungs-

schritte durchgef

�

uhrt werden, bevor ein Datenaustausch zwischen den Prozessoren erforder-

lich ist, jedoch der Umfang der auszutauschenden Daten w

�

achst, und der Anteil an Rechen-

aufwand, der durch Mehrfachberechnungen auf den Prozessoren entsteht, nimmt zu. Eine

�

uberlappende Datenverteilung erm

�

oglicht die Anwendung anderer Grobgitterl

�

oser als bei

der nicht

�

uberlappenden Datenstruktur, z.B.

�

uberlappende DD-Algorithmen (siehe [62] und

die darin zitierte Literatur).
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In den folgenden Abschnitten werden der Mehrgitter-Algorithmus beschrieben sowie die

Parallelisierung verschiedener Gl

�

atter (ged

�

ampftes Jacobi-, Gau�-Seidel-, unvollst

�

andiges

Cholesky-Verfahren), der Restriktion, der Interpolation und der Grobgitterl

�

oser diskutiert.

Weiterhin werden Konvergenzresultate formuliert und der Aufwand an arithmetischen Ope-

rationen sowie der Kommunikationsaufwand analysiert.

3.2.1 Mehrgitter-Algorithmus

Mehrgitter-Algorithmen sind aus der Literatur wohlbekannt (siehe z.B. [46, 53, 55, 57, 77, 78,

105, 108, 142, 165, 186, 212, 229, 215, 241]). Bevor im folgenden ein Mehrgitter-Algorithmus

angegeben wird, werden noch einige Bezeichnungen eingef

�

uhrt.

Mit

u

(j;m)

l

= G

V[N]

l

(�

V[N]

l

; A

l

; f

l

;u

(j;m�1)

l

)

wird die Durchf

�

uhrung von �

V[N]

l

Iterationsschritten eines Gl

�

attungsverfahrens bezeichnet

(V steht f

�

ur Vorgl

�

attung und N f

�

ur Nachgl

�

attung). Dabei sind A

l

die Systemmatrix, f

l

die

rechte Seite, u

(j;m�1)

l

die Startn

�

aherung und u

(j;m)

l

die nach �

V[N]

l

Schritten erhaltene neue

N

�

aherung. Weiterhin werden noch die Gittertransfer-Operatoren, d.h. der Interpolationsope-

rator

I

l

l�1

: R

N

l�1

! R

N

l

und der Restriktionsoperator

I

l�1

l

: R

N

l

! R

N

l�1

:

ben

�

otigt. Die konkrete Wahl der Gittertransfer-Operatoren wird im Abschnitt 3.2.1.2 disku-

tiert.

Ein Iterationsschritt eines Mehrgitter-Verfahrens l

�

auft in folgenden Teilschritten ab:

Algorithmus 3.2 (Mehrgitter-Algorithmus (l{Gitter-Algorithmus))

Gegeben sei eine Startn

�

aherung u

(j;0)

l

.

1. Vorgl

�

attung

u

(j;1)

l

= G

V

l

(�

V

l

; A

l

; f

l

;u

(j;0)

l

) :

2. Grobgitterkorrektur

(a) Berechne den Defekt

d

(j)

l

= f

l

� A

l

u

(j;1)

l

:

(b) Schr

�

anke den Defekt auf das Gitter T

l�1

ein, d.h. berechne

d

(j)

l�1

= I

l�1

l

d

(j)

l

:

(c) L

�

ose das Grobgittersystem

A

l�1

w

(j)

l�1

= d

(j)

l�1

mittels �

l�1

Iterationsschritten eines (l � 1){Gitter-Verfahrens (mit dem Null-

vektor als Startn

�

aherung) falls l � 1 > 1, verwende sonst das Verfahren der
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konjugierten Gradienten mit einer geeigneten Vorkonditionierung oder nutze ein

direktes Verfahren. Die erhaltene (N

�

aherungs)l

�

osung wird mit

f

w

(j)

l�1

bezeichnet.

(d) Interpoliere die Grobgitterl

�

osung

f

w

(j)

l�1

auf das Gitter T

l

und korrigiere die N

�

ahe-

rung u

(j;1)

l

, d.h. berechne

u

(j;2)

l

= u

(j;1)

l

+ I

l

l�1

f

w

(j)

l�1

:

3. Nachgl

�

attung

u

(j;3)

l

= G

N

l

(�

N

l

; A

l

; f

l

;u

(j;2)

l

) :

Setze u

(j+1;0)

l

= u

(j;3)

l

:

F

�

ur den Fehler

�

ubergangsoperator des Zweigitter-Verfahrens bei exakter Grobgitterl

�

osung

gilt

M

l�1

l

= (S

N

l

)

�

N

l

(I

l

� I

l

l�1

A

�1

l�1

I

l�1

l

A

l

)(S

V

l

)

�

V

l

:

Dabei bezeichnen S

V

l

und S

N

l

die Fehler

�

ubergangsoperatoren der verwendeten Vor- und

Nachgl

�

attungsverfahren. Der Fehler

�

ubergangsoperator des Mehrgitter-Verfahrens ist rekur-

siv durch

M

2

=M

1

2

M

k

= (S

N

k

)

�

N

k

(I

k

� I

k

k�1

(I

k�1

�M

�

k�1

k�1

)A

�1

k�1

I

k�1

k

A

k

)(S

V

k

)

�

V

k

f

�

ur k = 3; 4; : : : ; l

(3.17)

de�niert.

In Abh

�

angigkeit von der Wahl der Parameter �

V

k

, �

N

k

und �

k�1

, k = l; l� 1; : : : ; 2, erh

�

alt

man den V -Zyklus (�

V

k

= �

1

, �

N

k

= �

2

, �

k�1

= 1), denW -Zyklus (�

V

k

= �

1

, �

N

k

= �

2

, �

k�1

= 2)

und den verallgemeinerten V -Zyklus (�

V

k�1

= 2�

V

k

, �

N

k�1

= 2�

N

k

, �

k�1

= 1). Man kann auch

einen F -Zyklus, ein Zyklenregime zwischen dem V -Zyklus und dem W -Zyklus, durchf

�

uhren.

Der F -Zyklus ist wie folgt de�niert: F

�

ur l = 2 sind der F - und der V -Zyklus identisch, f

�

ur

l > 2 wird zur L

�

osung des Grobgittergleichungssystems auf der Gitterebene l � 1 erst ein

F -Zyklus und dann ein V -Zyklus durchgef

�

uhrt.

Bei der Implementierung des Mehrgitter-Algorithmus auf dem Parallelrechner werden die

rechte Seite f

l

und die Defektvektoren d

(j)

l

, d

(j)

l�1

; : : : ; d

(j)

1

als Vektoren vom addierenden Typ

sowie die Vektoren u

(j;m)

l

;u

(j;m)

l�1

; : : : ;u

(j;m)

2

,m = 1; 2; 3, und die Vektoren

f

w

(j)

l�1

;

f

w

(j)

l�2

; : : : ;

f

w

(j)

1

als Vektoren vom

�

uberlappenden Typ gespeichert.

3.2.1.1 Gl

�

attungsverfahren

Im folgenden wird die Parallelisierung von ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

attern, Gau�-Seidel-Gl

�

at-

tern und unvollst

�

andigen Cholesky-Gl

�

attern beschrieben. Unter Nutzung der Blockstruk-

tur (2.36) des Finite-Elemente-Gleichungssystems k

�

onnen diese Gl

�

atter so implementiert

werden, da� pro Gl

�

attungsschritt nur eine Typkonvertierung eines Vektors vom addieren-

den Typ in einen Vektor vom

�

uberlappenden Typ notwendig ist, d.h. es sind O(h

�(d�1)

k

) =

O(N

(d�1)=d

k

), d = 2; 3, Daten zu kommunizieren.
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� Ged

�

ampfter Jacobi-Gl

�

atter

Der ged

�

ampfte Jacobi-Gl

�

atter wird durch den Iterationsproze�

D

k

u

(j+1)

k

� u

(j)

k

!

k

+ A

k

u

(j)

k

= f

k

; j = 0; 1; : : : ; (3.18)

beschrieben. Dabei sind u

(0)

k

eine vorgegebene Startn

�

aherung, D

k

die Diagonale von A

k

und

!

k

ein geeignet gew

�

ahlter D

�

ampfungsparameter.

F

�

ur die Beschreibung des parallelen ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

atters (Algorithmus 3.3) wer-

den noch einige Bezeichnungen eingef

�

uhrt. Fa�t man die Kreuzungsknoten, die Kantenkop-

pelknoten und die Fl

�

achenkoppelknoten zu den Koppelknoten zusammen, dann kann das

Finite-Elemente-Gleichungssystem (2.35) in der Blockform

 

A

k;C

A

k;CI

A

k;IC

A

k;I

! 

u

k;C

u

k;I

!

=

0

@

f

k;C

f

k;I

1

A

(3.19)

aufgeschrieben werden. Die Matrizen A

k;�

sind als A

k;�

= L

k;�

+D

k;�

+L

T

k;�

darstellbar, wobei

L

k;�

eine streng untere Dreiecksmatrix ist, und D

k;�

= diag(A

k;�

) (� steht f

�

ur C bzw. I).

Bevor der Gl

�

atter erstmalig auf der k-ten Gitterebene gestartet wird, wird die Matrix

D

k;C

akkumuliert, so da� auf jedem Prozessor P

i

, i = 1; 2; : : : ; p, die akkumulierte Teilge-

bietsmatrix D

k;C;i

= H

k;C;i

D

k;C

H

T

k;C;i

gespeichert ist. Dies erfordert einen einmaligen Daten-

austausch von der Gr

�

o�enordnung O(N

(d�1)=d

k

).

Ein Iterationsschritt des parallelen ged

�

ampften Jacobi-Verfahrens l

�

auft in folgenden Teil-

schritten ab:

Algorithmus 3.3 (ged

�

ampftes Jacobi-Verfahren)

Gegeben sei eine Startn

�

aherung u

(j)

k

= (u

(j)

k;C

;u

(j)

k;I

)

T

.

(a1) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren

r

(j+1)

k;C;i

= f

k;C;i

� (L

k;C;i

+L

T

k;C;i

) u

(j)

k;C;i

�A

k;CI;i

u

(j)

k;I;i

:

(a2) Akkumuliere den Vektor r

(j+1)

k;C

, so da� auf jedem Prozessor P

i

der akkumulierte Teil-

gebietsvektor r

k;C;i

gespeichert ist.

(a3) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren

u

(j+1)

k;C;i

= (1� !

k

)u

(j)

k;C;i

+ !

k

D

�1

k;C;i

r

(j+1)

k;C;i

:

(b) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren

u

(j+1)

k;I;i

= (1� !

k

)u

(j)

k;I;i

+ !

k

D

�1

k;I;i

(f

k;I;i

�A

k;IC;i

u

(j)

k;C;i

� (L

k;I;i

+L

T

k;I;i

) u

(j)

k;I;i

) :
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Die lokale Durchf

�

uhrbarkeit der Berechnung von r

(j+1)

k;C

im Schritt (a1), d.h. die M

�

oglich-

keit der parallelen Berechnung der Teilgebietsvektoren r

(j+1)

k;C;i

, folgt aus den Beziehungen

r

(j+1)

k;C

= f

k;C

� (L

k;C

+ L

T

k;C

)u

(j)

k;C

� A

k;CI

u

(j)

k;I

=

p

X

i=1

H

T

k;C;i

f

k;C;i

�

p

X

i=1

H

T

k;C;i

(L

k;C;i

+ L

T

k;C;i

)H

k;C;i

u

(j)

k;C

�

p

X

i=1

H

T

k;C;i

A

k;CI;i

H

k;I;i

u

(j)

k;I

=

p

X

i=1

H

T

k;C;i

(f

k;C;i

� (L

k;C;i

+ L

T

k;C;i

) u

(j)

k;C;i

�A

k;CI;i

u

(j)

k;I;i

) =

p

X

i=1

H

T

k;C;i

r

(j+1)

k;C;i

:

Aus der vom Iterationsproze� (3.18) abgeleiteten Berechnungsvorschrift

u

(j+1)

k;C

= (1� !

k

)u

(j)

k;C

+ !

k

D

�1

k;C

r

(j+1)

k;C

(3.20)

f

�

ur die neue N

�

aherung u

(j+1)

k;C

ergibt sich nach Multiplikation mit H

k;C;i

H

k;C;i

u

(j+1)

k;C

= (1� !

k

)H

k;C;i

u

(j)

k;C

+ !

k

H

k;C;i

D

�1

k;C

r

(j+1)

k;C

= (1� !

k

)H

k;C;i

u

(j)

k;C

+ !

k

(D

�T

k;C

H

T

k;C;i

)

T

r

(j+1)

k;C

:

Da die Vektoren u

(j+1)

k;C

und r

(j+1)

k;C

(nach der Akkumulation im Schritt (a2)) vom

�

uberlap-

penden Typ sind, und unter Verwendung einer zu (3.14) analogen Beziehung f

�

ur die Matrix

D

�T

k;C

folgt

u

(j+1)

k;C;i

= (1� !

k

)u

(j)

k;C;i

+ !

k

(H

T

k;C;i

D

�T

k;C;i

)

T

r

(j)

k;C

= (1� !

k

)u

(j)

k;C;i

+ !

k

D

�1

k;C;i

r

(j)

k;C;i

;

d.h. die im Schritt (a3) durchgef

�

uhrten lokalen Berechnungen des Vektors u

(j+1)

k;C

aus (3.20)

sind gerechtfertigt.

Der Schritt (b), d.h der Teilschritt bez

�

uglich der inneren Knoten, kann v

�

ollig paral-

lel durchgef

�

uhrt werden, da von allen in diesem Schritt verwendeten Vektorkomponenten

bzw. Matrixeintr

�

agen die wahren Werte auf dem jeweiligen Prozessor bekannt sind, und die

Matrix A

k;I

und folglich L

k;I

eine Blockdiagonalmatrix ist.

Der Aufwand an arithmetischen Operationen ist bei der Implementierung auf dem Par-

allelrechner in der Gr

�

o�enordnung O(N

(d�1)=d

k

) h

�

oher als bei der Implementierung auf einem

seriellen Rechner. Die Ursache daf

�

ur liegt in der mehrfachen Berechnung gleicher Kompo-

nenten von u

(j+1)

k;C

auf verschiedenen Prozessoren (die entsprechenden Knoten geh

�

oren i.a. zu

mehr als einem Teilgebiet

�




i

).

� Gau�-Seidel-Gl

�

atter

Die im folgenden beschriebenen Gl

�

atter vom Gau�-Seidel-Typ nutzen die im Abschnitt 2.2.1

eingef

�

uhrte DD-Knotennumerierung, d.h. sie durchlaufen die Gleichungen in der Reihenfolge:

Kreuzungsknoten, Kantenkoppelknoten, Fl

�

achenkoppelknoten, innere Knoten oder in umge-

kehrter Reihenfolge. F

�

ur 2D-Probleme ist die Parallelisierung dieser Gl

�

atter ausf

�

uhrlich in

[143, 144] diskutiert worden.

Genauso wie beim ged

�

ampften Jacobi-Verfahren werden zur Beschreibung des Gl

�

atters

Zerlegungen von der Gestalt A

k;�

= L

k;�

+ D

k;�

+ L

T

k;�

genutzt. Hier steht � f

�

ur V , E, F

oder I. Weiterhin sei

(D

k;�

+ L

0

k;�

) = blockdiag(D

k;�

+ L

k;�

) (3.21)
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(� steht f

�

ur E oder F ), wobei jeder Block mit den Knoten innerhalb einer Koppelkante

bzw. einer Koppel

�

ache korrespondiert. Falls es in der Vernetzung keine Kanten gibt, die

Knoten auf verschiedenen Koppelkanten bzw. Koppel

�

achen verbinden, dann gilt L

0

k;�

= L

k;�

,

d.h. die Matrizen D

k;E

+L

k;E

und D

k;F

+L

k;F

sind bereits Blockdiagonalmatrizen. Weiterhin

wird noch vorausgesetzt, da� auf jeder Koppelkante der gr

�

obsten Vernetzung T

1

wenigstens

ein Knoten der Vernetzung T

k

, k = 2; 3; : : : ; l, liegt. Ist diese Voraussetzung erf

�

ullt, dann ist

A

k;V

eine Diagonalmatrix.

Der Gl

�

atter vom Gau�-Seidel-Typ wird durch die Iterationsvorschrift

(D

k

+ L

0

k

)(u

(j+1)

k

� u

(j)

k

) + A

k

u

(j)

k

= f

k

; j = 0; 1; : : : ; (3.22)

beschrieben. Der Vektor u

(0)

k

bezeichnet eine vorgegebene Startn

�

aherung, und es gilt

D

k

+ L

0

k

=

0

B

B

B

B

B

B

@

A

k;V

0 0 0

A

k;EV

D

k;E

+ L

0

k;E

0 0

A

k;FV

A

k;FE

D

k;F

+ L

0

k;F

0

A

k;IV

A

k;IE

A

k;IF

D

k;I

+ L

k;I

1

C

C

C

C

C

C

A

:

Vor dem erstmaligen Aufruf des Gl

�

atters auf der k-ten Gitterebene werden die Matrizen

A

k;V

, D

k;E

+L

0

k;E

und D

k;F

+L

0

k;F

assembliert, so da� jeder Prozessor P

i

seinen Anteil A

k;V;i

=

H

k;V;i

A

k;V

H

T

k;V;i

,D

k;E;i

+L

0

k;E;i

= H

k;E;i

(D

k;E

+L

0

k;E

)H

T

k;E;i

undD

k;F;i

+L

0

k;F;i

= H

k;F;i

(D

k;F

+

L

0

k;F

)H

T

k;F;i

besitzt.

Ein Iterationsschritt des parallelisierten Gl

�

atters besteht aus den folgenden Teilschritten:

Algorithmus 3.4 (Gau�-Seidel-Gl

�

atter)

Gegeben sei eine Startn

�

aherung u

(j)

k

= (u

(j)

k;V

;u

(j)

k;E

;u

(j)

k;F

;u

(j)

k;I

)

T

.

(a1) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren

r

(j+1)

k;V;i

= f

k;V;i

� A

k;V E;i

u

(j)

k;E;i

� A

k;V F;i

u

(j)

k;F;i

�A

k;V I;i

u

(j)

k;I;i

:

(a2) Akkumuliere den Vektor r

(j+1)

k;V

, so da� auf jedem Prozessor P

i

der akkumulierte Teil-

gebietsvektor r

(j+1)

k;V;i

gespeichert ist.

(a3) Berechne die Teilgebietsvektoren u

(j+1)

k;V;i

aus A

k;V;i

u

(j+1)

k;V;i

= r

(j+1)

k;V;i

:

(b1) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren

r

(j+1)

k;E;i

= f

k;E;i

� A

k;EV;i

u

(j+1)

k;V;i

� A

k;E;i

u

(j)

k;E;i

� A

k;EF;i

u

(j)

k;F;i

�A

k;EI;i

u

(j)

k;I;i

:

(b2) Akkumuliere den Vektor r

(j+1)

k;E

, so da� auf jedem Prozessor P

i

der akkumulierte Teil-

gebietsvektor r

(j+1)

k;E;i

gespeichert ist.

(b3) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren w

(j+1)

k;E;i

aus

(D

k;E;i

+L

0

k;E;i

)w

(j+1)

k;E;i

= r

(j+1)

k;E;i

:
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(b4) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren u

(j+1)

k;E;i

, d.h.

u

(j+1)

k;E;i

= u

(j)

k;E;i

+w

(j+1)

k;E;i

:

(c1) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren

r

(j+1)

k;F;i

= f

k;F;i

� A

k;FV;i

u

(j+1)

k;V;i

� A

k;FE;i

u

(j+1)

k;E;i

� A

k;F;i

u

(j)

k;F;i

�A

k;FI;i

u

(j)

k;I;i

:

(c2) Akkumuliere den Vektor r

(j+1)

k;F

, so da� auf jedem Prozessor P

i

der akkumulierte Teil-

gebietsvektor r

(j+1)

k;F;i

gespeichert ist.

(c3) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren w

(j+1)

k;F;i

aus

(D

k;F;i

+L

0

k;F;i

)w

(j+1)

k;F;i

= r

(j+1)

k;F;i

:

(c4) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren u

(j+1)

k;F;i

, d.h.

u

(j+1)

k;F;i

= u

(j)

k;F;i

+w

(j+1)

k;F;i

:

(d1) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren

r

(j+1)

k;I;i

= f

k;I;i

�A

k;IV;i

u

(j+1)

k;V;i

�A

k;IE;i

u

(j+1)

k;E;i

�A

k;IF;i

u

(j+1)

k;F;i

�L

T

k;I;i

u

(j)

k;I;i

:

(d2) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren u

(j+1)

k;I;i

aus

(D

k;I;i

+L

k;I;i

) u

(j+1)

k;I;i

= r

(j+1)

k;I;i

:

Die lokale Berechenbarkeit der Vektoren r

(j+1)

k;V

, r

(j+1)

k;E

und r

(j+1)

k;F

in den Schritten (a1),

(b1) und (c1) l

�

a�t sich genauso begr

�

unden wie die Durchf

�

uhrbarkeit der lokalen Berechnung

des Vektors r

(j+1)

k;C

im ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

atter.

Im Schritt (a3) wird das Gleichungssystem

A

k;V

u

(j+1)

k;V

= r

(j+1)

k;V

(3.23)

gel

�

ost. Wird (3.23) von links mit H

k;V;i

multipliziert, so folgt

H

k;V;i

A

k;V

u

(j+1)

k;V

= H

k;V;i

r

(j+1)

k;V

= r

(j+1)

k;V;i

:

Hieraus erh

�

alt man wegen (3.14)

(A

T

k;V

H

T

k;V;i

)

T

u

(j+1)

k;V

= (H

T

k;V;i

A

T

k;V;i

)

T

u

(j+1)

k;V

= A

k;V;i

H

k;V;i

u

(j+1)

k;V

= A

k;V;i

u

(j+1)

k;V;i

= r

(j+1)

k;V;i

;

d.h. der Vektor u

(j+1)

k;V

kann durch die lokale L

�

osung der Gleichungssysteme A

k;V;i

u

(j+1)

k;V;i

=

r

(j+1)

k;V;i

berechnet werden. Auf analoge Weise ergibt sich die lokale Durchf

�

uhrbarkeit der Schrit-

te (b3) und (c3). Aufgrund der Blockdiagonalgestalt der Matrix A

k;I

und folglich auch der
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Matrix D

k;I

+L

k;I

ist die lokale Berechnung des Vektors u

(j+1)

k;I

gerechtfertigt. Da die Vekto-

ren u

(j+1)

k;E

, w

(j+1)

k;E

, u

(j+1)

k;F

und w

(j+1)

k;F

vom gleichen Typ sind, folgt unmittelbar die Lokalit

�

at

der Schritte (b4) und (c4).

Aus den Algorithmen 3.3 und 3.4 ist ersichtlich, da� beim ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

atter

und beim Gau�-Seidel-Gl

�

atter die gleiche Datenmenge zu kommunizieren ist. W

�

ahrend

beim Gau�-Seidel-Gl

�

atter die Kommunikation bez

�

uglich der Kreuzungsknoten, der Kan-

tenkoppelknoten und der Fl

�

achenkoppelknoten voneinander getrennt erfolgen mu�, k

�

onnen

beim Jacobi-Gl

�

atter z.B. Daten, die zu Kanten- und Fl

�

achenkoppelknoten geh

�

oren, gemein-

sam ausgetauscht werden, so da� Startup-Zeiten reduziert werden k

�

onnen (siehe auch Ab-

schnitt 3.1.2 und Algorithmus 7 in [4]).

Bemerkung 3.2 Ist die L

�

osung des betrachteten Randwertproblems eine Vektorfunktion,

d.h. u 2 [H

1

(
)]

s

mit s > 1, dann werden Blockvarianten des ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

atters

bzw. des Gau�-Seidel-Gl

�

atters genutzt, d.h. alle Operationen mit den Elementen der Matrix

A

k

werden durch Blockoperationen mit (s� s)-Bl

�

ocken ersetzt.

� Unvollst

�

andiger Cholesky-Gl

�

atter

In [95] wird unter Anwendung einer nicht

�

uberlappenden DD-Datenverteilung die Imple-

mentierung unvollst

�

andiger Zerlegungen auf Parallelrechnern mit MIMD-Architektur ana-

lysiert. Insbesondere werden Zerlegungen f

�

ur Matrizen betrachtet, die aus Finite-Elemente-

Diskretisierungen von 2D-Problemen resultieren. Die in [95] beschriebene Vorgehensweise

l

�

a�t sich leicht auf den 3D-Fall erweitern. Dies wurde in [146] bereits kurz dargelegt und soll

im weiteren ausf

�

uhrlicher erl

�

autert werden.

Ausgehend von der Stei�gkeitsmatrix A

k

wird eine Matrix

A

0

k

=

0

B

B

B

B

B

B

@

A

k;V

A

k;V E

A

k;V F

A

k;V I

A

k;EV

A

0

k;E

A

0

k;EF

A

k;EI

A

k;FV

A

0

k;FE

A

0

k;F

A

k;FI

A

k;IV

A

k;IE

A

k;IF

A

k;I

1

C

C

C

C

C

C

A

(3.24)

de�niert, wobei A

0

k;�

= (L

0

k;�

+D

k;�

+(L

0

k;�

)

T

) (� steht f

�

ur E und F ) gilt, mit L

0

k;�

aus (3.21).

Die Bl

�

ocke A

0

k;EF

und A

0

k;FE

= (A

0

k;EF

)

T

entstehen aus dem Block A

k;EF

durch Weglas-

sen jener Matrixeintr

�

age, die von Kanten zwischen Knoten auf einer Koppel

�

ache �

F

und

Knoten auf einer Koppelkante, die nicht Teil des Randes von �

F

ist, resultieren. Falls es

keine derartigen Kanten gibt, und falls im Netz T

k

keine Kanten existieren, die Knoten auf

verschiedenen Koppelkanten bzw. Koppel

�

achen verbinden, dann gilt A

0

k

= A

k

.

Im folgenden besteht das Ziel darin, eine unvollst

�

andige Zerlegung U

k

U

T

k

der Matrix A

0

k

zu berechnen, so da�

A

0

k

= U

k

U

T

k

+ S

k

(3.25)

gilt. Dabei sei U

k

eine obere Dreiecksmatrix, deren Besetztheitsmuster mit dem des oberen

Dreiecks der Matrix A

0

k

�

ubereinstimmt, d.h. U

k;ij

6= 0, falls A

0

k;ij

6= 0; S

k

bezeichnet die

Restmatrix.
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Die Berechnung der Zerlegung (3.25) ist beispielsweise dann durchf

�

uhrbar, wenn A

0

k

eine

M -Matrix ist. Weitere Kriterien, welche die Durchf

�

uhrbarkeit der unvollst

�

andigen Zerlegung

garantieren, sind in [11, 111, 177] angegeben.

Aus der Literatur sind verschiedene Algorithmen zur Berechnung unvollst

�

andiger Zerle-

gungen bekannt (siehe z.B. [11, 93, 111, 177, 189]). Eine Variante eines derartigen Algorith-

mus ist der folgende Algorithmus 3.5.

Algorithmus 3.5 (Sequentieller Algorithmus zur Berechnung einer unvollst

�

andigen Cho-

lesky-Zerlegung)

Es sei A

0

= [A

0

ij

]

N

i;j=1

und U = [U

ij

]

N

i;j=1

. (Der Index k wird zur Vereinfachung der Schreib-

weise weggelassen.)

(a) Berechne

(a1) U

NN

=

q

A

0

NN

und

(a2) U

iN

= A

0

iN

=U

NN

f

�

ur i = N � 1; N � 2; : : : ; 1

(b) Berechne f

�

ur j = N � 1; N � 2; : : : ; 1

(b1) U

jj

=

v

u

u

u

t

A

0

jj

�

N

X

m=j+1

U

2

jm

und

(b2) U

ij

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

 

A

0

ij

�

N

P

m=j+1

U

im

U

jm

!

�

U

jj

falls A

0

ij

6= 0

0 falls A

0

ij

= 0

f

�

ur i = j � 1; j � 2; : : : ; 1 .

Ausgehend vom Algorithmus 3.5 wird unter Verwendung der folgenden Beziehungen

(3.26) { (3.29) der parallele Algorithmus zur Berechnung der unvollst

�

andigen Zerlegung

abgeleitet. Aufgrund der Blockstruktur (3.24) der Matrizen A

0

k

, U

k

und S

k

ergeben sich aus

(3.25) die folgenden Beziehungen:

A

k;I

= U

k;I

U

T

k;I

+ S

k;I

A

k;FI

= U

k;FI

U

T

k;I

+ S

k;FI

A

k;EI

= U

k;EI

U

T

k;I

+ S

k;EI

A

k;V I

= U

k;V I

U

T

k;I

+ S

k;V I

9

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

;

(3.26)

A

0

k;F

= U

k;F

U

T

k;F

+ U

k;FI

U

T

k;FI

+ S

k;F

A

0

k;EF

= U

k;EF

U

T

k;F

+ U

k;EI

U

T

k;FI

+ S

k;EF

A

k;V F

= U

k;V F

U

T

k;F

+ U

k;V I

U

T

k;FI

+ S

k;V F

9

>

>

>

=

>

>

>

;

(3.27)

A

0

k;E

= U

k;E

U

T

k;E

+ U

k;EF

U

T

k;EF

+ U

k;EI

U

T

k;EI

+ S

k;E

A

k;V E

= U

k;V E

U

T

k;E

+ U

k;V F

U

T

k;EF

+ U

k;V I

U

T

k;EI

+ S

k;V E

9

=

;

(3.28)

A

k;V

= U

k;V

U

T

k;V

+ U

k;V E

U

T

k;V E

+ U

k;V F

U

T

k;V F

+ U

k;V I

U

T

k;V I

+ S

k;V

:

(3.29)
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Algorithmus 3.6 (Paralleler Algorithmus zur Berechnung einer unvollst

�

andigen Choles-

ky-Zerlegung)

(a) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Matrixbl

�

ocke U

k;I;i

, U

k;FI;i

, U

k;EI;i

und U

k;V I;i

der

Matrizen U

k;I

, U

k;FI

, U

k;EI

und U

k;V I

aus den Beziehungen (3.26). Verwende dazu den

Algorithmus 3.5.

(b1) Modi�ziere die folgenden Matrixbl

�

ocke, d.h. berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p

A

0

k;F;i

:= A

0

k;F;i

�U

k;FI;i

U

T

k;FI;i

; A

0

k;EF;i

:= A

0

k;EF;i

�U

k;EI;i

U

T

k;FI;i

;

A

k;V F;i

:= A

k;V F;i

�U

k;V I;i

U

T

k;FI;i

; A

0

k;E;i

:= A

0

k;E;i

�U

k;EI;i

U

T

k;EI;i

;

A

k;V E;i

:= A

k;V E;i

�U

k;V I;i

U

T

k;EI;i

; A

k;V;i

:= A

k;V;i

�U

k;V I;i

U

T

k;V I;i

:

(b2) Akkumuliere die Matrizen A

0

k;F

, A

0

k;EF

und A

k;V F

, so da� auf den Prozessoren P

i

,

i = 1; 2; : : : ; p, die akkumulierten Teilgebietsmatrizen A

0

k;F;i

, A

0

k;EF;i

und A

k;V F;i

ge-

speichert sind.

(b3) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Matrixbl

�

ocke U

k;F;i

, U

k;EF;i

und U

k;V F;i

der Matrizen

U

k;F

, U

k;EF

und U

k;V F

aus den Beziehungen (3.27). Verwende den Algorithmus 3.5.

(c1) Modi�ziere die folgenden Matrixbl

�

ocke, d.h. berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p

A

0

k;E;i

:= A

0

k;E;i

�U

k;EF;i

R

�1

k;F;i

U

T

k;EF;i

;

A

k;V E;i

:= A

k;V E;i

�U

k;V F;i

R

�1

k;F;i

U

T

k;EF;i

;

A

k;V;i

:= A

k;V;i

�U

k;V F;i

R

�1

k;F;i

U

T

k;V F;i

mit R

�1

k;F;i

= H

k;F;i

R

�1

k;F

H

T

k;F;i

und R

k;F

aus (3.7).

(c2) Akkumuliere die Matrizen A

0

k;E

und A

k;V E

, so da� auf den Prozessoren P

i

, i = 1; 2; : : : ;

p, die akkumulierten Teilgebietsmatrizen A

0

k;E;i

und A

k;V E;i

gespeichert sind.

(c3) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Matrixbl

�

ocke U

k;E;i

und U

k;V E;i

der Matrizen U

k;E

und

U

k;V E

aus den Beziehungen (3.28). Verwende den Algorithmus 3.5.

(d1) Modi�ziere den Matrixblock A

k;V

, d.h. berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p

A

k;V;i

:= A

k;V;i

�U

k;V E;i

R

�1

k;E;i

U

T

k;V E;i

;

mit R

�1

k;E;i

= H

k;E;i

R

�1

k;E

H

T

k;E;i

und R

k;E

aus (3.7).

(d2) Akkumuliere die Matrix A

k;V

, so da� auf jedem Prozessor P

i

, i = 1; 2; : : : ; p, die akku-

mulierte Teilgebietsmatrix A

k;V;i

gespeichert ist.

(d3) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Matrixbl

�

ocke U

k;V;i

der Matrix U

k;V

aus der Bezie-

hung (3.29). Verwende den Algorithmus 3.5.
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Die lokale Berechnung der Matrixbl

�

ocke U

k;I;i

, U

k;FI;i

, U

k;EI;i

und U

k;V I;i

auf den Pro-

zessoren P

i

im Schritt (a) ist aufgrund der Blockstruktur der Matrizen U

k;I

, U

k;FI

, U

k;EI

und U

k;V I

(siehe auch Abschnitt 3.1.1) durchf

�

uhrbar. Die Modi�kationen der Matrixbl

�

ocke

im Schritt (b1) sind von den Beziehungen (3.27) { (3.29) abgeleitet. Die erste Beziehung in

(3.27) kann beispielsweise wie folgt aufgeschrieben werden:

A

0

k;F

� U

k;FI

U

T

k;FI

= U

k;F

U

T

k;F

+ S

k;F

: (3.30)

Die linke Seite der Gleichung (3.30) hat die Gestalt

p

X

i=1

H

T

k;F;i

A

0

k;F;i

H

k;F;i

�

 

p

X

i=1

H

T

k;F;i

U

k;FI;i

H

k;I;i

! 

p

X

j=1

H

T

k;I;j

U

T

k;FI;j

H

k;F;j

!

:

Es gilt (siehe (3.9) und (3.10)): H

k;I;i

H

T

k;I;i

= I

k;I;i

und H

k;I;i

H

T

k;I;j

= 0 f

�

ur i 6= j. Folglich ist

(3.30)

�

aquivalent zu

p

X

i=1

H

T

k;F;i

(A

0

k;F;i

�U

k;FI;i

U

T

k;FI;i

)H

k;F;i

= U

k;F

U

T

k;F

+ S

k;F

;

d.h. die Berechnung der linken Seite kann lokal erfolgen. Auf analoge Weise kann die lokale

Durchf

�

uhrbarkeit der Berechnung der restlichen f

�

unf Matrixbl

�

ocke im Schritt (b1) begr

�

undet

werden.

Nach dem Schritt (b2) sind auf den Prozessoren P

i

, i = 1; 2; : : : ; p, die akkumulierten Ma-

trizen A

0

k;F;i

= H

k;F;i

A

0

k;F

H

T

k;F;i

, A

0

k;EF;i

= H

k;E;i

A

k;EF

H

T

k;F;i

und A

k;V F;i

= H

k;V;i

A

k;V F

H

T

k;F;i

bekannt (siehe auch die Behauptung (v) im Lemma 3.1). Zur Berechnung der Bl

�

ocke U

k;F;i

,

U

k;EF;i

und U

k;V F;i

werden die Beziehungen (3.27) genutzt. Wird noch die im Schritt (b1)

durchgef

�

uhrte Modi�kation der Matrizen A

0

k;F

, A

0

k;EF

und A

k;V F

beachtet, dann erh

�

alt man

zum Beispiel U

k;F

aus der Beziehung

A

0

k;F

= U

k;F

U

T

k;F

+ S

k;F

: (3.31)

Nach Multiplikation mit H

k;F;i

von links und Multiplikation mit H

T

k;F;i

von rechts folgt aus

(3.31)

H

k;F;i

A

0

k;F

H

T

k;F;i

= H

k;F;i

U

k;F

U

T

k;F

H

T

k;F;i

+H

k;F;i

S

k;F

H

T

k;F;i

: (3.32)

Die Matrix A

0

k

in (3.24) und folglich auch die Matrizen U

k

bzw. U

T

k

erf

�

ullen die Voraus-

setzungen (3.13) und (3.15) aus Lemma 3.1(vi) (siehe diesbez

�

uglich auch Bemerkung 3.1).

Somit ist wegen (3.14) die Gleichung (3.32)

�

aquivalent zu

H

k;F;i

A

0

k;F

H

T

k;F;i

= H

k;F;i

U

k;F

H

T

k;F;i

U

T

k;F;i

+H

k;F;i

S

k;F

H

T

k;F;i

;

und mit (3.11) folgt

A

0

k;F;i

= U

k;F;i

U

T

k;F;i

+ S

k;F;i

;

d.h. die Matrizen U

k;F;i

sind lokal berechenbar. Auf analoge Weise kann die lokale Berechen-

barkeit von U

k;EF;i

und U

k;V F;i

begr

�

undet werden.
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Die Modi�kation der Matrixbl

�

ocke im Schritt (c1) beruht auf den Beziehungen (3.28)

und (3.29). Aufgrund der ersten Beziehung in (3.28) mu� zum Beispiel A

0

k;E

� U

k;EF

U

T

k;EF

berechnet werden. Es gilt wegen (3.7), (3.9), (3.14) und (3.16)

A

0

k;E

� U

k;EF

U

T

k;EF

= A

0

k;E

� U

k;EF

R

�1

k;F

R

k;F

U

T

k;EF

= A

0

k;E

� U

k;EF

�

R

�1

k;F

p

X

i=1

H

T

k;F;i

H

k;F;i

�

U

T

k;EF

= A

0

k;E

� U

k;EF

�

p

X

i=1

H

T

k;F;i

R

�1

k;F;i

H

k;F;i

�

U

T

k;EF

= A

0

k;E

�

p

X

i=1

(H

T

k;E;i

U

k;EF;i

)R

�1

k;F;i

(H

T

k;E;i

U

k;EF;i

)

T

=

p

X

i=1

H

T

k;E;i

A

0

k;E;i

H

k;E;i

�

p

X

i=1

(H

T

k;E;i

U

k;EF;i

)R

�1

k;F;i

(U

T

k;EF;i

H

k;E;i

)

=

p

X

i=1

H

T

k;E;i

(A

0

k;E;i

�U

k;EF;i

R

�1

k;F;i

U

T

k;EF;i

)H

k;E;i

:

Hieraus folgt die lokale Berechenbarkeit der Modi�kation der Matrix A

0

k;E

, d.h. es ist auf

jedem Prozessor P

i

der entsprechende Block A

0

k;E;i

�U

k;EF;i

R

�1

k;F;i

U

T

k;EF;i

zu berechnen; f

�

ur

die Matrizen A

k;V E

und A

k;V

k

�

onnen analoge

�

Uberlegungen durchgef

�

uhrt werden.

Die lokale Durchf

�

uhrbarkeit der Schritte (c3), (d1) und (d3) l

�

a�t sich genauso wie bei

den Schritten (b3) und (c1) begr

�

unden.

Der unvollst

�

andige Cholesky-Gl

�

atter wird durch den Iterationsproze�

U

k

U

T

k

(u

(j+1)

k

� u

(j)

k

) + A

k

u

(j)

k

= f

k

; j = 0; 1; : : : ; (3.33)

(u

(0)

k

eine vorgegebene Startn

�

aherung) beschrieben. Ein Iterationsschritt dieses Gl

�

atters be-

steht bei der Implementierung auf einem Parallelrechner aus den im Algorithmus 3.7 ange-

gebenen Teilschritten.

Algorithmus 3.7 (Unvollst

�

andiger Cholesky-Gl

�

atter)

Gegeben sei eine Startn

�

aherung u

(j)

k

.

(a) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren r

(j+1)

k;i

= f

k;i

� A

k;i

u

(j)

k;i

.

(b1) L

�

ose f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p das Gleichungssystem

U

k;i

v

(j+1)

k;i

= r

(j+1)

k;i

: (3.34)

(b2) Akkumuliere den Vektor v

(j+1)

k;i

, so da� auf jedem Prozessor P

i

der akkumulierte Teil-

gebietsvektor v

(j+1)

k;i

= H

k;i

v

(j+1)

k

gespeichert ist.

(b3) L

�

ose f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p das Gleichungssystem

U

T

k;i

w

(j+1)

k;i

= v

(j+1)

k;i

: (3.35)
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(c) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p die Teilgebietsvektoren der neuen N

�

aherung u

(j+1)

k;i

, d.h. be-

rechne u

(j+1)

k;i

= u

(j)

k;i

+w

(j+1)

k;i

:

Die lokale Berechenbarkeit des Defektes r

(j+1)

k

= f

k

� A

k

u

(j)

k

im Schritt (a) folgt wegen

der Darstellung (3.1) der rechten Seite und der Darstellung (3.2) der Stei�gkeitsmatrix aus

den Beziehungen

r

(j+1)

k

=

p

X

i=1

H

T

k;i

r

(j+1)

k;i

=

p

X

i=1

H

T

k;i

f

k;i

�

p

X

i=1

H

T

k;i

A

k;i

H

k;i

u

(j)

k

=

p

X

i=1

H

T

k;i

(f

k;i

� A

k;i

u

(j)

k;i

) :

Im Schritt (b1) wird das Gleichungssystem

U

k

v

(j+1)

k

= r

(j+1)

k

(3.36)

gel

�

ost. Wegen folgender

�

Uberlegungen liefert die lokale L

�

osung der Gleichungssysteme (3.34)

die L

�

osung von (3.36). F

�

ur den L

�

osungsvektor v

(j+1)

k

= (v

(j+1)

k;V

; v

(j+1)

k;E

; v

(j+1)

k;F

; v

(j+1)

k;I

)

T

gilt

wegen (3.14), (3.16) und (3.34)

v

(j+1)

k;I

= U

�1

k;I

r

(j+1)

k;I

= U

�1

k;I

p

X

i=1

H

T

k;I;i

r

(j+1)

k;I;i

=

p

X

i=1

U

�1

k;I

H

T

k;I;i

r

(j+1)

k;I;i

=

p

X

i=1

H

T

k;I;i

U

�1

k;I;i

r

(j+1)

k;I;i

=

p

X

i=1

H

T

k;I;i

v

(j+1)

k;I;i

und

v

(j+1)

k;F

= U

�1

k;F

(r

(j+1)

k;F

� U

k;FI

v

(j+1)

k;I

) = U

�1

k;F

�

p

X

i=1

H

T

k;F;i

r

(j+1)

k;F;i

� U

k;FI

p

X

i=1

H

T

k;I;i

v

(j+1)

k;I;i

�

= U

�1

k;F

p

X

i=1

H

T

k;F;i

(r

(j+1)

k;F;i

�U

k;FI;i

v

(j+1)

k;I;i

)

=

p

X

i=1

H

T

k;F;i

U

�1

k;F;i

(r

(j+1)

k;F;i

�U

k;FI;i

v

(j+1)

k;I;i

) =

p

X

i=1

H

T

k;F;i

v

(j+1)

k;F;i

:

Auf analoge Weise erh

�

alt man

v

(j+1)

k;E

= U

�1

k;E

(r

(j+1)

k;E

� U

k;EF

v

(j+1)

k;F

� U

k;EI

v

(j+1)

k;I

)

=

p

X

i=1

H

T

k;E;i

U

�1

k;E;i

(r

(j+1)

k;E;i

�U

k;EF;i

v

(j+1)

k;F;i

�U

k;EI;i

v

(j+1)

k;I;i

) =

p

X

i=1

H

T

k;E;i

v

(j+1)

k;E;i

und

v

(j+1)

k;V

= U

�1

k;V

(r

(j+1)

k;V

� U

k;V E

v

(j+1)

k;E

� U

k;V F

v

(j+1)

k;F

� U

k;V I

v

(j+1)

k;I

)

=

p

X

i=1

H

T

k;V;i

U

�1

k;V;i

(r

(j+1)

k;V;i

�U

k;V E;i

v

(j+1)

k;E;i

�U

k;V F;i

v

(j+1)

k;F;i

�U

k;V I;i

v

(j+1)

k;I;i

)

=

p

X

i=1

H

T

k;V;i

v

(j+1)

k;V;i

:
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Folglich setzt sich der L

�

osungsvektor v

(j+1)

k

als Vektor vom addierenden Typ aus den mittels

der Gleichungssysteme (3.34) bestimmten Teilgebietsvektoren v

(j+1)

k;i

zusammen.

Im Schritt (b3) erfolgt die parallele L

�

osung des Gleichungssystems

U

T

k

w

(j+1)

k

= v

(j+1)

k

: (3.37)

Die Komponenten w

(j+1)

k;V

, w

(j+1)

k;E

, w

(j+1)

k;F

und w

(j+1)

k;I

des L

�

osungsvektors von (3.37) werden

gem

�

a� der Beziehungen

w

(j+1)

k;V

= U

�T

k;V

v

(j+1)

k;V

(3.38)

w

(j+1)

k;E

= U

�T

k;E

(v

(j+1)

k;E

� U

T

k;V E

w

(j+1)

k;V

) (3.39)

w

(j+1)

k;F

= U

�T

k;F

(v

(j+1)

k;F

� U

T

k;V F

w

(j+1)

k;V

� U

T

k;EF

w

(j+1)

k;E

) (3.40)

w

(j+1)

k;I

= U

�T

k;I

(v

(j+1)

k;I

� U

T

k;V I

w

(j+1)

k;V

� U

T

k;EI

w

(j+1)

k;E

� U

T

k;FI

w

(j+1)

k;F

) (3.41)

berechnet. Wird (3.38) mit H

k;V;i

multipliziert, so erh

�

alt man wegen (3.14)

w

(j+1)

k;V;i

= H

k;V;i

w

(j+1)

k;V

= H

k;V;i

U

�T

k;V

v

(j+1)

k;V

= (U

�1

k;V

H

T

k;V;i

)

T

v

(j+1)

k;V

= (H

T

k;V;i

U

�1

k;V;i

)

T

v

(j+1)

k;V

= U

�T

k;V;i

H

k;V;i

v

(j+1)

k;V

= U

�T

k;V;i

v

(j+1)

k;V;i

:

(3.42)

Auf analoge Weise liefert die Multiplikation der Gleichung (3.39) mit H

k;E;i

wegen (3.14)

und (3.16) die Beziehungen

w

(j+1)

k;E;i

= H

k;E;i

w

(j+1)

k;E

= H

k;E;i

U

�T

k;E

(v

(j+1)

k;E

� U

T

k;V E

w

(j+1)

k;V

)

= (U

�1

k;E

H

T

k;E;i

)

T

(v

(j+1)

k;E

� U

T

k;V E

w

(j+1)

k;V

)

= (H

T

k;E;i

U

�1

k;E;i

)

T

(v

(j+1)

k;E

� U

T

k;V E

w

(j+1)

k;V

)

= U

�T

k;E;i

(H

k;E;i

v

(j+1)

k;E

� (U

k;V E

H

T

k;E;i

)

T

w

(j+1)

k;V

)

= U

�T

k;E;i

(v

(j+1)

k;E;i

� (H

T

k;V;i

U

k;V E;i

)

T

w

(j+1)

k;V

)

= U

�T

k;E;i

(v

(j+1)

k;E;i

�U

T

k;V E;i

H

k;V;i

w

(j+1)

k;V

)

= U

�T

k;E;i

(v

(j+1)

k;E;i

�U

T

k;V E;i

w

(j+1)

k;V;i

) :

(3.43)

Multipliziert man noch die Gleichung (3.40) mit H

k;F;i

und die Gleichung (3.41) mit H

k;I;i

,

so folgt

w

(j+1)

k;F;i

= U

�T

k;F;i

(v

(j+1)

k;F;i

�U

T

k;V F;i

w

(j+1)

k;V;i

�U

T

k;EF;i

w

(j+1)

k;E;i

) (3.44)

und

w

(j+1)

k;I;i

= U

�T

k;I;i

(v

(j+1)

k;I;i

�U

T

k;V I;i

w

(j+1)

k;V;i

�U

T

k;EI;i

w

(j+1)

k;E;i

�U

T

k;FI;i

w

(j+1)

k;F;i

) : (3.45)

Die Gleichungen (3.42) { (3.45) sind gerade die Teilschritte zur lokalen L

�

osung der Glei-

chungssysteme (3.35). Folglich ist die gem

�

a� Schritt (b3) durchgef

�

uhrte lokale L

�

osung des

Gleichungssystems (3.37) gerechtfertigt.

Da im Schritt (c) Vektoren gleichen Typs addiert werden, ist die lokale Realisierbarkeit

o�ensichtlich.
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Bemerkung 3.3 Anstelle der Zerlegung (3.25) der Matrix A

0

k

kann auch eine Zerlegung der

Gestalt

A

0

k

= L

k

L

T

k

+

~

S

k

(3.46)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L

k

und der Restmatrix

~

S

k

berechnet werden. Ein unvoll-

st

�

andiger Cholesky-Gl

�

atter, der die Zerlegung (3.46) nutzt, erfordert bei der parallelen Abar-

beitung zwei Typumwandlungen von Vektoren (siehe [95]), d.h. der Kommunikationsaufwand

ist doppelt so gro� wie im Algorithmus 3.7.

3.2.1.2 Restriktion und Interpolation

Wie im Abschnitt 2.2.2 beschrieben wurde, sollen zur Diskretisierung des zu l

�

osenden Rand-

wertproblems sowohl st

�

uckweise lineare Ansatzfunktionen p

(j)

l

(x) als auch st

�

uckweise qua-

dratische Ansatzfunktionen q

(j)

l

(x) auf dem feinsten Gitter T

l

verwendet werden. Auf den

gr

�

oberen Gittern T

k

, k = l � 1; l � 2; : : : ; 1, sollen im Mehrgitteralgorithmus ausschlie�lich

Diskretisierungen mit st

�

uckweise linearen Ansatzfunktionen genutzt werden. Aufgrund der

Darstellungen

p

(i

l�1

)

l�1

= p

(i

l

)

l

+

1

2

X

j2I(i

l

)

p

(j)

l

und p

(i

l�1

)

l�1

= q

(i

l

)

l

+

1

2

X

j2I(i

l

)

q

(j)

l

f

�

ur die Ansatzfunktionen p

(i

l�1

)

l�1

(siehe auch die Beziehungen (2.23) und (2.24)) wird als

Restriktionsmatrix I

l�1

l

die Matrix

I

l�1

l

= (I

l

l�1

)

T

; I

l�1

l

: R

N

l

! R

N

l�1

; (3.47)

gew

�

ahlt, wobei die Matrix I

l

l�1

wie folgt de�niert ist: I

l

l�1

= P

l

�

I

l

l�1

P

�1

l�1

. Die Permutations-

matrizen P

l

und P

l�1

aus (2.11) beschreiben den

�

Ubergang von der hierarchischen Knoten-

numerierung zur DD-Numerierung. F

�

ur die Matrix

�

I

l

l�1

gilt

�

I

l

l�1

= [

�

I

l

l�1;ij

]

N

l

; N

l�1

i=1;j=1

=

 

I

l�1

�

J

l;mv

!

; (3.48)

�

I

l

l�1;ij

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1 f

�

ur i = j; i; j = 1; 2; : : : ; N

l�1

1

2

f

�

ur j = i

1

und j = i

2

; N

l�1

< i � N

l

; wobei der i-te Knoten in

der Mitte derjenigen Dreiecksseite aus T

l�1

liegt, welche durch

den i

1

-ten und den i

2

-ten Knoten begrenzt wird

0 sonst.

(3.49)

Die Matrix

I

l

l�1

: R

N

l�1

! R

N

l

ist die Interpolationsmatrix und entspricht der linearen Interpolation.

Die Restriktionsmatrizen I

k�1

k

und die Interpolationsmatrizen I

k

k�1

sind f

�

ur k = 2; 3;

: : : ; l � 1 auf analoge Weise de�niert.
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An dieser Stelle sei nochmals erw

�

ahnt, da� bei der Implementierung des Mehrgitter-

Algorithmus auf dem Parallelrechner die DD-Knotennumerierung genutzt wird, und deshalb

auch die Algorithmen unter Nutzung dieser Numerierung formuliert werden. In der Literatur

wird zur Beschreibung der Mehrgitter-Algorithmen meist die hierarchische Knotennumerie-

rung verwendet.

Aus (3.49) ist ersichtlich, da� nach der linearen Interpolation

f

w

k

= I

k

k�1

f

w

k�1

alle die

Komponenten von

f

w

k

, die zu Knoten im Netz T

k�1

geh

�

oren, gleich den entsprechenden

Komponenten des Vektors

f

w

k�1

sind. Die Komponenten, die mit neuen Knoten in T

k

korres-

pondieren, ergeben sich aus dem arithmetischen Mittel der zu den V

�

aterknoten geh

�

orenden

Komponenten von

f

w

k�1

. Da die V

�

aterknoten eines neuen Knotens aus

�




i

ebenfalls in

�




i

liegen, und da die Korrekturvektoren

f

w

k

sowie

f

w

k�1

als Vektoren vom

�

uberlappenden Typ

gespeichert werden, ist die Interpolation lokal auf den Prozessoren P

i

realisierbar, d.h. auf

jedem Prozessor P

i

wird die Interpolation

f

w

k;i

= I

k

k�1;i

f

w

k�1;i

(3.50)

mit

f

w

k;i

= H

k;i

f

w

k

,

f

w

k�1;i

= H

k�1;i

f

w

k�1

und I

k

k�1;i

= H

k;i

I

k

k�1

H

T

k�1;i

durchgef

�

uhrt.

Aus (3.50) folgen die Beziehungen

f

w

k;i

= I

k

k�1;i

H

k�1;i

f

w

k�1

und

f

w

k;i

= H

k;i

I

k

k�1

f

w

k�1

:

Somit gilt

I

k

k�1;i

H

k�1;i

= H

k;i

I

k

k�1

und H

T

k�1;i

(I

k

k�1;i

)

T

= (I

k

k�1

)

T

H

T

k;i

: (3.51)

F

�

ur die lokale Durchf

�

uhrung der Restriktion der Defekte werden die lokalen Restriktions-

matrizen

I

k�1

k;i

= (I

k

k�1;i

)

T

= (H

k;i

I

k

k�1

H

T

k�1;i

)

T

= H

k�1;i

I

k�1

k

H

T

k;i

eingef

�

uhrt. Da die Defektvektoren als Vektoren vom addierenden Typ gespeichert werden,

gilt mit (3.51) f

�

ur die Restriktion

d

k�1

= I

k�1

k

d

k

= I

k�1

k

p

X

i=1

H

T

k;i

d

k;i

=

p

X

i=1

I

k�1

k

H

T

k;i

d

k;i

=

p

X

i=1

H

T

k�1;i

I

k�1

k;i

d

k;i

=

p

X

i=1

H

T

k�1;i

d

k�1;i

;

(3.52)

d.h. die lokale Durchf

�

uhrung der Restriktionen

d

k�1;i

= I

k�1

k;i

d

k;i

ist gerechtfertigt. Aus den Beziehungen (3.50) und (3.52) folgt, da� die Interpolation und

die Restriktion v

�

ollig parallel auf den Prozessoren P

i

ausgef

�

uhrt werden k

�

onnen, d.h. es ist

keine Kommunikation erforderlich.

3.2.1.3 Grobgitterl

�

oser

Zur L

�

osung der Gleichungssysteme A

1

w

(j)

1

= d

(j)

1

auf dem gr

�

obsten Gitter sollen direkte

oder iterative Au

�

osungsverfahren eingesetzt werden. Als direkter L

�

oser wird das Cholesky-

Verfahren verwendet. Hierbei wird die Matrix A

1

auf einem Prozessor, z.B. dem Prozessor
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P

1

, gespeichert. Vor dem erstmaligen Aufruf des Grobgitterl

�

osers wird auf dem Prozessor P

1

die Cholesky-Faktorisierung der Matrix A

1

berechnet. Innerhalb des Mehrgitter-Algorithmus

sind dann bei der Grobgitterl

�

osung die folgenden drei Schritte durchzuf

�

uhren:

(a) Jeder Prozessor P

i

sendet seinen Anteil d

(j)

1;i

an der rechten Seite d

(j)

1

zum Prozessor P

1

.

(b) Auf dem Prozessor P

1

wird die L

�

osung w

(j)

1

des Grobgittersystems berechnet, d.h. es

werden die Schritte des Vorw

�

arts- und R

�

uckw

�

artseinsetzens ausgef

�

uhrt.

(c) Der Prozessor P

1

sendet die entsprechenden Anteile w

(j)

1;i

zu den Prozessoren P

i

.

Als iterativer L

�

oser wird das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) mit

Vorkonditionierung auf das Schurkomplementsystem

(A

1;C

� A

1;CI

A

�1

1;I

A

1;IC

)w

(j)

1;C

= d

(j)

1;C

� A

1;CI

A

�1

1;I

d

(j)

1;I

(3.53)

angewendet. Die Bl

�

ocke A

1;C

, A

1;CI

, A

1;IC

und A

1;I

sind die Matrixbl

�

ocke der Matrix A

1

mit

der Blockstruktur (3.19), wobei der Index C den Koppelknoten (Kreuzungsknoten, Kanten-

und Fl

�

achenkoppelknoten) entspricht und I f

�

ur die inneren Knoten steht. Der Vektor w

(j)

1;I

ergibt sich als L

�

osung des Gleichungssystems

A

1;I

w

(j)

1;I

= d

(j)

1;I

� A

1;IC

w

(j)

1;C

:

Innerhalb des CG-Verfahrens f

�

ur das Schurkomplementsystem (3.53) ist in jedem Itera-

tionsschritt bei der Berechnung der beiden Skalarprodukte und in der Vorkonditionierungs-

prozedur Kommunikation zwischen den Prozessoren erforderlich. Alle anderen Operatio-

nen k

�

onnen vollst

�

andig parallel durchgef

�

uhrt werden (siehe auch die Abschnitte 3.1.1 und

3.3.1). Um bei der Kommunikation Startup-Zeiten zu sparen, wird eine Variante des CG-

Verfahrens genutzt, bei der die beiden Skalarprodukte unmittelbar nacheinander berechnet

werden k

�

onnen [192, 193], so da� die erforderliche Kommunikation zur Berechnung dieser

Skalarprodukte gemeinsam erfolgen kann. Bei der Matrix{Vektor{Multiplikation mit der

Schurkomplementmatrix (A

1;C

�A

1;CI

A

�1

1;I

A

1;IC

) wird eine Cholesky-Faktorisierung der Ma-

trix A

1;I

genutzt. Da die Matrix A

1;I

blockdiagonal ist, d.h. A

1;I

= blockdiag(A

1;I;i

)

i=1;2;:::;p

,

kann auf den Pozessoren P

i

unabh

�

angig voneinander jeweils die Faktorisierung der Matrix

A

1;I;i

berechnet werden.

Als Vorkonditionierer kann zum Beispiel ein BPX-Algorithmus mit einem globalen Cross-

point-L

�

oser [52, 235] eingesetzt werden. Eine weitere M

�

oglichkeit ist die Anwendung eines

BPS-Vorkonditionierers, in dem ein globaler Crosspoint-L

�

oser und auf den Koppelr

�

andern ein

Vorkonditionierer basierend auf Ideen von Dryja [72] arbeiten (siehe auch [50]). F

�

ur beide

Vorkonditionierer wird auf den Koppelr

�

andern eine Gitterhierarchie ben

�

otigt. Im Allgemei-

nen existiert f

�

ur das gr

�

obste Gitter T

1

keine derartige Hierarchie. Deshalb wird eine Folge von

Hilfsgittern konstruiert, deren gr

�

obstes Gitter nur die Kreuzungsknoten enth

�

alt. Nach einer

Abbildung zwischen den Koppelknoten im Gitter T

1

und den Knoten im feinsten Hilfsgitter

werden der BPX- bzw. BPS-Vorkonditionierer auf diesen Hilfsgittern durchgef

�

uhrt.

Beide Vorkonditionierer erfordern einen Kommunikationsaufwand in der Gr

�

o�enordnung

des Kommunikationsaufwandes bei der Typkonvertierung eines Vektors auf dem Gitter T

1

.
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3.2.2 Konvergenzaussagen

Aus der Literatur sind in Abh

�

angigkeit von der Art des verwendeten Mehrgitter-Zyklus, der

Wahl des Gl

�

attungsverfahrens und der Glattheit der L

�

osung des betrachteten Randwertpro-

blems Konvergenzaussagen f

�

ur Mehrgitter-Verfahren bekannt. Um diese Konvergenzaussagen

zu erhalten, werden verschiedene Beweistechniken eingesetzt.

F

�

ur Spezialprobleme, wie z.B. selbstadjungierte elliptische Randwertprobleme mit kon-

stanten Koe�zienten in Rechteckgebieten, kann man mittels Fourieranalyse den Konver-

genzfaktor des Zweigitter-Verfahrens berechnen. Mit Hilfe rekursiver Beziehungen entspre-

chend der rekursiven De�nition der Mehrgitter-Verfahren erh

�

alt man unter Einbeziehung

der Zweigitter-Konvergenzraten vom Diskretisierungsparameter h unabh

�

angige Konvergenz-

faktoren f

�

ur das Mehrgitter-Verfahren, z.B. den W -Zyklus. Diese Modellproblemanalyse er-

fordert die Kenntnis der Eigenfunktionen des diskreten Operators. Weiterhin m

�

ussen im

Zweigitter-Algorithmus die Gl

�

attungsverfahren sowie Restriktions- und Interpolationsope-

ratoren so gew

�

ahlt werden, da� der Fehler

�

ubergangsoperator des Zweigitter-Verfahrens in

der aus den Eigenfunktionen gebildeten Basis als Blockdiagonalmatrix mit kleinen Bl

�

ocken,

z.B. (4� 4)-Bl

�

ocken, darstellbar ist. Dies erreicht man zum Beispiel bei einer F

�

unf-Punkte-

Diskretisierung des Laplace-Operators, wenn der ged

�

ampfte Jacobi-Gl

�

atter, bilineare Inter-

polation und

"

full weighting\ als Restriktion angewendet werden. Die Untersuchung von

Zweigitter-Verfahren mit lexikogra�schen Gau�-Seidel-Gl

�

attern und ILU-Gl

�

attern ist mit-

tels der Modellproblemanalyse nicht m

�

oglich. Zur Analyse von derartigen Verfahren kann

die von Brandt entwickelte lokale Fourier-Analyse (siehe [55] und die darin zitierte Litera-

tur) eingesetzt werden.

F

�

ur spezielle Mehrgitter-Verfahren, die als alternierende exakte oder n

�

aherungsweise Pro-

jektion des Fehlers in nichtorthogonale Teilr

�

aume des Finite-Elemente-Raumes V

l

aufge-

fa�t werden k

�

onnen, l

�

a�t sich der Konvergenzfaktor unter Nutzung der Konstanten in der

verst

�

arkten Cauchy-Ungleichung (2.76) berechnen. In [39] wird von Braess mit dieser Be-

weistechnik die Konvergenz eines Mehrgitter-Verfahrens zur L

�

osung der Poisson-Gleichung

bewiesen. Dabei liefert das verwendete Gl

�

attungsverfahren eine exakte Projektion des Feh-

lers in den Finite-Elemente-Teilraum T

l

(V

l

= T

l

+ T

l

, T

l

ist das orthogonale Komplement

im Sinne des energetischen Skalarproduktes, T

l

ist in (2.77) de�niert). Schieweck [220]

gibt einen allgemeinen Konvergenzbeweis f

�

ur den Fall, da� sowohl das Gl

�

attungsverfahren

als auch die Grobgitterkorrektur n

�

aherungsweise Projektionen der Fehler in die Teilr

�

aume

T

l

und V

l�1

sind. Jung nutzt in [139, 140, 141] diese Herangehensweise zur Berechnung

von Konvergenzfaktoren f

�

ur Zweigitter-Verfahren zur L

�

osung ebener linearer Elastizit

�

ats-

probleme. Weitere Untersuchungen zur Konvergenz von Zwei- bzw. Mehrgitter-Verfahren

vom Projektionstyp wurden u.a. von Braess [40], Maitre, Musy [173], Meis, Branca

[190], Thole [233] und Verf

�

urth [238] durchgef

�

uhrt.

Bei den

"

klassischen\ Konvergenzbeweisen f

�

ur selbstadjungierte elliptische Randwertpro-

bleme in beliebigen Gebieten werden vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angige Konver-

genzraten f

�

ur den Zweigitter-Algorithmus und unter Verwendung rekursiver Absch

�

atzungen

f

�

ur den Mehrgitter-Algorithmus mit dem W -Zyklus bewiesen (siehe z.B. Astrachant-

sev [7], Bachvalov [17], Bank, Dupont [22], Fedorenko [77, 78], Hackbusch [106,
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107, 108], Korneev [161], Langer [164, 166] und Nicolaides [202]). Bei diesen Konver-

genzbeweisen wird vorausgesetzt, da� eine hinreichend gro�e Anzahl von Gl

�

attungsschritten

durchgef

�

uhrt wird, was aus praktischen Erfahrungen eine unrealistische Forderung ist. Dou-

glas zeigt in [68], da� auch der V -Zyklus einen h-unabh

�

angigen Konvergenzfaktor hat, falls

hinreichend viele Gl

�

attungsschritte durchgef

�

uhrt werden.

Unter Nutzung anderer Beweistechniken wurden von Maitre, Musy [174], Bank,

Douglas [21] und Bramble, Pasciak [47] bei einer beliebigen Anzahl von Gl

�

attungs-

schritten h-unabh

�

angige Konvergenzraten f

�

ur den W -Zyklus bewiesen.

Durch eine direkte Analyse des Mehrgitter-Verfahrens lassen sich Absch

�

atzungen f

�

ur den

Konvergenzfaktor des V -Zyklus bei jeder beliebigen Anzahl von Gl

�

attungsschritten herlei-

ten. Falls die L

�

osung u des betrachteten Randwertproblems regul

�

ar ist, d.h. u 2 H

2

(
), dann

erh

�

alt man f

�

ur den Konvergenzfaktor Absch

�

atzungen der Gestalt c=(c + 2�), wobei c eine

vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angige Konstante und 2� die Anzahl der Gl

�

attungs-

schritte auf jeder Gitterstufe sind. Dieses Resultat wurde f

�

ur Mehrgitter-Verfahren mit ver-

schiedenen Gl

�

attern bewiesen, z.B. von Braess und Hackbusch [44, 107] mit Richardson-

Gl

�

attern, von Bank, Douglas und Bramble, Pasciak [21, 47] mit Gl

�

attern der Gestalt

u

(j)

k

= u

(j�1)

k

+ B

�1

k

(f

k

� A

k

u

(j�1)

k

) (B

k

ist eine symmetrische, positiv de�nite Matrix), von

McCormick [184] mit Jacobi- und Gau�-Seidel-Gl

�

attern und von Bramble, Pasciak mit

additiven und multiplikativen Gl

�

attern basierend auf Raumzerlegungen (Punkt-, Linien- und

Blockversionen von Jacobi- und Gau�-Seidel-Verfahren) [48].

F

�

ur nichtregul

�

are L

�

osungen u, d.h. u 2 H

1+�

(
), 0 < � < 1, wurde von Bramble und

Pasciak [47, 48] gezeigt, da� sich der Konvergenzfaktor des V -Zyklus wie 1�O(l

(��1)=�

) (l ist

die Anzahl der verwendeten Gitter) verh

�

alt. Ein analoges Resultat ist ohne Voraussetzungen

an die Glattheit der L

�

osung f

�

ur Mehrgitter-Verfahren mit ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

attern von

Bramble, Pasciak, Wang, Xu [51] und mit SOR-Gl

�

atter von Wang [239] bewiesen

worden.

In [47, 48] ist au�erdem gezeigt worden, da� der verallgemeinerte V -Zyklus auch bei

nichtregul

�

arer L

�

osung eine h-unabh

�

angige Konvergenzrate hat. Die Konvergenzrate des F -

Zyklus verh

�

alt sich wie 1�O(l

�(1��)

2

=�

) [176].

In [49] zeigen Bramble und Pasciak, da� man auch f

�

ur bestimmte Probleme mit nicht-

regul

�

arer L

�

osung, z.B. die Poisson-Gleichung in nichtkonvexen Gebieten, eine vom Diskreti-

sierungsparameter unabh

�

angige Konvergenzrate des V -Zyklus erh

�

alt.

3.2.3 Arithmetik- und Kommunikationsaufwand

F

�

ur die im Abschnitt 3.2.1.1 vorgestellten Gl

�

attungsverfahren, d.h. den ged

�

ampften Jacobi-,

den Gau�-Seidel- und den unvollst

�

andigen Cholesky-Gl

�

atter, kann die pro Gl

�

attungsschritt

auf jedem Prozessor durchzuf

�

uhrende Anzahl an arithmetischen Operationen durch a

G

N

k;i

mit einer hier nicht n

�

aher spezi�zierten Konstanten a

G

abgesch

�

atzt werden. Der Kommuni-

kationsaufwand entsteht bei allen drei Gl

�

attern infolge der Konvertierung eines Vektors vom

addierenden Typ in einen Vektor vom

�

uberlappenden Typ. Folglich sind in jedem Gl

�

attungs-

schritt c

G

N

k;C

Daten zu kommunizieren (N

k;C

bezeichnet die Anzahl der Koppelknoten, c

G

ist die Anzahl der Daten pro Koppelknoten). Wie im Abschnitt 3.1.2 erl

�

autert wird, beinhal-
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tet die Typkonvertierung einen Datenaustausch bez

�

uglich der Kreuzungsknoten, der Kanten-

und der Fl

�

achenkoppelknoten. Bei den verwendeten Kommunikationsalgorithmen wird der

Datenaustausch bez

�

uglich der Kreuzungsknoten durch die Bildung einer Cube-Summe rea-

lisiert. F

�

ur die Kommunikation der Daten bez

�

uglich der Kanten- und Fl

�

achenkoppelknoten

werden Algorithmen genutzt, bei denen der Datenaustausch in separaten Schritten f

�

ur die

Kanten- und Fl

�

achenkoppelknoten erfolgt bzw. bei denen diese Daten gemeinsam ausge-

tauscht werden (siehe Abschnitt 3.1.2 und [4]). Im ersten Fall ist folglich die Anzahl der

notwendigen Startup-Schritte f

�

ur die Initialisierung der Kommunikation h

�

oher. Beim Gau�-

Seidel-Gl

�

atter mu� der Datenaustausch in drei Teilschritten bez

�

uglich der Kreuzungskno-

ten, der Kanten- und der Fl

�

achenkoppelknoten erfolgen (siehe auch Algorithmus 3.4); der

ged

�

ampfte Jacobi- und der unvollst

�

andige Cholesky-Gl

�

atter erlauben den Einsatz des Kom-

munikationsalgorithmus mit gemeinsamen Austausch von Daten der Kanten- und Fl

�

achen-

koppelknoten. Somit ist die Anzahl der notwendigen Startup-Schritte beim Gau�-Seidel-

Gl

�

atter h

�

oher als bei den beiden anderen Gl

�

attern.

Der Aufwand an arithmetischen Operationen f

�

ur die im Abschnitt 3.2.1.2 beschriebenen

Restriktions- und Interpolationsprozeduren ist proportional zur Anzahl der Knoten N

k;i

und

l

�

a�t sich somit durch a

T

N

k;i

mit einer Konstanten a

T

absch

�

atzen. Wie im Abschnitt 3.2.1.2

erl

�

autert wurde, erfordern die Restriktion und Interpolation keine Kommunikation.

Als Grobgitterl

�

oser werden im Abschnitt 3.2.1.3 direkte Verfahren und das vorkonditio-

nierte Verfahren der konjugierten Gradienten, das auf das vom Grobgittersystem abgeleitete

Schurkomplementsystem (3.53) angewendet wird, vorgestellt. Der Aufwand an arithmeti-

schen Operationen ist beim Cholesky-Verfahren durch ~a

D

N

(3d�2)=d

1

f

�

ur den Zerlegungsalgo-

rithmus und durch a

D

N

(2d�1)=d

1

f

�

ur das Vorw

�

arts- und R

�

uckw

�

artseinsetzen absch

�

atzbar (~a

D

und a

D

sind nicht n

�

aher spezi�zierte Konstanten). Kommunikationsaufwand entsteht da-

durch, da� jeder Prozessor seinen Anteil an der rechten Seite des Grobgittersystems zum

ausgezeichneten Prozessor P

1

senden mu� und der Prozessor P

1

nach der L

�

osung des Grob-

gittersystems die jeweiligen Anteile am L

�

osungsvektor zu den entsprechenden Prozessoren

sendet, d.h. es sind zwei Startup-Schritte erforderlich und zweimal c

G

N

1

Daten zu kommuni-

zieren. Die iterative L

�

osung des Grobgittersystems erfordert auf jedem Prozessor a

S;i

N

(2d�1)=d

1;i

arithmetische Operationen pro Iterationsschritt, da bei der Multiplikation mit der Schurkom-

plementmatrix eine Cholesky-Zerlegung der Matrix A

1;I;i

genutzt wird. F

�

ur die Berechnung

der Cholesky-Zerlegung der Matrix A

1;I;i

ist einmalig ein Aufwand von ~a

S;i

N

(3d�2)=d

1;i

arith-

metischen Operationen erforderlich. Werden I(") Iterationen zur n

�

aherungsweisen L

�

osung

des Grobgittersystems durchgef

�

uhrt, dann sind a

S;i

I(")N

(2d�1)=d

1;i

arithmetische Operationen

notwendig. Wie im Abschnitt 3.2.1.3 erl

�

autert, wird eine Version des Verfahrens der kon-

jugierten Gradienten eingesetzt, bei der der Datenaustausch f

�

ur die Berechnung der beiden

Skalarprodukte in jedem Iterationsschritt gemeinsam erfolgen kann, so da� nur ein Startup-

Schritt notwendig ist. In der Vorkonditionierung entsteht der Kommunikationsaufwand f

�

ur

eine Typkonvertierung eines Vektors, d.h. es sind insgesamt I(")c

G

N

1;C

Daten zu kommuni-

zieren.

Au�erdem sind in jedem Mehrgitter-Schritt noch eine Matrix-Vektor-Multiplikation sowie

zwei Vektoradditionen durchzuf

�

uhren. Dies erfordert einen Aufwand von (a

M

+ 2a

V

)N

k;i

arithmetischen Operationen.
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In den Tabellen 3.1 und 3.2 sind der Aufwand an arithmetischen Operationen und der

Kommunikationsaufwand f

�

ur den V -, F -, W - und den verallgemeinerten V -Zyklus (gV )

angegeben. Der in den eckigen Klammern angegebene Aufwand an arithmetischen Opera-

tionen entsteht durch die Anwendung des direkten Grobgitterl

�

osers auf dem Prozessor P

1

.

Auf den anderen Prozessoren entf

�

allt dieser Anteil. Die Konstante a

R

ist die Summe der

Konstanten a

T

und (a

M

+ 2a

V

), und � ist die Anzahl der Gl

�

attungsschritte auf dem fein-

sten Gitter, d.h. � = �

l;1

+ �

l;2

. In der Tabelle 3.2 beziehen sich die Angaben zur Anzahl

der Startup-Schritte auf die beiden Kommunikationsvarianten: Koppelkanten- und Koppel-



�

achenkommunikation in einem gemeinsamen Schritt bzw. in separaten Schritten.

Der Aufwand an arithmetischen Operationen ist beim V -Zyklus proportional zur An-

zahl der Unbekannten N

l

, falls � = N

k

=N

k�1

> 1 f

�

ur k = 2; 3; : : : ; l erf

�

ullt ist. F

�

ur den

verallgemeinerten V -Zyklus und den W -Zyklus gilt diese Aussage bei � > 2 [108, 229].

Die Tabelle 3.2 zeigt, da� der V -Zyklus den kleinsten Kommunikationsaufwand pro Itera-

tionsschritt eines Mehrgitter-Verfahrens erfordert. Obwohl Mehrgitter-Verfahren mit F -,W -

oder verallgemeinerten V -Zyklus schneller konvergieren als Mehrgitter-Verfahren mit dem

V -Zyklus, d.h. weniger Iterationen zum Erreichen einer vorgegebenen relativen Genauig-

keit ben

�

otigen, zeigen die im Abschnitt 3.3.7 und in [143, 144] vorgestellten Beispiele, da�

der V -Zyklus in den meisten F

�

allen zum schnellsten Mehrgitter-Verfahren hinsichtlich der

ben

�

otigten Rechenzeit f

�

uhrt. Aus der Tabelle 3.2 und aus den numerischen Experimenten

[143, 144] kann man schlie�en, da� nur der V - und der F -Zyklus f

�

ur eine Implementierung

auf einem Parallelrechner geeignet sind.

Tabelle 3.1: Aufwand an arithmetischen Operationen f

�

ur verschiedene Mehrgitter-Zyklen

direkter Grobgitterl

�

oser iterativer Grobgitterl

�

oser

Aufwand f

�

ur Zerlegung von A

1

Aufwand f

�

ur Zerlegung von A

1;I;i

~a

D

N

(3d�2)=d

1

~a

S

N

(3d�2)=d

1;I;i

Aufwand an arithmetischen Operationen auf jedem Prozessor P

i

V

l

X

k=2

(�a

G

+ a

R

)N

k;i

+ [a

D

N

(2d�1)=d

1

]

l

X

k=2

(�a

G

+ a

R

)N

k;i

+ a

S;i

I(")N

(2d�1)=d

1;i

F

l

X

k=2

(l � k + 1)(�a

G

+ a

R

)N

k;i

l

X

k=2

(l � k + 1)(�a

G

+ a

R

)N

k;i

+ [(l � 1)a

D

N

(2d�1)=d

1

] + (l � 1)a

S;i

I(")N

(2d�1)=d

1;i

gV

l

X

k=2

(2

l�k

�a

G

+ a

R

)N

k;i

+ [a

D

N

(2d�1)=d

1

]

l

X

k=2

(2

l�k

�a

G

+ a

R

)N

k;i

+ a

S;i

I(")N

(2d�1)=d

1;i

W

l

X

k=2

2

l�k

(�a

G

+ a

R

)N

k;i

l

X

k=2

2

l�k

(�a

G

+ a

R

)N

k;i

+ [2

(l�2)

a

D

N

(2d�1)=d

1

] + 2

(l�2)

a

S;i

I(")N

(2d�1)=d

1;i



67

Tabelle 3.2: Kommunikationsaufwand f

�

ur verschiedene Mehrgitter-Zyklen

Kommunikationsaufwand f

�

ur

Gitter k = 2; 3; : : : ; l gr

�

obstes Gitter

direkter L

�

oser iterativer L

�

oser

Datenmenge # Startup's Datenmenge # Startup's Datenmenge # Startup's

2�(l�1) 3I(")

V

l

X

k=2

�c

G

N

k;C

3�(l�1)

2N

1

2 I(")c

G

N

1;C

4I(")

l

X

k=2

(l�k+1)2� 3(l�1)I(")

F

l

X

k=2

(l�k+1)�c

G

N

k;C

l

X

k=2

(l�k+1)3�

2(l�1)N

1

2(l�1) (l�1)I(")c

G

N

1;C

4(l�1)I(")

l

X

k=2

2

l�k+1

� 3I(")

gV

l

X

k=2

2

l�k

�c

G

N

k;C

l

X

k=2

2

l�k

3�

2N

1

2 I(")c

G

N

1;C

4I(")

l

X

k=2

2

l�k+1

� 2

l�2

3I(")

W

l

X

k=2

2

l�k

�c

G

N

k;C

l

X

k=2

2

l�k

3�

2

l�1

N

1

2

l�1

2

l�2

I(")c

G

N

1;C

2

l

I(")

3.3 Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionie-

rung

In diesem Abschnitt werden verschiedene M

�

oglichkeiten zur Wahl von Vorkonditionierungs-

operatoren im Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) beschrieben, ihre

Parallelisierbarkeit diskutiert und Konvergenzabsch

�

atzungen f

�

ur die entsprechenden CG-

Verfahren mit Vorkonditionierung (PCG-Verfahren) angegeben. Die betrachteten Vorkon-

ditionierer basierend auf Mehrgitter-Verfahren, additive Multilevel-Vorkonditionierer, die

AMLI-Vorkonditionierer von Axelsson/Vassilevski und Domain-Decomposition-Vorkon-

ditionierer f

�

uhren zu asymptotisch optimalen bzw. fast optimalen PCG-Verfahren. Das be-

deutet, da� die Anzahl notwendiger Iterationen zum Erreichen einer vorgegebenen relativen

Genauigkeit " in der Gr

�

o�enordnung O(ln "

�1

) : : :O(ln h

�1

ln "

�1

) liegt. Der Aufwand an

arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt ist proportional zur Anzahl der Unbekann-

ten des zu l

�

osenden Gleichungssystems, und die Menge der zu kommunizierenden Daten liegt

in der Gr

�

o�enordnung O(h

�(d�1)

l

) = O(N

(d�1)=d

l

).
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3.3.1 PCG-Algorithmus und Konvergenzaussagen

Unter Nutzung der in der De�nition 3.1 eingef

�

uhrten Vektortypen, d.h. Vektoren vom

�

uber-

lappenden und addierenden Typ, kann der parallele PCG-Algorithmus wie folgt aufgeschrie-

ben werden (siehe auch [102, 103, 171, 196]):

Algorithmus 3.8 (Parallelisiertes Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkondi-

tionierung)

F

�

uhre f

�

ur alle i = 1; 2; : : : ; p die folgenden Schritte parallel aus:

Startschritt:

Bestimme eine Startn

�

aherung u

(0)

l;i

,

z.B. u

(0)

l;i

= 0

Berechne

r

(0)

l;i

= f

l;i

� A

l;i

u

(0)

l;i

w

(0)

l

= C

�1

l

p

X

i=1

H

T

l;i

r

(0)

l;i

s

(0)

l;i

= w

(0)

l;i

(w

(0)

l;i

= H

l;i

w

(0)

l

)

�

(0)

=

p

X

i=1

(w

(0)

l;i

; r

(0)

l;i

)

Iterationsschritte j = 1; 2; : : :

Berechne

a

(j�1)

l;i

= A

l;i

s

(j�1)

l;i

�

(j)

=

p

X

i=1

(s

(j�1)

l;i

; a

(j�1)

l;i

)

�

(j)

= �

(j�1)

=�

(j)

u

(j)

l;i

= u

(j�1)

l;i

+ �

(j)

s

(j�1)

l;i

r

(j)

l;i

= r

(j�1)

l;i

� �

(j)

a

(j�1)

l;i

w

(j)

l

= C

�1

l

p

X

i=1

H

T

l;i

r

(j)

l;i

�

(j)

=

p

X

i=1

(w

(j)

l;i

; r

(j)

l;i

)

�

(j)

= �

(j)

=�

(j�1)

s

(j)

l;i

= w

(j)

l;i

+ �

(j)

s

(j�1)

l;i

�

(j)

� "

2

�

(0)

! STOP

Hierbei sind die Vektoren u

(j)

l;i

, w

(j)

l;i

und s

(j)

l;i

als Vektoren vom

�

uberlappenden Typ ge-

speichert, und r

(j)

l

=

P

p

i=1

H

T

l;i

r

(j)

l;i

, a

(j)

l

=

P

p

i=1

H

T

l;i

a

(j)

l;i

, f

l

=

P

p

i=1

H

T

l;i

f

l;i

sind Vektoren vom

addierenden Typ. Innerhalb eines Iterationsschrittes des PCG-Verfahrens ist Kommunikation

bei der Berechnung der beiden Skalarprodukte und bei der L

�

osung des Vorkonditionierungs-

systems

C

l

w

(j)

l

=

p

X

i=1

H

T

l;i

r

(j)

l;i

(3.54)

erforderlich. Alle anderen Operationen k

�

onnen ohne Kommunikation durchgef

�

uhrt werden,

da bei den Vektoroperationen in den

�

ubrigen Teilschritten stets nur Vektoren gleichen Typs

miteinander verkn

�

upft werden.

Aus der Literatur ist der folgende Konvergenzsatz f

�

ur das PCG-Verfahren bekannt (siehe

z.B. [11, 43, 111, 217]).
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Satz 3.1 Es seien A

l

und C

l

symmetrische, positiv de�nite Matrizen, f

�

ur die gilt



1

(C

l

v

l

; v

l

) � (A

l

v

l

; v

l

) � 

2

(C

l

v

l

; v

l

) 8v

l

2 R

N

l

; 

1

> 0 : (3.55)

Dann sind nicht mehr als

I(") = [j ln("

�1

+ ("

�2

+ 1)

0:5

)= ln %

�1

]j

Iterationen notwendig, um den Anfangsfehler ku

l

� u

(0)

l

k

A

l

auf das "{fache zu reduzieren

(0 < " < 1). Au�erdem gilt

ku

l

� u

(j)

l

k

A

l

� �

(j)

l

ku

l

� u

(0)

l

k

A

l

mit

�

(j)

l

= 2%

j

=(1 + %

2j

) ; % = (1�

q

�)=(1 +

q

�) ; � = 

1

=

2

:

Hierbei bezeichnet [j x]j die kleinste ganze Zahl, die gr

�

o�er oder gleich x ist. Die energeti-

sche Norm kv

l

k

A

l

ist durch kv

l

k

A

l

=

q

(A

l

v

l

; v

l

) de�niert.

Im weiteren besteht das Ziel darin, Vorkonditionierungsoperatoren C

l

zu �nden, die zu

einem optimalen bzw. fast optimalen PCG-Verfahren f

�

uhren. Aus dem Algorithmus 3.8 und

dem Konvergenzsatz 3.1 lassen sich folgende Forderungen an den Vorkonditionierer C

l

ab-

leiten:

(i) Um eine schnelle Konvergenz zu erreichen, mu� die Matrix C

l

im spektralen Sinne

"

nahe verwandt\ mit der Matrix A

l

sein, d.h. � = 

1

=

2

� 1 und m

�

oglichst unabh

�

angig

vom Diskretisierungsparameter h

l

.

(ii) Da das Vorkonditionierungsgleichungssystem (3.54) in jedem Iterationsschritt zu l

�

osen

ist, mu� C

l

so gew

�

ahlt werden, da� die L

�

osung von (3.54) mit einem Aufwand an

arithmetischen Operationen proportional zur Anzahl der Unbekannten m

�

oglich ist.

(iii) Die L

�

osung von (3.54) mu� e�zient parallelisierbar sein.

In den folgenden Abschnitten werden Vorkonditionierungsoperatoren C

l

vorgestellt, die

diese Forderungen erf

�

ullen.

3.3.2 Vorkonditionierung mittels Mehrgitterverfahren

Die Grundidee zur Konstruktion von Vorkonditionierungsoperatoren mittels Mehrgitter-

Verfahren besteht in folgendem. Man w

�

ahlt zun

�

achst eine a-priori Vorkonditionierungsmatrix

e

C

l

mit

~

1

(

e

C

l

v

l

; v

l

) � (A

l

v

l

; v

l

) � ~

2

(

e

C

l

v

l

; v

l

) 8v

l

2 R

N

l

; (3.56)

wobei die Konstanten ~

1

und ~

2

nicht vom Diskretisierungsparameter h

l

abh

�

angen sollen.

Insbesondere ist auch die Wahl

e

C

l

= A

l

m

�

oglich, so da� ~

1

= ~

2

= 1 gilt. L

�

ost man das

a-priori Vorkonditionierungsgleichungssystem

e

C

l

f

w

(j)

l

=

p

X

i=1

H

T

l;i

r

(j)

l;i
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mittels m Schritten eines Mehrgitter-Verfahrens, dann erh

�

alt man eine N

�

aherungsl

�

osung

w

(j)

l

=

f

w

(j;m)

l

, die als exakte L

�

osung des Gleichungssystems

C

l

w

(j)

l

=

p

X

i=1

H

T

l;i

r

(j)

l;i

mit C

l

=

e

C

l

(I

l

�M

m

l

)

�1

aufgefa�t werden kann (M

l

bezeichnet den Fehler

�

ubergangsoperator des verwendeten Mehr-

gitter-Verfahrens, siehe auch (3.17)). Diese Vorkonditionierungsmatrix C

l

wird im weiteren

als MG(m)-Vorkonditionierer bezeichnet.

Die Idee einer derartigen Kombination von Mehrgitter-Verfahren mit dem Verfahren der

konjugierten Gradienten wurde von Kettler in [157] beschrieben, und es wurde anhand

numerischer Beispiele gezeigt, da� man PCG-Verfahren mit sehr guten Konvergenzeigen-

schaften erh

�

alt. Braess [41, 42, 45] und Jung, Langer, Meyer, Queck und Schnei-

der [141, 148, 170] geben eine theoretische Fundierung f

�

ur die Konstruktion derartiger

Vorkonditionierer. Um eine symmetrische, positiv de�nite Vorkonditionierungsmatrix C

l

=

e

C

l

(I

l

�M

m

l

)

�1

zu erhalten, m

�

ussen an das verwendete Mehrgitter-Verfahren bestimmte For-

derungen gestellt werden. Diese Forderungen sind im folgenden Satz 3.2 formuliert, und es

werden Absch

�

atzungen f

�

ur die entsprechenden Konstanten 

1

und 

2

in den Spektral

�

aquiva-

lenzungleichungen (3.55) angegeben.

Satz 3.2 Es seien die folgenden Voraussetzungen erf

�

ullt:

(i) Die Matrizen K

l

und

e

C

l

sind symmetrisch und positiv de�nit.

(ii) Die im Mehrgitter-Verfahren verwendeten Grobgittermatrizen

e

C

k

, k = l�1; l�2; : : : ; 1,

sind symmetrisch und positiv de�nit. Es gilt

(I

k

k+1

e

C

k+1

I

k+1

k

v

k

; v

k

) � (

e

C

k

v

k

; v

k

) 8v

k

2 R

N

k

:

(iii) Die Restriktionsmatrizen I

k�1

k

sind die transponierten Matrizen der Interpolationsma-

trizen I

k

k�1

, k = 2; 3; : : : ; l, d.h.

I

k�1

k

= (I

k

k�1

)

T

:

Weiterhin seien die I

k�1

k

Vollrangmatrizen.

(iv) F

�

ur die Fehler

�

ubergangsoperatoren S

V

k

und S

N

k

der Vor- und Nachgl

�

attungsprozeduren

gilt

(S

V

k

u

k

; v

k

)

e

C

k

= (u

k

; S

N

k

v

k

)

e

C

k

8u

k

; v

k

2 R

N

k

; (3.57)

d.h. S

N

k

ist adjungiert zu S

V

k

im

e

C

k

{energetischen Skalarprodukt (:; :)

e

C

k

= (

e

C

k

:; :).

(v) F

�

ur den Fehler

�

ubergangsperator M

l

gelte

kM

l

k

e

C

l

= sup

v

l

2R

N

l

; v

l

6=0

kM

l

v

l

k

e

C

l

kv

l

k

e

C

l

� �

l

� � = const: < 1 : (3.58)
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Dann ist die Matrix C

l

=

e

C

l

(I

l

�M

m

l

)

�1

symmetrisch und positiv de�nit, und es gelten die

Spektral

�

aquivalenzungleichungen (3.55) mit den Konstanten



1

= ~

1

(1� �

m

) und 

2

= ~

2

:

Beweis: siehe z.B. [80, 84, 141, 148, 170] . 2

Die Voraussetzungen (ii) sind beispielsweise erf

�

ullt, wenn die Grobgittermatrizen mit-

tels Galerkin-Projektion, d.h. gem

�

a� der Beziehung

e

C

k

= I

k

k+1

e

C

k+1

I

k+1

k

berechnet werden,

bzw. wenn bestimmte Quadraturformeln bei der Berechnung der Matrixeintr

�

age von

e

C

k

,

k = l � 1; l � 2; : : : ; 1 genutzt werden (siehe z.B. [80, 83, 84]). Bei den im Abschnitt 3.2.1.2

eingef

�

uhrten Restriktions- und Interpolationsmatrizen ist aufgrund der De�nition (3.47) die

Voraussetzung (iii) automatisch erf

�

ullt. Die Bedingung (v) bedeutet, da� das Mehrgitter-

Verfahren mit der Konvergenzrate � konvergiert. Voraussetzungen, unter denen Absch

�

atzun-

gen f

�

ur den Fehler

�

ubergangsoperator des Mehrgitter-Verfahrens, d.h. Absch

�

atzungen der

Gestalt (3.58), bewiesen werden k

�

onnen, sind im Abschnitt 3.2.2 diskutiert worden. Im fol-

genden Satz 3.3 ist eine Bedingung an die Vor- und Nachgl

�

attungsprozedur formuliert, die

das Erf

�

ulltsein von (3.57) sichert.

Satz 3.3 Es seien die Fehler

�

ubergangsoperatoren S

V

k

und S

N

k

der Vor- und Nachgl

�

attungs-

prozeduren von der Gestalt

S

V

k

= (I

k

� !

k

B

�1

k

e

C

k

)

�

V

k

und S

N

k

= (I

k

� !

k

B

�T

k

e

C

k

)

�

N

k

(3.59)

mit �

V

k

= �

N

k

= �

k

. Dann gilt die Beziehung (3.57).

Beweis: siehe [170]. 2

Die im Abschnitt 3.2.1.1 eingef

�

uhrten Gl

�

atter besitzen die Darstellung (3.59). Es gilt f

�

ur

das ged

�

ampfte Jacobi-Verfahren B

k

= B

T

k

= diag(

e

C

k

),

das Gau�-Seidel-Verfahren B

k

= D

k

+ L

0

k

bzw. B

k

= D

k

+ (L

0

k

)

T

und

das unvollst

�

andige Cholesky-Verfahren B

k

= B

T

k

= U

k

U

T

k

.

Die Bedingung (3.57) hei�t bei der Anwendung des Gau�-Seidel-Verfahrens, da� das Ver-

fahren in der Vorgl

�

attung vorw

�

arts und in der Nachgl

�

attung r

�

uckw

�

arts (bzw. umgekehrt)

durchgef

�

uhrt werden mu�.

Da durch die im Abschnitt 3.2 beschriebenen Mehrgitterverfahren alle Voraussetzungen

des Satzes 3.2 erf

�

ullt werden k

�

onnen, sind diese Mehrgitter-Verfahren zur impliziten De�ni-

tion von Vorkonditionierungsoperatoren geeignet. Wie im Abschnitt 3.2.3 erl

�

autert wurde,

ist der Aufwand an arithmetischen Operationen in einem Iterationsschritt des Mehrgitter-

Verfahrens proportional zur Anzahl der Unbekannten des zu l

�

osenden Gleichungssystems,

falls zwischen �

k

, der Anzahl der Iterationsschritte zur L

�

osung des Grobgittersystems auf

der Gitterstufe k, und dem Verfeinerungsfaktor � = N

k

=N

k�1

die Beziehung �

k

< � gilt.

Der Kommunikationsaufwand liegt in der Gr

�

o�enordnung O(N

(d�1)=d

l

). Damit erf

�

ullen die

auf der Basis von Mehrgitter-Verfahren konstruierten Vorkonditionierungsoperatoren die

an eine Vorkonditionierungsmatrix gestellten Forderungen (i) { (iii) (siehe Ende des Ab-

schnitts 3.3.1).



72

3.3.3 Additive Multilevel-Vorkonditionierer

Nachdem im Abschnitt 3.3.2 multiplikative Multilevel-Verfahren, d.h. klassische Mehrgitter-

Verfahren, bei der Konstruktion von Vorkonditionierungsoperatoren zum Einsatz kamen,

werden in diesem Abschnitt additive Multilevel-Verfahren zur De�nition von Vorkonditionie-

rern genutzt. Ein erstes Beispiel f

�

ur einen additiven Vorkonditionierer ist der von Axelsson

und Gustafsson [8, 12] vorgeschlagene Blockvorkonditionierer

�

C

k

=

0

@

�

C

k;vv

0

0

�

C

k;mm

1

A

(3.60)

f

�

ur Finite-Elemente-Gleichungssysteme

�

~

A

Q

k

�

~u

Q

k

=

�

~

f

Q

k

�

0

B

@

�

A

L

k�1

�

~

A

Q

k;vm

�

~

A

Q

k;mv

�

A

Q

k;mm

1

C

A

0

B

@

�

~u

Q

k;v

�

~u

Q

k;m

1

C

A

=

0

B

@

�

f

L

k�1

�

f

Q

k;m

1

C

A

;

die bei der Diskretisierung mittels zweistu�g p-hierarchischer Basen

�

~q

k

= (p

(1)

k�1

p

(2)

k�1

: : : p

(N

k�1

)

k�1

| {z }

=: �p

v

q

(N

k�1

+1)

k

q

(N

k�1

+2)

k

: : : q

(N

k

)

k

| {z }

=: �q

m

) :

entstehen (siehe auch Abschnitt 2.2.2, Beziehung (2.22)). Falls f

�

ur die Vorkonditionierer

�

C

k;vv

und

�

C

k;mm

die Spektral

�

aquivalenzungleichungen



k;v;1

(

�

C

k;vv

�v

k;v

; �v

k;v

) � (

�

A

L

k�1

�v

k;v

; �v

k;v

) � 

k;v;2

(

�

C

k;vv

�v

k;v

; �v

k;v

) 8�v

k;v

2 R

N

k�1

(3.61)

und



k;m;1

(

�

C

k;mm

�v

k;m

; �v

k;m

) � (

�

A

Q

k;mm

�v

k;m

; �v

k;m

) � 

k;m;2

(

�

C

k;mm

�v

k;m

; �v

k;m

) 8�v

k;m

2 R

N

k

�N

k�1

(3.62)

erf

�

ullt sind, dann gelten f

�

ur die Vorkonditionierungsmatrix

�

C

k

die Ungleichungen



k;1

(

�

C

k

�

~v

k

;

�

~v

k

) � (

�

~

A

Q

k

�

~v

k

;

�

~v

k

) � 

k;2

(

�

C

k

�

~v

k

;

�

~v

k

) 8

�

~v

k

2 R

N

k

(3.63)

mit



k;1

=



k;v;1

+ 

k;m;1

2

�

"

�



k;v;1

� 

k;m;1

2

�

2

+ 

k;v;1



k;m;1

(

Q

)

2

#

0:5

und



k;2

=



k;v;2

+ 

k;m;2

2

+

"

�



k;v;2

� 

k;m;2

2

�

2

+ 

k;v;2



k;m;2

(

Q

)

2

#

0:5

(siehe [12]). Dabei ist 

Q

die Konstante aus der verst

�

arkten Cauchy-Ungleichung (2.76).

Die L

�

osung der Vorkonditionierungsgleichungssysteme

�

C

k

�w

k

= �r

k

zerf

�

allt in die L

�

osung der

beiden Gleichungssysteme

�

C

k;vv

�w

k;v

= �r

k;v

und

�

C

k;mm

�w

k;m

= �r

k;m

: (3.64)
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In [8, 12] wird als Matrix

�

C

k;vv

eine MIC-Zerlegung von

�

A

L

k�1

und als

�

C

k;mm

die Diagonale von

�

A

Q

k;mm

genutzt. Jung [141] und Jung, Langer und Semmler [149] betrachten zun

�

achst

anstelle der Gleichungssysteme (3.64) die beiden Systeme

�

A

L

k�1

�w

k;v

= �r

k;v

; (3.65)

�

A

Q

k;mm

�w

k;m

= �r

k;m

: (3.66)

Beide Gleichungssysteme werden n

�

aherungsweise gel

�

ost, wobei f

�

ur das System (3.65) s

v

Ite-

rationsschritte eines Mehrgitter-Verfahrens durchgef

�

uhrt werden (siehe Abschnitt 3.3.2). Da

die Systemmatrix

�

A

Q

k;mm

eine vom Diskretisierungsparameter h

k

unabh

�

angige Konditions-

zahl hat [12, 22, 141], kann man zur n

�

aherungsweisen L

�

osung des Gleichungssystems (3.66)

s

m

Iterationsschritte sehr einfacher Iterationsverfahren, wie z.B. des Jacobi-Verfahrens oder

des symmetrischen Gau�-Seidel-Verfahrens, ausf

�

uhren. Die n

�

aherungsweise L

�

osung der Glei-

chungssysteme (3.65) und (3.66) impliziert die Vorkonditionierer

�

C

k;vv

=

�

A

L

k�1

(I

k�1

�M

s

v

k�1

)

�1

und

�

C

k;mm

=

�

A

Q

k;mm

(I

m

�M

s

m

k;mm

)

�1

; (3.67)

wobeiM

k�1

den Fehler

�

ubergangsoperator des verwendeten Mehrgitter-Verfahrens undM

k;mm

den Fehler

�

ubergangsoperator des Iterationsverfahrens zur L

�

osung von (3.66) bezeichnen. F

�

ur

den mittels der Matrizen

�

C

k;vv

und

�

C

k;mm

aus (3.67) de�nierten Vorkonditionierer

�

C

k

gelten

die Spektral

�

aquivalenzungleichungen (3.63) mit vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angi-

gen Konstanten 

k;1

und 

k;2

.

Die Entwicklung additiver Multilevel-Vorkonditionierer wurde wesentlich durch die Ar-

beiten von Yserentant [250] inspiriert. F

�

ur elliptische Randwertprobleme zweiter Ord-

nung in zweidimensionalen Gebieten erh

�

alt man beim Einsatz des Vorkonditionierers von

Yserentant ein PCG-Verfahren, bei dem die Anzahl notwendiger Iterationen zum Errei-

chen einer vorgegebenen relativen Genauigkeit " in der Gr

�

o�enordnung O(ln h

�1

l

ln "

�1

) liegt,

f

�

ur 3D-Probleme w

�

achst die Iterationszahl wie h

�0:5

l

ln "

�1

[203, 250]. Die Grundidee die-

ses Vorkonditionierers besteht in folgendem: Man betrachtet zun

�

achst das Finite-Elemente-

Gleichungssystem

�

^

A

L

l

�

û

L

l

=

�

^

f

L

l

(3.68)

in der h-hierarchischen Basis (2.19) und w

�

ahlt als Vorkonditionierungsmatrix zum Beispiel

die Blockdiagonalmatrix

e

C

l

=

 

A

1

0

0 I

!

: (3.69)

F

�

ur elliptische Randwertprobleme zweiter Ordnung in 2D-Gebieten gelten die Spektral

�

aqui-

valenzungleichungen

c(l + 1)

�2

(

e

C

l

�

v̂

l

;

�

v̂

l

) � (

�

^

A

L

l

�

v̂

l

;

�

v̂

l

) � c(

e

C

l

�

v̂

l

;

�

v̂

l

) 8

�

v̂

l

2 R

N

l

(3.70)

mit Konstanten c und c, die vom Diskretisierungsparameter h

l

unabh

�

angig sind [250]. Folg-

lich konvergiert das PCG-Verfahren f

�

ur das Gleichungssystem in der hierarchischen Basis

wesentlich schneller als f

�

ur das Gleichungssystem in der Knotenbasis.

Aufgrund folgender Tatsachen wendet man aber das PCG-Verfahren mit der Vorkondi-

tionierungsmatrix (3.69) nicht direkt auf das Gleichungssystem (3.68) an:
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{ Die Stei�gkeitsmatrix

�

^

A

L

l

in der hierarchischen Basis hat wesentlich mehr Nicht-Null-

Elemente als die Stei�gkeitsmatrix

�

A

L

l

in der Knotenbasis. Folglich erfordert eine Matrix-

Vektor-Multiplikation mit

�

^

A

L

l

mehr arithmetische Operationen als eine Multiplikation

mit

�

A

L

l

.

{ Die hierarchische Stei�gkeitsmatrix

�

^

A

L

l

kann nicht so einfach elementweise generiert wer-

den wie die Matrix

�

A

L

l

.

{ Die Komponenten

�

û

L

l;i

des L

�

osungsvektors in der hierarchischen Basis stimmen f

�

ur i =

N

1

+1; N

1

+2; : : : ; N

l

nicht mit den Werten der entsprechenden Finite-Elemente-Funktion

u

l

2 V

l

im Knoten x

(i)

�

uberein.

Diese Probleme k

�

onnen

�

uberwunden werden, wenn der Basiswechsel von der Knotenbasis in

die hierarchische Basis und umgekehrt im Vorkonditionierer realisiert wird. Dies soll kurz

anhand eines zweischichtigen Iterationsverfahrens mit Vorkonditionierung erl

�

autert werden.

Auf analogem Weg kann diese Vorgehensweise auf das PCG-Verfahren

�

ubertragen werden.

Ein zweischichtiges Iterationsverfahren zur L

�

osung von (3.68) hat die Gestalt:

e

C

l

�

û

(j+1)

l

�

�

û

(j)

l

�

(j)

+

�

^

A

L

l

�

û

(j)

l

=

�

^

f

L

l

; j = 0; 1; : : : ; (3.71)

mit einer vorgegebenen Startn

�

aherung

�

û

(0)

l

. Werden alle Matrizen und Vektoren in (3.71)

durch entsprechende Ausdr

�

ucke in der Knotenbasis ersetzt, dann erh

�

alt man mit zu (2.31)

und (2.37) analogen Beziehungen (Hier wird im Unterschied zu (2.31) und (2.37) die hierar-

chische Knotennumerierung genutzt.):

e
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l

�

J
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�u
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l

�

�

J
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�u
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�
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J

l

�
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�1
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�

J

T

l

�

f

L

l

; j = 0; 1; : : : ;

und folglich

�
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�T

l

e

C

l

�

J

�1

l

�u

(j+1)

l

� �u

(j)

l

�

(j)

+

�

A

L

l

�u

(j)

l

=

�

f

L

l

; j = 0; 1; : : : ;

d.h. man erh

�

alt zur L

�

osung des Gleichungssystems

�

A

L

l

�u

L

l

=

�

f

L

l

in der Knotenbasis ein zwei-

schichtiges Iterationsverfahren mit der Vorkonditionierungsmatrix

�

C

l

=

�

J

�T

l

e

C

l

�

J

�1

l

: (3.72)

O�enbar gelten f

�

ur die Vorkonditionierungsmatrix

�

C

l

aus (3.72) die Spektral

�

aquivalenzun-

gleichungen

c(l + 1)

�2

(

�

J

�T

l

e

C

l

�

J

�1

l

�v

l

; �v

l

) � (

�

A

L

l

�v

l

; �v

l

) � c(

�

J

�T

l

e

C

l

�

J

�1

l

�v

l

; �v

l

) 8�v

l

2 R

N

l

:

Die Abh

�

angigkeit der Iterationszahlen vom Diskretisierungsparameter h

l

, insbesondere

das Anwachsen wie h

�0:5

l

ln "

�1

im 3D-Fall, ist unbefriedigend. Vom Diskretisierungspara-

meter unabh

�

angige Iterationszahlen erh

�

alt man beim Einsatz des von Bramble, Pasciak

und Xu vorgeschlagenen BPX-Vorkonditionierers [52, 246]. Nachdem von Bramble, Pas-

ciak, Xu zun

�

achst ein logarithmisches Anwachsen der Iterationszahlen bewiesen wurde,
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zeigten Bornemann, Yserentant [38], Bramble, Pasciak [49], Dahmen, Kunoth

[66], Griebel [91], Oswald [204, 205], Xu [247] und Zhang [255] mittels verschiedener

Beweistechniken die h

l

-Unabh

�

angigkeit der Iterationszahlen.

Der BPX-Vorkonditionierer ist ein Beispiel f

�

ur einen additiven Multilevel-Vorkonditionie-

rer. Die Klasse der additiven Multilevel-Vorkonditionierer kann durch den Algorithmus 3.9

beschrieben werden. In diesem Algorithmus werden die im Abschnitt 3.2.1 eingef

�

uhrten Gl

�

at-

tungsverfahren, Interpolations- und Restriktionsoperatoren genutzt.

Da der Algorithmus 3.9 auf dem Parallelrechner implementiert werden soll, wird bei der

Beschreibung des Algorithmus die DD-Knotennumerierung genutzt.

Algorithmus 3.9 (Additiver Multilevel-Vorkonditionierer)

Gegeben sei der Vektor r

(j)

l

der rechten Seite des Vorkonditionierungsgleichungssystems.

1. Berechne f

�

ur k = l; l � 1; : : : ; 2 die Vektoren

r

(j)

k�1

= I

k�1

k

r

(j)

k

:

2. L

�

ose das Gleichungssystem A

1

w

(j)

1

= r

(j)

1

.

F

�

uhre f

�

ur k = l; l � 1; : : : ; 2 jeweils �

k

Gl

�

attungsschritte durch, wobei das Gl

�

attungs-

verfahren mit dem Nullvektor gestartet wird, d.h. berechne

w

(j;�

k

)

k

= G

k

(�

k

; A

k

; r

(j)

k

; 0) :

3. Berechne f

�

ur k = 2; 3; : : : ; l

w

(j)

k

= w

(j;�

k

)

k

+ I

k

k�1

w

(j)

k�1

:

Die Anwendung des Algorithmus 3.9 liefert wegen

w

(j)

l

= w

(j;�

l

)

l

+ I

l

l�1

w

(j)

l�1

= w

(j;�

l

)

l

+ I

l

l�1

w

(j;�

l�1

)

l�1

+ I

l

l�1

I

l�1

l�2

w

(j;�

l�2

)

l�2

+ : : :+ I

l

l�1

I

l�1

l�2

� � � I

2

1

w

(j)

1

= (I

l

� S

�

l

l

)A

�1

l

r

(j)

l

+ I

l

l�1

(I

l�1

� S

�

l�1

l�1

)A

�1

l�1

r

(j)

l�1

+ : : :+ I

l

l�1

I

l�1

l�2

� � � I

2

1

A

�1

1

r

(j)

1

= [(I

l

� S

�

l

l

)A

�1

l

+ I

l

l�1

(I

l�1

� S

�

l�1

l�1

)A

�1

l�1

I

l�1

l

+ : : :+ I

l

l�1

I

l�1

l�2

� � � I

2

1

A

�1

1

I

1

2

� � � I

l�2

l�1

I

l�1

l

]r

(j)

l

die Vorkonditionierungsmatrix

C

�1

l

= Q

l

1

A

�1

1

(Q

l

1

)

T

+

l

X

k=2

Q

l

k

(I

k

� S

�

k

k

)A

�1

k

(Q

l

k

)

T

(3.73)

mit Q

l

k

= I

l

l�1

I

l�1

l�2

� � � I

k+1

k

, Q

l

l

= I

l

und den Fehler

�

ubergangsoperatoren S

k

der Gl

�

attungs-

verfahren.

F

�

ur S

k

= I

k

� D

�1

k

A

k

, d.h. den Fehler

�

ubergangsoperator des Jacobi-Verfahrens, und

�

k

= 1 entspricht (3.73) dem MDS-Vorkonditionierer (MDS { Multilevel-Diagonal-Scaling)

von Zhang [255]. In diesem Fall gelten die Spektral

�

aquivalenzungleichungen

c(C

l

v

l

; v

l

) � (A

l

v

l

; v

l

) � c(C

l

v

l

; v

l

) 8v

l

2 R

N

l

(3.74)
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mit vom Diskretisierungsparameter h

l

unabh

�

angigen Konstanten c und c. Bramble und

Pasciak geben in [49] Bedingungen an das Gl

�

attungsverfahren an, unter denen die Unglei-

chungen (3.74) gelten. Beispielsweise erf

�

ullen additive Punkt-Gl

�

atter die gestellten Voraus-

setzungen.

Um einen symmetrischen und positiv de�niten Vorkonditionierer C

l

zu erhalten, mu� man

solche Gl

�

attungsverfahren w

�

ahlen, da� die Matrizen (I

k

� S

�

k

k

)A

�1

k

(bzw. A

k

(I

k

� S

�

k

k

)

�1

)

symmetrisch und positiv de�nit sind. Im Satz 3.4 sind Bedingungen formuliert, unter denen

dies erreicht werden kann.

Satz 3.4 Es seien die folgenden Voraussetzungen erf

�

ullt:

(i) (S

�

k

k

)

T

A

k

= A

k

S

�

k

k

und

(ii) kS

�

k

k

k

A

k

< 1 :

Dann ist die Matrix A

k

(I

k

� S

�

k

k

)

�1

symmetrisch und positiv de�nit.

Beweis: siehe z.B. [217] . 2

Das im Abschnitt 3.2.1.1 vorgestellte ged

�

ampfte Jacobi-Verfahren und das unvollst

�

andige

Cholesky-Verfahren erf

�

ullen die Voraussetzungen (i) und (ii) f

�

ur beliebige �

k

. Soll das Gau�-

Seidel-Verfahren eingesetzt werden, dann ist (i) beispielsweise erf

�

ullt, wenn ein Gau�-Seidel-

Schritt vorw

�

arts und anschlie�end ein Gau�-Seidel-Schritt r

�

uckw

�

arts durchgef

�

uhrt werden.

Die Parallelisierung der Schritte 1., 2. und 3. im Algorithmus 3.9 erfolgt auf analoge Wei-

se wie im Mehrgitter-Verfahren. Die Restriktionen im ersten Schritt und die Interpolationen

im dritten Schritt werden, wie im Abschnitt 3.2.1.2 beschrieben, lokal auf den einzelnen Pro-

zessoren durchgef

�

uhrt und erfordern keine Kommunikation zwischen den Prozessoren. Die

Parallelisierung der Gl

�

attungsverfahren ist im Abschnitt 3.2.1.1 ausf

�

uhrlich diskutiert wor-

den. Im additiven Multilevel-Vorkonditionierer sind genauso viele Daten zwischen den Pro-

zessoren auszutauschen wie beim Mehrgitter-Vorkonditionierer, falls gleich viele Gl

�

attungs-

schritte durchgef

�

uhrt werden. Allerdings k

�

onnen beim additiven Vorkonditionierer die aus-

zutauschenden Daten bez

�

uglich aller Gitter T

k

, k = 2; 3; : : : ; l, in einem Schritt kommuniziert

werden. Die Gl

�

attungsschritte auf den Gittern T

k

, k = 2; 3; : : : ; l, werden so ausgef

�

uhrt, wie

es im Algorithmus 3.10 am Beispiel des ged

�

ampften Jacobi-Verfahrens demonstriert wird.

Auf analoge Weise k

�

onnen die Gau�-Seidel-Gl

�

atter und der unvollst

�

andige Cholesky-Gl

�

atter

formuliert werden. Folglich ist die Anzahl der Startup-Schritte unabh

�

angig von der Anzahl

der verwendeten Gitter; im multiplikativen Fall ist sie proportional zur Gitteranzahl.

Algorithmus 3.10 (ged

�

ampftes Jacobi-Verfahren f

�

ur additive Multilevel-Vorkonditionierer)

Gegeben seien die Startn

�

aherungen u

(j)

k

= (u

(j)

k;C

;u

(j)

k;I

)

T

f

�

ur k = l; l � 1; : : : ; 2.

(a1) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p und f

�

ur alle k = l; l � 1; : : : ; 2 die Teilgebietsvektoren

r

(j+1)

k;C;i

= f

k;C;i

� (L

k;C;i

+L

T

k;C;i

)u

(j)

k;C;i

�A

k;CI;i

u

(j)

k;I;i

:

(a2) Akkumuliere die Vektoren r

(j+1)

k;C

, k = l; l� 1; : : : ; 2, so da� auf jedem Prozessor P

i

die

akkumulierten Teilgebietsvektoren r

k;C;i

gespeichert sind.
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(a3) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p und f

�

ur alle k = l; l � 1; : : : ; 2 die Teilgebietsvektoren

u

(j+1)

k;C;i

= (1� !

k

)u

(j)

k;C;i

+ !

k

D

�1

k;C;i

r

(j+1)

k;C;i

:

(b) Berechne f

�

ur i = 1; 2; : : : ; p und f

�

ur alle k = l; l � 1; : : : ; 2 die Teilgebietsvektoren

u

(j+1)

k;I;i

= (1� !

k

)u

(j)

k;I;i

+ !

k

D

�1

k;I;i

(f

k;I;i

�A

k;IC;i

u

(j)

k;C;i

� (L

k;I;i

+L

T

k;I;i

)u

(j)

k;I;i

) :

Wird ein direkter Grobgitterl

�

oser verwendet und ist am Parallelrechner ein Prozessor

reserviert, der nur das Grobgittersystem bearbeitet, dann kann die L

�

osung des Grobgitter-

systems und die Durchf

�

uhrung der Gl

�

attungsschritte auf den Gittern T

k

, k = l; l � 1; : : : ; 2,

gleichzeitig erfolgen.

Bemerkung 3.4 In [91] gibt Griebel eine interessante Interpretation f

�

ur die BPX-artigen

Vorkonditionierer. Neben der Knotenbasis

�p

l

= (p

(1)

l

p

(2)

l

: : : p

(N

l

)

l

)

wird das Erzeugendensystem

�p

E

l

= (p

(1)

1

p

(2)

1

: : : p

(N

1

)

1

p

(1)

2

p

(2)

2

: : : p

(N

2

)

2

: : : p

(1)

l

p

(2)

l

: : : p

(N

l

)

l

) (3.75)

betrachtet. Es gilt o�enbar die Beziehung

�p

E

l

= �p

l

Q

l

mit der Blockmatrix Q

l

= (Q

l

1

Q

l

2

: : : Q

l

l�1

I

l

) und Q

l

k

, k = 1; 2; : : : ; l � 1, aus (3.73).

De�niert man mittels des Erzeugendensystems (3.75) das Finite-Elemente-Gleichungssy-

stem

�

A

E

l

�u

E

l

=

�

f

E

l

; (3.76)

dann gilt analog zu den Beziehungen (2.37)

�

A

E

l

= Q

T

l

�

A

l

Q

l

und

�

f

E

l

= Q

T

l

�

f

l

:

Der MDS-Vorkonditionierer

C

�1

l

= Q

l

1

A

�1

1

(Q

l

1

)

T

+

l

X

k=2

Q

l

k

(diag(A

k

))

�1

(Q

l

k

)

T

= Q

l

(D

E

l

)

�1

Q

T

l

(3.77)

mit

D

E

l

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

A

1

0 0 � � � 0 0

0 (diag(A

2

)) 0 � � � 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 � � � 0 (diag(A

l

))

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

kann dann als Blockdiagonal-Vorkonditionierung D

E

l

f

�

ur das inde�nite Gleichungsystem

(3.76) interpretiert werden.
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3.3.4 AMLI-Vorkonditionierer von Axelsson und Vassilevski

In diesem Abschnitt werden die vonAxelsson undVassilevski vorgeschlagenen Algebraic-

Multilevel-Iteration-(AMLI)-Vorkonditionierer [15, 16, 236, 237] beschrieben und ihre Paral-

lelisierung diskutiert. Weiterhin werden die entsprechenden Spektral

�

aquivalenzungleichungen

und Absch

�

atzungen f

�

ur den Aufwand an arithmetischen Operationen sowie den Kommuni-

kationsaufwand angegeben.

Zun

�

achst wird wieder das Finite-Elemente-Gleichungssystem

�

^

A

l

�

û

l

=

�

^

f

l

(3.78)

in der hierarchischen Basis (2.19) betrachtet. Bei der hierarchischen Numerierung der Knoten

hat das Gleichungssystem (3.78) die Blockstruktur

0

B

@

�

^

A

l;vv

�

^

A

l;vm

�

^

A

l;mv

�

^

A

l;mm

1

C

A

0

B

@

�

û

l;v

�

û

l;m

1

C

A

=

0

B

@

�

^

f

l;v

�

^

f

l;m

1

C

A

; (3.79)

wobei der Index

"

v\ den Knoten im Netz T

l�1

entspricht und

"

m\ den im Netz T

l

neu

generierten Knoten.

Aufgrund der Blockstruktur (3.79) kann f

�

ur die Matrix

�

^

A

l

die folgende Blockfaktorisie-

rung aufgeschrieben werden:

�

^

A

l

=

0

B

@

�

^

S

l

�

^

A

l;vm

0

�

^

A

l;mm

1

C

A

0

B

@

I

l;v

0

�

^

A

�1

l;mm

�

^

A

l;mv

I

l;m

1

C

A

(3.80)

mit dem Schurkomplement

�

^

S

l

=

�

^

A

l;vv

�

�

^

A

l;vm

�

^

A

�1

l;mm

�

^

A

l;mv

:

Von der Faktorisierung (3.80) wird der Vorkonditionierer

�

^

B

l

=

0

B

@

~

A

l�1

�

^

A

l;vm

0

�

^

A

l;mm

1

C

A

0

B

@

I

l;v

0

�

^

A

�1

l;mm

�

^

A

l;mv

I

l;m

1

C

A

(3.81)

abgeleitet. Dabei ist die Matrix

~

A

l�1

, eine Approximation f

�

ur das Schurkomplement, implizit

durch

~

A

�1

l�1

= (I

l�1

� P

�

(

�

^

B

�1

l�1

�

^

S

l

))

�

^

S

�1

l

(3.82)

bzw.

~

A

�1

l�1

= (I

l�1

� P

�

(

�

^

B

�1

l�1

�

^

A

l�1

))

�

^

A

�1

l�1

(3.83)

de�niert. Die Matrix

�

^

B

l�1

hat eine zu (3.81) analoge Darstellung, und es gilt

�

^

B

1

=

�

^

A

1

. P

�

ist

ein Polynom vom Grad � � 1 und erf

�

ullt die Bedingungen

0 � P

�

(t) < 1 f

�

ur 0 < t � 1 ; P

�

(0) = 1 : (3.84)
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Die in (3.81) de�nierte Matrix

�

^

B

l

ist ein Vorkonditionierer f

�

ur das Gleichungssystem

(3.78) in der hierarchischen Basis. Aufgrund der im Abschnitt 3.3.3 durchgef

�

uhrten

�

Uberle-

gungen ist dann die Matrix

�

B

l

=

�

J

�T

l

�

^

B

l

�

J

�1

l

(3.85)

ein Vorkonditionierer f

�

ur das Gleichungssystem

�

A

l

�u

l

=

�

f

l

in der Knotenbasis. Bei der An-

wendung des Vorkonditionierers

�

B

l

sind u.a. zwei Gleichungssystemen mit der Matrix

�

^

A

l;mm

zu l

�

osen. Um einen Vorkonditionierer zu erhalten, der einen geringeren Aufwand an arith-

metischen Operationen erfordert, wird die Matrix

�

^

A

l;mm

=

�

A

l;mm

durch eine symmetrische

positiv de�nite Matrix

�

C

l;mm

ersetzt, wobei Gleichungssysteme mit der Matrix

�

C

l;mm

wesent-

lich einfacher l

�

osbar sein sollen als Systeme mit der Matrix

�

A

l;mm

. Die Struktur des hierdurch

entstehenden Vorkonditionierers wird im folgenden hergeleitet. Wegen (2.37) und (2.28) gilt

�

^

A

l

=

�

J

T

l

�

A

l

�

J

l

= (

�

J

l�1

l

e

�

J

l�1

)

T

�

A

l

�

J

l�1

l

e

�

J

l�1

(3.86)

mit

e

�

J

l�1

=

0

@

�

J

l�1

0

0 I

l;m

1

A

und

�

J

l�1

l

=

0

@

I

l;v

0

�

J

l;mv

I

l;m

1

A

: (3.87)

Folglich haben die Teilmatrizen

�

^

A
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und

�

^

A

l;mv

die Darstellungen

�
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A
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=

�

J
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(

�
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^
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= (
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�

J

l;mv

)

�

J

l�1

: (3.88)

Weiterhin gilt
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l;mv

=

�

J

T

l�1

(

�

A

l;vv

+

�

J

T

l;mv

�

A

l;mv

+

�

A

l;vm

�

J

l;mv

+

�

J

T

l;mv

�

A

l;mm

�

J

l;mv

)

�

J

l�1

�

�

J

T

l�1

(

�

A

l;vm

+

�

J

T

l;mv

�

A

l;mm

)

�

A

�1

l;mm

(

�

A

l;mv

+

�

A

l;mm

�

J

l;mv

)

�

J

l�1

=

�

J

T

l�1

(

�

A

l;vv

+

�

J

T

l;mv

�

A

l;mv

+

�

A

l;vm

�

J

l;mv

+

�

J

T

l;mv

�

A

l;mm

�

J

l;mv

�

�

A

l;vm

�

A

�1

l;mm

�

A

l;mv

�

�

A

l;vm

�

J

l;mv

�

�

J

T

l;mv

�

A

l;mv

�

�

J

T

l;mv

�

A

l;mm

�

J

l;mv

)

�

J

l�1

=

�

J

T

l�1

�

S

l

�

J

l�1

(3.89)

bzw. auf analoge Weise

�

^

S

C

l

=

�

J

T

l�1

�

S

C

l

�

J

l�1

mit

�

^

S

C

l

=

�

^

A

l;vv

�

�

^

A

l;vm

�

C

�1

l;mm

�

^

A

l;mv

und

�

S

C

l

=

�

A

l;vv

�

�

A

l;vm

�

C

�1

l;mm

�

A

l;mv

:

(3.90)

Die Matrix

�

J

�1

l

hat die Darstellung

�

J

�1

l

=

e

�

J

�1

l�1

(

�

J

l�1

l

)

�1

=

0

@

�

J

�1

l�1

0

0 I

l;m

1

A

0

@

I

l;v

0

�

�

J

l;mv

I

l;m

1

A

: (3.91)

Bei Verwendung eines Polynoms P

�

(t) =

�

P

j=0

a

j

t

j

mit a

0

= 1 erh

�

alt man wegen (3.85) und
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(3.89) f

�

ur

~

A

l�1

aus (3.82) die Darstellung

~

A

�1

l�1

= (I

l�1

� P

�

(

�

^

B

�1

l�1

�

^

S

l

))

�

^

S

�1

l

= �

�

X

j=1

a

j

(

�

^

B

�1

l�1

�

^

S

l

)

j

�

^

S

�1

l

= �

�

X

j=1

a

j

(

�

^

B

�1

l�1

�

^

S

l

)

j�1

�

^

B

�1

l�1

= �

�

X

j=1

a

j

((

�

J

�1

l�1

�

B

�1

l�1

�

J

�T

l�1

)(

�

J

T

l�1

�

S

l

�

J

l�1

))

j�1

(

�

J

�1

l�1

�

B

�1

l�1

�

J

�T

l�1

)

=

�

J

�1

l�1

0

@

�

�

X

j=1

a

j

(

�

B

�1

l�1

�

S

l

)

j�1

�

B

�1

l�1

1

A

�

J

�T

l�1

=

�

J

�1

l�1

(I

l�1

� P

�

(

�

B

�1

l�1

�

S

l

))

�

S

�1

l

�

J

�T

l�1

(3.92)

bzw. f

�

ur

~

A

l�1

aus (3.83)

~

A

�1

l�1

=

�

J

�1

l�1

(I

l�1

� P

�

(

�

B

�1

l�1

�

A

l�1

))

�

A

�1

l�1

�

J

�T

l�1

: (3.93)

Mit (3.86) { (3.93) entsteht aus (3.85) nach Ersetzen von

�

^

A

l;mm

=

�

A

l;mm

durch

�

C

l;mm

die

Vorkonditionierungsmatrix

�

C

l

=

0

@

I

l;v

�

�

J

T

l;mv

0 I

l;m

1

A

0

@

�

J

�T

l�1

0

0 I

l;m

1

A

0

@

~

A

C

l�1

�

^

A

l;vm

0

�

C

l;mm

1

A

0

@

I

l;v

0

�

C

�1

l;mm

�

^

A

l;mv

I

l;m

1

A

0

@

�

J

�1

l�1

0

0 I

l;m

1

A

0

@

I

l;v

0

�

�

J

l;mv

I

l;m

1

A

=

0

@

I

l;v

�

�

J

T

l;mv

0 I

l;m

1

A

0

@

�

J

�T

l�1

~

A

C

l�1

�

J

�T

l�1

�

^

A

l;vm

0

�

C

l;mm

1

A

0

@

�

J

�1

l�1

0

�

C

�1

l;mm

�

^

A

l;mv

�

J

�1

l�1

I

l;m

1

A

0

@

I

l;v

0

�

�

J

l;mv

I

l;m

1

A

=

0

@

�

J

�T

l�1

~

A

C

l�1

�

A

l;vm

+

�

J

T

l;mv

(

�

A

l;mm

�

�

C

l;mm

)

0

�

C

l;mm

1

A

0

@

�

J

�1

l�1

0

�

C

�1

l;mm

(

�

A

l;mv

+ (

�

A

l;mm

�

�

C

l;mm

)

�

J

l;mv

) I

l;m

1

A

=

0

@

�

J

�T

l�1

~

A

C

l�1

�

J

�1

l�1

�

A

l;vm

+

�

J

T

l;mv

(

�

A

l;mm

�

�

C

l;mm

)

0

�

C

l;mm

1

A

0

@

I

l;v

0

�

C

�1

l;mm

(

�

A

l;mv

+ (

�

A

l;mm

�

�

C

l;mm

)

�

J

l;mv

) I

l;m

1

A

mit

(

~

A

C

l�1

)

�1

=

�

J

�1

l�1

(I

l�1

� P

�

(

�

C

�1

l�1

�

S

C

l

))(

�

S

C

l

)

�1

�

J

�T

l�1

bzw.

(

~

A

C

l�1

)

�1

=

�

J

�1

l�1

(I

l�1

� P

�

(

�

C

�1

l�1

�

A

l�1

))

�

A

�1

l�1

�

J

�T

l�1

:
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Folglich hat die Vorkonditionierungsmatrix

�

C

l

die Gestalt

�

C

l

=

0

@

~

C

C

l�1

�

A

l;vm

+

�

J

T

l;mv

(

�

A

l;mm

�

�

C

l;mm

)

0

�

C

l;mm

1

A

0

@

I

l;v

0

�

C

�1

l;mm

(

�

A

l;mv

+ (

�

A

l;mm

�

�

C

l;mm

)

�

J

l;mv

) I

l;m

1

A

(3.94)

mit

(

~

C

C

l�1

)

�1

= (I

l�1

� P

�

(

�

C

�1

l�1

�

S

C

l

))(

�

S

C

l

)

�1

(3.95)

bzw.

(

~

C

C

l�1

)

�1

= (I

l�1

� P

�

(

�

C

�1

l�1

�

A

l�1

))

�

A

�1

l�1

: (3.96)

Die Matrix

�

C

l�1

ist analog zu

�

C

l

de�niert und es gelte

�

C

1

=

�

A

1

.

Beispiele f

�

ur geeignete Polynome P

�

sind in [15, 16] angegeben, z.B. erf

�

ullen die Polynome

P

�

(t) = (1� t)

�

(3.97)

und

P

�

(t) =

�

T

�

�

1 + �� 2t

1� �

�

+ 1

���

T

�

�

1 + �

1� �

�

+ 1

�

(3.98)

die Bedingungen (3.84). In (3.98) bezeichnet T

�

das Tschebysche�-Polynom mit

T

s

(x) = 2xT

s�1

(x)� T

s�2

(x) ; s = 2; 3; : : : ; T

0

(x) = 1 ; T

1

(x) = x ;

und es gelte 0 < � < 1. Die konkrete Wahl von � wird im Satz 3.6 diskutiert.

Mit dem Polynom (3.97), d.h. (1� t)

�

, gilt bei � = 1

(

~

C

C

l�1

)

�1

= (I

l�1

� (I

l�1

�

�

C

�1

l�1

�

A

l�1

))

�

A

�1

l�1

=

�

C

�1

l�1

:

Gilt au�erdem noch

�

C

lmm

=

�

A

l;mm

, dann entspricht der Vorkonditionierer einem in [39]

vorgeschlagenen Mehrgitter-Algorithmus zur L

�

osung der Poisson-Gleichung.

Die Anwendung von

~

C

C

l�1

aus (3.95) beinhaltet die L

�

osung von ��1 Gleichungssystemen

mit der Matrix

�

C

l;mm

. Bei der Wahl von

~

C

C

l�1

gem

�

a� (3.96) sind keine derartigen Gleichungs-

systeme zu l

�

osen. Deshalb wird im weiteren nur diese Variante genutzt.

Im folgenden werden M

�

oglichkeiten zur Wahl der Matrix

�

C

l;mm

diskutiert. Die Matrix

�

C

l;mm

mu� symmetrisch und positiv de�nit sein, und es sollen die Spektral

�

aquivalenzunglei-

chungen

(

�

A

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) � (

�

C

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) � (1 + b)(

�

A

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) 8�v

l;m

2 R

N

l

�N

l�1

(3.99)

mit b � 0 gelten.

Wie bereits im Abschnitt 3.3.3 bemerkt wurde, ist die Konditionszahl der Matrix

�

A

l;mm

vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angig (siehe auch [12, 22, 141]). Folglich k

�

onnen Glei-

chungssysteme mit der Matrix

�

A

l;mm

mittels sehr einfacher Iterationsverfahren wie z.B. Ja-

cobi- oder Gau�-Seidel-Verfahren unter optimalem Aufwand an arithmetischen Operationen

gel

�

ost werden. Deshalb werden im weiteren Matrizen

�

C

l;mm

genutzt, die implizit durch die

n

�

aherungsweise L

�

osung von Gleichungssystemen mit der Matrix

�

A

l;mm

de�niert sind.

Wird ein Gleichungssystem

�

A

l;mm

�w

l;m

= �r

l;m

(3.100)
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n

�

aherungsweise mittels � Schritten eines Iterationsverfahrens (mit dem Startvektor �w

(0)

l;m

= 0)

gel

�

ost, dann kann die N

�

aherungsl

�

osung �w

(�)

l;m

auch als exakte L

�

osung des Gleichungssystems

�

C

l;mm

�w

(�)

l;m

= �r

l;m

interpretiert werden, wobei

�

C

l;mm

=

�

A

l;mm

(I

l;m

�

�

S

�

l;mm

)

�1

(3.101)

gilt. Hierbei bezeichnet

�

S

l;mm

den Fehler

�

ubergangsoperator des entsprechenden Iterationsver-

fahrens. Im Satz 3.5 werden Bedingungen an das verwendete Iterationsverfahren formuliert,

die sichern, da� die Matrix

�

C

l;mm

aus (3.101) symmetrisch und positiv de�nit ist sowie den

Spektral

�

aquivalenzungleichungen (3.99) gen

�

ugt.

Satz 3.5 Es seien die folgenden Voraussetzungen erf

�

ullt:

(i) (

�

S

�

l;mm

)

T

�

A

l;mm

=

�

A

l;mm

�

S

�

l;mm

;

(ii) k

�

S

�

l;mm

k

�

A

l;mm

� �

�

< 1 und

(iii)

�

A

l;mm

�

S

�

l;mm

ist positiv semide�nit.

Dann ist

�

C

l;mm

aus (3.101) eine symmetrische, positiv de�nite Matrix, und es gilt f

�

ur alle

�v

l;m

2 R

N

l

�N

l�1

(

�

A

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) � (

�

C

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) � (1� �

�

)

�1

(

�

A

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) : (3.102)

Beweis: siehe z.B. [141, 168]. 2

Folglich gilt wegen (3.102) f

�

ur die Konstante b in (3.99) die Beziehung

b =

1

1� �

�

� 1 =

�

�

1� �

�

: (3.103)

Zur n

�

aherungsweisen L

�

osung von Gleichungssystemen der Gestalt (3.100) werden im

weiteren folgende Verfahren genutzt:

{ ged

�

ampftes Jacobi-Verfahren

�

D

l;mm

�w

(j+1)

l;m

� �w

(j)

l;m

�

+

�

A

l;mm

�w

(j)

l;m

= �r

l;m

; j = 0; 1; : : : ; (3.104)

mit �w

(0)

l;m

= 0,

�

D

l;mm

= diag(

�

A

l;mm

) und � = 2=(

D

1

+ 

D

2

), wobei



D

1

(

�

D

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) � (

�

A

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) � 

D

2

(

�

D

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) 8�v

l;m

2 R

N

l

�N

l�1

; (3.105)

{ symmetrisches Verfahren vom Gau�-Seidel-Typ

(

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

)( �w

(j+0:5)

l;m

� �w

(j)

l;m

) +

�

A

l;mm

�w

(j)

l;m

= �r

l;m

(

�

D

l;mm

+

�

L

0

l;mm

)( �w

(j+1)

l;m

� �w

(j+0:5)

l;m

) +

�

A

l;mm

�w

(j+0:5)

l;m

= �r

l;m

; j = 0; 1; : : : ;

(3.106)

mit �w

(0)

l;mm

= 0;

�

A

l;mm

=

�

L

0

l;mm

+

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

+

�

W

l;mm

,

�

D

l;mm

= diag(

�

A

l;mm

);

L

0

l;mm

+ D

l;mm

, d.h. die Matrix, die man durch den

�

Ubergang zur DD-Knotennumerie-

rung aus

�

L

0

l;mm

+

�

D

l;mm

erh

�

alt, ist eine untere Dreiecksmatrix, welche analog zu (3.21)

de�niert ist.
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{ unvollst

�

andige Cholesky-Verfahren

�

U

l;mm

�

U

T

l;mm

�w

(j+1)

l;m

� �w

(j)

l;m

�

+

�

A

l;mm

�w

(j)

l;m

= �r

l;m

; j = 0; 1; : : : ; (3.107)

mit �w

(0)

l;mm

= 0 und � = 2=(

U

1

+ 

U

2

), wobei



U

1

(

�

U

l;mm

�

U

T

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) � (

�

A

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

)

� 

U

2

(

�

U

l;mm

�

U

T

l;mm

�v

l;m

; �v

l;m

) 8�v

l;m

2 R

N

l

�N

l�1

;

(3.108)

�

U

l;mm

�

U

T

l;mm

ist eine unvollst

�

andige Cholesky-Zerlegung der Matrix

�

A

0

l;mm

(

�

A

0

l;mm

ist analog

zur Matrix

�

A

0

l

aus (3.24) de�niert).

Beim Einsatz dieser Iterationsverfahren besitzt die gem

�

a� (3.101) de�nierte Matrix

�

C

l;mm

die

geforderten Eigenschaften. Um dies zu beweisen, mu� das Erf

�

ulltsein der Voraussetzungen

des Satzes 3.5 gezeigt werden. Dies erfolgt im Lemma 3.2.

Lemma 3.2 Die Fehler

�

ubergangsoperatoren des Jacobi- (3.104) und des unvollst

�

andigen

Cholesky-Verfahrens (3.107) erf

�

ullen die Voraussetzungen des Satzes 3.5, falls eine geradzah-

lige Anzahl � von Iterationsschritten durchgef

�

uhrt wird. Beim symmetrischen Verfahren vom

Gau�-Seidel-Typ (3.106) sind diese Voraussetzungen erf

�

ullt, falls die Matrix

�

D

l;mm

�

�

W

l;mm

positiv de�nit ist.

Beweis: Der Fehler

�

ubergangsoperator des ged

�

ampften Jacobi-Verfahrens hat die Gestalt

�

S

J

l;mm

= (I

l;m

� �

�

D

�1

l;mm

�

A

l;mm

) : (3.109)

F

�

ur das symmetrische Gau�-Seidel-Verfahren gilt

�

S

GS

l;mm

= (I

l;m

� (

�

D

l;mm

+

�

L

0

l;mm

)

�1

�

A

l;mm

)(I

l;m

� (

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

)

�1

�

A

l;mm

) (3.110)

und f

�

ur das unvollst

�

andige Cholesky-Verfahren

�

S

U

l;mm

= (I

l;m

� �(

�

U

l;mm

�

U

T

l;mm

)

�1

�

A

l;mm

) : (3.111)

In Analogie zum Satz 3.3 folgt f

�

ur die Fehler

�

ubergangsoperatoren (3.109) { (3.111) die Be-

dingung (i). Die Beziehung (ii) ist mit � = (

�

2

� 

�

1

)=(

�

2

+ 

�

1

) (� entspricht D oder U)

erf

�

ullt.

Zum Nachweis der Konvergenz des symmetrischen Verfahrens vom Gau�-Seidel-Typ kann

das folgende aus [217] bekannte Resultat genutzt werden: Ein Iterationsverfahren

C(u

(j+1)

� u

(j)

) + �Au

(j)

= �f ; j = 0; 1; 2; : : : ;

mit einer symmetrischen positiv de�niten Matrix A konvergiert, wenn C�

�

2

A positiv de�nit

ist. F

�

ur das Iterationsverfahren (3.106) mu� also gezeigt werden, da�

�

D

l;mm

+

�

L

0

l;mm

�

1

2

�

A

l;mm



84

und

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

�

1

2

�

A

l;mm

positiv de�nite Matrizen sind. Es gilt

((

�

D

l;mm

+

�

L

0

l;mm

)v

l;m

; v

l;m

)�

1

2

(

�

A

l;mm

v

l;m

; v

l;m

)

= ((

�

D

l;mm

+

�

L

0

l;mm

)v

l;m

; v

l;m

)�

1

2

((

�

L

0

l;mm

+

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

+

�

W

l;mm

)v

l;m

; v

l;m

)

= ((

�

D

l;mm

+

�

L

0

l;mm

)v

l;m

; v

l;m

)

�

1

2

(((

�

L

0

l;mm

+

�

D

l;mm

) + (

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

)� (

�

D

l;mm

�

�

W

l;mm

))v

l;m

; v

l;m

)

= ((

�

D

l;mm

+

�

L

0

l;mm

)v

l;m

; v

l;m

)

�

1

2

[((

�

L

0

l;mm

+

�

D

l;mm

)v

l;m

; v

l;m

) + ((

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

)v

l;m

; v

l;m

)

� ((

�

D

l;mm

�

�

W

l;mm

)v

l;m

; v

l;m

)]

=

1

2

((

�

D

l;mm

�

�

W

l;mm

)v

l;m

; v

l;m

) > 0 8�v

l;m

2 R

N

l

�N

l�1

; �v

l;m

6= 0 ;

da vorausgesetzt wurde, da�

�

D

l;mm

�

�

W

l;mm

positiv de�nit ist. Auf analoge Weise kann gezeigt

werden, da�

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

�

1

2

�

A

l;mm

positiv de�nit ist. Somit folgen die Konvergenz des

Verfahrens (3.106) und das Erf

�

ulltsein der Voraussetzung (ii) in Satz 3.5.

Wegen (i) gilt f

�

ur das ged

�

ampfte Jacobi-Verfahren bzw. das unvollst

�

andige Cholesky-

Verfahren bei einer geradzahligen Anzahl � = 2�� von Iterationsschritten

(

�

A

l;mm

(

�

S

�

l;mm

)

2��

�v

l;mm

; �v

l;mm

) = (

�

A

l;mm

(

�

S

�

l;mm

)

��

(

�

S

�

l;mm

)

��

�v

l;mm

; �v

l;mm

)

= (((

�

S

�

l;mm

)

��

)

T

�

A

l;mm

(

�

S

�

l;mm

)

��

�v

l;mm

; �v

l;mm

)

= (

�

A

l;mm

(

�

S

�

l;mm

)

��

�v

l;mm

; (

�

S

�

l;mm

)

��

�v

l;mm

)

� �

min

(

�

A

l;mm

)((

�

S

�

l;mm

)

��

�v

l;mm

; (

�

S

�

l;mm

)

��

�v

l;mm

) � 0

f

�

ur alle �v

l;m

2 R

N

l

�N

l�1

(� entspricht D bzw. U und �

min

(

�

A

l;mm

) bezeichnet den kleinsten

Eigenwert von

�

A

l;mm

), d.h. die Voraussetzung (iii) ist erf

�

ullt. F

�

ur das symmetrische Gau�-

Seidel-Verfahren gilt f

�

ur alle �v

l;m

2 R

N

l

�N

l�1

(

�

A

l;mm

(I

l;m

� (

�

D

l;mm

+

�

L

0

l;mm

)

�1

�

A

l;mm

)(I

l;m

� (

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

)

�1

�

A

l;mm

)�v

l;m

; �v

l;m

)

= (((I

l;m

� (

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

)

�1

�

A

l;mm

)

T

�

A

l;mm

(I

l;m

� (

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

)

�1

�

A

l;mm

)�v

l;m

; �v

l;m

)

= (

�

A

l;mm

(I

l;m

� (

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

)

�1

�

A

l;mm

)�v

l;m

; (I

l;m

� (

�

D

l;mm

+ (

�

L

0

l;mm

)

T

)

�1

�

A

l;mm

)�v

l;m

)

� 0 8�v

l;m

2 R

N

l

�N

l�1

;

d.h.

�

A

l;mm

�

S

GS

l;mm

ist positiv semide�nit. 2

Die Matrix

�

D

l;mm

�

�

W

l;mm

ist beispielsweise positiv de�nit, wenn sie streng diagonaldo-

minant ist. Dies l

�

a�t sich leicht

�

uberpr

�

ufen, da die Matrix

�

W

l;mm

nur in sehr wenigen Zeilen

von Null verschiedene Eintr

�

age hat.

In [16, 237] werden die im Satz 3.6 zusammengefa�ten Spektralabsch

�

atzungen bewiesen.

Satz 3.6

(i) F

�

ur den Vorkonditionierer

�

C

l

de�niert durch (3.94) mit dem Polynom (3.97) und � = 1

gelten bei 2D-Problemen die Spektral

�

aquivalenzungleichungen

(1 + cl

2

)

�1

(

�

C

l

�v

l

; �v

l

) � (

�

A

l

�v

l

; �v

l

) � (

�

C

l

�v

l

; �v

l

) :

Die Konstante c ist unabh

�

angig vom Diskretisierungsparameter.
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(ii) F

�

ur den Vorkonditionierer

�

C

l

de�niert durch (3.94) und (3.96) mit dem Tschebysche�-

Polynom (3.98) gilt

c(

�

C

l

�v

l

; �v

l

) � (

�

A

l

�v

l

; �v

l

) � (

�

C

l

�v

l

; �v

l

)

mit

c = (1� (

L

)

2

)

8

<

:

b+

"

(1 +

p

�)

�

+ (1�

p

�)

�

(1 +

p

�)

�

� (1�

p

�)

�

#

2

9

=

;

�1

;

falls � > (1�(

L

)

2

)

�0:5

. Dabei bezeichnet 

L

die Konstante in der verst

�

arkten Cauchy-

Ungleichung (2.76), und b ist die Konstante aus den Spektral

�

aquivalenzungleichungen

(3.99). Der Parameter � im Polynom (3.98) ist gleich der kleinsten positiven Wurzel

der Gleichung

1� (

L

)

2

= tb +

"

(1 +

p

t)

�

+ (1�

p

t)

�

2

P

�

s=1

(1 +

p

t)

��s

(1�

p

t)

s�1

#

:

Bevor der Algorithmus zur L

�

osung eines Gleichungssystems mit der Matrix

�

C

l

angegeben

wird, erfolgt zun

�

achst die Beschreibung eines Algorithmus zur L

�

osung von

~

C

C

l�1

�w

l�1

= �r

l�1

mit

~

C

C

l�1

aus (3.96) (siehe auch [15, 16]).

F

�

ur ein Polynom P

�

(t) =

�

P

j=0

a

j

t

j

mit a

0

= 1 erh

�

alt man (siehe auch (3.92))

(

~

C

C

l�1

)

�1

= (I

l�1

� P

�

(

�

C

�1

l�1

�

A

l�1

))

�

A

�1

l�1

= �

�

X

j=1

a

j

(

�

C

�1

l�1

�

A

l�1

)

j�1

�

C

�1

l�1

= �

�

C

�1

l�1

(a

1

+

�

A

l�1

�

C

�1

l�1

(a

2

+

�

A

l�1

�

C

�1

l�1

(a

3

+ : : :

: : :+

�

A

l�1

�

C

�1

l�1

(a

��1

+

�

A

l�1

�

C

�1

l�1

a

�

) � � �))) :

Folglich kann �w

l�1

= (

�

C

C

l�1

)

�1

�r

l�1

durch folgenden Algorithmus berechnet werden.

Algorithmus 3.11 (L

�

osung von

~

C

C

l�1

�w

l�1

= �r

l�1

)

1. Setze �w

(0)

l�1

= 0.

2. Berechne f

�

ur j = 1; 2; : : : ; �

�

C

l�1

�w

(j)

l�1

= a

��j+1

�r

l�1

+

�

A

l�1

�w

(j�1)

l�1

3. Setze �w

l�1

= � �w

(�)

l�1

.

Auf dem gr

�

obsten Gitter gilt bei

�

C

1

=

�

A

1

(

~

C

C

1

)

�1

= (I

1

� P

�

(I

1

))A

�1

1

= a

P

�

A

�1

1

mit a

P

�

= �

�

X

j=1

a

j

:

F

�

ur die Polynome (3.97) erh

�

alt man a

P

�

= 1 f

�

ur alle � � 1. Gleiches gilt f

�

ur die Polynome

(3.98) mit ungeradzahligem �.
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Aufgrund der Struktur der Vorkonditionierungsmatrix

�

C

l

aus (3.94) besteht die L

�

osung

eines Gleichungssytems

�

C

l

�w

(j)

l

= �r

(j)

l

aus den Teilschritten:

�v

(j)

l;m

=

�

C

�1

l;mm

�r

(j)

l;m

~

C

C

l�1

�v

l;v

= �r

(j)

l;v

� (

�

A

l;vm

+

�

J

T

l;mv

(

�

A

l;mm

�

�

C

l;mm

))�v

(j)

l;m

= (�r

(j)

l;v

�

�

A

l;vm

�v

(j)

l;m

) +

�

J

T

l;mv

(�r

(j)

l;m

�

�

A

l;mm

�v

(j)

l;m

)

und

�w

(j)

l;v

= �v

(j)

l;v

�w

(j)

l;m

= �v

(j)

l;m

�

�

C

�1

l;mm

(

�

A

l;mv

+ (

�

A

l;mm

�

�

C

l;mm

)

�

J

l;mv

) �w

(j)

l;v

= �v

(j)

l;m

�

�

C

�1

l;mm

(

�

A

l;mv

�w

(j)

l;v

+

�

A

l;mm

�z

(j)

l;m

) + �z

(j)

l;m

mit �z

(j)

l;m

=

�

J

l;mv

�w

(j)

l;v

.

Mit dem Ziel, den L

�

osungsalgorithmus f

�

ur ein Vorkonditionierungsgleichungssystem mit

der Matrix C

l

auf einem Parallelrechner zu implementieren, wird bei der Beschreibung des

entsprechenden Algorithmus 3.12 die DD-Knotennumerierung genutzt. (Aufgrund des

�

Uber-

gangs von der hierarchischen zur DD-Knotennumerierung enthalten die Bezeichner f

�

ur alle

Matrizen und Vektoren keinen

�

.) Au�erdem sind wie in den vorangegangenen Algorithmen

die als Vektoren vom

�

uberlappenden Typ gespeicherten Vektoren durch Fettschrift hervor-

gehoben.

Algorithmus 3.12 (L

�

osung von C

l

w

(j

l

)

l

= r

(j

l

)

l

)

(a1) Berechne w

(j

l

;1)

l;m

= C

�1

l;mm

r

(j

l

)

l;m

:

(a2) Berechne d

(j

l

)

l�1

= J

T

l;mv

(r

(j

l

)

l;m

� A

l;mm

w

(j

l

;1)

l;m

) :

(a3) Berechne r

(0)

l�1

= (r

(j

l

)

l;v

� A

l;vm

w

(j

l

;1)

l;m

) + d

(j

l

)

l�1

:

Falls l � 1 = 1 f

�

uhre Schritt (b) durch:

(b) L

�

ose das Gleichungssystem A

1

w

(�)

1

= a

P

�

r

(0)

1

:

sonst die Schritte (c1) { (c22):

(c1) Setze r

(1)

l�1

= a

�

r

(0)

l�1

:

(c2) F

�

ur j

l�1

= 1; 2; : : : ; �

(c21) L

�

ose das Gleichungssystem C

l�1

w

(j

l�1

)

l�1

= r

(j

l�1

)

l�1

mittels dieses Algorithmus 3.12

auf der Gitterebene l � 1.

(c22) Berechne, falls j

l�1

6= �, r

(j

l�1

+1)

l�1

= a

��j

l�1

r

(0)

l�1

+ A

l�1

w

(j

l�1

)

l�1

:

(d1) Setze w

(j

l

)

l;v

= �w

(�)

l�1

:

(d2) Berechne w

(j

l

;2)

l;m

= J

l;mv

w

(j

l

)

l;v

:
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(d3) Berechne d

(j

l

)

l;m

= A

l;mv

w

(j

l

)

l;v

+ A

l;mm

w

(j

l

;2)

l;m

:

(d4) L

�

ose das Gleichungssystem C

l;mm

w

(j

l

;3)

l;m

= d

(j

l

)

l;m

:

(d5) Berechne w

(j

l

)

l;m

= w

(j

l

;1)

l;m

�w

(j

l

;3)

l;m

+w

(j

l

;2)

l;m

:

Au�er den Schritten (a1), (b), (c21) und (d4) k

�

onnen alle anderen v

�

ollig parallel, d.h. oh-

ne Kommunikation zwischen den Prozessoren durchgef

�

uhrt werden. Dies gilt, da alle auftre-

tenden Matrix-Vektor-Multiplikationen mit Vektoren vom

�

uberlappenden Typ durchgef

�

uhrt

werden und somit einen Vektor vom addierenden Typ liefern. Diese nach der Multiplikation

erhaltenen Vektoren werden stets nur mit Vektoren vom addierenden Typ (Schritte (a2), (a3),

(d3)) verkn

�

upft, und folglich sind die Vektoradditionen kommunikationsfrei. Gleiches gilt f

�

ur

den Schritt (d5). Die Anwendung der Matrix J

T

l;mv

bzw. J

l;mv

im Schritt (a2) bzw. (d2) erfolgt

analog zur Restriktion und Interpolation im Mehrgitter-Verfahren und ist somit kommuni-

kationsfrei (siehe Abschnitt 3.2.1.2). Die Parallelisierung der Schritte (a1) und (d4), d.h. die

Anwendung des ged

�

ampften Jacobi-Verfahrens, des Gau�-Seidel-Verfahrens oder des unvoll-

st

�

andigen Cholesky-Verfahrens, ist im Abschnitt 3.2.1.1 bei der Parallelisierung der Gl

�

atter

beschrieben worden. Es ist nur zu beachten, da� hier die im Abschnitt 3.2.1.1 beschriebenen

Verfahren mit von der Matrix A

l;mm

abgeleiteten Teilmatrizen wie z.B. der Diagonalmatrix

D

l;mm

anstelle von D

l

durchgef

�

uhrt werden. Wie im Abschnitt 3.2.1.1 erl

�

autert, ist pro Ite-

rationsschritt eine Typumwandlung eines Vektors d

l;m

vom addierenden Typ in einen Vektor

vom

�

uberlappenden Typ notwendig. Da d

l;m

keine Komponenten enth

�

alt, die zu Kreuzungs-

knoten geh

�

oren, entf

�

allt bei der Typkonvertierung der Kommunikationsschritt bez

�

uglich der

Kreuzungsknoten. Falls es im Finite-Elemente-Netz keine Kanten gibt, die Knoten auf ver-

schiedenen Koppelrandst

�

ucken verbinden, erfordert das symmetrische Gau�-Seidel-Verfahren

(3.106) bei der Anwendung auf 2D-Probleme nur eine Typkonvertierung im ersten Teil-

schritt. Die Ersparnis des Kommunikationsschrittes im zweiten Teilschritt ist durch folgen-

de Tatsache begr

�

undet: Erf

�

ullt das Netz die obige Bedingung, dann gilt L

0

l;mm

= L

l;mm

(A

l;mm

= L

l;mm

+ D

l;mm

+ L

T

l;mm

, L

l;mm

ist eine streng untere Dreiecksmatrix). Bei einer

gleichm

�

a�igen Gitterverfeinerung und der verwendeten DD-Knotennumerierung sind die Ma-

trizen D

l;mm;E

+L

l;mm;E

und D

l;mm;E

+L

T

l;mm;E

(d.h. die Matrixanteile, die zu Kantenkoppel-

knoten geh

�

oren) Diagonalmatrizen, so da� D

l;mm;E

+L

l;mm;E

= D

l;mm;E

+L

T

l;mm;E

= D

l;mm;E

gilt. Der erste Halbschritt des Verfahrens (3.106) wird in den Schritten:

(a1) Berechne w

(j+0:5)

l;m;I

= (D

l;mm;I

+ L

T

l;mm;I

)

�1

(f

l;m;I

� L

l;mm;I

w

(j)

l;m;I

� A

l;mm;IE

w

(j)

l;m;E

) :

(a2) Akkumuliere den Vektor r

(j+0:5)

l;m;E

= f

l;m;E

� A

l;mm;EI

w

(j+0:5)

l;m;I

:

(a3) Berechne w

(j+0:5)

l;m;E

= D

�1

l;mm;E

r

(j+0:5)

l;m;E

:

ausgef

�

uhrt und der zweite Halbschritt in den Schritten

(b1) Akkumuliere den Vektor r

(j+1)

l;m;E

= f

l;m;E

� A

l;mm;EI

w

(j+0:5)

l;m;I

:

(b2) Berechne w

(j+1)

l;m;E

=D

�1

l;mm;E

r

(j+1)

l;m;E

:
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(b3) Berechne w

(j+1)

l;m;I

= (D

l;mm;I

+ L

l;mm;I

)

�1

(f

l;m;I

� L

T

l;mm;I

w

(j+0:5)

l;m;I

� A

l;mm;IE

w

(j+1)

l;m;E

) :

Die Schritte (a2) { (a3) und (b1) { (b2) sind identisch, folglich kann (b1) { (b2) entfallen.

Im 3D-Fall erfordern die beiden Halbschritte aufgrund obiger

�

Uberlegungen eine Kom-

munikation bez

�

uglich der Kantenkoppelknoten und zwei Schritte bez

�

uglich der Fl

�

achenkop-

pelknoten.

Im Algorithmus 3.12 sind auf den Gittern T

k

, k = l; l� 1; : : : ; 2,

P

l

k=2

�

l�k

�N

(d�1)=d

k

Da-

ten auszutauschen (� ist die Gesamtanzahl der Iterationsschritte in (a1) und (d4)). Dazu

sind im 2D-Fall

P

l

k=2

�

l�k

� Startup-Schritte notwendig, im 3D-Fall in Abh

�

angigkeit von der

verwendeten Kommunikationsroutine (siehe auch Abschnitte 3.1.2 und 3.2.1.1)

P

l

k=2

�

l�k

�

oder

P

l

k=2

�

l�k

2� Startup-Schritte. Au�erdem ist noch Datenaustausch bei der L

�

osung des

Grobgittersystems (Schritt (b)) erforderlich. Bei direkter Grobgitterl

�

osung sind 2�

l�2

N

1

Da-

ten zu kommunizieren und 2�

l�2

Startup's erforderlich, bei der iterativen Grobgitterl

�

osung

sind �

l�2

I(")N

(d�1)=d

1

Daten auszutauschen und �

l�2

2I(") Startup-Schritte notwendig.

Die Schritte (a1) und (d4) erfordern auf jedem Prozessor �a

G

(N

k;i

�N

k�1;i

) arithmetische

Operationen auf jeder Gitterstufe k. Alle anderen Schritte haben einen Arithmetikaufwand

von a

R

N

k;i

Operationen (a

G

und a

R

sind hier nicht n

�

aher spezi�zierte Konstanten). Folglich

ist der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen:

l

X

k=2

�

l�k

[�a

G

(N

k;i

�N

k�1;i

) + a

R

N

k;i

] +W

1

= N

l;i

l

X

k=2

�

l�k

�

�a

G

�

1

�

l�k

�

1

�

l�k+1

�

+ a

R

1

�

l�k

�

+W

1

�

�

�a

G

� � 1

�

+ a

R

�

�

� � �

N

l;i

+W

1

;

falls � < � mit N

k

� �N

k�1

.W

1

bezeichnet den Aufwand an arithmetischen Operationen zur

L

�

osung des Grobgittersystems und ist gleich �

l�2

a

D

N

(2d�1)=d

1

bei direkter Grobgitterl

�

osung

und gleich �

l�2

a

S;i

I(")N

(2d�1)=d

1;i

beim Einsatz eines iterativen Grobgitterl

�

osers (siehe auch

Abschnitt 3.2.3).

Bemerkung 3.5 In [236, 237] werden weitere Varianten des Vorkonditionierers (3.94) dis-

kutiert. Beispielsweise wird vorgeschlagen, nur auf Gittern mit einem Index sk

0

, k

0

> 1,

s = 1; 2; : : : ; ein Polynom mit � > 1 einzusetzen. Bei geeigneter Wahl von � und k

0

f

�

uhrt

dies ebenfalls auf einen Vorkonditionierer C

l

, f

�

ur den die entsprechenden Spektral

�

aquivalenz-

ungleichungen mit vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angigen Konstanten gelten.

Eine Schwierigkeit bei der Anwendung des Vorkonditionierers mit dem Tschebysche�-

Polynom (3.98) besteht darin, da� der Parameter � ben

�

otigt wird, welcher von der Konstan-

ten in der verst

�

arkten Cauchy-Ungleichung (2.76) und vom Parameter b aus (3.99) abh

�

angt.

Diese Parameter sind nicht immer a priori bekannt. In [236] wird eine M

�

oglichkeit beschrie-

ben, wie dieser Parameter � adaptiv mitberechnet werden kann.

In [13] werden Matrizen

�

C

l;mm

auf eine andere als in diesem Abschnitt beschriebene Weise

konstruiert. Diese Matrizen haben die Darstellung

�

C

�1

l;mm

=

�

C

(1)

l;mm

+

�

C

(2)

l;mm

, wobei

�

C

(1)

l;mm

so gew

�

ahlt wird, da�

�

A

�1

l;mm

�

�

C

(1)

l;mm

nichtnegativ ist.

�

C

(2)

l;mm

ist eine Diagonalmatrix und
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wird so bestimmt, da� (

�

C

(1)

l;mm

+

�

C

(2)

l;mm

)

�

A

l;mm

�v

l;mm

= �v

l;mm

gilt. Eine derartige Matrix

�

C

l;mm

existiert, wenn

�

A

l;mm

eine positiv de�nite Stieltjes-Matrix ist. In [13] ist eine M

�

oglichkeit zur

Berechnung der Matrix

�

C

l;mm

angegeben, bei der die Matrixzeilen unabh

�

angig voneinander,

und folglich parallel, berechnet werden k

�

onnen.

In [9, 14, 200, 201] wird die Parallelisierung verschiedener additiver und multiplikativer

Varianten der AMLI-Vorkonditionierer diskutiert. Im Unterschied zu der in dieser Arbeit

beschriebenen Vorgehensweise wird bei der Parallelisierung eine zeilenweise Aufteilung der

Matrix auf die Prozessoren genutzt. Es zeigt sich, da� man e�ziente Verfahren erh

�

alt, wenn

nicht zu viele Gitter in den Algorithmus einbezogen werden. Dies wurde auch bei den im

Abschnitt 3.3.7 dokumentierten Experimenten beobachtet.

Wang und Bai [240] beschreiben einen parallelen Multilevel-Algorithmus mit einem

Blockdiagonalvorkonditionierer, wobei in jedem Block der AMLI-Vorkonditionierer zum Ein-

satz kommt.

3.3.5 Dirichlet-DD-Vorkonditionierer

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Vorkonditionierer vorgestellt, die auf globa-

len Verfahren beruhen. Im folgenden werden Domain-Decomposition-(DD)-Vorkonditionierer

angegeben, deren Struktur unmittelbar auf die Implementierung auf einem Mehrprozessor-

rechner ausgerichtet ist.

In den letzten 15 Jahren erschien eine Vielzahl von Ver

�

o�entlichungen zu DD-Vorkonditio-

nierern, siehe z.B. die Tagungsberichte zu den j

�

ahrlich statt�ndenden DD-Konferenzen [36,

60, 61, 85, 86, 87, 158, 159, 209], die Monographie

"

Domain Decomposition\ von Bj�rstad,

Gropp und Smith [225] und den

�

Ubersichtsartikel

"

Domain decomposition algorithms\ von

Chan und Mathew [62].

Bei den Gebietszerlegungsmethoden (DD-Methoden) wird das Ausgangsproblem im Ge-

biet 
 in Teilaufgaben

�

uber Teilgebieten 


i

zerlegt. Dabei unterscheidet man

�

uberlappende

und nicht

�

uberlappende Methoden. In den

�

uberlappenden DD-Methoden erfolgt die Kopplung

zwischen Teilaufgaben durch eine lokale Kopplung

�

uber die

�

Uberlappungszone benachbarter

Teilgebiete und

�

uber die L

�

osung eines globalen Grobgitterproblems [62]. Bei den nicht

�

uber-

lappenden Methoden werden die Teilprobleme

�

uber das Schurkomplement und ebenfalls ein

globales Grobgittersystem gekoppelt. Im weiteren wird nur die nicht

�

uberlappende Gebiets-

zerlegung zur Konstruktion von Vorkonditionierungsoperatoren diskutiert.

Als Ausgangspunkt f

�

ur die De�nition der DD-Vorkonditionierer kann die klassische Fini-

te-Elemente-Substrukturtechnik genutzt werden [208]. Es wird das Gebiet 
 in p nicht

�

uber-

lappende Teilgebiete 


i

zerlegt, d.h.

�


 =

p

[

i=1

�




i

;

�




i

\

�




j

= ; f

�

ur i 6= j :

Wie im Abschnitt 2.2.1 beschrieben, wird in jedem Teilgebiet eine Finite-Elemente-

Vernetzung generiert, so da� auch f

�

ur das gesamte Gebiet

�


 eine zul

�

assige Vernetzung

entsteht. Die Knoten seien gem

�

a� der DD-Numerierung geordnet. Dann hat das Finite-
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Elemente-Gleichungssystem A

l

u

l

= f

l

in der Knotenbasis die Blockstruktur

0

@

A

l;C

A

l;CI

A

l;IC

A

l;I

1

A

0

@

u

l;C

u

l;I

1

A

=

0

@

f

l;C

f

l;I

1

A

; (3.112)

wobei der Index

"

C\ den Koppelknoten und

"

I\ den inneren Knoten entspricht. Die Matrix

A

l;I

ist eine Blockdiagonalmatrix, d.h. A

l;I

= blockdiagfA

l;I;i

g

i=1;2;:::;p

.

In der klassischen Substrukturtechnik werden zun

�

achst die Unbekannten u

l;I

aus dem

Gleichungssystem eliminiert, so da� man zur Bestimmung von u

l;C

das Schurkomplement-

Gleichungssystem

S

l;C

u

l;C

= f

l;C

� A

l;CI

A

�1

l;I

f

l;I

mit S

l;C

= A

l;C

� A

l;CI

A

�1

l;I

A

l;IC

(3.113)

erh

�

alt. Der Vektor der Unbekannten u

l;I

wird aus

A

l;I

u

l;I

= f

l;I

� A

l;IC

u

l;C

(3.114)

berechnet.

Die Gleichungssysteme (3.113) und (3.114) k

�

onnen zum System

�

A

l

�

u

l

=

�

f

l

�

0

@

S

l;C

0

0 A

l;I

1

A

0

@

�

u

l;C

�

u

l;I

1

A

=

0

@

f

l;C

� A

l;CI

A

�1

l;I

f

l;I

f

l;I

1

A

(3.115)

mit

0

@

u

l;C

u

l;I

1

A

=

0

@

I

l;C

0

�A

�1

l;I

A

l;IC

I

l;I

1

A

0

@

�

u

l;C

�

u

l;I

1

A

(3.116)

zusammengefa�t werden. Das Gleichungssystem (3.115) ist das Finite-Elemente-Gleichungs-

system, welches bei der Diskretisierung des Ausgangsproblems mittels der diskret harmoni-

schen Basis

�

p

l

= (

�

p

(1)

l

�

p

(2)

l

: : :

�

p

(N

l;C

)

l

�

p

(N

l;C

+ 1)

l

: : :

�

p

(N

l

)

l

) = p

l

�

Y

l

(3.117)

mit der Knotenbasis der st

�

uckweise linearen Ansatzfunktionen p

l

aus (2.15) und

�

Y

l

=

0

@

I

l;C

0

�A

�1

l;I

A

l;IC

I

l;I

1

A

(3.118)

entsteht (siehe [94, 101, 102, 103, 169]). O�enbar gelten die Beziehungen

�

A

l

= (

�

Y

l

)

T

A

l

�

Y

l

und

�

f

l

= (

�

Y

l

)

T

f

l

:

Die L

�

osung des Gleichungssystems (3.115) beinhaltet die L

�

osung eines Gleichungssystems mit

der Schurkomplementmatrix S

l;C

und die L

�

osung von p unabh

�

angigen Gleichungssystemen

mit den Matrizen A

l;I;i

; i = 1; 2; : : : ; p. Die L

�

osung dieser p Gleichungssysteme kann parallel

auf p Prozessoren erfolgen. Somit enth

�

alt der L

�

osungsalgorithmus f

�

ur (3.115) auf nat

�

urliche

Weise einen parallelen Anteil.
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In der klassischen Substrukturtechnik wird im allgemeinen die Schurkomplementma-

trix S

l;C

berechnet, und die L

�

osung der entsprechenden Gleichungssysteme mit den Ma-

trizen S

l;C

und A

l;I;i

erfolgt mittels direkter Verfahren. Im weiteren sind die Beziehungen

(3.115) { (3.118) der Ausgangspunkt f

�

ur die Konstruktion von DD-Vorkonditionierern. Haa-

se, Langer und Meyer leiten von diesen Beziehungen verschiedenene Vorkonditionierer

ab [94, 101, 102, 103, 169].

Anstelle der diskret harmonischen Basis (3.117) wird im weiteren eine n

�

aherungsweise

diskret harmonische Basis genutzt. Diese erh

�

alt man, indem in (3.118) die Matrix A

l;I

durch

eine geeignet gew

�

ahlte, nichtsingul

�

are, nicht notwendig symmetrische und positiv de�nite

Matrix B

l;I

ersetzt wird. Es wird nur vorausgesetzt, da� die Matrix B

l;I

die gleiche Block-

diagonalstruktur wie A

l;I

besitzt, aber Gleichungssysteme mit B

l;I

wesentlich einfacher l

�

osbar

sind als Systeme mit A

l;I

. Wird die so de�nierte n

�

aherungsweise diskret harmonische Basis

~p

l

= (~p

(1)

l

~p

(2)

l

: : : ~p

(N

l;C

)

l

~p

(N

l;C

+1)

l

: : : ~p

(N

l

)

l

) = p

l

~

Y

l

(3.119)

mit

~

Y

l

=

0

@

I

l;C

0

�B

�1

l;I

A

l;IC

I

l;I

1

A

(3.120)

zur Diskretisierung des Finite-Elemente-Gleichungssystems genutzt, dann erh

�

alt man das

Gleichungssystem

~

A~u

l

=

~

f

l

mit

~

A =

~

Y

T

l

A

l

~

Y

l

und

~

f

l

=

~

Y

T

l

f

l

; (3.121)

d.h. das System

0

@

S

l;C

+ T

l;C

A

l;CI

(A

�1

l;I

�B

�T

l;I

)A

l;I

A

l;I

(A

�1

l;I

� B

�1

l;I

)A

l;IC

A

l;I

1

A

0

@

~u

l;C

~u

l;I

1

A

=

0

@

f

l;C

� A

l;CI

B

�T

l;I

f

l;I

f

l;I

1

A

mit

T

l;C

= A

l;CI

(A

�1

l;I

� B

�T

l;I

)A

l;I

(A

�1

l;I

� B

�1

l;I

)A

l;IC

:

Ein m

�

oglicher Vorkonditionierer f

�

ur die Matrix

~

A

l

ist die Blockdiagonalmatrix

~

D

l

=

0

@

S

l;C

+ T

l;C

0

0 A

l;I

1

A

; (3.122)

f

�

ur die die Spektral

�

aquivalenzungleichungen

 

1�

s

�

1 + �

!

(

~

D

l

~v

l

; ~v

l

) � (

~

A

l

~v

l

; ~v

l

) �

 

1 +

s

�

1 + �

!

(

~

D

l

~v

l

; ~v

l

) 8~v

l

2 R

N

l

(3.123)

gelten, wobei � = �(S

�1

l;C

T

l;C

) der Spektralradius von S

�1

l;C

T

l;C

(siehe [94, 102, 103]) ist. Werden

nun noch in (3.122) die Matrizen S

l;C

+T

l;C

und A

l;I

durch Vorkonditionierungsmatrizen C

l;C

und C

l;I

mit



l;C

(C

l;C

~v

l;C

; ~v

l;C

) � ((S

l;C

+ T

l;C

)~v

l;C

; ~v

l;C

) � 

l;C

(C

l;C

~v

l;C

; ~v

l;C

) 8~v

l;C

2 R

N

l;C

(3.124)
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und



l;I

(C

l;I

~v

l;I

; ~v

l;I

) � (A

l;I

~v

l;I

; ~v

l;I

) � 

l;I

(C

l;I

~v

l;I

; ~v

l;I

) 8~v

l;I

2 R

N

l;I

(3.125)

ersetzt, dann erh

�

alt man den Vorkonditionierer

~

C

l

=

0

@

C

l;C

0

0 C

l;I

1

A

;

und es gelten die Spektralquivalenzungleichungen



l

(

~

C

l

~v

l

; ~v

l

) � (

~

A

l

~v

l

; ~v

l

) � 

l

(

~

C

l

~v

l

; ~v

l

) 8~v

l

2 R

N

l

(3.126)

mit



l

= minf

l;C

; 

l;I

g

 

1�

s

�

1 + �

!

und 

l

= maxf

l;C

; 

l;I

g

 

1 +

s

�

1 + �

!

(3.127)

(siehe [94, 102, 103]). Wird in (3.126) ~v

l

=

~

Y

�1

l

v

l

gesetzt, dann erh

�

alt man f

�

ur die Vorkon-

ditionierungsmatrix

C

l

=

~

Y

�T

l

~

C

l

~

Y

�1

l

=

0

@

I

l;C

A

l;CI

B

�T

l;I

0 I

l;I

1

A

0

@

C

l;C

0

0 C

l;I

1

A

0

@

I

l;C

0

B

�1

l;I

A

l;IC

I

l;I

1

A

(3.128)

die Spektral

�

aquivalenzungleichungen



l

(C

l

v

l

; v

l

) � (A

l

v

l

; v

l

) � 

l

(C

l

v

l

; v

l

) 8v

l

2 R

N

l

mit 

l

und 

l

aus (3.127). Der

�

Ubergang von

~

C

l

zu C

l

bedeutet genauso wie beim hierar-

chischen Vorkonditionierer (3.72) bzw. beim BPX-Vorkonditionierer (siehe Bemerkung 3.4),

da� der Basiswechsel im Vorkonditionierer realisiert wird.

Die so konstruierte Vorkonditionierungsmatrix C

l

wird auch als ASM-DD-Vorkonditio-

nierer (ASM { Additive Schwarzsche Methode) bezeichnet.

Eine weitere Variante von DD-Vorkonditionierern sind die MSM-DD-Vorkonditionierer

(MSM { Multiplikative Schwarzsche Methode). Die Herleitung dieser Vorkonditionierer ist

beispielsweise in [94, 103] enthalten. In diesen Arbeiten wird auch eine Interpretation des

MSM-DD-Vorkonditionierungsoperators als spezieller ASM-DD-Vorkonditionierer gegeben.

Danach kann der MSM-DD-Vorkonditionierer C

�1

l

als

U

l

0

@

C

�1

l;C

0

0 2C

�1

l;I

� C

�1

l;I

A

l;I

C

�1

l;I

1

A

U

T

l

mit U

l

=

0

@

I

l;C

0

�(B

�1

l;I

+ C

�1

l;I

� C

�1

l;I

A

l;I

B

�1

l;I

)A

l;IC

I

l;I

1

A

(3.129)

aufgeschrieben werden.

Zur Wahl der Matrizen B

l;I

, C

l;C

und C

l;I

sind aus der Literatur eine Reihe von M

�

oglich-

keiten bekannt. Der Vorkonditionierer C

l;I

= blockdiagfC

l;I;i

g

i=1;2;:::;p

kann beispielsweise

implizit durch die Anwendung von Mehrgitter-Verfahren zur L

�

osung der Gleichungssysteme

C

l;I;i

w

l;I;i

= r

l;I;i

de�niert werden (siehe Abschnitt 3.3.2), oder es kann ein entsprechender

additiver Multilevel-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.3.3) genutzt werden. Dann sind die
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Konstanten 

l;I

und 

l;I

aus den Spektral

�

aquivalenzungleichungen (3.125) vom Diskretisie-

rungsparameter unabh

�

angig.

Wegen

(S

l;C

v

l;C

; v

l;C

) � ((S

l;C

+ T

l;C

)v

l;C

; v

l;C

) � (1 + �)(S

l;C

v

l;C

; v

l;C

) 8v

l;C

2 R

N

l;C

(3.130)

k

�

onnen zur Vorkonditionierung von S

l;C

+ T

l;C

alle bekannten Schurkomplement-Vorkondi-

tionierer C

l;C

genutzt werden. F

�

ur den Fall, da� der Koppelrand keine Kreuzungsknoten

enth

�

alt, werden von Dryja [72, 73], Golub, Mayers [89], Bj�rstad, Widlund [35],

Chan [59] und Chan, Resasco [63] Vorkonditionierer C

l;C

vorgeschlagen, f

�

ur die

c

C

(C

l;C

v

l;C

; v

l;C

) � (S

l;C

v

l;C

; v

l;C

) � c

C

(C

l;C

v

l;C

; v

l;C

) 8v

l;C

2 R

N

l;C

(3.131)

mit vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angigen Konstanten c

C

und c

C

gilt. Aus (3.130)

und (3.131) erh

�

alt man dann die Spektral

�

aquivalenzungleichungen

c

C

(C

l;C

v

l;C

; v

l;C

) � ((S

l;C

+T

l;C

)v

l;C

; v

l;C

) � (1+�)c

C

(C

l;C

v

l;C

; v

l;C

) 8v

l;C

2 R

N

l;C

: (3.132)

Im allgemeinen Fall, bei dem der Koppelrand Kreuzungsknoten enth

�

alt, wurde von Bram-

ble, Pasciak, Schatz [50] ein Vorkonditionierer entwickelt, f

�

ur den die Spektral

�

aquiva-

lenzungleichungen (3.124) mit



l;C

= c

�

1 + ln

2

�

h

1

h

l

��

�1

und 

l;C

= (1 + �)c

gelten. Ein gleiches Resultat erh

�

alt man, wenn zur Konstruktion des Vorkonditionierers

die hierarchische Technik von Yserentant [250] genutzt wird [102, 147]. Unter Anwen-

dung von BPX-artigen Techniken konstruieren Nepomnyaschich [198] und Oswald [205]

Schurkomplement-Vorkonditionierer, f

�

ur die die Ungleichungen (3.131) mit vom Diskretisie-

rungsparameter unabh

�

angigen Konstanten c und c gelten (siehe auch [235]).

Werden zur Konstruktion von B

l;I

ein Iterationsschritt eines Zweigitter- oder Mehrgitter-

Verfahrens genutzt, dann ist die Zahl � aus (3.123) abh

�

angig vom Diskretisierungsparame-

ter h

l

, etwa � = O(h

�1

l

) [94]. Unter Nutzung hierarchischer Fortsetzungsoperatoren lassen

sich Vorkonditionierer konstruieren, die PCG-Verfahren liefern, mittels derer eine N

�

ahe-

rungsl

�

osung mit einem Aufwand von O(h

�2

ln(ln h

�1

) ln "

�1

) arithmetischen Operationen

bestimmt werden kann [104, 198, 199].

Die Implementierung der Vorkonditionierer (3.128) und (3.129) auf MIMD-Rechnern ist

in [94] ausf

�

uhrlich beschrieben worden.

Der Aufwand an arithmetischen Operationen zur L

�

osung eines Vorkonditionierungsglei-

chungssystems ist bei der oben beschriebenen Wahl der Matrizen B

l;I

, C

l;C

und C

l;I

pro-

portional zur Anzahl der Unbekannten N

l

. Pro Vorkonditionierungsschritt ist innerhalb des

Vorkonditionierers C

l;C

eine Typumwandlung eines Vektors vom addierenden Typ in einen

Vektor vom

�

uberlappenden Typ erforderlich.
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3.3.6 Vergleich des Arithmetik- und Kommunikationsaufwandes

In diesem Abschnitt werden der Aufwand an arithmetischen Operationen und der Kommu-

nikationsaufwand f

�

ur einige der in den vorangegangenen Abschnitten beschriebene Vorkon-

ditionierer miteinander verglichen. In den Vergleich werden MG(1)-Vorkonditionierer (siehe

Abschnitt 3.3.2), additive Multilevel-Vorkonditionierer (Abschnitt 3.3.3, Algorithmus 3.9),

AMLI-Vorkonditionierer unter Nutzung des Polynoms (1 � t) (Abschnitt 3.3.4) und ein

ASM-DD-Vorkonditionierer (Abschnitt 3.3.5, Beziehung (3.128)) einbezogen. Im ASM-DD-

Vorkonditionierer wird die Matrix C

l;I

implizit durch die Anwendung eines Mehrgitter-V -

Zyklus de�niert. Als Vorkonditionierer C

l;C

wird der BPS-Vorkonditionierer [50] genutzt.

Die Basistransformation erfolgt mittels eines hierarchischen Fortsetzungsoperators gekop-

pelt mit

�

2

Gl

�

attungsschritten [96]. Im MG(1)- und additiven Multilevel-Vorkonditionierer

(Add-ML) werden die im Abschnitt 3.2.1.1 beschriebenen Gl

�

atter eingesetzt. Der AMLI-

Vorkonditionierer nutzt eines der Iterationsverfahren (3.104), (3.106) bzw. (3.107).

In den Tabellen 3.3 und 3.4 bezeichnet � die Gesamtanzahl der auf dem k-ten Gitter

durchgef

�

uhrten Gl

�

attungsschritte bzw. der Schritte der Verfahren (3.104), (3.106), (3.107).

Weiter ist zum Beispiel a

T

N

k;i

der Arithmetikaufwand f

�

ur die Restriktion und Interpolation,

a

M

N

k;i

der Aufwand f

�

ur eine Matrix{Vektor{Multiplikation und a

V

N

k;i

der Aufwand f

�

ur eine

Vektoraddition im Mehrgitter-V -Zyklus. Alle f

�

ur die anderen Vorkonditionierer genutzten

Bezeichnungen sind analog zu verstehen. Die verwendeten Gr

�

o�en wie z.B. a

T

, a

M

sind nicht

n

�

aher spezi�zierte Konstanten.

Der Arithmetikaufwand f

�

ur den Grobgitterl

�

oser im MG(1)-, Add-ML und AMLI-Vorkon-

ditionierer ergibt sich wie im Abschnitt 3.2.3 f

�

ur den Mehrgitter-V -Zyklus beschrieben. Der in

der Tabelle 3.3 in eckigen Klammern angegebene Aufwand f

�

ur den direkten Grobgitterl

�

oser

f

�

allt nur auf dem ausgezeichneten Prozessor P

1

(siehe Abschnitt 3.2.1.3) an. Beim DD-

Vorkonditionierer bezeichnet a

C

N

k;C;i

+ a

V

N

V

den Aufwand f

�

ur den BPS-Vorkonditionierer.

Im MG(1)-, Add-ML- bzw. AMLI-Vorkonditionierer ist innerhalb des Gl

�

attungsverfah-

rens bzw. der Verfahren (3.104), (3.106), (3.107) bei der Typkonvertierung eines Vektors

Kommunikation erforderlich. Weiterhin enth

�

alt der Grobgitterl

�

oser einen Datenaustausch

zwischen den Prozessoren (siehe auch Abschnitt 3.2.3). Beim DD-Vorkonditionierer erfor-

dert der Schurkomplement-Vorkonditionierer C

l;C

Kommunikation. Hierbei ist Datenaus-

tausch f

�

ur die Typkonvertierung eines Vektors auf dem feinsten Gitter und ein globaler

Datenaustausch bez

�

uglich der Kreuzungsknoten notwendig.

Setzt man voraus, da� bei allen Verfahren die gleiche Anzahl � von Gl

�

attungsschritten

durchgef

�

uhrt wird, dann erfordert der additive Multilevel-Vorkonditionierer den geringsten

Aufwand an arithmetischen Operationen und der DD-Vorkonditionierer den gr

�

o�ten (siehe

Tabelle 3.3). Der Arithmetikaufwand f

�

ur den MG(1)- und den AMLI-Vorkonditionierer ist

etwa gleich. Aus der Sicht des Kommunikationsaufwandes ist der DD-Vorkonditionierer der

e�zienteste. Ein Vorteil des Add-ML-Vorkonditionierers im Vergleich zum MG(1)- bzw.

AMLI-Vorkonditionierer besteht in der geringeren Anzahl notwendiger Startup-Schritte.

Beim AMLI-Vorkonditionierer ist auf den Gittern k = 2; 3; : : : ; l kein Datenaustausch bez

�

ug-

lich der Kreuzungsknoten notwendig. Folglich ist die Anzahl der Startup-Schritte niedriger

als beim MG(1)-Vorkonditionierer.
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Tabelle 3.3: Aufwand an arithmetischen Operationen f

�

ur verschiedene Vorkonditionierer

direkter Grobgitterl

�

oser iterativer Grobgitterl

�

oser

Aufwand f

�

ur Zerlegung von A

1

Aufwand f

�

ur Zerlegung von A

1;I;i

~a

D

N

(3d�2)=d

1

~a

S

N

(3d�2)=d

1;I;i

Aufwand an arithmetischen Operationen auf jedem Prozessor P

i

MG(1)

l

X

k=2

(�a

G

+ a

T

+ a

M

+ 2a

V

)N

k;i

l

X

k=2

(�a

G

+ a

T

+ a

M

+ 2a

V

)N

k;i

+[a

D

N

(2d�1)=d

1

] +a

S;i

I(")N

(2d�1)=d

1;i

Add-ML

l

X

k=2

(�a

G

+ a

T

+ a

V

)N

k;i

+ [a

D

N

(2d�1)=d

1

]

l

X

k=2

(�a

G

+ a

T

+ a

V

)N

k;i

+ a

S;i

I(")N

(2d�1)=d

1;i

AMLI

l

X

k=2

(�a

0

G

+ a

T

+ 2a

0

M

+ 2a

0

V

)N

k;i

l

X

k=2

(�a

0

G

+ a

T

+ 2a

0

M

+ 2a

0

V

)N

k;i

+[a

D

N

(2d�1)=d

1

] +a

S;i

I(")N

(2d�1)=d

1;i

DD

l

X

k=2

f(2�a

00

G

+ 2a

00

T

+ a

00

M

+ 3a

00

V

)N

k;I;i

l

X

k=2

f(2�a

00

G

+ 2a

00

T

+ a

00

M

+ 3a

00

V

)N

k;I;i

+a

C

N

k;C;i

g +a

C

N

k;C;i

g

Tabelle 3.4: Kommunikationsaufwand f

�

ur verschiedene Vorkonditionierer

Kommunikationsaufwand f

�

ur

Gitter k = 2; 3; : : : ; l gr

�

obstes Gitter

direkter L

�

oser iterativer L

�

oser

Datenmenge # Startup's Datenmenge # Startup's Datenmenge # Startup's

2�(l�1) 3I(")

MG(1)

l

X

k=2

�c

G

N

k;C

3�(l�1)

2N

1

2 I(")c

G

N

1;C

4I(")

2� 3I(")

Add-ML

l

X

k=2

�c

G

N

k;C

3�

2N

1

2 I(")c

G

N

1;C

4I(")

�(l�1) 3I(")

AMLI

l

X

k=2

�c

0

G

N

k;C

2�(l�1)

2N

1

2 I(")c

G

N

1;C

4I(")

2

DD �c

00

G

N

l;C

+ c

00

V

N

V

3

Da beim DD-Vorkonditionierer der Arithmetikaufwand pro Vorkonditionierungsschritt

am h

�

ochsten, aber der Kommunikationsaufwand am geringsten ist, wird dieser Vorkonditio-

nierer die besten parallelen E�zienzen aufweisen (siehe auch Abschnitt 3.3.7).
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3.3.7 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt wird die Leistungsf

�

ahigkeit der in den vorangegangenen Abschnitten

beschriebenen parallelen Au

�

osungsverfahren anhand von vier Testbeispielen demonstriert.

Als Beispiele dienen die Poisson-Gleichung in einem Quadrat und in einem Quader, ein ebe-

nes lineares Elastizit

�

atsproblem sowie ein station

�

ares lineares Magnetfeldproblem in einem

ebenen Gebiet. Alle parallelen Algorithmen zur L

�

osung von Problemen in zweidimensio-

nalen Gebieten sind im Programm FEM



BEM [97] implementiert. F

�

ur dreidimensionale

Probleme erfolgte die Implementierung dieser Algorithmen im Programm SPC-PMPo3D

[3, 5].

Die numerischen Experimente wurden auf einem Parallelrechnersystem GC/PowerPlus

durchgef

�

uhrt. Dieses System besteht aus 64 Knoten, die in einem 2D-Gitter angeordnet sind.

In jedem Knoten sind zwei Prozessoren vom Typ Motorola PowerPC-601-80 f

�

ur die Berech-

nungen und 4 Transputer IMS T805 f

�

ur die Kommunikation installiert. Die Speicherkapazit

�

at

pro Prozessor betr

�

agt 16 MByte. Die Peak-Performance ist 80 MFlops f

�

ur Berechnungen in

Double-Precision. In realen Anwendungen erreicht man etwa 15 MFlops. Die Startup-Zeit

f

�

ur eine Kommunikation betr

�

agt 5 �s, und man kann maximal 8.8 Mbyte/s zwischen zwei

Knoten austauschen.

Zum Vergleich von Berechnungen auf unterschiedlichen Anzahlen von Prozessoren, z.B.

auf p

1

und p

2

Prozessoren, p

1

< p

2

, wird in den folgenden Abschnitten die skalierte E�zienz

E(p

1

; p

2

) = p

1

T

ges

(p

1

)

N(p

1

)

�

p

2

T

ges

(p

2

)

N(p

2

)

(3.133)

genutzt, wobei N(p

i

) die Anzahl der Unbekannten des auf p

i

, i = 1; 2, Prozessoren gel

�

osten

Problems bezeichnet. T

ges

ist die ben

�

otigte Gesamtzeit.

Auf der Basis der Beziehung (3.133) sind verschiedene E�zienzvergleiche m

�

oglich. Man

kann den Fall betrachten, da� ein Problem gleicher Gr

�

o�e, d.h. N(p

1

) = N(p

2

), auf p

1

und

p

2

> p

1

Prozessoren gel

�

ost wird. In diesem Fall f

�

allt der auf den Prozessoren lokal ben

�

otigte

Speicherplatzbedarf mit wachsender Anzahl von Prozessoren. Der praktisch interessantere

Fall ist jedoch der, da� jeder Prozessor m

�

oglichst maximal ausgelastet wird. Man erwartet

zum Beispiel, da� ein Problem mit N(p

1

) Unbekannten auf p

1

Prozessoren und ein Problem

mit 4N(p

1

) Unbekannten auf 4p

1

Prozessoren in etwa gleicher Zeit gel

�

ost werden k

�

onnen. Bei

einem guten parallelen Algorithmus sollte daher die ben

�

otigte Zeit T

ges

(p

2

) f

�

ur ein Problem

mit N(p

2

) = c

N

N(p

1

) Unbekannten auf p

2

= c

p

p

1

(c

p

> 1) Prozessoren nicht wesentlich

gr

�

o�er sein als die Zeit c

N

c

�1

p

T

ges

(p

1

). Zwischen der Zeit T

ges

(p

2

) in der realen Anwendung

und der Zeit c

N

c

�1

p

T

ges

(p

1

) besteht die Beziehung c

N

c

�1

p

T

ges

(p

1

) = E(p

1

; p

2

)T

ges

(p

2

). Folglich

ist ein Algorithmus gut parallelisierbar, wenn E(p

1

; p

2

) nahe 1 ist.

3.3.7.1 Poisson-Gleichung im Quadrat

Es wird das Randwertproblem (2.1) mit

a(u; v) =

Z




r

T

vru dx und hF; vi =

Z




1 v dx ;
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d.h. die Poisson-Gleichung, betrachtet. Dabei seien homogene Dirichlet-Randbedingungen

gestellt, so da� der Raum V

0

durch V

0

= fv 2 H

1

(
) : v = 0 auf @
g de�niert ist.

Das Gebiet 
 wurde in p (p = 4, 16 oder 64) kongruente nicht

�

uberlappende Teilgebiete 


i

zerlegt. Die gr

�

obste Vernetzung wurde, wie im Abschnitt 2.2.1 beschrieben, parallel mittels

des Netzgenerators PARMESH [82] erzeugt. Die Generierung der feineren Vernetzungen

erfolgte durch eine fortgesetzte Teilung der Dreiecke in vier kongruente Teildreiecke. In der

Abbildung 3.4 sind die Zerlegung in 16 Teilgebiete und die Vernetzung T

1

dargestellt.

Abbildung 3.4: Zerlegung des Quadrates in 16 Teilgebiete und Darstellung der Vernetzung T

1

Zur Diskretisierung des Randwertproblems wurde auf jeder Vernetzung T

k

, k = 1; 2; : : : ; l,

die st

�

uckweise lineare Knotenbasis p

k

(siehe (2.15)) genutzt.

Im folgenden werden numerische Resultate dokumentiert, die bei der Anwendung der in

den Abschnitten 3.2 und 3.3 beschriebenen parallelen L

�

osungsalgorithmen erzielt wurden.

Als Startvektor wurde bei allen Verfahren stets der Nullvektor gew

�

ahlt. Die Mehrgitter-

Iterationen wurden abgebrochen, wenn eine Verringerung des Anfangsdefektes um das 10

�6

-

fache, gemessen in der Euklidischen Norm, erreicht wurde. Der Abbruch des PCG-Verfahrens

mit den verschiedenen Vorkonditionierungen erfolgte beim Erreichen eines relativen Fehlers

von 10

�6

, wobei hier der Fehler in der A

l

C

�1

l

A

l

{Norm gemessen wurde.

Zuerst werden die Anwendung verschiedener Gl

�

attungsverfahren und verschiedener Zy-

klen im Mehrgitter-Algorithmus 3.2 miteinander verglichen. Die in der Tabelle 3.5 dokumen-

tierten Rechnungen wurden auf 16 Prozessoren durchgef

�

uhrt.

Bei der L

�

osung des Gleichungssystems auf dem gr

�

obsten Gitter wurde das PCG-Verfahren

mit dem BPS-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.2.1.3 und [50]) auf das Schurkomple-

mentsystem (3.53) angewendet. Das Grobgittersystem wurde dabei mit einer relativen Ge-

nauigkeit von " = 0:05 gel

�

ost. In der Tabelle 3.5 bezeichnen Jac-(1,1) bzw. Jac-(2,2) die

Anwendung von jeweils einem bzw. zwei Schritten des ged

�

ampften Jacobi-Verfahrens (3.18)

in der Vor- und Nachgl

�

attung, GS-(1v,1v) und GS-(2v,2v) stehen f

�

ur die Anwendung von

ein bzw. zwei Schritten des Gau�-Seidel-Verfahrens vorw

�

arts (siehe (3.22)), und IUU

T

-(1,1)

bzw. IUU

T

-(2,2) kennzeichnet den Einsatz des unvollst

�

andigen Cholesky-Gl

�

atters (3.33). Im

ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

atter wurde der D

�

ampfungsparameter ! = 0:8 genutzt.

Die Tabelle 3.5 zeigt, da� der V -Zyklus mit dem GS-(1v,1v){ bzw. dem IUU

T

-(1,1){

Gl

�

atter f

�

ur dieses Beispiel die e�zientesten Mehrgitter-Verfahren liefert.
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Tabelle 3.5: Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern und verschiedenen Zyklen

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

V -Zyklus F -Zyklus

l Jac-(1,1) Jac-(2,2) GS-(1v,1v) GS-(2v,2v) IUU

T

-(1,1) IUU

T

-(2,2) GS-(1v,1v) IUU

T

-(1,1)

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 13 1.15 8 0.82 6 0.54 5 0.53 7 0.63 5 0.54 6 0.54 7 0.64

3 14 1.52 9 1.24 7 0.78 6 0.85 7 0.81 5 0.76 6 1.10 6 1.15

4 15 2.23 10 2.06 8 1.19 6 1.29 7 1.23 5 1.25 6 1.88 6 2.03

5 16 4.40 10 4.13 9 2.56 6 2.56 7 2.71 5 2.93 6 3.49 6 4.14

6 16 11.88 10 11.45 9 6.99 7 8.31 7 8.25 5 9.25 6 7.89 6 10.82

Wie im Abschnitt 3.3.2 beschrieben, wurde der Mehrgitter-Algorithmus 3.2 auch zur

impliziten De�nition von Vorkonditionierungsoperatoren f

�

ur das PCG-Verfahren verwen-

det. Dabei wurde zur L

�

osung der Vorkonditionierungsgleichungssysteme jeweils ein Itera-

tionsschritt des Algorithmus 3.2 durchgef

�

uhrt (MG(1)-Vorkonditionierer), Die Tabelle 3.6

zeigt den Einu� der Wahl des Gl

�

atters auf die E�ektivit

�

at des MG(1)-PCG-Verfahrens.

Um einen symmetrischen Vorkonditionierer zu erhalten, mu� im Gau�-Seidel-Gl

�

atter in der

Nachgl

�

attung der zur Vorgl

�

attung entgegengesetzte Durchlaufsinn gew

�

ahlt werden, d.h. zum

Beispiel Gau�-Seidel-Verfahren r

�

uckw

�

arts in der Vorgl

�

attung und Gau�-Seidel-Verfahren

vorw

�

arts in der Nachgl

�

attung (GS(1r,1v)). Da der V -Zyklus zum schnellsten Mehrgitter-

Algorithmus f

�

uhrte, wurde dieser auch bei der Vorkonditionierung genutzt. Wie aus der

Tabelle 3.6 ersichtlich ist, f

�

uhrt hier der Gau�-Seidel-Gl

�

atter zum e�ektivsten MG(1)-PCG-

Algorithmus.

Tabelle 3.6: MG(1)-PCG-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

GS-(1r,1v) GS-(1v,1r) IUU

T

-(1,1)

l

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 6 0.58 6 0.59 5 0.49

3 6 0.75 6 0.73 5 0.67

4 6 1.03 6 1.01 5 1.00

5 6 1.98 6 1.98 5 1.89

6 6 5.38 6 5.36 5 5.92

Umfangreiche Experimente mit dem AMLI-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.3.4) wur-

den von Hedwig durchgef

�

uhrt und sind in [116] dokumentiert. Im AMLI-Vorkonditionierer

(3.94) mit der Polynomapproximation (3.96) f

�

ur das Schurkomplement wurden sowohl das

Polynom (1� t)

�

als auch das Tschebysche�-Polynom (3.98) genutzt. Die erzielten Resultate

best

�

atigen die theoretischen Aussagen aus dem Satz 3.6, d.h. beim Einsatz des Polynoms

(1� t)

�

mit � = 1 wachsen die Iterationszahlen wie ln h

�1

. Die Anwendung dieses Polynoms

mit � > 1 bzw. des Tschebysche�-Polynoms f

�

uhrte zu konstanten Iterationszahlen. Auf ei-

nem Prozessor erh

�

alt man das e�zienteste AMLI-PCG-Verfahren, wenn die Polynome mit
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� = 2 eingesetzt werden. F

�

ur den Einsatz auf dem Parallelrechner erwies sich das Polynom

(1 � t) am e�ektivsten. Deshalb wird bei den in diesem Abschnitt beschriebenen Experi-

menten nur dieses Polynom genutzt. Zuerst wird der Einu� der Wahl der Matrix

�

C

l;mm

auf

die Konvergenz des AMLI-PCG-Verfahrens untersucht. Dabei werden die im Abschnitt 3.3.4

beschriebenen M

�

oglichkeiten zur De�nition von

�

C

l;mm

genutzt, d.h. es werden das ged

�

ampfte

Jacobi-Verfahren (3.104), das symmetrische Gau�-Seidel-Verfahren (3.106) und das unvoll-

st

�

andige Cholesky-Verfahren (3.107) eingesetzt. Die Tabelle 3.7 enth

�

alt die Iterationszahlen

und die ben

�

otigte Gesamtzeit t

ges

. Bei den Berechnungen auf einem Prozessor wurde das in-

nerhalb des Vorkonditionierers zu l

�

osende Gleichungssystem auf dem gr

�

obsten Gitter mittels

des Cholesky-Verfahrens gel

�

ost. Bei den Rechnungen auf 4, 16, und 64 Prozessoren wur-

de das Grobgittersystem n

�

aherungsweise mit einer relativen Genauigkeit " = 0:05 gel

�

ost.

Hierbei wurde das PCG-Verfahren mit dem BPS-Vorkonditionierer auf das entsprechende

Schurkomplementsystem (3.53) angewendet. Wie die Experimente aus [116] zeigen, f

�

uhrt die

n

�

aherungsweise L

�

osung des Grobgittersystems zu keiner Erh

�

ohung der Iterationszahlen im

Vergleich zu einer exakten Grobgitterl

�

osung.

Tabelle 3.7: AMLI-PCG-Verfahren mit verschiedener Wahl von

�

C

l;mm

�

C

l;mm

=

�

A

l;mm

(I

l;mm

� (

�

S

J

l;mm

)

2

)

�1

1 Prozessor 4 Prozessoren 16 Prozessoren 64 Prozessoren

l #it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 7 0.30 8 0.40 9 0.84 8 1.53

3 10 1.70 11 0.97 11 1.35 11 2.48

4 12 8.16 13 2.97 13 2.34 13 3.35

5 15 11.40 15 5.63 14 4.51

6 17 19.31 16 8.71

7 18 24.45

�

C

l;mm

=

�

A

l;mm

(I

l;mm

�

�

S

GS

l;mm

)

�1

1 Prozessor 4 Prozessoren 16 Prozessoren 64 Prozessoren

l #it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 7 0.32 8 0.35 8 0.72 8 1.47

3 9 1.67 10 0.83 10 1.06 10 2.03

4 10 7.48 12 2.75 12 1.85 12 2.62

5 14 11.01 13 4.65 13 3.56

6 15 16.75 14 6.95

7 16 20.37

�

C

l;mm

=

�

A

l;mm

(I

l;mm

� (

�

S

U

l;mm

)

2

)

�1

1 Prozessor 4 Prozessoren 16 Prozessoren 64 Prozessoren

l #it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 6 0.39 8 0.45 8 0.79 7 1.42

3 8 2.20 10 1.16 10 1.30 9 2.10

4 9 9.87 11 3.66 11 2.37 11 3.01

5 13 15.26 13 6.79 12 4.42

6 14 17.75 13 9.06

7 15 24.01
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Aus der Tabelle 3.7 ist ersichtlich, da� sowohl bei der sequentiellen als auch bei der

parallelen Rechnung das symmetrische Gau�-Seidel-Verfahren das e�ektivste AMLI-PCG-

Verfahren liefert.

Im folgenden werden das Mehrgitter-Verfahren, das MG(1)-PCG-Verfahren, das MDS-

PCG-Verfahren (Multilevel-Diagonal-Scaling, siehe Abschnitt 3.3.3, Beziehung (3.77)), das

AMLI-PCG-Verfahren und das DD-PCG-Verfahren miteinander verglichen.

In den verschiedenen Verfahren wurden die folgenden Verfahrenskomponenten genutzt:

Mehrgitter-Verfahren: V -Zyklus mit jeweils einem Gau�-Seidel-Schritt vorw

�

arts (siehe

(3.22)) in der Vor- und Nachgl

�

attung

MG(1)-PCG-Verfahren: V -Zyklus mit jeweils einem Schritt des unvollst

�

andigen Cholesky-

Gl

�

atters (3.33) in der Vor- und Nachgl

�

attung

AMLI-PCG-Verfahren: Polynom (1 � t) bei der Schurkomplementapproximation (3.96),

De�nition der Matrix

�

C

l;mm

mittels eines Iterationsschrittes des

symmetrischen Gau�-Seidel-Verfahrens (3.106)

DD-PCG-Verfahren: MSM-DD-Vorkonditionierer (3.129), wobei bei der Basistransfor-

mation ein hierarchischer Fortsetzungsoperator [104] genutzt wur-

de. C

l;I

ist durch einen Mehrgitter-V -Zyklus mit einem Gau�-

Seidel-Schritt in der Nachgl

�

attung de�niert. Als Vorkonditionie-

rer C

l;C

wurde der BPS-Vorkonditionierer gew

�

ahlt.

Im Mehrgitter-Verfahren, im MG(1)-PCG-Verfahren, im MDS-PCG-Verfahren und im

AMLI-PCG-Verfahren wurden bei den Berechnungen auf einem Prozessor die jeweiligen

Gleichungssysteme auf dem gr

�

obsten Gitter mittels des Cholesky-Verfahrens gel

�

ost. Bei der

parallelen L

�

osung erfolgte die Grobgitterl

�

osung mittels des PCG-Verfahrens angewendet auf

das Schurkomplementsystem (3.53). Hierbei wurde der BPS-Vorkonditionierer eingesetzt.

Die Grobgittersysteme wurden mit einer relativen Genauigkeit von " = 0:05 gel

�

ost.

Bei den in der Tabelle 3.8 dokumentierten Experimenten wurde proportional zur steigen-

den Prozessorzahl die Anzahl der Unbekannten im gr

�

obsten Gitter erh

�

oht, d.h. zum Beispiel,

da� das auf 4 Prozessoren genutzte gr

�

obste Gitter etwa viermal soviele Knoten enth

�

alt wie

das gr

�

obste Gitter bei den Berechnungen auf einem Prozessor. Auf einem Prozessor bzw. auf

4, 16, und 64 Prozessoren hat in diesem Beispiel das gr

�

obste Gitter 13, 41, 145 bzw. 545

Knoten und das feinste Gitter enth

�

alt 33025, 131585, 525313 bzw. 2099201 Knoten.

Die in den Tabellen 3.8 und 3.9 angegebenen skalierten E�zienzen E(p

1

; p

2

), p

1

< p

2

,

wurden gem

�

a� der Beziehung (3.133) berechnet, wobei jeweils die Daten aus der letzten Zeile

jeder Spalte genutzt wurden.

Bei diesem Testbeispiel sind das AMLI-PCG- und das DD-PCG-Verfahren sowohl bei den

sequentiellen als auch bei den parallelen Rechnungen deutlich langsamer als die anderen Ver-

fahren. Beide Algorithmen besitzen aber die besseren E�zienzen. Wie die Tabelle 3.8 auch

zeigt, steigen bei den MDS-PCG-, AMLI-PCG- und DD-PCG-Verfahren die Iterationszahlen

mit wachsender Gitteranzahl. Es entsteht die Frage, ob man schnellere Algorithmen erh

�

alt,

wenn in den L

�

osungsproze� weniger Gitter einbezogen werden und folglich weniger Iteratio-

nen notwendig sind. Entsprechende Experimente sind in der Tabelle 3.9 zusammengestellt.

Diese Tabelle enth

�

alt die Iterationszahlen, die Gesamtzeiten, die Zeiten f

�

ur die Arithme-

tik und die Anzahl l der verwendeten Gitter f

�

ur die jeweils schnellste Variante des L

�

osers
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angewendet auf ein Gleichungssystem mit N Unbekannten.

Aus der Tabelle 3.9 ist ersichtlich, da� im sequentiellen Fall das MDS-PCG-Verfahren

das schnellste Verfahren ist. Bei der parallelen Rechnung ist das MG(1)-PCG-Verfahren am

e�zientesten. Dies kann wie folgt begr

�

undet werden. Betrachtet man z.B. das Problem auf 16

Prozessoren, so ben

�

otigt das MG(1)-PCG-Verfahren vier Iterationen, also einschlie�lich der

Startrechnung f

�

unf Mehrgitter-Iterationen. Da jeweils ein Gl

�

attungsschritt in der Vor- und

Nachgl

�

attung durchgef

�

uhrt wurde, sind insgesamt auf jeder Gitterstufe 10 Typkonvertierun-

gen eines Vektor vom addierenden Typ in einen Vektor vom

�

uberlappenden Typ erforderlich.

Beim MDS-PCG-Verfahren sind 19 Iterationen notwendig, und folglich m

�

ussen auf jeder Git-

terstufe 20 Typkonvertierungen ausgef

�

uhrt werden. Wie in den Abschnitten 3.3.3 und 3.3.6

erl

�

autert wurde, k

�

onnen im MDS-PCG-Verfahren die Daten aller Gitter in einem Kom-

munikationsschritt ausgetauscht werden, beim MG(1)-PCG-Verfahren erfolgt der Datenaus-

tausch getrennt auf jeder Gitterstufe. Daher sind f

�

ur die Typkonvertierungen im Algorithmus

mit sechs Gittern 20 Startup-Schritte im MDS-PCG-Verfahren und 100 Startup-Schritte im

MG(1)-PCG-Verfahren notwendig. Die Anzahl der zu l

�

osenden Grobgittersysteme ist im

MDS-PCG-Verfahren h

�

oher als im MG(1)-PCG-Verfahren, n

�

amlich 20 im Vergleich zu f

�

unf.

Somit ist der Kommunikationsaufwand im MDS-PCG-Verfahren h

�

oher. Au�erdem besteht

beim MDS-PCG-Verfahren ein ung

�

unstigeres Verh

�

altnis zwischen Arithmetik- und Kommu-

nikationsaufwand pro Iterationsschritt. Dies f

�

uhrt zu den schlechteren skalierten E�zienzen.

Eine weitere Ursache f

�

ur die schlechteren E�zienzen beim MDS-PCG-Verfahren besteht in

der wachsenden Iterationszahl bei wachsender Anzahl verwendeter Gitter.

O�enbar erweist es sich als zweckm

�

a�ig, beim Mehrgitter-, MG(1)-PCG- und MDS-PCG-

Verfahren viele Gitter und folglich ein relativ kleines Grobgittersystem zu nutzen. Bei den

AMLI- und DD-PCG-Verfahren wurden die schnelleren Algorithmen bei einer niedrigeren

Anzahl der verwendeten Gitter erhalten. Bei allen Verfahren wird deutlich, da� es vorteilhaft

ist, bei Rechnungen auf einer gr

�

o�eren Anzahl von Prozessoren die Dimension des Grobgit-

tersystems zu erh

�

ohen.

Die Tabellen 3.8 und 3.9 zeigen, da� beim DD-Vorkonditionierer der prozentuale Anteil

der Kommunikationszeit an der Gesamtzeit am geringsten ist. Dies best

�

atigt die im Ab-

schnitt 3.3.6 getro�enen Aussagen. Die niedrige skalierte E�zienz des DD-PCG-Verfahrens

beim

�

Ubergang von vier auf 16 Prozessoren ist auf den gro�en Unterschied in den Iterations-

zahlen zur

�

uckzuf

�

uhren. Bezieht man diese Tatsache mit in die Betrachtungen ein, dann wird

deutlich, da� der DD-Vorkonditionierer am besten parallelisierbar ist.

Die Abbildungen 3.5 und 3.6 zeigen einen gra�schen Vergleich der verschiedenen Verfah-

ren auf einem und auf 16 Prozessoren.
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Tabelle 3.8: Vergleich der parallelen L

�

oser (Anzahl der Knoten im gr

�

obsten Gitter wird vervierfacht bei

Vervierfachung der Anzahl der Prozessoren)

(l{ Gitteranzahl, #it { Iterationszahl, t

ges

{ Gesamtzeit [s], t

arith

{ Zeit f

�

ur Arithmetik [s])

1 Prozessor 4 Prozessoren 16 Prozessoren 64 Prozessoren

l #it t

ges

#it t

ges

t

arith

#it t

ges

t

arith

#it t

ges

t

arith

MG

2 5 0.00 6 0.17 0.03 6 0.52 0.06 6 1.21 0.07

3 6 0.00 7 0.25 0.04 7 0.70 0.08 7 1.65 0.11

4 7 0.03 8 0.38 0.08 8 0.98 0.15 8 2.21 0.18

5 8 0.19 8 0.59 0.26 9 1.49 0.40 8 2.77 0.41

6 8 0.84 9 1.53 1.10 9 2.67 1.44 9 4.51 1.50

7 8 3.45 9 4.81 4.30 9 7.05 5.61 9 9.42 5.97

E(1; p) 0.71 0.49 0.36

E(p; 4p) 0.71 0.68 0.75

MG(1)-PCG

2 4 0.00 4 0.14 0.02 5 0.48 0.06 4 0.89 0.08

3 4 0.01 4 0.18 0.03 4 0.51 0.07 4 1.07 0.09

4 4 0.04 4 0.25 0.07 4 0.65 0.12 4 1.36 0.15

5 4 0.21 4 0.45 0.24 4 0.94 0.33 4 1.81 0.36

6 4 0.91 4 1.18 0.94 4 1.97 1.26 4 2.97 1.29

7 4 3.74 4 4.03 3.73 4 5.83 5.01 4 6.99 5.05

E(1; p) 0.92 0.64 0.53

E(p; 4p) 0.92 0.69 0.83

MDS-PCG

2 6 0.00 11 0.28 0.04 13 1.05 0.08 12 2.21 0.16

3 13 0.01 16 0.40 0.06 16 1.34 0.11 15 2.86 0.21

4 16 0.04 18 0.51 0.11 18 1.58 0.17 17 3.42 0.28

5 18 0.23 20 0.76 0.31 19 1.88 0.41 18 3.95 0.52

6 20 1.04 21 1.62 1.12 20 3.03 1.46 19 5.30 1.51

7 21 4.31 21 4.83 4.28 21 7.51 5.77 20 9.77 5.61

E(1; p) 0.89 0.57 0.44

E(p; 4p) 0.89 0.64 0.77

AMLI-PCG

2 6 0.01 8 0.21 0.04 8 0.67 0.06 8 1.47 0.13

3 9 0.03 10 0.32 0.06 10 0.93 0.11 10 2.03 0.18

4 11 0.12 12 0.51 0.18 12 1.31 0.25 12 2.62 0.32

5 13 0.57 13 1.06 0.65 13 2.12 0.87 13 3.56 0.96

6 14 2.52 15 3.36 2.84 15 5.36 3.84 14 6.95 3.75

7 16 11.51 16 12.73 11.89 17 18.96 17.00 16 20.37 16.29

E(1; p) 0.90 0.60 0.56

E(p; 4p) 0.90 0.67 0.93

DD-PCG

2 8 0.07 0.05 11 0.24 0.03 12 0.58 0.07

3 9 0.10 0.06 12 0.30 0.06 13 0.67 0.11

4 10 0.20 0.13 13 0.44 0.19 14 0.88 0.23

5 12 0.69 0.60 15 1.20 0.91 51 1.64 0.94

6 13 2.78 2.68 16 4.54 4.22 17 5.26 4.48

7 14 11.86 11.72 18 19.57 19.20 18 20.09 19.23

E(p; 4p) 0.60 0.97
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Tabelle 3.9: Verfahren mit bester Wahl der Anzahl verwendeter Gitter

(N { Anzahl der Unbekannten, l - Gitterzahl, #it { Iterationszahl,

t

ges

{ Gesamtzeit [s], t

arith

{ Zeit f

�

ur Arithmetik [s])

1 Prozessor 4 Prozessoren 16 Prozessoren 64 Prozessoren

N l #it t

ges

l #it t

ges

t

arith

l #it t

ges

t

arith

l #it t

ges

t

arith

MG

2113 4 7 0.17 3 7 0.31 0.08 2 6 0.54 0.06 2 6 1.21 0.07

8321 4 7 0.74 4 8 0.58 0.27 2 6 0.76 0.14 2 6 1.31 0.09

33025 4 8 3.41 5 8 1.34 0.98 3 7 1.19 0.35 3 7 1.80 0.16

131585 5 8 4.32 3.84 4 8 2.32 1.33 3 8 2.52 0.46

525313 5 8 6.28 5.05 3 7 4.08 1.76

2099201 5 8 8.25 5.15

E(1; p) 0.79 0.54 0.41

E(p; 4p) 0.79 0.69 0.76

MG(1)-PCG

2113 5 4 0.21 3 4 0.25 0.07 2 4 0.53 0.06 2 4 0.89 0.08

8321 6 4 0.91 3 4 0.43 0.26 2 4 0.67 0.14 2 4 0.98 0.08

33025 4 4 3.72 4 4 1.17 0.96 5 4 0.94 0.33 3 4 1.20 0.12

131585 6 4 4.03 3.71 5 4 1.89 1.26 4 4 1.64 0.35

525313 6 4 5.76 5.00 5 4 2.82 1.29

2099201 6 4 6.81 5.05

E(1; p) 0.92 0.70 0.53

E(p; 4p) 0.92 0.68 0.85

MDS-PCG

2113 3 15 0.19 2 12 0.47 0.15 2 12 1.02 0.10 2 12 2.21 0.16

8321 3 13 0.75 3 15 0.73 0.33 2 12 1.26 0.23 2 12 2.32 0.18

33025 4 14 3.01 4 17 1.50 1.01 4 17 1.73 0.40 2 11 2.40 0.30

131585 5 18 4.38 3.82 5 18 2.74 1.34 3 14 3.41 0.53

525313 6 19 6.81 5.24 4 15 4.65 1.39

2099201 5 16 8.39 4.87

E(1; p) 0.68 0.44 0.53

E(p; 4p) 0.68 0.64 0.81

AMLI-PCG

2113 2 7 0.32 2 8 0.35 0.16 2 8 0.72 0.09 2 8 1.47 0.13

8321 2 7 1.57 3 10 0.83 0.54 2 8 0.92 0.22 2 8 1.54 0.14

33025 3 8 6.23 4 12 2.75 2.37 3 10 1.61 0.72 2 8 1.90 0.29

131585 5 12 9.80 9.22 3 10 4.06 3.14 3 10 2.75 0.80

525313 4 12 14.13 12.85 4 11 5.33 3.03

2099201 4 11 15.00 12.13

E(1; p) 0.63 0.44 0.41

E(p; 4p) 0.63 0.69 0.94

DD-PCG

2113 2 9 0.19 0.12 2 12 0.29 0.06 2 12 0.58 0.07

8321 3 10 0.59 0.51 2 12 0.42 0.18 2 13 0.66 0.08

33025 4 11 2.39 2.30 3 14 1.13 0.85 3 14 0.88 0.23

131585 4 11 9.60 9.47 4 15 4.26 3.95 3 15 1.63 0.92

525313 4 16 17.68 17.30 4 16 4.94 4.20

2099201 4 17 19.39 18.44

E(p; 4p) 0.54 0.91
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3.3.7.2 Lineares Magnetfeldproblem

Ein nichtlineares station

�

ares Magnetfeldproblem kann durch das Randwertproblem (2.8)

beschrieben werden, d.h.

Gesucht ist die Funktion u 2 V = fu 2 H

1

(
) : u = 0 auf @
g, so da�

Z




�(x; jruj)r

T

vru dx =

Z




�

Sv �H

0;x

2

@v

@x

1

+H

0;x

1

@v

@x

2

�

dx

f

�

ur alle v 2 V gilt.

Die Linearisierung erfolgt durch einen Full-Newton-Algorithmus (siehe Kapitel 5). In-

nerhalb jedes Newton-Schrittes werden dabei die im Kapitel 3 beschriebenen parallelen

Au

�

osungsverfahren zur L

�

osung der entsprechenden linearen Gleichungssysteme genutzt.

In diesem Abschnitt wird die Nichtlinearit

�

at vernachl

�

assigt. Es wird vorausgesetzt, da�

die Funktion �(x; jruj) innerhalb jeden Materials konstant ist, d.h. es gelte �(x; jruj) =

�(x) = �

�1

0

�

�1

r

mit der absoluten Permeabilit

�

atszahl �

0

und der relativen Permeabilit

�

ats-

zahl �

r

. Anhand des so entstehenden linearen Randwertproblems wird demonstriert, wie

die parallelen Algorithmen bei Aufgaben mit stark springenden Koe�zienten arbeiten. Als

Testbeispiel dient ein Motor mit einer Erregung durch den Permanentmagneten. Die Abbil-

dung 3.7 zeigt den Querschnitt des Motors, das Gebiet 
, die Zerlegung in 64 Teilgebiete und

die gr

�

obste Vernetzung T

1

(1456 Knoten, 3960 Dreiecke). F

�

ur die relative Permeabilit

�

atszahl

gilt im Material (a), d.h. f

�

ur das Eisen, �

r

= 1353, im Material (b) f

�

ur den Permanentma-

gneten �

r

= 1:15, im Material (c) f

�

ur das Dynamoblech �

r

= 1687 und im Material (d) f

�

ur

die Luft �

r

= 1.

(a)

(b)

(c)

(d)

Abbildung 3.7: Zerlegung des Querschnitts des Elektromotors in 64 Teilgebiete und Darstellung der Vernet-

zung T

1

Um die Skalierbarkeit der parallelen Algorithmen untersuchen zu k

�

onnen, wird das Ma-

gnetfeldproblem auch in einem Viertel des Gebietes 
 gel

�

ost. Somit k

�

onnen Rechnungen auf
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16 und 64 Prozessoren miteinander verglichen werden.

Die in der Abbildung 3.7 dargestellte gr

�

obste Vernetzung wurde parallel mittels des

Netzgenerators PARMESH [82] generiert, und die feineren Vernetzungen T

k

, k = 2; 3; : : : ; l,

wurden durch eine sukzessive gleichm

�

a�ige Verfeinerung erzeugt. Die Generierung der zu den

Vernetzungen T

k

, k = 1; 2; : : : ; l, geh

�

orenden Finite-Elemente-Gleichungssysteme erfolgte

unter Anwendung der st

�

uckweise linearen Knotenbasis p

k

(siehe (2.15)).

Bei allen Experimenten diente stets der Nullvektor als Startvektor. Die Mehrgitter-

Iterationen wurden abgebrochen, wenn eine Verringerung des Anfangsdefektes um das 10

�6

-

fache, gemessen in der Euklidischen Norm, erreicht wurde. Der Abbruch des PCG-Verfahrens

mit den verschiedenen Vorkonditionierungen erfolgte beim Erreichen eines relativen Fehlers

von 10

�6

, wobei hier der Fehler in der A

l

C

�1

l

A

l

{Norm gemessen wurde.

Zuerst werden Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern miteinander verglichen.

Dabei wurde sowohl der Mehrgitter-V -Zyklus als auch der F -Zyklus durchgef

�

uhrt. Die f

�

ur

die Berechnungen auf 16 Prozessoren ben

�

otigten Iterationszahlen und Rechenzeiten sind in

den Tabellen 3.10 und 3.11 enthalten. Die in diesen Tabellen verwendeten Bezeichnungen

entsprechen denen aus der Tabelle 3.5.

F

�

ur den ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

atter wurde als g

�

unstigster D

�

ampfungsparameter ! =

0:71 experimentell bestimmt. Die L

�

osung des Gleichungssystems auf dem gr

�

obsten Gitter

erfolgte iterativ mit einer relativen Genauigkeit von " = 0:1. Dabei wurde das PCG-Verfahren

mit dem BPS-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.2.1.3 und [50]) auf das entsprechende

Schurkomplementsystem (3.53) angewendet.

Tabelle 3.10: Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern und V -Zyklus

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

Jac-(1,1) Jac-(2,2) GS-(1v,1v) GS-(2v,2v) IUU

T

-(1,1) IUU

T

-(2,2)

l

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 19 2.58 12 2.05 9 1.33 7 1.22 10 1.39 7 1.21

3 31 5.46 17 3.70 14 2.68 9 2.01 12 2.23 8 1.81

4 46 9.68 25 7.36 19 4.30 12 3.63 14 3.37 10 3.20

5 58 18.67 32 15.14 25 8.41 15 7.37 17 7.48 11 6.63

6 67 47.23 37 39.89 29 21.14 16 17.90 19 19.77 12 19.28

Ein Vergleich der in den Tabellen 3.10 und 3.11 dokumentierten Experimente zeigt, da�

die Anwendung des V -Zyklus mit zwei Schritten des Gau�-Seidel-Gl

�

atters vorw

�

arts in der

Vor- und Nachgl

�

attung zum schnellsten Mehrgitter-Algorithmus f

�

uhrt. Die Tabellen 3.10

und 3.11 lassen vermuten, da� der F -Zyklus mit dem Gau�-Seidel- oder dem unvollst

�

andi-

gen Cholesky-Gl

�

atter am g

�

unstigsten ist, wenn Berechnungen mit einer noch h

�

oheren Anzahl

von Gittern durchgef

�

uhrt werden. Aufgrund fehlender Speicherplatzkapazit

�

at waren derar-

tige Experimente nicht realisierbar. In [143] werden auch noch Experimente mit dem ver-

allgemeinerten V -Zyklus und dem W -Zyklus beschrieben. Bei beiden Varianten liegen die

ben

�

otigten Rechenzeiten h

�

oher als bei der Anwendung des V - bzw. F -Zyklus.

Im folgenden wird der Einu� der Wahl des Gl

�

atters auf die E�ektivit

�

at des MG(1)-

PCG-Verfahrens untersucht. Zur n

�

aherungsweisen L

�

osung der in jedem Iterationsschritt des
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Tabelle 3.11: Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern und F -Zyklus

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

GS-(1v,1v) GS-(2v,2v) IUU

T

-(1,1) IUU

T

-(2,2)

l

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 9 1.34 7 1.23 10 1.39 7 1.21

3 11 3.45 8 3.11 10 3.42 7 2.78

4 14 7.15 9 5.95 11 6.28 7 5.06

5 16 12.88 9 10.05 11 10.57 7 9.23

6 16 23.46 9 19.33 10 19.82 7 20.16

PCG-Verfahrens zu l

�

osenden Vorkonditionierungsgleichungssysteme wurde jeweils ein Ite-

rationsschritt des Mehrgitter-Algorithmus 3.2 durchgef

�

uhrt. In der Tabelle 3.12 sind die

Iterationszahlen und Rechenzeiten in Abh

�

angigkeit von der Wahl der Gl

�

atter zusammenge-

stellt. Bei allen Rechnungen wurde der V -Zyklus durchgef

�

uhrt, da er, wie oben beschrieben,

den e�ektivsten Mehrgitter-Algorithmus lieferte.

Tabelle 3.12: MG(1)-PCG-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

GS-(1r,1v) GS-(1v,1r) GS-(2r,2v) IUU

T

-(1,1) IUU

T

-(2,2)

l

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 8 1.20 8 1.21 6 1.06 6 0.97 5 0.94

3 10 1.70 10 1.70 7 1.57 6 1.16 5 1.22

4 11 2.29 11 2.36 8 2.42 7 1.76 6 2.07

5 12 4.02 12 4.16 8 4.19 8 3.43 6 4.00

6 13 9.91 13 9.64 9 11.20 8 8.87 7 12.79

Aus der Tabelle 3.12 ist ersichtlich, da� die Anwendung des unvollst

�

andigen Cholesky-

Gl

�

atters mit einem Iterationsschritt in der Vor- und Nachgl

�

attung am geeignetsten ist.

Als weiteres Au

�

osungsverfahren wurde das PCG-Verfahren mit additiven Multilevel-

Vorkonditionierern eingesetzt. Dabei wurden im additiven Multilevel-Algorithmus (Algorith-

mus 3.9) als Gl

�

attungsverfahren zwei Iterationsschritte des ged

�

ampften Jacobi-Verfahrens

(3.18) (JAC-(2)), m-mal ein Iterationsschritt des Gau�-Seidel-Verfahrens r

�

uckw

�

arts gefolgt

von einem Schritt des Gau�-Seidel-Verfahrens (3.22) vorw

�

arts (GS-(mrv)) sowie ein bzw. zwei

Iterationsschritte des unvollst

�

andigen Cholesky-Verfahrens (3.33) (IUU

T

-(1) bzw. IUU

T

-(2))

eingesetzt. Im Jacobi-Verfahren wurde der Parameter ! = 0:77 auf den Gittern T

2

und T

3

,

! = 0:76 auf dem Gitter T

4

sowie ! = 0:75 auf den Gittern T

5

und T

6

verwendet. Au�er-

dem wurden Tests mit dem MDS-Vorkonditionierer (3.77) durchgef

�

uhrt. In der Tabelle 3.13

sind die Iterationszahlen und die ben

�

otigten Rechenzeiten angegeben. Bei diesem Beispiel

zeigt sich, da� der Einsatz von einem Schritt des unvollst

�

andigen Cholesky-Gl

�

atters zum

schnellsten Verfahren f

�

uhrt.

Umfangreiche Experimente mit dem AMLI-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.3.4) sind

in [116] beschrieben. Der Einsatz des Polynoms (1 � t) bei der Schurkomplementappro-
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Tabelle 3.13: Add-ML-PCG-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

MDS JAC-(2) GS-(1rv) GS-(2rv) IUU

T

-(1) IUU

T

-(2)

l

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 18 2.28 14 2.01 13 1.87 12 1.93 14 1.85 11 1.65

3 28 3.58 20 3.03 18 2.69 16 2.71 18 2.43 14 2.22

4 36 5.04 25 4.28 22 3.72 19 4.09 21 3.35 17 3.21

5 42 7.93 28 7.19 25 6.71 21 8.20 24 5.81 19 6.22

6 46 16.68 30 16.98 26 16.47 23 23.71 26 14.39 20 17.14

ximation (3.96) f

�

uhrt zum e�zientesten AMLI-PCG-Verfahren hinsichtlich der ben

�

otigten

Rechenzeit.

Die Tabelle 3.14 enth

�

alt einen Vergleich von AMLI-PCG-Verfahren bei verschiedener

Wahl der Matrix

�

C

l;mm

. Es wurden die im Abschnitt 3.3.4 beschriebenen M

�

oglichkeiten zur

De�nition von

�

C

l;mm

genutzt, d.h. es wurden zwei Iterationsschritte des ged

�

ampften Jacobi-

Verfahrens (3.104) mit dem D

�

ampfungsparameter � = 0:93, ein Iterationsschritt des sym-

metrischen Gau�-Seidel-Verfahrens (3.106) und zwei Iterationsschritte des unvollst

�

andigen

Cholesky-Verfahrens (3.107) eingesetzt. Das im AMLI-Vorkonditionierer zu l

�

osende Glei-

chungssystem auf dem gr

�

obsten Gitter wurde n

�

aherungsweise mit einer relativen Genauig-

keit " = 0:1 gel

�

ost. Hierbei wurde das PCG-Verfahren mit dem BPS-Vorkonditionierer auf

das entsprechende Schurkomplementsystem (3.53) angewendet. Die Experimente aus [116]

zeigen, da� die n

�

aherungsweise Grobgitterl

�

osung im Vergleich zur exakten Grobgitterl

�

osung

nur zu einer geringen Erh

�

ohung der Iterationszahlen f

�

uhrt.

Tabelle 3.14: AMLI-PCG-Verfahren mit verschiedener Wahl von

�

C

l;mm

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

�

A

l;mm

(I

l;mm

� (

�

S

J

l;mm

)

2

)

�1

�

A

l;mm

(I

l;mm

�

�

S

GS

l;mm

)

�1

�

A

l;mm

(I

l;mm

� (

�

S

U

l;mm

)

2

)

�1

l 16 Proz. 64 Proz. 16 Proz. 64 Proz. 16 Proz. 64 Proz.

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 12 1.77 11 3.65 10 1.43 10 3.28 11 1.67 10 3.41

3 17 2.93 15 5.67 13 2.03 12 4.25 13 2.36 13 5.12

4 21 4.69 19 8.62 16 3.24 15 6.14 15 3.87 15 7.50

5 25 9.60 22 14.36 18 6.41 17 9.96 18 9.09 17 13.39

6 29 27.85 26 33.09 21 19.66 19 23.19 20 28.75 18 32.63

Die Tabelle 3.14 zeigt deutlich, da� der Einsatz des symmetrischen Gau�-Seidel-Verfah-

rens am g

�

unstigsten ist. Experimente mit mehr oder weniger Iterationen bei der Anwen-

dung des ged

�

ampften Jacobi-, symmetrischen Gau�-Seidel- und unvollst

�

andigen Cholesky-

Verfahrens f

�

uhrten zu AMLI-PCG-Verfahren, die h

�

ohere Rechenzeiten ben

�

otigten als bei den

in der Tabelle 3.14 dokumentierten Tests.

Als weiteres Verfahren wurde ein DD-PCG-Algorithmus mit einem ASM-DD-Vorkon-

ditionierer (3.128) eingesetzt. Der Basistransformationsoperator E

l;IC

= �B

�1

l;I

A

l;IC

wur-

de, wie von Haase in [96] beschrieben, durch einen hierarchischen Fortsetzungsoperator,
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kombiniert mit � Gl

�

attungsschritten, de�niert. Der Vorkonditionierungsoperator C

l;I

aus

(3.128) wurde implizit durch die Anwendung eines Mehrgitter-V -Zyklus mit � Gl

�

attungs-

schritten in der Vor- und Nachgl

�

attung de�niert. Als Vorkonditionierer C

l;C

diente der

BPS-Vorkonditionierer [50]. In der Tabelle 3.15 sind die ben

�

otigten Iterationszahlen und

Rechenzeiten in Abh

�

angigkeit vom verwendeten Gl

�

attungsverfahren (Gau�-Seidel- oder un-

vollst

�

andiges Cholesky-Verfahren) und der Anzahl der durchgef

�

uhrten Gl

�

attungssschritte

angegeben. Dabei bezeichnen GS(�) bzw. IUU

T

(�) die Anwendung von � Schritten des

Gau�-Seidel- bzw. unvollst

�

andigen Cholesky-Verfahrens.

Tabelle 3.15: DD-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern bei der De�nition von E

l;IC

und C

l;I

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

16 Prozessoren 64 Prozessoren

l GS(1) GS(2) IUU

T

(1) IUU

T

(2) GS(1) GS(2) IUU

T

(1) IUU

T

(2)

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 33 1.66 26 1.30 26 1.34 23 1.20 32 4.49 27 3.84 26 3.70 24 3.42

3 41 2.58 31 2.01 28 1.87 26 1.87 42 7.12 32 5.55 28 4.93 27 4.86

4 50 4.88 35 4.06 32 3.71 28 4.08 50 11.04 34 8.11 32 7.71 29 7.82

5 58 13.33 39 12.52 35 11.46 30 14.43 59 21.82 39 17.70 35 16.47 30 18.57

6 65 48.18 41 46.72 39 45.38 33 60.25 66 59.82 41 52.56 37 50.13 32 63.81

Bei den Experimenten auf 16 und 64 Prozessoren f

�

uhren die Anwendung des Gau�-

Seidel-Verfahrens mit zwei Iterationsschritten und die Anwendung eines Iterationsschrittes

des unvollst

�

andigen Cholesky-Verfahrens zu Algorithmen, die etwa die gleiche Rechenzeit

ben

�

otigen.

Im folgenden werden das Mehrgitter-Verfahren, das MG(1)-PCG-Verfahren, PCG-Ver-

fahren mit additiven Multilevel-Vorkonditionierern (Add-ML-PCG und MDS-PCG (Multi-

level-Diagonal-Scaling, siehe Abschnitt 3.3.3, Beziehung (3.77)), das AMLI-PCG-Verfahren

und das DD-PCG-Verfahren miteinander verglichen.

Dabei wurden in den verschiedenen Verfahren die folgenden Verfahrenskomponenten ge-

nutzt:

Mehrgitter-Verfahren: V -Zyklus mit jeweils zwei Schritten des Gau�-Seidel-Verfahrens

vorw

�

arts (3.22) in der Vor- und Nachgl

�

attung

MG(1)-PCG-Verfahren: Vorkonditionierung mit einem V -Zyklus mit jeweils einem

Schritt des unvollst

�

andigen Cholesky-Gl

�

atters (3.33) in der

Vor- und Nachgl

�

attung

Add-ML-PCG-Verfahren: Vorkonditionierung mit additiven Multilevel-Algorithmus (Al-

gorithmus 3.9) mit einem Iterationsschritt des unvollst

�

andigen

Cholesky-Verfahrens (3.33) als Gl

�

atter

AMLI-PCG-Verfahren: Polynom (1�t) bei der Schurkomplementapproximation (3.96),

De�nition der Matrix

�

C

l;mm

mittels eines Iterationsschrittes des

symmetrischen Gau�-Seidel-Verfahrens (3.106)
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DD-PCG-Verfahren: ASM-DD-Vorkonditionierer (3.128), wobei bei der Basistransforma-

tion ein hierarchischer Fortsetzungsoperator gekoppelt mit einem Ite-

rationsschritt des unvollst

�

andigen Cholesky-Verfahrens [96] genutzt

wurde. C

l;I

ist durch einen Mehrgitter-V -Zyklus mit einem Iterati-

onsschritt des unvollst

�

andigen Cholesky-Verfahrens in der Vor- und

Nachgl

�

attung de�niert. Als Vorkonditionierer C

l;C

wurde der BPS-

Vorkonditionierer gew

�

ahlt.

Im Mehrgitter-, MG(1)-PCG-, Add-ML-PCG-, MDS-PCG- und AMLI-PCG-Verfahren

wurden die auf dem gr

�

obsten Gitter zu l

�

osenden Gleichungssysteme iterativ mit einer rela-

tiven Genauigkeit von " = 0:1 gel

�

ost. Dies erfolgte mittels des PCG-Verfahrens mit BPS-

Vorkonditionierer angewendet auf das Schurkomplementsystem (3.53).

Bei den Berechnungen auf 16 Prozessoren enth

�

alt das gr

�

obste Gitter 406 Knoten und auf

64 Prozessoren 1456 Knoten. Im feinsten Gitter sind 375457 bzw. 1517056 Knoten enthalten.

Die in der Tabelle 3.16 angegebenen skalierten E�zienzen E(16; 64) wurden gem

�

a� der

Beziehung (3.133) unter Anwendung der Rechenzeiten f

�

ur das Problem mit den meisten

Unbekannten berechnet.

Aus der Tabelle 3.16 ist ersichtlich, da� das MG(1)-PCG-Verfahren hinsichtlich der

ben

�

otigten Rechenzeit am e�zientesten ist.

Das DD-PCG-Verfahren besitzt die beste skalierte E�zienz. Dies ist darin begr

�

undet,

da� in diesem Verfahren in jedem Iterationsschritt nur eine Typkonvertierung auf dem

feinsten Gitter durchzuf

�

uhren ist. Au�erdem ist beispielsweise im Vergleich zum MDS-

PCG-Verfahren der Aufwand an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt wesentlich

h

�

oher. Somit besteht pro Iterationsschritt ein g

�

unstigeres Verh

�

altnis zwischen Arithmetik-

und Kommunikationsaufwand.

Das MDS-PCG-Verfahren erfordert in diesem Beispiel die h

�

ochste Iterationszahl. Da in

jedem Vorkonditionierungsschritt ein Grobgittersystem zu l

�

osen ist, enth

�

alt hier das MDS-

PCG-Verfahren im Vergleich zu allen anderen Verfahren die meisten derartigen L

�

osungs-

schritte. Au�erdem ist im MDS-Vorkonditionierer der Aufwand an arithmetischen Opera-

tionen pro Iterationsschritt am niedrigsten und somit das Verh

�

altnis zwischen Arithmetik-

und Kommunikationsaufwand ung

�

unstig. Folglich erh

�

alt man beim Einsatz des MDS-Vor-

konditionierers die kleinste skalierte E�zienz. Eine gute skalierte E�zienz besitzt auch das

AMLI-Verfahren, da hier auf den Gittern T

k

, k = 2; 3; : : : ; l, keine Kommunikation bez

�

uglich

der Kreuzungsknoten erforderlich ist (siehe Abschnitt 3.3.4).

Es wurde auch getestet, ob die Verfahren bei Einbeziehung einer kleineren Anzahl an

Gittern e�ektiver arbeiten. Die entsprechenden Ergebnisse sind in der Tabelle 3.17 enthalten.

Es zeigt sich, da� es meist vorteilhafter ist, weniger Gitter zu nutzen als in den Experimenten

aus der Tabelle 3.16. Die Ursache daf

�

ur liegt in der mit wachsender Gitteranzahl ansteigenden

Iterationszahl.

In der Abbildung 3.8 ist der Vergleich der verschiedenen Verfahren auf 16 Prozessoren

gra�sch dargestellt.
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Tabelle 3.16: Vergleich der parallelen L

�

oser

(l { Gitteranzahl, #it { Iterationszahl, t

ges

{ Gesamtzeit [s], t

arith

{ Zeit f

�

ur Arithmetik [s])

16 Prozessoren 64 Prozessoren

l #it t

ges

t

arith

#it t

ges

t

arith

MG

2 7 1.22 0.17 7 3.07 0.35

3 9 2.01 0.32 9 5.03 0.58

4 12 3.63 0.86 11 7.90 1.18

5 15 7.37 3.13 12 12.02 3.05

6 16 17.90 12.19 13 22.72 10.85

E(16; 64) 0.79

MG(1)-PCG

2 6 0.97 0.14 6 2.30 0.30

3 6 1.16 0.20 6 2.70 0.35

4 7 1.76 0.49 7 3.79 0.67

5 8 3.43 1.82 7 5.49 1.86

6 8 8.87 6.94 7 10.85 6.57

E(16; 64) 0.83

Add-ML-PCG

2 14 1.85 0.27 13 4.10 0.54

3 18 2.43 0.41 17 5.66 0.79

4 21 3.35 0.85 21 8.06 1.56

5 24 5.81 2.80 24 11.42 3.49

6 26 14.39 10.74 25 20.47 11.33

E(16; 64) 0.71

MDS-PCG

2 18 2.28 0.34 18 5.68 0.74

3 28 3.58 0.56 27 8.87 1.18

4 36 5.04 1.05 34 12.12 1.84

5 42 7.93 2.91 40 16.88 3.85

6 46 16.68 10.45 43 26.37 11.02

E(16; 64) 0.54

AMLI-PCG

2 10 1.43 0.22 10 3.28 0.46

3 13 2.03 0.40 12 4.25 0.67

4 16 3.24 1.07 15 6.14 1.41

5 18 6.41 3.78 17 9.96 4.23

6 21 19.66 16.33 19 23.19 16.18

E(16; 64) 0.86

DD-PCG

2 26 1.34 0.16 26 3.70 0.31

3 28 1.87 0.42 28 4.93 0.58

4 32 3.71 1.89 32 7.71 2.12

5 35 11.46 9.18 35 16.47 9.63

6 39 45.38 42.41 37 50.13 41.56

E(16; 64) 0.91
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Tabelle 3.17: L

�

oser mit bester Wahl der Anzahl verwendeter Gitter

(N { Anzahl der Unbekannten, l - Gitterzahl, #it { Iterationszahl,

t

ges

{ Gesamtzeit [s], t

arith

{ Zeit f

�

ur Arithmetik [s])

16 Prozessoren 64 Prozessoren

N l #it t

ges

t

arith

N l #it t

ges

t

arith

MG

1507 2 7 1.22 0.17 6016 2 7 3.07 0.35

5941 2 9 1.84 0.37 23872 2 8 3.93 0.57

23593 2 10 3.23 1.41 95104 2 9 6.14 2.02

94033 3 13 6.43 3.46 379648 3 12 11.30 4.01

375457 4 14 15.99 11.68 1517056 4 13 21.80 11.86

E(16; 64) = 0:74

MG(1)-PCG

1507 2 6 0.97 0.14 6016 2 6 2.30 0.30

5941 3 6 1.16 0.20 23872 3 6 2.70 0.35

23593 3 7 1.60 0.51 95104 3 7 3.51 0.72

94033 4 7 3.25 1.72 379648 4 7 5.30 1.91

375457 6 8 8.87 6.94 1517056 6 7 10.85 6.57

E(16; 64) = 0:83

Add-ML-PCG

1507 2 14 1.85 0.27 6016 2 13 4.10 0.54

5941 2 14 2.17 0.44 23872 2 13 4.85 0.78

23593 3 19 3.18 0.90 95104 3 18 7.13 1.38

94033 4 22 5.55 2.74 379648 4 22 10.87 3.43

375457 5 25 14.04 10.54 1517056 5 24 20.10 11.23

E(16; 64) = 0:71

MDS-PCG

1507 2 18 2.28 0.34 6016 2 18 5.68 0.74

5941 2 21 3.34 0.65 23872 2 20 7.13 1.11

23593 3 31 4.83 1.17 95104 3 30 11.24 1.94

94033 4 38 7.62 2.97 379648 4 36 15.40 3.82

375457 5 42 15.62 10.13 1517056 5 40 25.01 10.83

E(16; 64) = 0:63

AMLI-PCG

1507 2 10 1.43 0.22 6016 2 10 3.28 0.46

5941 2 12 2.00 0.46 23872 3 12 4.25 0.67

23593 3 15 3.08 1.08 95104 3 14 6.02 1.46

94033 4 17 6.17 3.73 379648 5 17 9.96 4.23

375457 4 16 17.09 13.93 1517056 5 18 22.20 15.31

E(16; 64) = 0:78

DD-PCG

1507 2 26 1.34 0.16 6016 2 26 3.70 0.31

5941 2 27 1.80 0.41 23872 2 28 4.92 0.58

23593 4 32 3.71 1.89 95104 3 32 7.67 2.13

94033 3 33 10.92 8.71 379648 4 34 16.01 9.34

375457 4 35 40.82 38.09 1517056 4 35 47.80 39.88

E(16; 64) = 0:86
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Abbildung 3.8: Vergleich verschiedener L

�

osungsalgorithmen auf 16 Prozessoren

3.3.7.3 Ebenes lineares Elastizit

�

atsproblem

Gesucht ist das durch die Wirkung einer Ober

�

achenkraft ~g

N

= (g

N;1

; g

N;2

)

T

(siehe Abbil-

dung 3.9) verursachte Verschiebungsfeld ~u = (u

1

; u

2

)

T

. Dieses Verschiebungsfeld erh

�

alt man

durch L

�

osung des linearen Elastizit

�

atsproblems (2.5) f

�

ur den ebenen Spannungszustand, d.h.:

Gesucht ist ~u = (u

1

; u

2

)

T

2 V

0

, V

0

= f~u 2 [H

1

(
)]

2

: ~u = 0 auf �

D

g, so da�

Z




(DB~u;B~v) dx =

Z

�

N

(~g

N

; ~v) ds

f

�

ur alle ~v 2 V

0

gilt. Die Matrizen B und D sind in (2.6) und (2.7) de�niert.

Im Testbeispiel wurde mit einem Elastizit

�

atsmodul E = 1000, der Poissonschen Quer-

kontraktionszahl � = 0:3 und der Ober

�

achenkraft ~g

N

= (0; 0:0625)

T

gerechnet. Das Gebiet


 ist in der Abbildung 3.9 dargestellt.

Das Gebiet 
 wurde in p (p = 2, 8 oder 32) nicht

�

uberlappende Teilgebiete 


i

zerlegt

(siehe Abbildung 3.9). Ausgehend von der mittels des Netzgenerators PARMESH [82] par-

allel erzeugten gr

�

obsten Vernetzung T

1

erfolgte die Generierung der feineren Vernetzungen

durch eine fortgesetzte Teilung der Dreiecke in vier kongruente Teildreiecke. Die zu den Ver-

netzungen T

k

geh

�

orenden Finite-Elemente-Gleichungssysteme wurden unter Verwendung der

st

�

uckweise linearen Knotenbasis p

k

(siehe (2.15)) aufgebaut.

Wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten wurden zur L

�

osung des Finite-Elemente-

Gleichungssystems A

l

u

l

= f

l

alle beschriebenen parallelen Au

�

osungsverfahren eingesetzt.

Als Startvektor diente dabei stets der Nullvektor. Die Mehrgitter-Iterationen wurden abge-

brochen, wenn eine Verringerung des Anfangsdefektes um das 10

�6

-fache, gemessen in der

Euklidischen Norm, erreicht wurde. Der Abbruch des PCG-Verfahrens mit den verschiedenen
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Abbildung 3.9: Zerlegung des Gebietes in 8 Teilgebiete und Darstellung der Vernetzung T

1

Vorkonditionierungen erfolgte beim Erreichen eines relativen Fehlers von 10

�6

, wobei hier

der Fehler in der A

l

C

�1

l

A

l

{Norm gemessen wurde.

Zuerst wird wieder der Einu� der Anwendung verschiedener Gl

�

attungsverfahren und

verschiedener Zyklen auf die Konvergenz des Mehrgitter-Algorithmus 3.2 untersucht. Bei den

Gl

�

attern wurden die Blockvarianten mit (2�2)-Bl

�

ocken verwendet (siehe Bemerkung 3.2).

Die ben

�

otigten Iterationszahlen und Rechenzeiten sind in der Tabelle 3.18 zusammengestellt.

Die entsprechenden Rechnungen wurden auf 32 Prozessoren durchgef

�

uhrt.

F

�

ur das ged

�

ampfte Jacobi-Verfahren wurde der D

�

ampfungsparameter ! = 0:75 experi-

mentell ermittelt. Als L

�

oser f

�

ur das Gleichungssystems auf dem gr

�

obsten Gitter diente das

Schurkomplement-PCG-Verfahren mit dem BPS-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.2.1.3

und [50]), wobei eine Grobgitterl

�

osung mit einer relativen Genauigkeit von " = 0:05 be-

stimmt wurde. In der Tabelle 3.18 werden die gleichen Bezeichnungen wie in der Tabelle 3.5

verwendet.

Tabelle 3.18: Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern und verschiedenen Zyklen

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

V -Zyklus F -Zyklus

l Jac-(1,1) Jac-(2,2) GS-(1v,1v) GS-(2v,2v) GS-(2r,2r) GS-(1v,1v) GS-(2v,2v)

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 82 18.47 42 10.54 34 7.67 18 4.50 17 4.23 34 7.69 18 4.50

3 100 25.46 52 15.93 41 10.50 22 6.77 22 6.72 38 17.65 19 10.27

4 110 31.37 61 23.26 47 14.13 26 10.16 26 10.00 39 28.80 20 18.27

5 116 45.41 69 37.21 51 20.99 30 17.44 30 17.37 39 43.32 20 29.57

6 121 83.34 74 74.72 54 41.88 31 37.45 32 37.51 38 69.93 20 52.35
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Die Tabelle 3.18 zeigt, da� die Anwendung des V -Zyklus mit zwei Gau�-Seidel-Schritten

vorw

�

arts zum schnellsten Mehrgitter-Algorithmus f

�

uhrt. In [143, 144] wurden auch Gau�-

Seidel-Gl

�

atter mit anderen Reihenfolgen des Durchlaufs der Gleichungen getestet, z.B. Gau�-

Seidel-Schritte vorw

�

arts in der Vorgl

�

attung und r

�

uckw

�

arts in der Nachgl

�

attung oder ein

Gau�-Seidel-Schritt vorw

�

arts gefolgt von einem r

�

uckw

�

arts in der Vor- und der Nachgl

�

attung.

Alle diese Varianten lieferten keine bessere Konvergenz des Mehrgitter-Verfahrens. Die An-

wendung des verallgemeinerten V -Zyklus bzw. des W -Zyklus ergab Mehrgitter-Verfahren

mit nahezu den gleichen Konvergenzeigenschaften wie beim Einsatz des F -Zyklus. Der ver-

allgemeinerte V -Zyklus ben

�

otigte etwas geringere Rechenzeiten als der F -Zyklus, die Re-

chenzeiten f

�

ur den W -Zyklus waren wesentlich h

�

oher.

Im folgenden wird ein Mehrgitter-V -Zyklus zur De�nition eines Vorkonditionierers im

PCG-Verfahren genutzt. Auch in diesem Fall wurde der Einu� der Wahl des Gl

�

atters auf

die Konvergenz des entstehenden MG(1)-PCG-Verfahrens untersucht. Um einen symmetri-

schen Vorkonditionierer zu erhalten, m

�

ussen beim Gau�-Seidel-Gl

�

atter die Gleichungen in

der Vor- und Nachgl

�

attung in entgegengesetzter Reihenfolge durchlaufen werden. Aus der

Tabelle 3.19 ist ersichtlich, da� die Durchf

�

uhrung von einem Gau�-Seidel-Schritt vorw

�

arts

in der Vorgl

�

attung und einem Schritt r

�

uckw

�

arts in der Nachgl

�

attung am geeignetsten ist.

Tabelle 3.19: MG(1)-PCG-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

GS-(1r,1v) GS-(1v,1r) GS-(2r,2v) GS-(2v,2r)

l

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 13 2.61 13 2.71 8 2.02 8 2.01

3 14 3.34 14 3.29 9 2.79 9 2.82

4 15 4.25 14 3.96 10 3.96 9 3.66

5 15 6.04 14 5.58 11 6.55 10 6.01

6 15 11.83 14 11.19 11 14.31 10 12.67

Als weiteres Au

�

osungsverfahren wurde das PCG-Verfahren mit additiven Multilevel-

Vorkonditionierern eingesetzt. Dabei wurden im additiven Multilevel-Algorithmus (Algorith-

mus 3.9) als Gl

�

attungsverfahren zwei Iterationsschritte des ged

�

ampften Jacobi-Verfahrens

(3.18), und m-mal ein Iterationsschritt des Gau�-Seidel-Verfahrens r

�

uckw

�

arts gefolgt von

einem Schritt des Gau�-Seidel-Verfahrens (3.22) vorw

�

arts eingesetzt. Hierbei wurden wie-

der die Blockvarianten dieser Verfahren mit (2�2)-Bl

�

ocken verwendet. Im Jacobi-Verfahren

wurden auf dem Gitter T

2

der Parameter ! = 0:78, auf den Gittern T

3

, T

4

, T

5

der Para-

meter ! = 0:75 und auf dem Gitter T

6

der Parameter ! = 0:72 genutzt. Weiterhin wurden

Experimente mit dem MDS-Vorkonditionierer (3.77) durchgef

�

uhrt. In der Tabelle 3.20 sind

die Iterationszahlen und die ben

�

otigten Rechenzeiten angegeben. Die Anwendung von einem

symmetrischen Gau�-Seidel-Schritt f

�

uhrt zum schnellsten PCG-Algorithmus mit additiven

Multilevel-Vorkonditionierer.

Zahlreiche Experimente mit dem AMLI-Vorkonditionierer sind in [116] dokumentiert.

Es zeigte sich, da� der Einsatz des Polynoms (1 � t) in der Schurkomplementapproxima-

tion (3.96) die besten Resultate hinsichtlich der ben

�

otigten Rechenzeit des AMLI-PCG-
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Tabelle 3.20: Add-ML-PCG-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

MDS JAC-(2) GS-(1rv) GS-(2rv)

l

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 31 6.08 22 4.44 19 3.70 15 3.33

3 41 8.41 28 6.21 24 5.07 20 4.91

4 48 10.47 32 7.73 28 6.63 23 6.47

5 52 13.03 35 10.79 30 9.52 25 10.73

6 55 20.47 37 19.90 31 19.45 27 26.77

Verfahrens liefert.

In der Tabelle 3.21 wird der Einu� der Wahl der Matrix

�

C

l;mm

auf die Konvergenz des

AMLI-PCG-Verfahrens gezeigt. Dabei werden das ged

�

ampfte Jacobi-Verfahren (3.104) und

das symmetrische Gau�-Seidel-Verfahren (3.106) genutzt. Bei den Berechnungen auf einem

Prozessor wurde das innerhalb des Vorkonditionierers zu l

�

osende Grobgittergleichungssystem

mittels des Cholesky-Verfahrens gel

�

ost. Bei den Rechnungen auf 2, 8 und 32 Prozessoren

erfolgte die L

�

osung des Grobgittersystems iterativ mit einer relativen Genauigkeit " = 0:05.

Hierbei wurde das PCG-Verfahren mit dem BPS-Vorkonditionierer auf das entsprechende

Schurkomplementsystem (3.53) angewendet. Wie die Experimente aus [116] zeigen, f

�

uhrt die

n

�

aherungsweise L

�

osung des Grobgittersystems nur zu einer Erh

�

ohung der Iterationszahlen

um zwei bis drei Iterationen im Vergleich zur exakten Grobgitterl

�

osung.

Tabelle 3.21: AMLI-PCG-Verfahren mit verschiedener Wahl von

�

C

l;mm

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

{ ben

�

otigte Gesamtzeit [s])

�

C

l;mm

=

�

A

l;mm

(I

l;mm

� (

�

S

J

l;mm

)

2

)

�1

1 Prozessor 2 Prozessoren 8 Prozessoren 32 Prozessoren

l #it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 16 6.02 18 1.98 18 1.96 17 3.41

3 23 21.15 24 4.47 24 3.50 22 5.00

4 32 15.69 33 8.45 29 7.63

5 42 28.56 36 14.05

6 41 34.24

�

C

l;mm

=

�

A

l;mm

(I

l;mm

�

�

S

GS

l;mm

)

�1

1 Prozessor 2 Prozessoren 8 Prozessoren 32 Prozessoren

l #it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

#it t

ges

2 15 7.44 16 1.79 16 1.67 16 3.02

3 17 19.92 20 4.10 20 2.85 19 3.93

4 24 14.02 23 6.19 23 5.68

5 27 20.87 27 10.26

6 31 27.77

O�enbar ist sowohl bei der sequentiellen Rechnung als auch bei der parallelen Abarbei-

tung das symmetrische Gau�-Seidel-Verfahren das geeignetere Verfahren.
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Im folgenden werden das Mehrgitter-Verfahren, das MG(1)-PCG-Verfahren, PCG-Ver-

fahren mit additiven Multilevel-Vorkonditionierern (Add-ML-PCG und MDS-PCG (Multi-

level-Diagonal-Scaling, siehe Abschnitt 3.3.3, Beziehung (3.77)), das AMLI-PCG-Verfahren

und das DD-PCG-Verfahren miteinander verglichen.

In den verschiedenen Verfahren wurden die folgenden Verfahrenskomponenten genutzt:

Mehrgitter-Verfahren: V -Zyklus mit jeweils zwei Schritten des Gau�-Seidel-Verfahrens

(3.22) vorw

�

arts in der Vor- und Nachgl

�

attung

MG(1)-PCG-Verfahren: Vorkonditionierung mit einem V -Zyklus mit jeweils einem

Schritt des Gau�-Seidel-Verfahrens (3.22) vorw

�

arts in der Vor-

gl

�

attung und einem Gau�-Seidel-Schritt r

�

uckw

�

arts in der Nach-

gl

�

attung

Add-ML-PCG-Verfahren Vorkonditionierung mit additiven Multilevel-Algorithmus (Algo-

rithmus 3.9) mit einem Gau�-Seidel-Schritt r

�

uckw

�

arts gefolgt

von einem Gau�-Seidel-Schritt vorw

�

arts als Gl

�

atter

AMLI-PCG-Verfahren: Polynom (1� t) bei der Schurkomplementapproximation (3.96),

De�nition der Matrix

�

C

l;mm

mittels eines Iterationsschrittes des

symmetrischen Gau�-Seidel-Verfahrens (3.106)

DD-PCG-Verfahren: ASM-DD-Vorkonditionierer (3.128), wobei bei der Basistrans-

formation ein hierarchischer Fortsetzungsoperator gekoppelt mit

zwei Iterationsschritten des Gau�-Seidel-Verfahrens vorw

�

arts ge-

nutzt wurde. C

l;I

ist durch einen Mehrgitter-V -Zyklus mit zwei

Iterationsschritten des Gau�-Seidel-Verfahrens in der Vor- und

Nachgl

�

attung de�niert. Als Vorkonditionierer C

l;C

wurde der

BPS-Vorkonditionierer gew

�

ahlt.

Im Mehrgitter-Verfahren, im MG(1)-PCG-Verfahren, im Add-ML-PCG-Verfahren, im

MDS-PCG-Verfahren und im AMLI-PCG-Verfahren wurden bei den Berechnungen auf ei-

nem Prozessor die jeweiligen Gleichungssysteme auf dem gr

�

obsten Gitter mittels des Choles-

ky-Verfahrens gel

�

ost. Bei der parallelen L

�

osung erfolgte die Grobgitterl

�

osung mittels des

PCG-Verfahrens angewendet auf das Schurkomplementsystem (3.53). Hierbei wurde der

BPS-Vorkonditionierer eingesetzt. Die Grobgittersysteme wurden mit einer relativen Ge-

nauigkeit von " = 0:05 gel

�

ost.

Bei den Vergleichsrechnungen in der Tabelle 3.22 hat das gr

�

obste Gitter auf einem und

auf zwei Prozessoren 23 Knoten, auf 8 Prozessoren 77 Knoten und auf 32 Prozessoren 281

Knoten. Das feinste Gitter enth

�

alt auf einem und zwei Prozessoren 16577 Knoten, auf 8

Prozessoren 65921 Knoten und auf 32 Prozessoren 262913 Knoten.

Das Mehrgitter-Verfahren, das MG(1)-PCG-Verfahren und das Add-ML-PCG-Verfahren

weisen ungef

�

ahr die gleichen skalierten E�zienzen auf. Eine bessere Skalierbarkeit besit-

zen wiederum das DD- und das AMLI-PCG-Verfahren. Die Ursache daf

�

ur ist, da� im DD-

Verfahren nur auf dem feinsten Gitter Kommunikation bei der Typumwandlung eines Vektors

erforderlich ist, und da� beim AMLI-Vorkonditionierer auf den Gittern T

k

, k = 2; 3; : : : ; l, kei-

ne Kommunikation bez

�

uglich der Kreuzungsknoten durchgef

�

uhrt werden mu�. Das MG(1)-

PCG-Verfahren ist sowohl im sequentiellen als auch im parallelen Fall der schnellste Algo-

rithmus.
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Tabelle 3.22: Vergleich der parallelen L

�

oser

(l - Gitterzahl, #it { Iterationszahl, t

ges

{ Gesamtzeit [s], t

arith

{ Zeit f

�

ur Arithmetik [s])

1 Prozessor 2 Prozessoren 8 Prozessoren 32 Prozessoren

l #it t

ges

#it t

ges

t

arith

#it t

ges

t

arith

#it t

ges

t

arith

MG

2 17 0.04 15 0.48 0.12 16 1.53 0.22 18 4.50 0.45

3 23 0.35 21 0.93 0.32 21 2.50 0.47 22 6.77 0.77

4 27 1.82 25 1.94 1.08 25 4.24 1.37 26 10.16 1.77

5 30 8.13 29 5.69 4.52 31 10.04 5.89 30 17.44 6.14

6 35 38.18 34 21.84 20.11 35 31.20 25.70 31 37.45 23.39

E(1; p) 0.87 0.61 0.50

E(1,2) = 0.87 E(2,8) = 0.70 E(8,32)= 0.83

MG(1)-PCG

2 13 0.02 13 0.36 0.09 13 1.08 0.16 13 2.71 0.29

3 14 0.14 14 0.48 0.16 14 1.34 0.25 14 3.29 0.38

4 15 0.65 15 0.81 0.43 15 1.84 0.55 14 3.96 0.67

5 15 2.69 16 2.04 1.59 15 3.32 1.89 14 5.58 1.94

6 16 11.30 16 6.55 6.02 16 9.40 7.71 14 11.19 6.97

E(1; p) 0.86 0.60 0.50

E(1,2) = 0.86 E(2,8) = 0.69 E(8,32) = 0.84

Add-ML-PCG

2 19 0.03 19 0.48 0.12 20 1.54 0.23 19 3.70 0.40

3 25 0.20 25 0.73 0.25 25 2.09 0.39 24 5.07 0.62

4 30 1.01 30 1.33 0.72 29 2.93 0.93 28 6.63 1.21

5 33 4.52 33 3.44 2.76 33 5.88 3.54 30 9.52 3.56

6 36 20.00 36 11.99 11.19 36 17.32 14.73 31 19.45 13.06

E(1; p) 0.83 0.57 0.51

E(1,2) = 0.83 E(2,8) = 0.69 E(8,32) = 0.89

MDS-PCG

2 29 0.03 30 0.74 0.17 31 2.35 0.33 31 6.08 0.64

3 42 0.16 41 1.03 0.28 43 3.38 0.52 41 8.41 0.94

4 49 0.76 50 1.53 0.60 50 4.25 0.91 48 10.47 1.42

5 55 3.28 56 3.00 1.93 56 6.36 2.63 52 13.03 3.09

6 60 14.25 61 8.58 7.36 60 13.85 9.64 55 20.47 9.72

E(1; p) 0.83 0.51 0.34

E(1,2) = 0.83 E(2,8) = 0.62 E(8,32) = 0.67

AMLI-PCG

2 14 0.05 15 0.41 0.12 16 1.25 0.20 16 3.02 0.35

3 18 0.27 20 0.66 0.26 20 1.81 0.38 19 3.93 0.55

4 23 1.44 24 1.36 0.86 24 2.94 1.16 23 5.68 1.33

5 27 6.90 29 4.49 3.84 28 7.01 4.83 27 10.26 4.93

6 31 31.25 33 17.75 16.90 32 24.01 21.30 31 27.77 21.17

E(1; p) 0.88 0.65 0.56

E(1,2) = 0.88 E(2,8) = 0.73 E(8,32) = 0.86

DD-PCG

2 34 0.25 0.08 38 0.79 0.14 38 2.10 0.21

3 42 0.54 0.29 45 1.30 0.41 44 3.14 0.48

4 50 1.73 1.39 53 2.89 1.74 52 5.48 1.81

5 60 7.46 6.96 62 10.23 8.72 64 14.22 9.17

6 76 36.64 35.67 79 47.54 45.09 81 54.26 46.83

E(2,8) = 0.77 E(8,32) = 0.87
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Wie in den vorangegangenen Abschnitten wurde wieder getestet, ob man schnellere Al-

gorithmen erhalten kann, wenn in den L

�

osungsproze� eine kleinere Anzahl von Gittern ein-

bezogen wird. In der Tabelle 3.23 sind die entsprechenden Resultate zusammengestellt. Die

Tabelle enth

�

alt f

�

ur die L

�

osung eines Gleichungssystems mit N Unbekannten die Anzahl der

verwendeten Gitter, die Anzahl der ben

�

otigten Iterationen, die Gesamtzeit und die Zeit f

�

ur

die Arithmetik. Ein vergleich der Tabellen 3.22 und 3.23 zeigt, da� insbesondere beim AMLI-

und beim DD-Vorkonditionierer der Einsatz von weniger Gittern zu einer Reduzierung der

Rechenzeit f

�

uhrte. Weiterhin ist bei allen Verfahren erkennbar, da� es bei den Experimenten

auf 32 Prozessoren g

�

unstig ist, weniger Gitter und somit ein gr

�

o�eres Grobgittersystem zu

nutzen.

Die Abbildungen 3.10 und 3.11 zeigen ebenfalls den Vergleich der verschiedenen Verfahren

auf einem Prozessor und auf 8 Prozessoren.
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Tabelle 3.23: Vergleich mit bester Wahl der Anzahl verwendeter Gitter

(N { Anzahl der Unbekannten, l - Gitterzahl, #it { Iterationszahl,

t

ges

{ Gesamtzeit [s], t

arith

{ Zeit f

�

ur Arithmetik [s])

1 Prozessor 2 Prozessoren 8 Prozessoren 32 Prozessoren

N l #it t

ges

l #it t

ges

t

arith

l #it t

ges

t

arith

l #it t

ges

t

arith

MG

2146 2 19 1.43 3 22 1.72 1.02 2 18 2.48 0.53 2 18 4.50 0.45

8386 3 28 7.67 4 28 5.54 4.43 2 19 4.20 1.93 2 19 6.00 0.80

33154 3 28 33.44 6 34 21.84 20.11 3 27 9.49 6.11 2 20 8.85 2.32

131842 4 33 29.82 25.30 4 26 15.45 5.50

525826 4 26 32.52 20.76

E(1; p) 0.77 0.56 0.51

E(1; 2) = 0.77 E(2; 8) = 0.73 E(8; 32) = 0.91

MG(1)-PCG

2146 3 14 0.61 4 15 0.81 0.43 3 14 1.34 0.25 2 13 2.71 0.29

8386 3 14 2.49 4 15 1.97 1.53 4 15 1.84 0.55 3 14 3.29 0.38

33154 4 14 10.21 5 15 6.29 5.78 5 15 3.32 1.89 4 14 3.96 0.67

131842 6 16 9.40 7.71 5 14 5.58 1.94

525826 6 14 11.19 6.97

E(1; p) 0.81 0.54 0.45

E(1; 2) = 0.81 E(2; 8) = 0.67 E(8; 32) = 0.84

Add-ML-PCG

2146 3 26 0.89 4 30 1.33 0.72 2 20 2.05 0.44 2 19 3.70 0.40

8386 3 26 3.90 4 30 3.37 2.62 4 29 2.93 0.93 2 19 4.74 0.65

33154 4 30 16.93 5 34 11.71 10.83 5 33 5.88 3.54 4 28 6.63 1.21

131842 4 29 15.99 13.11 5 30 9.52 3.56

525826 4 25 18.73 11.82

E(1; p) 0.72 0.53 0.45

E(1; 2) = 0.72 E(2; 8) = 0.73 E(8; 32) = 0.85

MDS-PCG

2146 3 43 0.69 4 50 1.53 0.60 2 32 3.10 0.61 2 31 6.08 0.64

8386 3 43 3.10 5 56 3.00 1.93 4 50 4.25 0.91 2 31 7.53 0.98

33154 4 50 12.72 6 61 8.58 7.36 5 56 6.36 2.63 3 39 9.92 1.49

131842 6 60 13.85 9.64 3 38 12.98 3.96

525826 6 55 20.47 9.72

E(1; p) 0.74 0.46 0.31

E(1; 2) = 0.74 E(2; 8) = 0.62 E(8; 32) = 0.68

AMLI-PCG

2146 3 18 1.13 3 20 1.33 0.83 2 16 1.66 0.39 2 16 3.04 0.35

8386 3 18 4.78 4 24 3.99 3.31 3 20 2.81 1.08 2 16 3.75 0.57

33154 4 21 21.51 4 24 14.12 13.30 3 19 6.04 4.19 3 19 5.42 1.25

131842 4 23 19.05 16.59 3 18 9.00 4.20

525826 4 22 23.00 16.36

E(1; p) 0.76 0.56 0.46

E(1; 2) = 0.76 E(2; 8) = 0.74 E(8; 32) = 0.83

DD-PCG

2146 2 41 1.52 1.24 2 42 1.20 0.37 2 38 2.10 0.21

8386 3 48 6.03 5.66 2 45 2.59 1.59 2 43 3.07 0.46

33154 3 49 26.03 25.50 3 48 8.02 6.81 2 43 4.70 1.62

131842 3 47 31.00 29.55 3 45 10.13 6.54

525826 3 44 32.03 27.93

E(2; 8) = 0.83 E(8; 32) = 0.97



121

3.3.7.4 Poisson-Gleichung im Quader

In diesem Abschnitt werden verschiedene parallele Au

�

osungsverfahren anhand der Poisson-

Gleichung in einem Quader verglichen. Die numerischen Experimente wurden auf dem GC/

PowerPlus und auf einem Parsytec Parallelrechnersystem GCel-192 durchgef

�

uhrt. Das GCel-

System besteht aus 192 Transputern T805 mit je 4 MByte Speicherkapazit

�

at. Die technischen

Daten bez

�

uglich des GC/PowerPlus wurden bereits am Anfang des Abschnittes 3.3.7 ange-

geben.

Im weiteren wird folgendes Randwertproblem betrachtet:

Gesucht ist u 2 V

0

, so da�

Z




r

T

v(x)ru(x) dx =

Z




f(x)v(x) dx+

Z

�

2

g

2

(x)v(x) ds (3.134)

f

�

ur alle v 2 V

0

mit V

0

= fu 2 H

1

(
) : u = 0 auf �

1

g gilt. Das Gebiet 
 ist der Quader

(0; 2) � (0; 2) � (0; 2), �

1

= f(x

1

; x

2

; x

3

) : 0 � x

1

; x

2

� 2; x

3

= 0g und �

2

= @
 n �

1

. Die

Funktionen f(x) und g

2

(x) wurden so gew

�

ahlt, da�

u(x) = x

1

(2� x

1

) sin

�

x

2

2

�

�

x

3

(2� x

3

) exp

�

x

1

8

+

x

2

4

+

x

3

2

�

die exakte L

�

osung des Randwertproblems (3.134) ist.

F

�

ur das Gebiet 
 wurde eine grobe Vernetzung T

1

mit 768 Tetraederelementen und 205

Knoten sequentiell erzeugt. Diese Grobgitterelemente wurden auf 8 bzw. 64 Prozessoren ver-

teilt. Die Generierung der feineren Vernetzungen T

k

, k = 2; 3; : : : ; l, erfolgte durch einen

fortgesetzten Verfeinerungsproze� unter Nutzung der Verfeinerungsregeln von Bey [33], wo-

bei jedes Tetraeder in jeweils acht Teiltetraeder zerlegt wurde. Die Gitter T

k

, k = 2; 3; : : : ; l,

enthalten 1305, 9265, 69729 und 540865 Knoten.

Die Diskretisierung des Randwertproblems (3.134) auf den Gittern T

k

, k = 1; : : : ; l �

1, basiert auf der st

�

uckweise linearen Knotenbasis (2.12). F

�

ur die feinste Diskretisierung

wurden sowohl die st

�

uckweise linearen Ansatzfunktionen (2.12) auf dem Netz T

l

als auch die

st

�

uckweise quadratischen Ansatzfunktionen (2.13) auf dem Netz T

l�1

genutzt.

Zur L

�

osung des Finite-Elemente-Gleichungssystems A

l

u

l

= f

l

wurden Mehrgitter-Ver-

fahren und das Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierern basierend auf

Mehrgitter-Verfahren (siehe Abschnitt 3.3.2) bzw. additiven Multilevel-Vorkonditionierern

(siehe Abschnitt 3.3.3) eingesetzt. Als Startvektor wurde bei allen Verfahren der Nullvektor

gew

�

ahlt. Die Mehrgitter-Iterationen wurden beim Erreichen eines relativen Defektes (in der

Euklidischen Norm) kleiner oder gleich 10

�4

abgebrochen. Der Abbruch des PCG-Verfahrens

erfolgte, wenn ein relativer Fehler von 10

�4

, gemessen in der A

l

C

�1

l

A

l

{Norm, erreicht wurde.

Zuerst wird der Einu� der Wahl der Gl

�

atter auf die Konvergenz des Mehrgitter-Verfah-

rens getestet. Im Mehrgitter-Algorithmus wurde der V -Zyklus mit jeweils zwei Gl

�

attungs-

schritten in der Vor- und Nachgl

�

attung durchgef

�

uhrt, wobei die im Abschnitt 3.2.1.1 be-

schriebenen Gl

�

atter, d.h. das ged

�

ampfte Jacobi-Verfahren, das Gau�-Seidel-Verfahren und

das unvollst

�

andige Cholesky-Verfahren, eingesetzt wurden. In der Tabelle 3.24 sind die Ite-

rationszahlen und die ben

�

otigten Rechenzeiten auf einem Prozessor und auf 8 bzw. 64 Pro-

zessoren zusammengestellt. Die skalierten E�zienzen E wurden unter Nutzung der jeweils
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letzten Zeile jeder Spalte gem

�

a� der Beziehung (3.133) berechnet. Die Tabelle 3.24 enth

�

alt

f

�

ur die Experimente auf dem GC/PowerPlus-128 au�erdem skalierte E�zienzen

~

E, die unter

Verwendung der Zeiten aus der jeweils vorletzten Zeile jeder Spalte berechnet wurden, so

da� diese E�zienzen

~

E mit den E�zienzen E vom GCel-192 vergleichbar sind. In den folgen-

den Tabellen bezeichnet GS(2v,2v) die Anwendung von zwei Iterationsschritten des Gau�-

Seidel-Gl

�

atters vorw

�

arts in der Vor- und Nachgl

�

attung, Jac-(2,2) steht f

�

ur die Anwendung

des ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

atters und IUU

T

-(2,2) f

�

ur das unvollst

�

andige Cholesky-Verfahren.

Als D

�

ampfungsparameter wurde f

�

ur das Jacobi-Verfahren !

k

= 0:96 experimentell ermittelt.

Die Tabelle 3.24 zeigt, da� der Einsatz des unvollst

�

andigen Cholesky-Gl

�

atters zum Mehr-

gitter-Algorithmus mit den besten Konvergenzeigenschaften und auch zum schnellsten Al-

gorithmus f

�

uhrt. Die fallende Anzahl von Mehrgitter-Iterationen mit dem unvollst

�

andi-

gen Cholesky-Gl

�

atter bei wachsender Anzahl von Gittern im Mehrgitter-Algorithmus ist

durch folgendes begr

�

undet: Die unvollst

�

andige Cholesky-Faktorisierung wurde f

�

ur die Ma-

trix A

0

k

aus (3.24) berechnet. Diese Matrix erh

�

alt man durch Streichen von gewissen Nicht-

Nulleintr

�

agen der Stei�gkeitsmatrix A

k

(siehe Abschnitt 3.2.1.1). Die Anzahl der gestrichenen

Eintr

�

age ist unabh

�

angig von der Gitternummer k und folglich unterscheiden sich A

0

k

und A

k

immer weniger f

�

ur wachsendes k.

Wie im Abschnitt 3.2.1.1 beschrieben wurde, kann die Kommunikation beim ged

�

ampf-

ten Jacobi- und beim unvollst

�

andigen Cholesky-Verfahren e�ektiver durchgef

�

uhrt werden

als beim Gau�-Seidel-Verfahren, d.h. Daten bez

�

uglich der Kanten- und Fl

�

achenkoppelkno-

ten k

�

onnen bei den ersteren Verfahren gemeinsam ausgetauscht werden (siehe auch Ab-

schnitt 3.1.2). Dies f

�

uhrt zu den zum Teil besseren skalierten E�zienzen im Vergleich zum

Gau�-Seidel-Verfahren.

Vergleicht man die E�zienzen

~

E bei den Berechnungen auf dem GC/PowerPlus-128

und die E�zienzen E auf dem GCel-192, dann wird deutlich, da� die skalierten E�zienzen

auf dem GCel-System wesentlich besser sind. Die Ursache daf

�

ur liegt in der relativ ho-

hen Prozessorleistung und der niedrigen Kommunikationsleistung beim GC/PowerPlus-128.

Aus den Resultaten in der Tabelle 3.24 kann man schlie�en, da� die Arithmetik auf dem

GC/PowerPlus etwa 25mal schneller durchgef

�

uhrt wird als auf dem GCel-192, die Kommu-

nikationsleistung ist aber nur etwa doppelt so hoch.

Beim Einsatz eines Mehrgitter-V -Zyklus zur De�nition eines Vorkonditionierers im PCG-

Verfahren wurde jeweils ein Gl

�

attungsschritt in der Vor- und Nachgl

�

attung durchgef

�

uhrt. Die

numerischen Experimente sind in der Tabelle 3.25 dokumentiert. Es zeigt sich, da� hier die

Anwendung des ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

atters zum schnellsten Verfahren f

�

uhrt.

Weiterhin wurden noch additive Multilevel-Vorkonditionierer gem

�

a� Algorithmus 3.9 ge-

testet. Dabei wurden sowohl das Jacobi-Verfahren (Jac-1, Jac-2) als auch das unvollst

�

andige

Cholesky-Verfahren (IUU

T

� 1, IUU

T

� 2) mit einem Iterationsschritt bzw. zwei Iterations-

schritten eingesetzt. Wie bereits im Abschnitt 3.3.3 bemerkt wurde, f

�

uhrt die Anwendung ei-

nes Iterationsschrittes des Jacobi-Verfahrens zum MDS-Vorkonditionierer von Zhang [255].

Aus der Tabelle 3.26 wird deutlich, da� bei diesem Testproblem der MDS-Vorkonditionierer

den schnellsten PCG-Algorithmus mit additivem Multilevel-Vorkonditionierer liefert. Ein

Vergleich der Tabellen 3.25 und 3.26 zeigt, da� die PCG-Verfahren mit additiven Vorkon-

ditionierern bessere skalierte E�zienzen besitzen. Die Ursache hierf

�

ur liegt darin, da� im
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additiven Fall die zu kommunizierenden Daten aller Gitter gemeinsam ausgetauscht werden

k

�

onnen, so da� die Anzahl der Startup-Schritte unabh

�

angig ist von der Anzahl der verwende-

ten Gitter, w

�

ahrend sie im Fall des Mehrgitter-Vorkonditionierers mit der Anzahl der Gitter

w

�

achst.

Bei den hier pr

�

asentierten Experimenten ist das PCG-Verfahren mit Vorkonditionierer

basierend auf einem Mehrgitter-V -Zyklus mit ged

�

ampften Jacobi-Gl

�

atter das schnellste Ver-

fahren.

Im folgenden werden noch Algorithmen zur L

�

osung des Finite-Elemente-Gleichungssy-

stems A

L

l

u

l

= f

L

l

in der st

�

uckweise linearen Knotenbasis (2.12) und des Gleichungssystems

A

Q

l

u

l

= f

Q

l

in der st

�

uckweise quadratischen Knotenbasis (2.13) miteinander verglichen. Im

Mehrgitter-Algorithmus zur L

�

osung des Gleichungssystems A

Q

l

u

l

= f

Q

l

werden auf den Hilfs-

gittern T

k

, k = 1; 2; : : : ; l � 1, die Stei�gkeitsmatrizen A

L

k

, d.h. die Diskretisierungen mit

st

�

uckweise linearen Funktionen, genutzt. In der Tabelle 3.27 sind die Diskretisierungsfehler,

die Zeiten f

�

ur die Generierung der Netze und der Finite-Elemente-Gleichungssysteme so-

wie f

�

ur die L

�

osungsalgorithmen enthalten. Es bezeichnet MG{V{GS(2v,2v) die Anwendung

des Mehrgitter-Algorithmus mit V -Zyklus und zwei Gau�-Seidel-Schritten vorw

�

arts in der

Vor- und Nachgl

�

attung. Beim MG(1){PCG{V{GS(1v,1r){Verfahren wurde zur De�nition

des Vorkonditionierers ein Mehrgitter-V -Zyklus mit einem Gau�-Seidel-Schritt vorw

�

arts in

der Vorgl

�

attung und einem r

�

uckw

�

arts in der Nachgl

�

attung durchgef

�

uhrt. Die Tabelle 3.27

zeigt, da� man f

�

ur dieses Beispiel bei einer Diskretisierung mit st

�

uckweise linearen Funk-

tionen und 540865 Knoten nahezu den gleichen Fehler in der H

1

-Norm erh

�

alt wie bei ei-

ner Diskretisierung mit st

�

uckweise quadratischen Funktionen und 9265 Knoten. Au�erdem

kann man beobachten, da� die Rechenzeiten zur Generierung der Stei�gkeitsmatrizen bei

beiden Diskretisierungen bei gleicher Anzahl von Knoten ungef

�

ahr gleich sind. Da die Stei-

�gkeitsmatrix aus der Diskretisierung mit st

�

uckweise quadratischen Ansatzfunktionen mehr

Nicht-Null-Eintr

�

age hat als bei einer Diskretisierung mit st

�

uckweise linearen Funktionen,

erfordern Operationen mit dieser Matrix wie z.B. eine Matrix-Vektor-Multiplikation mehr

arithmetische Operationen. Daher sind die Rechenzeiten f

�

ur die L

�

osungsalgorithmen auch

etwas h

�

oher als bei den Diskretisierungen mit st

�

uckweise linearen Funktionen.

Die Tabelle 3.27 zeigt aber deutlich, da� die insgesamt ben

�

otigte Zeit zur Berechnung von

N

�

aherungsl

�

osungen mit gleichem Diskretisierungsfehler beim Einsatz der Diskretisierung mit

st

�

uckweise quadratischen Funktionen wesentlich niedriger ist als beim Einsatz der st

�

uckweise

linearen Funktionen.
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Tabelle 3.24: Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

(t

arith

) { ben

�

otigte Gesamtzeit (Zeit f

�

ur die Arithmetik))

GC/PowerPlus-128

GS-(2v,2v) Jac-(2,2)

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

#it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 9 0.57 0.79 0.26 1.34 0.12 9 0.55 0.67 0.16 1.29 0.08

3 9 4.77 2.52 0.94 3.19 0.29 12 4.66 2.08 0.80 3.16 0.25

4 9 7.71 4.94 5.87 0.93 13 7.44 5.00 6.03 0.93

5 9 13.06 4.89 13 14.36 5.36

~

E(1; p) 0.20 0.08 0.23 0.08

~

E(p; 8p) 0.20 0.40 0.23 0.32

E(1; p) 0.58 0.33 0.59 0.29

E(p; 8p) 0.58 0.57 0.59 0.50

IUU

T

-(2,2)

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 9 0.54 0.80 0.26 1.36 0.12

3 8 4.81 1.65 0.73 2.22 0.20

4 7 5.61 4.20 3.59 0.71

5 6 8.37 3.94

~

E(1; p) 0.29 0.13

~

E(p; 8p) 0.29 0.43

E(1; p) 0.81 0.52

E(p; 8p) 0.81 0.65

GCel-192

GS-(2v,2v) Jac-(2,2)

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

#it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 9 15.90 8.57 6.92 6.52 2.87 9 13.38 4.99 3.95 5.25 2.05

3 9 28.65 25.26 13.76 7.38 12 24.43 21.65 14.54 5.98

4 9 36.05 25.49 13 39.80 24.30

E(1; p) 0.49 0.37 0.49 0.28

E(p; 8p) 0.49 0.75 0.49 0.58

IUU

T

-(2,2)

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 9 13.72 8.29 6.63 6.53 2.82

3 8 20.71 18.78 10.65 4.64

4 7 27.03 18.33

E(1; p) 0.59 0.43

E(p; 8p) 0.59 0.72
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Tabelle 3.25: MG(1)-PCG-Verfahren mit verschiedenen Gl

�

attern

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

(t

arith

) { ben

�

otigte Gesamtzeit (Zeit f

�

ur die Arithmetik))

GC/PowerPlus-128

GS-(1v,1r) Jac-(1,1)

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

#it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 7 0.26 0.35 0.12 0.62 0.05 7 0.25 0.31 0.08 0.59 0.04

3 7 2.24 1.08 0.42 1.37 0.13 8 1.80 0.79 0.32 1.18 0.11

4 7 3.47 2.31 2.54 0.42 8 2.62 1.80 2.07 0.33

5 7 5.80 2.32 8 4.85 1.90

E(1; p) 0.61 0.35 0.65 0.34

E(p; 8p) 0.61 0.58 0.65 0.52

IUU

T

-(1,1)

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 7 0.31 0.37 0.12 0.63 0.05

3 6 2.99 0.84 0.43 1.02 0.11

4 6 3.36 2.65 1.88 0.43

5 6 5.41 2.82

E(1; p) 0.84 0.50

E(p; 8p) 0.84 0.60

GCel-192

GS-(1v,1r) Jac-(1,1)

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

#it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 7 7.25 3.87 3.20 3.12 1.51 7 5.98 2.64 2.18 2.65 1.30

3 7 12.70 11.28 6.25 3.11 8 9.27 8.25 5.67 2.62

4 7 16.00 11.16 8 13.46 7.97

E(1; p) 0.51 0.38 0.58 0.37

E(p; 8p) 0.51 0.75 0.58 0.65

IUU

T

-(1,1)

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 7 7.80 3.97 3.28 3.18 1.52

3 6 11.77 10.92 5.30 2.68

4 6 15.55 10.99

E(1; p) 0.59 0.42

E(p; 8p) 0.59 0.71
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Tabelle 3.26: Additive Multilevel-Vorkonditionierer mit verschiedenen Gl

�

attern

(#it { Anzahl der Iterationen, t

ges

(t

arith

) { ben

�

otigte Gesamtzeit (Zeit f

�

ur die Arithmetik))

GC/PowerPlus-128

Jac-1 (MDS) Jac-2

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

#it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 14 0.37 0.40 0.13 0.73 0.07 11 0.60 0.50 0.16 0.88 0.07

3 20 2.03 0.89 0.39 1.29 0.14 13 2.86 1.05 0.49 1.39 0.15

4 23 2.84 2.01 2.17 0.37 16 3.99 2.91 2.70 0.50

5 25 5.47 2.17 17 7.25 3.11

E(1; p) 0.67 0.34 0.67 0.36

E(p; 8p) 0.67 0.50 0.67 0.53

IUU

T

-1 IUU

T

-2

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

#it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 15 0.53 0.48 0.17 0.81 0.08 10 0.63 0.52 0.19 0.85 0.08

3 17 3.83 1.04 0.55 1.22 0.15 11 4.25 1.14 0.61 1.28 0.15

4 18 4.01 3.24 2.06 0.51 12 4.62 3.72 2.37 0.59

5 19 6.20 3.45 12 7.04 3.84

E(1; p) 0.90 0.56 0.86 0.55

E(p; 8p) 0.90 0.63 0.86 0.64

GCel-192

Jac-1 (MDS) Jac-2

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

#it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 14 8.17 3.82 3.29 3.68 2.10 11 12.69 5.85 4.88 4.06 2.03

3 20 10.53 9.51 7.15 3.78 13 14.48 12.69 7.60 3.63

4 23 15.06 9.01 16 20.04 11.92

E(1; p) 0.69 0.46 0.78 0.53

E(p; 8p) 0.69 0.66 0.78 0.68

IUU

T

-1 IUU

T

-2

1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.

l #it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

#it t

ges

t

ges

t

arith

t

ges

t

arith

2 15 12.14 5.42 4.61 4.42 2.46 10 13.91 5.83 4.90 4.39 2.15

3 17 15.38 14.29 7.31 4.13 11 16.81 15.57 7.57 3.89

4 18 19.26 13.62 12 22.16 15.23

E(1; p) 0.70 0.53 0.74 0.53

E(p; 8p) 0.70 0.75 0.74 0.71
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Tabelle 3.27: Vergleich der Algorithmen bei verschiedenen Diskretisierungen

N

l

9265 69729 540865

Diskretisierung mit st

�

uckweise linearen Funktionen

Fehler: C-Norm 0.5891�1 0.1996�1 0.6312�2

L

2

-Norm 0.2934�1 0.7465�2 0.1876�2

H

1

-Norm 0.8548+0 0.4305+0 0.2158+0

Zeit [s] f

�

ur Generierung

des Gitters 0.03 0.13 0.97

des FE Systems 0.20 1.12 7.99

Zeit [s] f

�

ur die L

�

oser

(Anzahl der Iterationen)

MG{V{GS(2v,2v) 3.19 (9) 5.87 (9) 13.06 (9)

MG(1){PCG{V{GS(1v,1r) 1.37 (7) 2.54 (7) 5.80 (7)

MDS{PCG 1.29 (20) 2.17 (23) 5.47 (25)

Diskretisierung mit st

�

uckweise quadratischen Funktionen

Fehler: C-Norm 0.5291�1 0.1323�1 0.3306�2

L

2

-Norm 0.4601�2 0.5899�3 0.7935�4

H

1

-Norm 0.1760+0 0.4488�1 0.1133�1

Zeit [s] f

�

ur Generierung

des Gitters 0.03 0.13 0.97

des FE Systems 0.20 1.09 8.10

Zeit [s] f

�

ur die L

�

oser

(Anzahl der Iterationen)

MG{V{GS(2v,2v) 2.90 (8) 5.46 (8) 13.70 (8)

MG(1){PCG{V{GS(1v,1r) 1.38 (7) 2.65 (7) 6.86 (7)

MDS{PCG 1.30 (20) 2.25 (23) 6.03 (25)

3.4 Mehrgitterverfahren und Extrapolation

In diesem Abschnitt werden sogenannte Mehrgitter-Methoden mit � -Extrapolation betrach-

tet (siehe z.B. Brandt [56], Hackbusch [108], Schaffer [218] und Bernert [31, 32]).

Diese liefern durch die implizite Anwendung von Approximationen h

�

oherer Ordnung N

�

ahe-

rungsl

�

osungen mit einer h

�

oheren Genauigkeit.

Bei der klassischen Richardson-Extrapolation werden zwei oder mehr N

�

aherungsl

�

osungen

verschiedener Gitterniveaus linear kombiniert, um Terme niedriger Ordnung in der Fehler-

entwicklung zu eliminieren. F

�

ur partielle Di�erentialgleichungen ist diese Technik bei Di�e-

renzenverfahren z.B. von Marchuk und Shaidurov [179] untersucht worden, im Rahmen

der Finite-Elemente-Methode wurde dies von Blum, Lin und Rannacher [37] analysiert.

Im Unterschied dazu werden in den Mehrgitter-Verfahren mit impliziter Extrapolation

nicht die berechneten N

�

aherungsl

�

osungen kombiniert, sondern es erfolgt eine Extrapolation

der Residuen verschiedener Gitterniveaus. Dies ist

�

aquivalent zur Bildung von Linearkom-

binationen von Stei�gkeitsmatrizen und Lastvektoren verschiedener Gitterstufen (siehe Ab-

schnitt 3.4.1).

F

�

ur elliptische Randwertprobleme in zweidimensionalen Gebieten, wie z.B. skalare ellip-

tische Probleme (2.1) oder lineare Elastizit

�

atsprobleme (2.5), ist bei Verwendung st

�

uckweise
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linearer Ansatzfunktionen das durch die � -Extrapolation implizit de�nierte Stei�gkeitssy-

stem

�

aquivalent zum Stei�gkeitssystem, welches man bei einer Diskretisierung mittels st

�

uck-

weise quadratischer Funktionen erhalten w

�

urde (siehe Jung und R

�

ude [152, 153, 154, 155,

156]). Diese Eigenschaft ist der wesentliche Baustein zum Nachweis, da� die Iterierten des

Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation gegen eine L

�

osung h

�

oherer Ordnung

konvergieren, n

�

amlich gegen die L

�

osung aus der Diskretisierung mit st

�

uckweise quadratischen

Ansatzfunktionen. Diese Beweistechnik wurde erstmals von Jung und R

�

ude eingesetzt.

3.4.1 Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation

Bei der Beschreibung der einzelnen Verfahrenskomponenten wie Gl

�

attung, Interpolation und

Restriktion wird im weiteren die hierarchische Knotennumerierung genutzt. Auf dem feinsten

Gitter T

l

wird au�erdem noch die Darstellung

0

@

�

A

L

l;vv

�

A

L

l;vm

�

A

L

l;mv

�

A

L

l;mm

1

A

0

@

�u

l;v

�u

l;m

1

A

=

0

B

@

�

f

L

l;v

�

f

L

l;m

1

C

A

f

�

ur das Finite-Elemente-Gleichungssystem verwendet. Dabei entspricht der Index

"

v\ den

Knoten im Gitter T

l�1

und der Index

"

m\ den im Gitter T

l

neu generierten Knoten.

Weiterhin wird wie im Abschnitt 2.2.3 vorausgesetzt, da� die Bilinearform und die rechte

Seite des zu l

�

osenden Randwertproblems Linearkombinationen von Termen der Gestalt (2.39)

bzw. (2.57) sind. Dabei seien die Koe�zientenfunktionen in der Bilinearform st

�

uckweise

konstant, d.h. konstant

�

uber den Dreiecken der Vernetzung T

l�1

, oder es seien im Falle

variabler Koe�zienten die in [154, 156] beschriebenen Quadraturformeln bei der Berechnung

der Elemente der Stei�gkeitsmatrix eingesetzt worden. Die Funktionen f und g

2

in der

rechten Seite (siehe z.B. (2.2) oder (2.4)) seien ebenfalls st

�

uckweise konstant, oder es seien

zur Berechnung der rechten Seiten

�

f

L

l�1

sowie

�

f

L

l

die in der Bemerkung 2.3 angegebenen

Quadraturformeln verwendet worden.

In dem im folgenden beschriebenen Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation

sollen Gl

�

attungsverfahren folgender Gestalt verwendet werden:

� Vorgl

�

attungsverfahren G

V

l

(�

V

l

;

�

A

L

l

;

�

f

L

l

; �u

(j;s�1)

l

) :

Es sei die Startn

�

aherung �u

(j;s�1)

l

= (�u

(j;s�1)

l;v

; �u

(j;s�1)

l;m

)

T

gegeben.

Berechne die neue N

�

aherung �u

(j;s)

l

durch folgenden Algorithmus: Setze �u

(j;s)

l;v

= �u

(j;s�1)

l;v

und berechne eine N

�

aherungsl

�

osung ~z

(j;s)

l;m

f

�

ur die L

�

osung �z

l;m

des Gleichungssystems

�

A

L

l;mm

�z

l;m

=

�

f

L

l;m

�

�

A

L

l;mv

�u

(j;s)

l;v

�

�

A

L

l;mm

�u

(j;s�1)

l;m

(3.135)

mittels �

V

l

Schritten eines Iterationsverfahren, wobei mit dem Nullvektor gestartet wird.

Der Fehler

�

ubergangsoperator des verwendeten Iterationsverfahrens sei von der Gestalt

M

l;m

= (I

l;m

�

�

C

�1

l;mm

�

A

L

l;mm

).

Setze �u

(j;s)

l

= (�u

(j;s)

l;v

; �u

(j;s�1)

l;m

+ ~z

(j;s)

l;m

)

T

.
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� Nachgl

�

attungsverfahren G

N

l

(�

N

l

;

�

A

L

l

;

�

f

L

l

; �u

(j;s�1)

l

) :

Zur Nachgl

�

attung wird der gleiche oder ein zur Vorgl

�

attung analoger Algorithmus ge-

nutzt, bei dem der Fehler

�

ubergangsoperator des Iterationsverfahrens zur n

�

aherungsweisen

L

�

osung eines Gleichungssystems (3.135) die Gestalt M

l;m

= (I

l;m

�

�

C

�T

l;mm

�

A

L

l;mm

) hat.

Beispielsweise k

�

onnen zur n

�

aherungsweisen L

�

osung der Gleichungssysteme (3.135) die im

Abschnitt 3.2.1.1 beschriebenen ged

�

ampften Jacobi-Verfahren, Gauss-Seidel-Verfahren und

unvollst

�

andigen Cholesky-Verfahren genutzt werden, wobei sie hier auf Gleichungssysteme

mit der Matrix

�

A

l;mm

anstelle der Matrix

�

A

l

angewendet werden (siehe auch die Wahl der

Matrix

�

C

l;mm

im Abschnitt 3.3.4).

Neben dem im Abschnitt 3.2.1.2 eingef

�

uhrten Restriktionsoperator

�

I

l�1

l

(siehe Beziehun-

gen (3.47 und (3.48)) wird noch der Injektionsoperator

�

I

l�1;inj

l

: R

N

l

! R

N

l�1

ben

�

otigt, bei dessen Anwendung

�u

(j;s)

l;v

=

�

I

l�1;inj

l

�u

(j;s)

l

mit �u

(j;s)

l

= (�u

(j;s)

l;v

; �u

(j;s)

l;m

)

T

gilt.

Bei der Beschreibung des Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation (Algo-

rithmus 3.13) wird wieder mit Blick auf die Implementierung auf einem Parallelrechner die

DD-Knotennumerierung genutzt.

Algorithmus 3.13 (Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation)

Gegeben sei eine Startn

�

aherung u

(j;0)

l

.

1. Vorgl

�

attung

u

(j;1)

l

= G

V

l

(�

V

l

; A

L

l

; f

L

l

;u

(j;0)

l

) :

2. Grobgitterkorrektur

(a) Berechne den Defekt

d

(j)

l�1

=

4

3

I

l�1

l

�

f

L

l

� A

L

l

u

(j;1)

l

�

�

1

3

�

f

L

l�1

� A

L

l�1

I

l�1;inj

l

u

(j;1)

l

�

:

(b) L

�

ose das Grobgittersystem

A

L

l�1

w

(j)

l�1

= d

(j)

l�1

mittels �

l�1

Iterationsschritten eines

�

ublichen (l�1){Gitter-Verfahrens, z.B. mit-

tels Algorithmus 3.2, (mit dem Nullvektor als Startn

�

aherung) falls l � 1 > 1,

verwende sonst das Verfahren der konjugierten Gradienten mit einer geeigne-

ten Vorkonditionierung oder nutze ein direktes Verfahren. Die erhaltene (N

�

ahe-

rungs)l

�

osung wird mit

f

w

(j)

l�1

bezeichnet.
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(c) Interpoliere die Grobgitterl

�

osung

f

w

(j)

l�1

auf das Gitter T

l

und korrigiere die N

�

ahe-

rung u

(j;1)

l

, d.h. berechne

u

(j;2)

l

= u

(j;1)

l

+ I

l

l�1

f

w

(j)

l�1

:

3. Nachgl

�

attung

u

(j;3)

l

= G

N

l

(�

N

l

; A

L

l

; f

L

l

;u

(j;2)

l

) :

Setze u

(j+1;0)

l

= u

(j;3)

l

:

Bevor im Abschnitt 3.4.2 eine alternative Formulierung f

�

ur den Algorithmus 3.13 angege-

ben wird, werden die im Algorithmus 3.13 verwendeten Gl

�

attungsschritte und die Berechnung

des Defektes n

�

aher analysiert.

Die wesentliche Operation in den Gl

�

attungsschritten ist die n

�

aherungsweise L

�

osung der

Gleichungssysteme (3.135). O�enbar kann die Gleichung (3.135) durch

4

3

�

A

L

l;mm

�z

l;m

=

4

3

�

f

L

l;m

�

4

3

�

A

L

l;mv

�u

(j;s)

l;v

�

4

3

�

A

L

l;mm

�u

(j;s�1)

l;m

(3.136)

ersetzt werden. Aufgrund der Bemerkungen 2.2 und 2.3 sowie der Lemmata 2.1 und 2.2 gilt

4

3

�

A

L

l;mm

=

�

A

Q

l;mm

,

4

3

�

A

L

l;mv

=

�

A

Q

l;mv

und

4

3

�

f

L

l;m

=

�

f

Q

l;m

. Folglich ist (3.136)

�

aquivalent zu

�

A

Q

l;mm

�z

l;m

=

�

f

Q

l;m

�

�

A

Q

l;mv

�u

(j;s)

l;v

�

�

A

Q

l;mm

�u

(j;s�1)

l;m

: (3.137)

Der Schritt 2(a) im Algorithmus 3.13 kann auch durch Ausdr

�

ucke in der quadratischen

Knotenbasis ersetzt werden. Es gilt

4

3

�

I

l�1

l

�

�

f

L

l

�

�

A

L

l

�u

(j;1)

l

�

�

1

3

�

�

f

L

l�1

�

�

A

L

l�1

�

I

l�1;inj

l

�u

(j;1)

l

�

=

4

3

�

I

l;v

�

J

T

l;mv

�

0

@

0

@

�

f

L

l;v

�

f

L

l;m

1

A

�

0

@

�

A

L

l;vv

�

A

L

l;vm

�

A

L

l;mv

�

A

L

l;mm

1
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0

@

�u

(j;1)

l;v

�u

(j;1)

l;m

1

A

1

A

�

1

3

0

@

0

@

�

f

L

l�1

0

1

A
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�

A

L

l�1

0

0 0

!

0

@

�u

(j;1)

l;v

0

1

A

1

A

(3.138)

= (I

l;v

�

J

T

l;mv

)

2
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@

4

3
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�
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�
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l

�u
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l

) =
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I

l�1

l

(

�

f

Q

l

�

�

A

Q

l

�u

(j;1)

l

) :
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mit

�

A

L,ex

l

=

4

3

0

@

�

A

L

l;vv

�

A

L

l;vm

�

A

L

l;mv

�

A

L

l;mm

1

A

�

1

3

0

@

�

A

L

l�1

0

0 0

1

A

und

�

f

L,ex

l

=

4

3

0

@

�

f

L

l;v

�

f

L

l;m

1

A

�

1

3

0

@

�

f

L

l�1

0

1

A

:

Wegen der

�

Aquivalenz der Gleichungen (3.135) und (3.137) k

�

onnen die Vor- und Nach-

gl

�

attungsschritte durch die Vor- und Nachgl

�

attungsverfahren

G

V

l

(�

V

l

;

�

A

Q

l

;

�

f

Q

l

; �u

(j;s�1)

l

) und G

N

l

(�

N

l

;

�

A

Q

l

;

�

f

Q

l

; �u

(j;s�1)

l

)

ersetzt werden.

Weiterhin folgt aus (3.138), da� die Berechnung des Defektes im Schritt 2(a) des Algo-

rithmus 3.13

�

aquivalent zur Defektberechnung

d

(j)

l�1

=

�

I

l�1

l

(

�

f

Q

l

�

�

A

Q

l

�u

(j;1)

l

)

ist. Folglich kann der Algorithmus 3.13 auch als Mehrgitter-Algorithmus zur L

�

osung des

Finite-Elemente-Gleichungssystems

�

A

Q

l

�u

l

=

�

f

Q

l

betrachtet werden.

Der Algorithmus 3.13 kann auch in Termen der zweistu�gen h- oder p-hierarchischen

Basis (siehe (2.21) und (2.22)) formuliert werden. Wegen der aus (2.32), (2.28) und (2.38)

abgeleiteten Beziehungen

�u

(j;s�1)

l

=

�

J

l�1

l

�

~u

(j;s�1)

l

; d.h. �u

(j;s�1)

l;v

=

�

~u

(j;s�1)

l;v

; �u

(j;s�1)

l;m

=

�

J

l;mv

�

~u

(j;s�1)

l;v

+

�

~u

(j;s�1)

l;m

;

mit

�

J

l�1

l

aus (2.28),

�

~

f

L

l;m

=

�

f

L

l;m

und

�

~

A

L

l;mm

=

�

A

L

l;mm

folgt aus (3.136)

4

3

�

~

A

L

l;mm

�z

(j;s)

l;m

=

4

3

�

~

f

L

l;m

�

4

3

�

A

L

l;mv

�

~u

(j;s)

l;v

�

4

3

�

A

L

l;mm

(

�

J

l;mv

�

~u

(j;s�1)

l;v

+

�

~u

(j;s�1)

l;m

) :

Wird noch beachtet, da� in den Gl

�

attungsverfahren �u

(j;s)

l;v

= �u

(j;s�1)

l;v

(�

�

~u

(j;s)

l;v

=

�

~u

(j;s�1)

l;v

)

gesetzt wird, und da�

�

~

A

L

l;mv

=

�

A

L

l;mv

+

�

A

L

l;mm

�

J

l;mv

(siehe (2.38)) gilt, dann erh

�

alt man

4

3

�

~

A

L

l;mm

�z

(j;s)

l;m

=

4

3

�

~

f

L

l;m

�

4

3

�

~

A

L

l;mv

�

~u

(j;s)

l;v

�

4

3

�

~

A

L

l;mm

�

~u

(j;s�1)

l;m

(3.139)

oder die wegen (2.44)

�

aquivalente Beziehung

�

~

A

Q

l;mm

�z

(j;s)

l;m

=

�

~

f

Q

l;m

�

�

~

A

Q

l;mv

�

~u

(j;s)

l;v

�

�

~

A

Q

l;mm

�

~u

(j;s�1)

l;m

: (3.140)

Eine einfache Rechnung liefert bei Anwendung der Beziehungen (2.28), (3.47), (3.48) und

(2.38) die

�

Aquivalenz des Grobgitterkorrektur-Schrittes

�u

(j;2)

l

= �u

(j;1)

l

+

�

I

l

l�1

(I

l�1

�M

�

l�1

l�1

)(

�

A

L

l�1

)

�1

�

I

l�1

l

(

�

f

L,ex

l

�

�

A

L,ex

l

�u

(j;1)

l

)

aus Algorithmus 3.13 und des Grobgitterkorrektur-Schrittes

�

~u

(j;2)

l;v

=

�

~u

(j;1)

l;v

+ (I

l�1

�M

�

l�1

l�1

)(

�

A

L

l�1

)

�1

[

�

f

L

l�1

� (

�

A

L

l�1

�

~u

(j;1)

l;v

+

4

3

�

~

A

L

l;vm

�

~u

(j;1)

l;m

)]

�

~u

(j;2)

l;m

=

�

~u

(j;1)

l;m

(3.141)
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in der zweistu�g h-hierarchischen Basis bzw.

�

~u

(j;2)

l;v

=

�

~u

(j;1)

l;v

+ (I

l�1

�M

�

l�1

l�1

)(

�

A

L

l�1

)

�1

[

�

f

L

l�1

� (

�

A

L

l�1

�

~u

(j;1)

l;v

+

�

~

A

Q

l;vm

�

~u

(j;1)

l;m

)]

�

~u

(j;2)

l;m

=

�

~u

(j;1)

l;m

(3.142)

in der zweistu�g p-hierarchischen Basis. Mit M

l�1

ist hier wie im Abschnitt 3.2.1 der Feh-

ler

�

ubergangsoperator des (l � 1){Gitter-Verfahrens bezeichnet.

Die Formulierung des Algorithmus 3.13 in der zweistu�g h- bzw. p-hierarchischen Basis

erh

�

alt man dann, wenn als Startn

�

aherung der Vektor

�

~u

(j;0)

l;v

= (J

l�1

l

)

�1

�u

(j;0)

l;v

genutzt wird, die

Vor- und Nachgl

�

attungsschritte durch die wegen (3.139) und (3.140)

�

aquivalenten Verfahren

G

V

l

(�

V

l

;

�

~

A

L

l

;

�

~

f

L

l

;

�

~u

(j;0)

l

) und G

N

l

(�

N

l

;

�

~

A

L

l

;

�

~

f

L

l

;

�

~u

(j;2)

l

)

bzw.

G

V

l

(�

V

l

;

�

~

A

Q

l

;

�

~

f

Q

l

;

�

~u

(j;0)

l

) und G

N

l

(�

N

l

;

�

~

A

Q

l

;

�

~

f

Q

l

;

�

~u

(j;2)

l

)

und der Grobgitterkorrektur-Schritt durch (3.141) bzw. (3.142) ersetzt werden. Somit existie-

ren f

�

ur den Algorithmus 3.13 vier

�

aquivalente Formulierungen, n

�

amlich die Formulierungen

in der st

�

uckweise linearen bzw. st

�

uckweise quadratischen Knotenbasis sowie in der zweistu�g

h- bzw. p-hierarchischen Basis.

Unter Ausnutzung dieser Tatsache werden im folgenden Abschnitt Konvergenzeigenschaf-

ten des Algorithmus 3.13 bewiesen.

3.4.2 Konvergenzresultat

Entsprechend der im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten

�

Aquivalenz des Mehrgitter-

Algorithmus mit impliziter Extrapolation zu einem Mehrgitter-Algorithmus f

�

ur das Fini-

te-Elemente-Gleichungssystem in der zweistu�g p-hierarchischen Basis kann der Algorith-

mus 3.13 in der folgenden abstrakteren Form formuliert werden.

Unter Nutzung der Zerlegung

V

Q

l

=

~

V

Q

l

= V

L

l�1

+ T

Q

l

des Finite-Elemente-Raumes V

Q

l

mit V

L

l�1

aus (2.12) und T

Q

l

aus (2.78) kann der Algorith-

mus 3.13 auch wie folgt aufgeschrieben werden.

Algorithmus 3.13

0

Sei die Startn

�

aherung u

(j;0)

l

2 V

Q

l

gegeben.

1. Vorgl

�

attung

Bestimme u

(j;1)

l

2 u

(j;0)

l

+ T

Q

l

: ku

(j;1)

l

� u

(j;1)

l;�

k � %

1

ku

(j;0)

l

� u

(j;1)

l;�

k ;

wobei u

(j;1)

l;�

2 u

(j;0)

l

+ T

Q

l

: a(u

(j;1)

l;�

; v) = hF; vi 8v 2 T

Q

l

:

2. Grobgitterkorrektur

Bestimme u

(j;2)

l

2 u

(j;1)

l

+ V

L

l�1

: ku

(j;2)

l

� u

(j;2)

l;�

k � %

2

ku

(j;1)

l

� u

(j;2)

l;�

k ;

wobei u

(j;2)

l;�

2 u

(j;1)

l

+ V

L

l�1

: a(u

(j;2)

l;�

; v) = hF; vi 8v 2 V

L

l�1

:
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3. Nachgl

�

attung

Bestimme u

(j;3)

l

2 u

(j;2)

l

+ T

Q

l

: ku

(j;3)

l

� u

(j;3)

l;�

k � %

3

ku

(j;2)

l

� u

(j;3)

l;�

k ;

wobei u

(j;3)

l;�

2 u

(j;2)

l

+ T

Q

l

: a(u

(j;3)

l;�

; v) = hF; vi 8v 2 T

Q

l

:

Setze u

(j+1;0)

l

= u

(j;3)

l

.

F

�

ur einen derartigen Mehrgitter-Algorithmus hat Schieweck [220] das folgende Kon-

vergenzresultat bewiesen. Es gilt

ku

(j+1;0)

l

� u

l

k � � ku

(j;0)

l

� u

l

k ; (3.143)

mit

� = %

2

+ (1� %

2

)[%

1

+ (1� %

1

)

Q

][%

3

+ (1� %

3

)

Q

] : (3.144)

Dabei ist u

l

die L

�

osung des Problems

Gesucht ist u

l

2 V

Q

l

: a(u

l

; v

l

) = hF; v

l

i 8v

l

2 V

Q

l

;

k:k

2

= a(:; :) und 

Q

bezeichnet die Konstante aus der verst

�

arkten Cauchy-Ungleichung

(2.76).

Mittels dieses Konvergenzresultats kann der folgende Konvergenzsatz f

�

ur den Mehrgitter-

Algorithmus mit impliziter Extrapolation bewiesen werden.

Satz 3.7 Es seien die Koe�zienten in der Bilinearform des betrachteten Randwertproblems

st

�

uckweise konstant, d.h. konstant

�

uber den Dreiecken der Vernetzung T

l�1

, und es seien die

Funktionen f und g

2

(siehe z.B. (2.2) oder (2.4)) ebenfalls st

�

uckweise konstant oder es seien

zur Berechnung der rechten Seiten

�

f

L

l�1

sowie

�

f

L

l

die in der Bemerkung 2.3 angegebenen Qua-

draturformeln verwendet worden. Weiterhin seien die Gl

�

attungsverfahren, die Interpolations-

und Restriktionsoperatoren so de�niert, wie es im Abschnitt 3.4.1 beschrieben wurde. Dann

sind die folgenden Aussagen richtig.

(i) Die Iterierten des Algorithmus 3.13 konvergieren gegen eine N

�

aherungsl

�

osung, welche

man bei einer Finite-Elemente-Diskretisierung mit st

�

uckweise quadratischen Funktio-

nen erhalten w

�

urde.

(ii) Es gilt die Konvergenzabsch

�

atzung

ku

(j+1;0)

l

� u

l

k

�

� �ku

(j;0)

l

� u

l

k

�

; (3.145)

wobei k:k

2

�

= (

�

A

L,ex

l

: ; : ), und u

l

ist die L

�

osung des Finite-Elemente-Gleichungssystems

�

A

L,ex

l

u

l

=

�

f

L,ex

l

:

Die Konvergenzrate � h

�

angt gem

�

a� der Beziehung (3.144) von der Anzahl der Itera-

tionsschritte zur L

�

osung der Gleichungssysteme (3.135), vom Konvergenzfaktor des im

Schritt 2(b) des Algorithmus 3.13 verwendeten (l� 1){Gitter-Algorithmus und von der
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Konstanten in der verst

�

arkten Cauchy-Ungleichung (2.76) ab. Die Konvergenzrate � ist

vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angig, falls der Konvergenzfaktor des im Schritt

2(b) verwendeten Mehrgitter-Algorithmus vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angig

ist.

Beweis:

Die Behauptung (i) folgt unmittelbar aus der Interpretation des Algorithmus 3.13 als

Mehrgitter-Algorithmus zur L

�

osung des Finite-Elemente-Gleichungssystems

�

A

Q

l

u

l

=

�

f

Q

l

.

Die Konvergenzabsch

�

atzung (3.145) folgt wegen der

�

Aquivalenz der Algorithmen 3.13 und

3.13

0

aus der Absch

�

atzung (3.143). Aus [12, 22, 141] ist bekannt, da� die Konditionszahlen der

Matrizen

�

A

L

l;mm

und

�

A

Q

l;mm

vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angig sind. Folglich h

�

angen

die Konstanten %

1

und %

3

in (3.144) nicht vom Diskretisierungsparameter ab. Wenn au�erdem

die Konvergenzrate des (l � 1){Gitter-Algorithmus zur L

�

osung des Grobgittersystems im

Schritt 2(b) unabh

�

angig vom Diskretisierungsparameter ist, dann gilt dies auch f

�

ur die durch

die Beziehung (3.144) de�nierte Konvergenzrate �. 2

Bemerkung 3.6 Die Aussage des Satzes 3.7 gilt auch f

�

ur Mehrgitter-Algorithmen mit im-

pliziter Extrapolation zur L

�

osung von Randwertproblemen, deren Bilinearform die Gestalt

Z




(A(x)r

x

u(x);r

x

v(x)) dx

hat, wobei die Koe�zienten in der Matrix A(x) = [a

ij

(x)]

2

i;j=1

variabel sind, d.h. nicht not-

wendig st

�

uckweise konstant (siehe [154, 155, 156]).

Bemerkung 3.7 Absch

�

atzungen f

�

ur die Konstante 

Q

aus der verst

�

arkten Cauchy-Unglei-

chung (2.76) im Falle der Bilinearformen (2.2) und (2.5) sind beispielsweise in [141, 149, 150,

173] angegeben. Die Abh

�

angigkeit der Konstanten %

1

und %

3

von der Poissonschen Querkon-

traktionszahl bei linearen Elastizit

�

atsproblemen ist in [141, 149] untersucht worden.

Bemerkung 3.8 Der Algorithmus 3.13 kann auch in Analogie zur Vorgehensweise im Ab-

schnitt 3.3.2 zur impliziten De�nition eines Vorkonditionierers genutzt werden. Hierbei wird

der Vorkonditionierer im PCG-Verfahren zur L

�

osung des Gleichungssystems

�

A

L,ex

l

u

l

=

�

f

L,ex

l

(3.146)

eingesetzt. Die Iterierten des PCG-Verfahrens f

�

ur das Gleichungssystem (3.146) konvergieren

ebenfalls gegen die N

�

aherungsl

�

osung, die man bei einer Finite-Elemente-Diskretisierung mit

st

�

uckweise quadratischen Funktionen erhalten w

�

urde. Da im PCG-Verfahren die Matrix aus

(3.146) nur zur Matrix-Vektor-Multiplikation ben

�

otigt wird, mu� sie nicht assembliert wer-

den, d.h. man kann bei der Multiplikation mit den Matrizen

�

A

L

l

und

�

A

L

l�1

arbeiten. Ebenso

ist die Assemblierung der rechten Seite

�

f

L,ex

l

f

�

ur die Berechnung des Defektes im Startschritt

des PCG-Verfahrens nicht erforderlich. Folglich k

�

onnen alle Operationen im PCG-Verfahren

mit

�

A

L

l

,

�

A

L

l�1

,

�

f

L

l

und

�

f

L

l�1

durchgef

�

uhrt werden.
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3.4.3 Numerische Resultate

Die im Abschnitt 3.4.2 getro�enen Konvergenzaussagen werden anhand numerischer Bei-

spiele best

�

atigt, d.h. es wird demonstriert, da� die Iterierten des Algorithmus 3.13 gegen die

Finite-Elemente-L

�

osung konvergieren, die man bei einer Diskretisierung mittels st

�

uckweise

quadratischer Ansatzfunktionen erhalten w

�

urde. Au�erdem wird gezeigt, da� die Konver-

genzrate des Algorithmus 3.13 vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angig ist.

Der Algorithmus 3.13 wurde im Programmsystem FEMGP [142, 226] implementiert. Alle

Testrechnungen wurden auf einem PC 80486 (33 MHz) unter Nutzung des LAHEY-Fortran-

Compilers durchgef

�

uhrt.

Als erstes Testbeispiel wird das folgende betrachtet.

Gesucht ist u 2

a

H

1

(
) so da�

Z




(Ar

x

u;r

x

v) dx =

Z




fv dx (3.147)

f

�

ur alle v 2

a

H

1

(
) gilt. Dabei sei das Gebiet 
 das Einheitsquadrat (0; 1)� (0; 1),

A =

 

4 4

4 5

!

und f = �

2

(9 sin �x sin �y�8 cos �x cos �y). Die exakte L

�

osung der Aufgabe (3.147) ist dann

u = sin �x sin �y.

Die gr

�

obste Vernetzung T

1

des Gebietes 
 besteht aus zwei kongruenten gleichschenkli-

gen rechtwinkligen Dreiecken. Die feineren Vernetzungen T

k

, k = 2; 3; : : : ; l, wurden durch

eine sukzessive gleichm

�

a�ige Verfeinerung erhalten, d.h. es wurde jeweils jedes Dreieck in

vier kongruente Teildreiecke zerlegt, indem die Seitenmittelpunkte miteinander verbunden

wurden.

Im Abschnitt 3.4.1 wurden drei

�

aquivalente Formulierungen f

�

ur den Algorithmus 3.13

angegeben, n

�

amlich die Formulierung in der st

�

uckweise quadratischen Knotenbasis sowie in

der zweistu�gen h- und p-hierarchischen Basis. Eine detaillierte Analyse des Aufwandes an

arithmetischen Operationen zur Generierung der jeweils notwendigen Stei�gkeitsmatrizen

und Lastvektoren sowie des Aufwandes f

�

ur eine Matrix-Vektor-Multiplikation zeigt, da� die

Implementierung des Algorithmus 3.13 (Implementierung in der st

�

uckweise linearen Kno-

tenbasis) bzw. die Implementierung des Algorithmus 3.13

0

(Implementierung in der zwei-

stu�g p-hierarchischen Basis) die besten im Bezug auf die notwendige CPU-Zeit sind (siehe

[152]). Die Tabelle 3.28 zeigt einen Rechenzeitvergleich f

�

ur die Generierung der Stei�gkeits-

matrizen und Lastvektoren im Fall der st

�

uckweise linearen Knotenbasis und der zweistu�g

p-hierarchischen Basis.

Im folgenden wird der Algorithmus 3.13 mit dem

�

aquivalenten Algorithmus 3.13

0

in der

zweistu�g p-hierarchischen Basis verglichen. Innerhalb beider Algorithmen wurden bei der

Vorgl

�

attung zwei Gau�-Seidel Schritte vorw

�

arts zur L

�

osung des entsprechenden Gleichungs-

systems (3.135), ein Iterationsschritt eines (l�1){Gitter-Verfahrens zur L

�

osung der Grobgit-

tergleichung und in der Nachgl

�

attung zwei Gau�-Seidel-Schritte r

�

uckw

�

arts zur L

�

osung von
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Tabelle 3.28: Vergleich der CPU{Zeit f

�

ur die Generierung der Stei�gkeitsmatrizen und Lastvektoren

Gitter- Anzahl der Anzahl der CPU{Zeit f

�

ur die Generierung von

anzahl l Freiheitsgrade Dreiecke in T

l�1

�

A

L

l�1

,

�

A

L

l

,

�

f

L

l�1

,

�

f

L

l

�

~

A

Q

l

,

�

~

f

Q

l

3 49 32 0.007 s 0.011 s

4 225 128 0.029 s 0.044 s

5 961 512 0.118 s 0.178 s

6 3969 2048 0.473 s 0.713 s

7 16129 8192 1.892 s 2.851 s

(3.135) durchgef

�

uhrt. Die Startn

�

aherung wurde durch eine Full-Multigrid-Strategie berech-

net, wobei auf den Gittern k = 2; 3; : : : ; l � 1 ein Mehrgitter-Algorithmus zur L

�

osung des

entsprechenden Finite-Elemente-Gleichungssystems in der st

�

uckweise linearen Knotenbasis

verwendet wurde. In diesen k{Gitter-Algorithmen wurden zwei W -Zyklen mit jeweils zwei

Gau�-Seidel-Schritten vorw

�

arts in der Vorgl

�

attung und zwei Gau�-Seidel-Schritten r

�

uckw

�

arts

in der Nachgl

�

attung durchgef

�

uhrt. F

�

ur die k-Gitter-Algorithmen wurde eine Konvergenzrate

von 0.085 beobachtet. Die Iteration des Algorithmus 3.13 bzw. 3.13

0

wurde abgebrochen,

wenn das Defektkriterium

k

�

f

L,ex

l

�

�

A

L,ex

l

�u

(j+1;0)

l

k � 10

�4

k

�

f

L,ex

l

�

�

A

L,ex

l

�u

(1;0)

l

k

bzw.

k

�

~

f

Q

l

�

�

~

A

Q

l

�

~u

(j+1;0)

l

k � 10

�4

k

�

~

f

Q

l

�

�

~

A

Q

l

�

~u

(1;0)

l

k

erf

�

ullt war. Hier bezeichnet k:k die Euklidische Norm im Raum R

N

l

und �u

(1;0)

l

bzw.

�

~u

(1;0)

l

ist

die Startn

�

aherung.

In der Tabelle 3.29 sind die Iterationszahlen und die CPU{Zeiten bei der Anwendung

der Algorithmen 3.13 und 3.13

0

angegeben. Die Resultate zeigen, da� die Anzahl der Itera-

tionen vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angig ist. Au�erdem sieht man, da� der Algo-

rithmus 3.13 etwas schneller als der Algorithmus 3.13

0

ist.

Wenn ein Iterationsschritt des Algorithmus 3.13 zur De�nition eines Vorkonditionierers

im PCG-Verfahren f

�

ur das Gleichungssystem

�

A

L,ex

l

�u

l

=

�

f

L,ex

l

(3.148)

genutzt wird, dann erh

�

alt man einen MG(1)-PCG-Algorithmus (siehe auch die Bemer-

kung 3.8). Wie die Tabelle 3.29 zeigt, besitzt dieser Algorithmus bessere Konvergenzeigen-

schaften als der reine Algorithmus 3.13.

In der Tabelle 3.30 werden noch die Diskretisierungsfehler u�u

L,ex

l

und u�u

Q

l

der mittels

Algorithmus 3.13 ermittelten L

�

osung u

L,ex

l

und der mittels Algorithmus 3.13

0

ermittelten

L

�

osung u

Q

l

verglichen. Die Ergebnisse aus der Tabelle 3.30 best

�

atigen, da� die Iterierten des

Algorithmus 3.13 gegen eine L

�

osung konvergieren, die man bei einer Diskretisierung mittels

st

�

uckweise quadratischer Ansatzfunktionen erh

�

alt. Weiterhin kann man die f

�

ur solch eine

Diskretisierung typische Ordnung des Diskretisierungsfehlers beobachten, n

�

amlich O(h

2

) in

der H

1

-Norm und O(h

3

) in der L

2

-Norm.
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Tabelle 3.29: Vergleich des Algorithmus 3.13, des Algorithmus 3.13

0

und des MG(1)-PCG-Verfahrens

Algorithmus 3.13 Algorithmus 3.13

0

MG(1)-PCG

l

Anzahl der Anzahl der Anzahl der

Iterationen

CPU{Zeit

Iterationen

CPU{Zeit

Iterationen

CPU{Zeit

3 13 0.11 s 13 0.11 s 5 0.06 s

4 14 0.54 s 14 0.55 s 6 0.28 s

5 14 2.36 s 14 2.41 s 6 1.15 s

6 14 9.83 s 14 10.48 s 6 4.83 s

7 14 41.58 s 14 44.33 s 6 19.83 s

Tabelle 3.30: Vergleich der Diskretisierungsfehler in der H

1

-Norm und L

2

-Norm

Gitter l ku� u

L,ex

l

k

H

1

ku� u

Q

l

k

H

1

ku� u

L,ex

l

k

L

2

ku� u

Q

l

k

L

2

3 0.1306 0.1426 0.4074-02 0.4226-02

4 0.3347-01 0.3481-01 0.5404-03 0.5440-03

5 0.8426-02 0.8539-02 0.6850-04 0.6864-04

6 0.2110-02 0.2118-02 0.8577-05 0.8582-05

7 0.5278-03 0.5283-03 0.9328-06 0.9331-06

Als zweites Beispiel wird ein ebenes lineares Elastizit

�

atsproblem (siehe (2.5)) betrachtet.

Das Gebiet 
 und die Vernetzung T

1

sind in der Abbildung 3.12 dargestellt.

Die feineren Vernetzungen T

k

, k = 2; 3; : : : ; l, wurden durch eine sukzessive gleichm

�

a�ige

Verfeinerung erhalten, d.h. jedes Dreieck wurde in jeweils vier kongruente Teildreiecke zerlegt.


:

???????????

F

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

@

@

@

@

@

@

@

@

@

�

�

�

�

�

�

�

�

�

@

@

@

@

@

@

@

@

@

�

�

�

�

�

�

@

@

@

@

@

@

| {z }

�

D

E = 196 GPa

� = 0:3

g

2;1

= 0

g

2;2

=

8

<

:

F = 1000 N am oberen Rand

0 sonst

Abbildung 3.12: Gebiet 
 und Vernetzung T

1



138

Es werden wieder der Algorithmus 3.13 (der Algorithmus in der st

�

uckweise linearen Kno-

tenbasis), der Algorithmus 3.13

0

(der Algorithmus in der zweistu�g p-hierarchischen Basis)

und der MG(1)-PCG-Algorithmus zur L

�

osung des Gleichungssystems (3.148) verglichen. In

den Algorithmen wurden die Verfahrensparameter wie z.B. die Anzahl der Gl

�

attungsschritte,

die Anzahl der Grobgitteriterationen, Startvektor und Abbruchkriterium genauso gew

�

ahlt

wie im ersten Beispiel. Da es sich beim ebenen Elastizit

�

atsproblem um ein System zwei-

er gekoppelter Di�erentialgleichungen handelt, wurde bei den Gl

�

attern eine entsprechende

Blockversion mit (2� 2)-Bl

�

ocken genutzt.

Die Tabelle 3.31 enth

�

alt die Iterationszahlen und die ben

�

otigten CPU-Zeiten. Es sind

wieder vom Diskretisierungsparameter unabh

�

angige Iterationszahlen zu beobachten. Der

MG(1)-PCG-Algorithmus besitzt wesentlich bessere Konvergenzeigenschaften als der Algo-

rithmus 3.13. F

�

ur dieses Beispiel gilt f

�

ur die Konstante in der verst

�

arkten Cauchy-Unglei-

chung die Absch

�

atzung 

Q

� 0:94 (siehe [141]). F

�

ur den (l � 1){Gitter-Algorithmus wurde

eine Konvergenzrate von 0.371 beobachtet. Folglich kann wegen (3.143) { (3.144) die theo-

retische Konvergenzrate des Algorithmus 3.13 nicht besser als 0.93 sein. Aus den in der

Tabelle 3.31 angegebenen Iterationszahlen kann man eine Konvergenzrate von etwa 0.69

ablesen.

Tabelle 3.31: Vergleich des Algorithmus 3.13, des Algorithmus 3.13

0

und des MG(1)-PCG-Verfahrens

Algorithmus 3.13 Algorithmus 3.13

0

MG(1)-PCG

l

Anzahl der Anzahl der Anzahl der

Iterationen

CPU{Zeit

Iterationen

CPU{Zeit

Iterationen

CPU{Zeit

3 25 3.51 s 25 3.81 s 9 1.32 s

4 26 15.37 s 26 16.88 s 9 5.87 s

5 25 63.11 s 25 70.24 s 9 23.40 s

Weitere Beispiele sind in den Arbeiten [154, 155, 156] enthalten.



Kapitel 4

Iterationsverfahren mit variablen

Vorkonditionierungsoperatoren

4.1 Problemstellung

Im Kapitel 3 wurden verschiedene additive Vorkonditionierer wie z.B. der Vorkonditionierer

(3.60) bei Diskretisierungen mit zweistu�g p-hierarchischen Basen, der additive Multilevel-

Vorkonditionierer (3.73) und der ASM-DD-Vorkonditionierer (3.128) betrachtet. Alle diese

Vorkonditionierer besitzen die allgemeine Gestalt

C

�1

l

= �

(1)

l

C

(1)

l

+ �

(2)

l

C

(2)

l

+ � � �+ �

(n)

l

C

(n)

l

(4.1)

mit reellen Parametern �

(s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n. In den Vorkonditionierern (3.60), (3.73) und

(3.128) wurden als Parameter die Wichtungsfaktoren �

(s)

l

= 1 gew

�

ahlt. Es besteht die Fra-

ge, ob eine andere Wahl der Parameter einen Vorkonditionierer liefert, mit dem das PCG-

Verfahren schneller konvergiert. Betrachtet man z.B. anstelle des Vorkonditionierers (3.60)

die Vorkonditionierungsmatrix

�

C

l

=

0

@

(�

(1)

l

)

�1

�

C

l;vv

0

0 (�

(2)

l

)

�1

�

C

l;mm

1

A

; (4.2)

dann gelten wegen (3.61) und (3.62) die Spektral

�

aquivalenzungleichungen

�

(1)

l
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l
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�
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l;mm

�v

l;m

; �v
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) � (

�

A

Q

l;mm
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:

In Analogie zu (3.63) erh

�

alt man f

�

ur die Matrix

�

C

l

aus (4.2) die Spektral

�

aquivalenzunglei-

chungen
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mit
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l
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l
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Die geeignetsten Parameter �

(1)

l

und �

(2)

l

sind diejenigen, f

�

ur die der Quotient



l;1

(�

(1)

l

; �

(2)

l

)=

l;2

(�

(1)

l

; �

(2)

l

)

maximal wird. Die Bestimmung der Parameter �

(s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n, erfordert die Kenntnis

der Spektralgrenzen 

l;v;1

, 

l;v;2

, 

l;m;1

und 

l;m;2

aus (3.61) und (3.62).

Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, Algorithmen zu entwickeln, bei denen die Para-

meter im Iterationsproze� mitberechnet werden. Es ist relativ einfach, das herk

�

ommliche

Gradientenverfahren (siehe z.B. [43, 217]) so zu modi�zieren, da� man ein zum Gradien-

tenverfahren

�

ahnliches Verfahren erh

�

alt, in dem die Parameter in jedem Iterationsschritt so

berechnet werden, da� der Fehler minimiert wird (siehe Abschnitt 4.2). Dies f

�

uhrt zu einem

Iterationsverfahren mit einem variablen Vorkonditionierer, d.h. anstelle von (4.1) wird im

j-ten Iterationsschritt die Vorkonditionierungsmatrix

C

�1

l

= �

(1;j)

l

C

(1)

l

+ �

(2;j)

l

C

(2)

l
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(n;j)

l

C

(n)

l

(4.3)

verwendet.

Die

�

Ubertragung dieser Idee auf das Verfahren der konjugierten Gradienten ist wesentlich

schwieriger. Im PCG-Verfahren werden die Iterationsparameter wie folgt aus der Minimie-

rung des Fehlers nach j

�

Iterationsschritten bestimmt. Ausgehend vom Iterationsproze�
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l
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mit dem Anfangsfehler z

(0)

l

und Parametern a

(j

�

)

i

, die von �

(1)

, �

(2)

, : : : , �

(j

�

)

abh

�

angen. Die

Parameter a
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�

)

i

, i = 1; 2; : : : ; j

�

, werden so bestimmt, da� die Norm kz

(j

�

)

l

k

2

A

l

minimal wird.

Dies f

�

uhrt f
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ur i = 1; 2; : : : ; j
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zu den j

�
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zur Bestimmung der Parameter a

(j

�

)

i

. Nach der L

�

osung dieses linearen Gleichungssystems

kann die j

�

-te Iterierte gem

�

a� der Beziehung
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berechnet werden. Diese Vorgehensweise ist jedoch une�ektiv, da f

�

ur jedes neue j

�

das

Gleichungssystem (4.5) gel

�

ost werden mu�. Anstelle der Berechnungsvorschrift (4.6) wird

zun

�

achst das dreischichtige Iterationsschema
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betrachtet. Eine einfache Rechnung zeigt, da� sich der Fehler der j

�

-ten Iterierten dieses Ite-

rationsprozesses auch in der Form (4.4) darstellen l

�

a�t. Werden nun die Iterationsparameter

�

(j)

und �

(j)

so berechnet, da� f

�

ur j

�

= 1; 2; : : : die Gleichungen (4.5) erf

�

ullt sind, dann sind

die gem

�

a� der Iterationsvorschriften (4.6) bzw. (4.7) bestimmten N

�

aherungsl

�

osungen u

(j

�

)

l

identisch.

Die Bedingungen
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l
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z
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; A
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z
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) = 0 ; i = 0; 1; : : : ; j
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� 1 ; (4.8)

sind notwendig und hinreichend daf

�

ur, da� die Norm kz

(j

�

)

l

k

A

l

minimal ist f

�

ur alle j

�

� 1,

siehe [217]. Unter Nutzung dieser Beziehungen k

�

onnen rekursive Berechnungsformeln f

�

ur die

Iterationsparameter �

(j)

und �

(j)

angegeben werden. Der Iterationsproze� (4.7) mit den so

bestimmten Iterationsparametern l

�

a�t sich in die

�

ublichen Formeln f

�

ur das PCG-Verfahren

umschreiben (siehe [217]).

Geht man auf analoge Weise bei einem Vorkonditionierer mit variablen Parametern vor,

so k

�

onnen

�

ahnlich wie in (4.8) notwendige und hinreichende Bedingungen f

�

ur die Minimie-

rung des Fehlers nach j

�

Iterationsschritten angegeben werden (siehe Lemma 4.1 und [151]).

Es ist jedoch noch eine o�ene Frage, wie aus diesen Bedingungen Formeln zur e�zienten Be-

rechnung der Iterationsparameter abzuleiten sind. Deshalb werden im folgenden Abschnitt

CG-artige Verfahren vorgeschlagen, bei denen nicht alle notwendigen und hinreichenden Be-

dingungen f

�

ur die Minimierung des Fehlers nach j

�

Iterationsschritten erf

�

ullt werden. F

�

ur

diese Verfahren wird bewiesen, da� sie konvergieren. Es ist jedoch noch ein o�enes Problem,

ob f

�

ur diese Verfahren die f

�

ur CG-Verfahren typischen Konvergenzabsch

�

atzungen bewiesen

werden k

�

onnen.

Die im Abschnitt 4.3 angegebenen numerischen Beispiele zeigen, da� die neuen Verfahren

oft nahezu die gleichen Iterationszahlen erfordern wie das CG-Verfahren mit dem Vorkondi-

tionierer (4.1) mit optimal gew

�

ahlten Parametern �

(s)

l

.
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4.2 Algorithmische Varianten und Konvergenzaussagen

Zur L

�

osung von Finite-Elemente-Gleichungssystemen der Gestalt

A

l

u

l

= f

l

werden, ausgehend von dem Vorkonditionierer (4.1), verschiedene Iterationsverfahren mit va-

riablen Vorkonditionierungsoperatoren entwickelt. F

�

ur die Vorkonditionierungsmatrix (4.1)

seien die Spektral

�

aquivalenzungleichungen



l;1

(C

l

v

l

; v

l

) � (A

l

v

l

; v

l

) � 

l;2

(C

l

v

l

; v

l

) 8v

l

2 R

N

l

(4.9)

erf

�

ullt.

Zuerst wird ein zum Gradientenverfahren

�

ahnliches Verfahren mit variablen Vorkondi-

tionierungsoperatoren hergeleitet. Den Ausgangspunkt bildet das Gradientenverfahren mit

einem additiven Vorkonditionierer mit festen Parametern. Dieses wird gem

�

a� folgender Ite-

rationsvorschrift durchgef

�

uhrt:

u

(j)

l

= u

(j�1)

l

� �

(j)

(�

(1)

l

C

(1)

l

+ � � �+ �

(n)

l

C

(n)

l

)(A

l

u

(j�1)

l

� f

l

) ; j = 1; 2; : : : ; (4.10)

mit der Startn

�

aherung u

(0)

l

2 R

N

l

. Der Parameter �

(j)

wird so bestimmt, da� die Norm

kz

(j)

l

k

2

A

l

= ku

(j)

l

� u

l

k

2

A

l

minimiert wird. Aus dieser Forderung folgt

�

(j)

=

(C

�1

l

A

l

z

(j�1)

l

; A

l

z

(j�1)

l

)

(A

l

C

�1

l

A

l

z

(j�1)

l

; C

�1

l

A

l

z

(j�1)

l

)

(siehe [43, 111, 217]).

Sollen f

�

ur den Vorkonditionierer (4.1) geeignete Parameter �

(s)

l

in jedem Iterationsschritt

berechnet werden, dann ist die Iterationsvorschrift:

u

(j)

l

= u

(j�1)

l

� (�

(j;1)

C

(1)

l

+ � � �+ �

(j;n)

C

(n)

l

)(A

l

u

(j�1)

l

� f

l

) ; j = 1; 2; : : : ; (4.11)

mit der Startn

�

aherung u

(0)

l

2 R

N

l

eine naheliegende Verallgemeinerung des Iterationsprozes-

ses (4.10). Die Parameter �

(j;s)

werden dabei so gew

�

ahlt, da� die Norm kz

(j)

l

k

2

minimiert

wird. Es gilt

kz

(j)

l

k

2

A

l

= (A

l

z

(j)

l

; z

(j)

l

) = (A

l

u

(j)

l

� f

l

; u

(j)

l

� u

l

)

= (A

l

u

(j)

l

; u

(j)

l

)� 2(f

l

; u

(j)

l

) + (f

l

; u

l

)

= (A

l

u

(j�1)

l

; u

(j�1)

l

)� 2(f

l

; u

(j�1)

l

) + (f

l

; u

l

)

�2

n

X

s=1

�

(j;s)

(r

(j�1)

l

; w

(j;s)

l

) +

n

X

s=1

n

X

t=1

�

(j;s)

�

(j;t)

(A

l

w

(j;s)

l

; w

(j;t)

l

)

mit r

(j�1)

l

= A

l

u

(j�1)

l

� f

l

und w

(j;s)

l

= C

(s)

l

r

(j�1)

l

. Die notwendigen Bedingungen

@kz

(j)

l

k

2

A

l

@�

(j;s)

= 0 ; s = 1; 2; : : : ; n ;
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f

�

ur ein Minimum der Norm kz

(j)

l

k

2

A

l

liefern die n Gleichungen

n

X

t=1

�

(j;t)

(A

l

w

(j;s)

l

; w

(j;t)

l

) = (r

(j�1)

l

; w

(j;s)

l

)

zur Bestimmung der Parameter �

(j;t)

, t = 1; 2; : : : ; n. Somit kann die Iteration (4.11) nach

folgendem Algorithmus ablaufen.

Algorithmus 4.1 (Gradientenverfahren mit variablem Vorkonditionierer)

Gegeben sei eine Startn

�

aherung u

(0)

l

. Berechne r

(0)

l

= A

l

u

(0)

l

� f

l

, und berechne f

�

ur j =

1; 2; : : :

(a) w

(j;s)

l

= C

(s)

l

r

(j�1)

l

; s = 1; 2; : : : ; n

(b)

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

�

(j;1)

�

(j;2)

.

.

.

�

(j;n)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

= G

�1

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(w

(j;1)

l

; r

(j�1)

l

)

(w

(j;2)

l

; r

(j�1)

l

)

.

.

.

(w

(j;n)

l

; r

(j�1)

l

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

mit G =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(A

l

w

(j;1)

l

;w

(j;1)

l

) (A

l

w

(j;1)

l

;w

(j;2)

l

) � � � (A

l

w

(j;1)

l

;w

(j;n)

l

)

(A

l

w

(j;2)

l

;w

(j;1)

l

) (A

l

w

(j;2)

l

;w

(j;2)

l

) � � � (A

l

w

(j;2)

l

;w

(j;n)

l

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(A

l

w

(j;n)

l

;w

(j;1)

l

) (A

l

w

(j;n)

l

;w

(j;2)

l

) � � � (A

l

w

(j;n)

l

;w

(j;n)

l

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(c) u

(j)

l

= u

(j�1)

l

� �

(j;1)

w

(j;1)

l

� � � � � �

(j;n)

w

(j;n)

l

(d) r

(j)

l

= r

(j�1)

l

� �

(j;1)

A

l

w

(j;1)

l

� � � � � �

(j;n)

A

l

w

(j;n)

l

Der folgende Satz 4.1 enth

�

alt eine Konvergenzaussage f

�

ur den Algorithmus 4.1.

Satz 4.1 Es existiert eine Konstante % < 1, so da� f

�

ur die Iterierten des Algorithmus 4.1

die Absch

�

atzung

ku

(j)

l

� u

l

k

A

l

� %

j

ku

(0)

l

� u

l

k

A

l

gilt.

Beweis: Da die Parameter �

(j;s)

im Algorithmus 4.1 aus der Minimierung der Norm kz

(j)

l

k

2

A

l

gewonnen werden, gilt o�enbar

ku

(j)

l

� u

l

k

A

l

� k~u

(j)

l

� u

l

k

A

l

(4.12)

f

�

ur jedes ~u

(j)

l

, das gem

�

a� der Iterationsvorschrift

~u

(j)

l

= u

(j�1)

l

� (��

(1)

l

C

(1)

l

+ � � �+ ��

(n)

l

C

(n)

l

)(A

l

u

(j�1)

l

� f

l

)

= u

(j�1)

l

� �(�

(1)

l

C

(1)

l

+ � � �+ �

(n)

l

C

(n)

l

)(A

l

u

(j�1)

l

� f

l

)
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mit einem reellen Parameter � berechnet wird. W

�

ahlt man � = 2=(

l;1

+ 

l;2

), so gilt, siehe

[217],

k~u

(j)

l

� u

l

k

A

l

�



l;2

� 

l;1



l;2

+ 

l;1

ku

(j�1)

l

� u

l

k

A

l

: (4.13)

Aus (4.12) und (4.13) folgt unmittelbar die Behauptung des Satzes. 2

Im folgenden werden ausgehend vom Iterationsproze� (4.11) CG-

�

ahnliche Verfahren her-

geleitet. Der Fehler der j

�

-ten Iterierten von (4.11) hat die Darstellung

z

(j

�

)

l

= (I

l

� (�

(j

�

;1)

C

(1)

l

+ � � �+ �

(j

�

;n)

C

(n)

l

)A

l

) � � � (I

l

� (�

(1;1)
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(1)

l

+ � � �+ �

(1;n)

C

(n)

l

)A

l

)z

(0)

l

:

(4.14)

In Analogie zum CG-Verfahren (siehe Abschnitt 4.1) besteht im weiteren das Ziel darin,

die Parameter �

(j;s)

, j = 1; 2; : : : ; j

�

, s = 1; 2; : : : ; n, so zu w

�

ahlen, da� die Norm kz

(j

�

)

l

k

2

A

l

minimiert wird. Bevor diese Problemstellung n

�

aher untersucht wird, werden noch einige

Bezeichnungen eingef

�

uhrt. Es sei

� = (�

1

�

2

: : : �

j

) ; �

k

2 f1; 2; : : : ; ng

ein Multiindex der L

�

ange j�j = j. Weiter bezeichne B

(�)

l

den Operator

B

(�)

l

= C

(�

1

)

l

A

l

C

(�

2

)

l

A

l
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(�

j

)

l

A

l

:

O�enbar gilt mit � = (�

1

�

2

: : : �

j

) und � = (�

1

�

2

: : : �

m

) die Beziehung

B

(�)

l

B

(�)

l

= B

(��)

l

; (��) = (�

1

�

2

: : : �

j

�

1

�

2

: : : �

m

) :

Die Bestimmung der nj

�

Parameter �

(j;s)

aus der Minimierung der Norm von z

(j

�

)

l

ist ein

streng nichtlineares Problem. Deshalb wird anstelle von (4.14) die

�

aquivalente Darstellung

z

(j

�

)

l

=

�

I

l

+

j

�

X

i=1

X

j�j=i

a

(j

�

)

�

B

(�)

l

�

z

(0)

l

; a

(j

�

)

�

2 R ; (4.15)

f

�

ur den Fehler nach j

�

Iterationen betrachtet. Die (n

j

�

+1

� 1)=(n � 1) � 1 Parameter a

(j

�

)

�

sind so zu w

�

ahlen, da� die Norm kz

(j

�

)

l

k

2

A

l

minimal wird.

Aus dem Vergleich von (4.14) und (4.15) folgt, da� diese (n

j

�

+1

�1)=(n�1)�1 Parameter

a

(j

�

)

�

nicht unabh

�

angig voneinander sind. Zum Beispiel erh

�

alt man f

�

ur j

�

= 2 und n = 2

a

(1)

= �

(2;1)

+ �

(1;1)

; a

(2)

= �

(2;2)

+ �

(1;2)

;

a

(11)

= �

(2;1)

�

(1;1)

; a

(12)

= �

(2;1)

�

(1;2)

; a

(21)

= �

(2;2)

�

(1;1)

; a

(22)

= �

(2;2)

�

(1;2)

;

woraus die Bedingung

a

(11)

a

(21)

=

a

(12)

a

(22)

folgt. Wird die Minimierung der Norm des Fehlers z

(j

�

)

l

durch eine Minimierung bez

�

uglich

der Parameter a

(j

�

)

�

realisiert, so ist folglich ein Minimierungsproblem mit Nebenbedingungen

zu l

�

osen. Dies ist aufgrund der Nichtlinearit

�

at der Nebenbedingungen ebenfalls sehr kompli-

ziert. Vernachl

�

assigt man die Nebenbedingungen, dann ist o�enbar die Norm kz

(j

�

)

l

k

2

A

l

nach
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Minimierung bez

�

uglich der Parameter a

(j

�

)

�

nicht gr

�

o�er als nach Minimierung bez

�

uglich der

Parameter �

(j;s)

.

Die a

(j

�

)

�

k

�

onnen aus den Gleichungen
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�

)
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2
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!

= 0 8� (4.16)

berechnet werden.

O�enbar sind wegen (4.15) die Gleichungen (4.16)

�

aquivalent zu den Beziehungen
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l
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l
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(j

�

)

l

) = 0 f

�

ur 1 � j�j � j

�

: (4.17)

Lemma 4.1 Die Beziehungen (4.17) sind

�

aquivalent zu den Bedingungen
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l
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�

� j ; j = 0; 1; : : : ; j

�

� 1 : (4.18)

Beweis: Es ist o�ensichtlich, da� aus (4.18) die Beziehungen (4.17) folgen. Wegen
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(j)

�
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l

z
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�

)

l

; B

(��)

l

z

(0)

l

)

und j��j = j�j+ j�j folgt aus (4.17) die G

�

ultigkeit von (4.18). 2

Die Beziehungen (4.18) sind die analogen Beziehungen zu den Bedingungen (4.8) im

�

ublichen PCG-Verfahren.

Nach der Bestimmung der Parameter a

(j

�

)

�

als L

�

osung des Gleichungssystems (4.16) kann

die Iteration

u

(j

�

)

l

= u

(0)

l

+

j

�

X

i=1

X

j�j=i
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(�)
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�1
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u

(0)
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� f

l

) (4.19)

durchgef

�

uhrt werden. Die Generierung des Gleichungssystems (4.16) zur Berechnung der Pa-

rameter a

(j

�

)

�

und die Durchf

�

uhrung der Iterationsvorschrift (4.19) sind jedoch sehr aufwendig

und somit nicht praktikabel.

Wie im Abschnitt 4.1 beschrieben, erh

�

alt man das

�

ubliche CG-Verfahren ausgehend von

der Iterationsvorschrift (4.6). Man betrachtet das dreischichtige Iterationsschema (4.7) und

leitet unter Nutzung der Beziehungen (4.8) rekursive Berechnungsformeln f

�

ur die Iterations-

parameter her. Somit steht ein e�zient durchf

�

uhrbares Iterationsverfahren zur Verf

�

ugung,

bei dem der Fehler nach j

�

Iterationen minimal ist. Derzeit ist es noch ein o�enes Problem,

wie anstelle von (4.19) ein e�ektiver Algorithmus konstruiert werden kann. Ein

�

ahnliches

Vorgehen wie beim

�

ublichen CG-Verfahren, d.h. die Nutzung der zu (4.8) analogen Bezie-

hungen (4.18) aus Lemma 4.1 zur Berechnung der Iterationsparametern, f

�

uhrte bisher nicht

zum Ziel.
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Deshalb werden im weiteren CG-

�

ahnliche Verfahren konstruiert. Bei diesen Verfahren

werden nicht alle Beziehungen (4.18) und folglich auch nicht die Gleichungen (4.16) erf

�

ullt,

d.h. der Fehler der Iterierten wird nach j

�

Iterationen nicht minimal sein. Wie die numeri-

schen Beispiele im Abschnitt 4.3 jedoch zeigen, erfordern diese CG-

�

ahnlichen Algorithmen

oft nahezu die gleichen Iterationszahlen wie das

�

ubliche PCG-Verfahren mit einem additiven

Vorkonditionierer mit optimal gew

�

ahlten festen Parametern.

Algorithmus 4.2 (Verfahren mit variablem Vorkonditionierer und 2n Parametern)

Gegeben sei eine Startn

�

aherung u

(0)

l

.

Startschritt:

Berechne w

(1;s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n, die N

�

aherungsl

�

osung u

(1)

l

und den Defekt r

(1)

l

gem

�

a�

Algorithmus 4.1. Setze s

(1;s)

l

= w

(1;s)

l

.

Iteration (j = 2; 3; : : : ):
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= [(r

(j�1)

l

;w

(j;s)

l

)]

n

s=1

, b

�

= [(r

(j�1)

l

; s

(j�1;s)

l

)]

n

s=1

,

p

�

= [�

(j;s)

]

n

s=1

, p

�

= [�

(j;s)

�

(j;s)

]

n

s=1

(c) s

(j;s)

l

= w

(j;s)

l

+ �

(j;s)

s

(j�1;s)

l

; s = 1; 2; : : : ; n

(d) u

(j)

l

= u

(j�1)

l

� �

(j;1)

s

(j;1)

l

� � � � � �

(j;n)

s

(j;n)

l

(e) r

(j)

l

= r

(j�1)

l

� �

(j;1)

A

l

s

(j;1)

l

� � � � � �

(j;n)

A

l

s

(j;n)

l

F

�

ur diesen Algorithmus erh

�

alt man die folgende Konvergenzaussage.

Satz 4.2 Es existiert eine Konstante % < 1, so da� f

�

ur die Iterierten des Algorithmus 4.2

die Absch

�

atzung

ku

(j)

l

� u

l

k

A

l

� %

j

ku

(0)

l

� u

l

k

A

l

gilt.
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Beweis: Im Algorithmus 4.2 werden die Parameter �

(j;s)

und �

(j;s)

aus den Gleichungen

@kz

(j)

l

k

2

A

l

@�

(j;s)

= 2

 

n

X

t=1

�

(j;t)

(A

l

w

(j;t)

l

; w

(j;s)

l

) +

n

X

t=1

�

(j;t)

(A

l

s

(j�1;t)

l

; w

(j;s)

l

) � (r

(j�1)

l

; w

(j;s)

l

)

!

= 0

und

@kz

(j)

l

k

2

A

l

@�

(j;s)

= 2

 

n

X

t=1

�

(j;t)

(A

l

w

(j;t)

l

; s

(j�1;s)

l

) +

n

X

t=1

�

(j;t)

(A

l

s

(j�1;t)

l

; s

(j�1;s)

l

) � (r

(j�1)

l

; s

(j�1;s)

l

)

!

= 0

f

�

ur alle s = 1; 2; : : : ; n und �

(j;s)

= �

(j;s)

�

(j;s)

bestimmt, d.h. aus der Minimierung der Norm

kz

(j)

l

k

2

A

l

= ku

(j)

l

� u

l

k

2

A

l

. Folglich gilt

ku

(j)

l

� u

l

k

A

l

� k~u

(j)

l

� u

l

k

A

l

(4.20)

f

�

ur jedes ~u

(j)

l

, das gem

�

a� der Iterationsvorschrift

~u

(j)

l

= u

(j�1)

l

�

n

X

s=1

~�

(j;s)

s

(j;s)

l

= u

(j�1)

l

�

n

X

s=1

~�

(j;s)

C

(s)

l

(A

l

u

(j�1)

l

� f

l

)�

n

X

s=1

~�

(j;s)

~

�

(j;s)

s

(j�1;s)

l

= u

(j�1)

l

�

n

X

s=1

��

(s)

l

C

(s)

l

(A

l

u

(j�1)

l

� f

l

)�

n

X

s=1

��

(s)

l

~

�

(j;s)

s

(j�1;s)

l

= u

(j�1)

l

� �

�

n

X

s=1

�

(s)

l

C

(s)

l

�

(A

l

u

(j�1)

l

� f

l

)

mit einem reellen Parameter � und

~

�

(j;s)

= 0 berechnet wird. W

�

ahlt man � = 2=(

l;1

+ 

l;2

),

so gilt, siehe [217],

k~u

(j)

l

� u

l

k

A

l

�



l;2

� 

l;1



l;2

+ 

l;1

ku

(j�1)

l

� u

l

k

A

l

: (4.21)

Aus (4.20) und (4.21) folgt unmittelbar die Behauptung des Satzes. 2

Werden anstelle der 2n Parameter im Algorithmus 4.2 nur n + 1 Parameter genutzt, dann

erh

�

alt man z.B. den folgenden Algorithmus 4.3.

Algorithmus 4.3 (Verfahren mit variablem Vorkonditionierer und n+ 1 Parametern)

Gegeben sei eine Startn

�

aherung u

(0)

l

.

Startschritt:

Berechne w

(1;s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n, die Parameter �

(j;s)

, die N

�

aherungsl

�

osung u

(1)

l

und den

Defekt r

(1)

l

gem

�

a� Algorithmus 4.1.

Setze s

(1)

l

= �

(1;1)

w

(1;1)

l

+ �

(1;2)

w

(1;2)

l

+ � � �+ �

(1;n)

w

(1;n)

l

.
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Iteration (j = 2; 3; : : : ):

Berechne

(a) w

(j;s)

l

= C

(s)

l

r

(j�1)

l

; s = 1; 2; : : : ; n

(b)

0

@

p

�

p

�

1

A

=

0

@

Q

�

Q

��

Q

��

Q

�

1

A

�1

0

@

b

�

b

�

1

A

mit Q

�

= [(A

l

w

(j;t)

l

;w

(j;s)

l

)]

n

s;t=1

, Q

�

= (A

l

s

(j�1)

l

; s

(j�1)

l

),

Q

��

= [(A

l

s

(j�1)

l

;w

(j;s)

l

)]

n

s=1

, Q

��

= Q

T

��

,

b

�

= [(r

(j�1)

l

;w

(j;s)

l

)]

n

s=1

, b

�

= (r

(j�1)

l

; s

(j�1)

l

),

p

�

= [�

(j;s)

]

n

s=1

, p

�

= �

(j)

(c) s

(j)

l

= �

(j;1)

w

(j;1)

l

+ �

(j;2)

w

(j;2)

l

+ � � �+ �

(j;n)

w

(j;n)

l

+ �

(j)

s

(j�1)

l

(d) u

(j)

l

= u

(j�1)

l

� s

(j)

l

(e) r

(j)

l

= r

(j�1)

l

� �

(j;1)

A

l

w

(j;1)

l

� � � � � �

(j;n)

A

l

w

(j;n)

l

� �

(j)

A

l

s

(j�1)

l

Es gilt die folgende Konvergenzaussage.

Satz 4.3 Es existiert eine Konstante % < 1 so da� f

�

ur die Iterierten des Algorithmus 4.3

die Absch

�

atzung

ku

(j)

l

� u

l

k

A

l

� %

j

ku

(0)

l

� u

l

k

A

l

gilt.

Beweis: Analog wie im Algorithmus 4.2 werden die Parameter �

(j;s)

und �

(j)

im Algorith-

mus 4.3 aus den Gleichungen

@kz

(j)

l

k

2

A

l

@�

(j;s)

= 2

 

n

X

t=1

�

(j;t)

(A

l

w

(j;t)

l

; w

(j;s)

l

) + �

(j)

(A

l

s

(j�1)

l

; w

(j;s)

l

) � (r

(j�1)

l

; w

(j;s)

l

)

!

= 0

f

�

ur alle s = 1; 2; : : : ; n und

@kz

(j)

l

k

2

A

l

@�

(j)

= 2

 

n

X

t=1

�

(j;t)

(A

l

w

(j;t)

l

; s

(j�1)

l

) + �

(j)

(A

l

s

(j�1)

l

; s

(j�1)

l

) � (r

(j�1)

l

; s

(j�1)

l

)

!

= 0

bestimmt, d.h. wiederum aus der Minimierung der Norm kz

(j)

l

k

2

A

l

= ku

(j)

l

� u

l

k

2

A

l

.

Der Rest des Beweises erfolgt analog wie im Beweis des Satzes 4.2. 2

In den Algorithmen 4.2 und 4.3 gelten f

�

ur die Fehler z

(j)

l

und z

(j

�

)

l

die Beziehungen (4.18)

f

�

ur j = j

�

� 1, d.h. f

�

ur alle � mit j�j = 1, denn man erh

�

alt z.B. beim Algorithmus 4.2 f

�

ur

ein beliebiges s 2 f1; 2; : : : ; ng



149

(B

(�)

l

z

(j

�

�1)

l

; A

l

z

(j

�

)

l

)

= (C

(s)

l

A

l

z

(j

�

�1)

l

; A

l

z

(j

�

)

l

) = (C

(s)

l

r

(j

�

�1)

l

; r

(j

�

)

l

) = (w

(j

�

;s)

l

; r

(j

�

)

l

)

= (w

(j

�

;s)

l

; r

(j

�

�1)

l

� �

(j

�

;1)

A

l

s

(j

�

;1)

l

� � � � � �

(j

�

;n)

A

l

s

(j

�

;n)

l

)

= (w

(j

�

;s)

l

; r

(j

�

�1)

l

)

� (w

(j

�

;s)

l

; �

(j

�

;1)

A

l

w

(j

�

;1)

l

+ �

(j

�

;1)

�

(j

�

;1)

A

l

s

(j

�

�1;1)

l

+ � � �+ �

(j

�

;n)

A

l

w

(j

�

;n)

l

+ �

(j

�

;n)

�

(j

�

;n)

A

l

s

(j

�

�1;n)

l

)

= (w

(j

�

;s)

l

; r

(j

�

�1)

l

)� [�

(j

�

;1)

(w

(j

�

;s)

l

; A

l

w

(j

�

;1)

l

) + � � � + �

(j

�

;n)

(w

(j

�

;s)

l

; A

l

w

(j

�

;n)

l

)

+ �

(j

�

;1)

�

(j

�

;1)

(w

(j

�

;s)

l

; A

l

s

(j

�

�1;1)

l

) + � � �+ �

(j

�

;n)

�

(j

�

;n)

(w

(j

�

;s)

l

; A

l

s

(j

�

�1;n)

l

)]

= (w

(j

�

;s)

l

; r

(j

�

�1)

l

) � (w

(j

�

;s)

l

; r

(j

�

�1)

l

) = 0 :

In dem folgenden Algorithmus 4.4 erf

�

ullen die Fehler z

(j)

l

und z

(j

�

)

l

die Bedingungen (4.18)

f

�

ur alle � mit j�j = 1 und f

�

ur alle j = 0; 1; : : : ; j

�

� 1.

Algorithmus 4.4 (Verfahren mit variablem Vorkonditionierer)

Gegeben sei eine Startn

�

aherung u

(0)

l

.

Startschritt:

Berechne

(a) r

(0)

l

= A

l

u

(0)

l

� f

l

(b) w

(1;s)

l

= C

(s)

l

r

(0)

l

; s = 1; 2; : : : ; n

Setze
~
s

(1;s)

l

= w

(1;s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n und orthogonalisiere die Vektoren
~
s

(1;s)

l

, d.h. berechne

(c) s

(1;1)

l

=
~
s

(1;1)

l

s

(1;s)

l

=

s�1

X

t=1

�

(1;s;t)

s

(1;t)

l

+
~
s

(1;s)

l

; �

(1;s;t)

= �

(A

l

~
s

(1;s)

l

; s

(1;t)

l

)

(A

l

s

(1;t)

l

; s

(1;t)

l

)

; s = 2; 3; : : : ; n

(d) u

(1)

l

= u

(0)

l

� (�

(1;1)

s

(1;1)

l

+ �

(1;2)

s

(1;2)

l

+ � � �+ �

(1;n)

s

(1;n)

l

) ; �

(1;s)

=

(r

(0)

l

; s

(1;s)

l

)

(A

l

s

(1;s)

l

; s

(1;s)

l

)

(e) r

(1)

l

= r

(0)

l

� (�

(1;1)

A

l

s

(1;1)

l

+ �

(1;2)

A

l

s

(1;2)

l

+ � � �+ �

(1;n)

A

l

s

(1;n)

l

)

Iteration (j = 2; 3; : : : ):

Berechne

(f) w

(j;s)

l

= C

(s)

l

r

(j�1)

l

; s = 1; 2; : : : ; n
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(g)
~
s

(j;s)

l

= w

(j;s)

l

+ �

(j;s;j�1;1)

s

(j�1;1)

l

+ �
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l
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l
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l
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l

+ � � �+ �

(j;s;j�2;n)

s

(j�2;n)

l
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l

+ �
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s

(1;2)

l
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(j;s;1;n)

s

(1;n)

l

mit �

(j;s;i;t)

= �

(w

(j;s)

l

; A

l

s

(i;t)

l

)

(A

l

s

(i;t)

l

; s

(i;t)

l

)

; i = j � 1; j � 2; : : : ; 1 ; s; t = 1; 2; : : : ; n

Orthogonalisiere die Vektoren
~
s

(j;s)

l

, d.h. berechne

(h) s

(j;1)

l

=
~
s

(j;1)

l

s

(j;s)

l

=

s�1

X

t=1

�

(j;s;t)

s

(j;t)

l

+
~
s

(j;s)

l

; �

(j;s;t)

= �

(A

l

~
s

(j;s)

l

; s

(j;t)

l

)

(A

l

s

(j;t)

l

; s

(j;t)

l

)

; s = 2; 3; : : : ; n

Berechne

(i) u

(j)

l

= u

(j�1)

l

� (�

(j;1)

s

(j;1)

l

+ �

(j;2)

s

(j;2)

l

+ � � �+ �

(j;n)

s

(j;n)

l

) ;

�

(j;s)

=

(r

(j�1)

l

; s

(j;s)

l

)

(A

l

s

(j;s)

l

; s

(j;s)

l

)

(j) r

(j)

l

= r

(j�1)

l

� (�

(j;1)

A

l

s

(j;1)

l

+ �

(j;2)

A

l

s

(j;2)

l

+ � � �+ �

(j;n)

A

l

s

(j;n)

l

)

Aufgrund der obigen Konstruktion der Vektoren s

(i;s)

l

, i = 1; 2; : : : ; j, s = 1; 2; : : : ; n, gilt

o�enbar

(A

l

s

(i;s)

l

; s

(k;t)

l

) = 0 f

�

ur js� tj+ ji� kj 6= 0 ; i; k = 1; 2; : : : ; j ; s; t = 1; 2; : : : ; n : (4.22)

Weiterhin sind die Orthogonalit

�

atsbeziehungen

(r

(j)

l

; s

(i;s)

l

) = 0 f

�

ur i = 1; 2; : : : ; j ; s = 1; 2; : : : ; n ; (4.23)

erf

�

ullt, denn f

�

ur j = 1 gilt

(r

(1)

l

; s

(1;s)

l

) =

�
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�
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�
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l
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�
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(0)
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�
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l

s

(1;t)

l

; s

(1;s)

l

)
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)� �
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s

(1;s)

l

; s

(1;s)

l

)

(A

l

s

(1;s)

l

; s

(1;s)

l

) = 0 :

Seien die Beziehungen

(r

(j�1)

l

; s

(i;s)

l

) = 0 f

�

ur i = 1; 2; : : : ; j � 1 ; s = 1; 2; : : : ; n ; (4.24)



151

g

�

ultig, dann folgen mit (4.24) und (4.22) die Beziehungen (4.23) f

�

ur i = 1; 2; : : : ; j � 1,

s = 1; 2; : : : ; n, denn

(r

(j)

l

; s

(i;s)

l

) =

�

r

(j�1)

l

�

n

X

t=1

�

(j;t)

A

l

s

(j;t)

l

; s

(i;s)

l

�

= (r

(j�1)

l

; s

(i;s)

l

)�

n

X

t=1

�

(1;t)

(A

l

s

(j;t)

l

; s

(i;s)

l

)

= 0�

n

X

t=1

�

(1;t)

0 = 0 :

F

�

ur i = j erh

�

alt man (4.23) wegen

(r

(j)

l

; s

(j;s)

l

) = (r

(j�1)

l

; s

(j;s)

l

)�

n

X

t=1

�

(j;t)

(A

l

s

(j;t)

l

; s

(j;s)

l

) = (r

(j�1)

l

; s

(j;s)

l

)� �

(j;s)

(A

l

s

(j;s)

l

; s

(j;s)

l

)

= (r

(j�1)

l

; s

(j;s)

l

)�

(r

(j�1)

l

; s

(j;s)

l

)

(A

l

s

(j;s)

l

; s

(j;s)

l

)

(A

l

s

(j;s)

l

; s

(j;s)

l

) = 0 :

Aus (4.23) folgen auch unmittelbar die Beziehungen

(A

l

z

(j)

l

; C

(s)

l

A

l

z

(i�1)

l

) = (r

(j)

l

; w

(i;s)

l

) = 0 f

�

ur i = 1; 2; : : : ; j ; s = 1; 2; : : : ; n ; (4.25)

da

(r

(j)

l

; w

(i;s)

l

) =

�

r

(j)

l

; ~s

(i;s)

l

�

i�1

X

k=1

n

X

t=1

�

(i;s;k;t)

s

(k;t)

l

�

= (r

(j)

l

; ~s

(i;s)

l

)�

i�1

X

k=1

n

X

t=1

�

(i;s;k;t)

(r

(j)

l

; s

(k;t)

l

) = (r

(j)

l

; s

(i;s)

l

�

s�1

X

t=1

�

(i;s;t)

s

(i;t)

l

) = 0 :

Folglich erf

�

ullen die Fehler z

(j)

l

und z

(j

�

)

l

die Bedingungen (4.18) f

�

ur alle � mit j�j = 1 und

f

�

ur alle j = 0; 1; : : : ; j

�

� 1.

Im Algorithmus 4.4 k

�

onnen anstelle der Schritte (h) { (j) auch die folgenden Teilschritte

durchgef

�

uhrt werden.

Berechne

(h

0

) die Parameter ~�

(j;s)

, s = 1; 2; : : : ; n, aus

~

Q

~�

~p

~�

=

~

b

~�

(4.26)

mit

~

Q

~�

= [(A

l

~
s

(j;t)

l

;
~
s

(j;s)

l

)]

n

s;t=1

, ~p

~�

= [~�

(j;s)

]

n

s=1

und

~

b

~�

= [(r

(j�1)

l

;
~
s

(j;s)

l

)]

n

s=1

.

(i

0

) u

(j)

l

= u

(j�1)

l

� (~�

(j;1)

~
s

(j;1)

l

+ ~�

(j;2)

~
s

(j;2)

l

+ � � �+ ~�

(j;n)

~
s

(j;n)

l

)

(j

0

) r

(j)

l

= r

(j�1)

l

� (~�

(j;1)

A

l

~
s

(j;1)

l

+ ~�

(j;2)

A

l

~
s

(j;2)

l

+ � � �+ ~�

(j;n)

A

l

~
s

(j;n)

l

)

Orthogonalisiere die Vektoren
~
s

(j;s)

l

, d.h. berechne

(k

0

) s

(j;1)

l

=
~
s

(j;1)

l

s

(j;s)

l

=

s�1

X

t=1

�

(j;s;t)

s

(j;t)

l

+
~
s

(j;s)

l

; �

(j;s;t)

= �

(A

l

~
s

(j;s)

l

; s

(j;t)

l

)

(A

l

s

(j;t)

l

; s

(j;t)

l

)

; s = 2; 3; : : : ; n
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Diese Modi�kation f

�

uhrt zum Algorithmus 4.4

0

, der dieselben Iterierten liefert wie der Algo-

rithmus 4.4. Die

�

Aquivalenz beider Algorithmen kann wie folgt begr

�

undet werden. Nach der

Durchf

�

uhrung der Gau�schen Eliminationsschritte [227] hat das Gleichungssystem (4.26) die

Form

Q

~�

~p

~�

= b

~�

(4.27)

mit

Q

~�

= [Q

~� ;st

]

n

s;t=1

; Q

~� ;ts

= 0 f

�

ur t = 2; 3; : : : ; n ; s = 1; 2; : : : ; t� 1 ;

Q

~� ;st

= (A

l

s

(j;s)

l

; ~s

(j;t)

l

) f

�

ur s = 1; 2; : : : ; n� 1 ; t = s+ 1; s+ 2; : : : ; n

Q

~� ;ss

= (A

l

s

(j;s)

l

; s

(j;s)

l

) f

�

ur s = 1; 2; : : : ; n ; b

~�

= [(r

(j�1)

l

; s

(j;s)

l

)]

n

s=1

;

wobei die Vektoren s

(j;s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n, die gleiche Gestalt wie im Schritt (h) aus Algo-

rithmus 4.4 haben. Als L

�

osung des Gleichungssystems (4.27) erh

�

alt man die Parameter ~�

(j;s)

mit

~�

(j;s)

= �

(j;s)

+

n

X

t=s+1

�

(j;t;s)

�

(j;t)

+

n�1

X

t=s+1

n

X

u=t+1

�

(j;t;s)

�

(j;u;t)

�

(j;u)

+ � � �+

n�(n�s)+1

X

t=s+1

n�(n�s+1)+1

X

u=t+1

� � �

n�1

X

v=n�1

n

X

w=n

| {z }

n�s

�

(j;t;s)

�

(j;u;t)

� � ��

(j;w;v)

�

(j;w)

:

(4.28)

Eine direkte Rechnung liefert die Beziehung

u

(j)

l

= u

(j�1)

l

� (~�

(j;1)

~s

(j;1)

l

+ ~�

(j;2)

~s

(j;2)

l

+ � � �+ ~�

(j;n)

~s

(j;n)

l

)

= u

(j�1)

l

� (�

(j;1)

s

(j;1)

l

+ �

(j;2)

s

(j;2)

l

+ � � �+ �

(j;n)

s

(j;n)

l

)

mit �

(j;s)

aus dem Algorithmus 4.4, ~�

(j;s)

aus (4.26) und ~s

(j;s)

l

bzw. s

(j;s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n,

gem

�

a� der De�nition im Algorithmus 4.4.

F

�

ur den Algorithmus 4.4 kann analog wie f

�

ur die Algorithmen 4.2 und 4.3 der folgende

Konvergenzsatz bewiesen werden.

Satz 4.4 Es existiert eine Konstante % < 1, so da� f

�

ur die Iterierten u

(j)

l

im Algorithmus 4.4

gilt

ku

(j)

l

� u

l

k

A

l

� %

j

ku

(0)

l

� u

l

k

A

l

:

Beweis: Es wird anstelle des Algorithmus 4.4 der

�

aquivalente Algorithmus mit den Teil-

schritten (h

0

) { (k

0

) betrachtet. Die neue N

�

aherung u

(j)

l

hat die Darstellung

u

(j)

l

= u

(j�1)

l

�

n

X

s=1

~�

(j;s)

~s

(j;s)

l

= u

(j�1)

l

�

n

X

s=1

~�

(j;s)

�

w

(j;s)

l

+

j�1

X

k=1

n

X

t=1

�

(j;s;k;t)

s

(k;t)

l

�

= u

(j�1)

l

�

n

X

s=1

~�

(j;s)

w

(j;s)

l

�

j�1

X

k=1

n

X

t=1

�

(k;t)

s

(k;t)

l

(4.29)
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mit

�

(k;t)

=

n

X

s=1

~�

(j;s)

�

(j;s;k;t)

:

Die Berechnung der Parameter �

(j;s;k;t)

gem

�

a� Schritt (g) und die Bestimmung der Parameter

~�

(j;s)

aus (4.27) minimiert die Norm kz

(j)

l

k

2

A

l

. Dies gilt aufgrund folgender

�

Uberlegungen.

Ausgehend von der Darstellung (4.29) erh

�

alt man f

�

ur die Minimierung der Norm kz

(j)

l

k

2

A

l

die

Bedingungen

@kz

(j)

l

k

2

A

l

@~�

(j;s)

= 0 ; s = 1; 2; : : : ; n ; (4.30)

und

@kz

(j)

l

k

2

A

l

@�

(k;t)

= 0 ; k = 1; 2; : : : ; j � 1 ; t = 1; 2; : : : ; n : (4.31)

Die Gleichungen (4.30) und (4.31) bilden das Gleichungssystem
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� � � Q
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�
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�

(2)

� � � Q
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B

B

@
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�
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.

p

�

(j�1)
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C

C

C

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

b
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b

�

(1)

.

.

.

b

�

(j�1)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(4.32)

zur Bestimmung der Parameter ~�

(j;s)

und �

(k;t)

. Unter Ausnutzung der Orthogonalit

�

atsbe-

ziehungen (4.22) und (4.23) gilt

Q

~�

= [(A

l

w

(j;s)

l

; w

(j;t)

l

)]

n

s;t=1

;

Q

~��

(k)

= [(A

l

w

(j;s)

l

; s

(k;t)

l

)]

n

s;t=1

; k = 1; 2; : : : ; j � 1 ; Q

�

(k)

~�

= Q

T

~��

(k)

;

Q

�

(k)

= diagf(A

l

s

(k;s)

l

; s

(k;s)

l

)g

s=1;2;:::;n

; Q

�

(k)

�

(m)

= 0 ; k;m = 1; 2; : : : ; j � 1 ; k 6= m ;

p

~�

= [~�

(j;s)

]

n

s=1

; p

�

(k)

= [�

(k;s)

]

n

s=1

; k = 1; 2; : : : ; j � 1 ;

b

~�

= [(r

(j�1)

l

; w

(j;s)

l

)]

n

s=1

= [(r

(j�1)

l

; ~s

(j;s)

l

)]

n

s=1

;

b

�

(k)

= [(r

(j�1)

l

; s

(k;s)

l

)]

n

s=1

= [0]

n

s=1

; k = 1; 2; : : : ; j � 1 :

Aufgrund der Diagonalgestalt der Matrizen Q

�

(k)

und wegen b

�

(k)

� 0 erh

�

alt man sofort

�

(k;t)

= �

n

P

s=1

(A

l

s

(k;t)

l

; w

(j;s)

l

)~�

(j;s)

(A

l

s

(k;t)

l

; s

(k;t)

l

)

;

d.h. �

(k;t)

hat tats

�

achlich die Darstellung

n

X

s=1

~�

(j;s)

�

(j;s;k;t)

(4.33)

mit den Parametern �

(j;s;k;t)

aus dem Schritt (g).
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Setzt man die Darstellung (4.33) in das Gleichungssystem (4.32) ein, so erh

�

alt man

zun

�

achst die n Gleichungen

n

X

t=1

(A

l

w

(j;s)

l

; w

(j;t)

l

)~�

(j;t)

+

j�1

X

k=1

n

X

u=1

(A

l

w

(j;s)

l

; s

(k;u)

l

)�

(k;u)

= (r

(j�1)

l

; ~s

(j;s)

l

)

�

n

X

t=1

(A

l

w

(j;s)

l

; w

(j;t)

l

)~�

(j;t)

+

j�1

X

k=1

n

X

u=1

n

X

t=1

~�

(j;t)

�

(j;t;k;u)

(A

l

w

(j;s)

l

; s

(k;u)

l

) = (r

(j�1)

l

; ~s

(j;s)

l

)

�

n

X

t=1

~�

(j;t)

�

A

l

w

(j;s)

l

; w

(j;t)

l

+

j�1

X

k=1

n

X

u=1

�

(j;t;k;u)

s

(k;u)

l

�

= (r

(j�1)

l

; ~s

(j;s)

l

)

�

n

X

t=1

~�

(j;t)

(A

l

w

(j;s)

l

; ~s

(j;t)

l

) = (r

(j�1)

l

; ~s

(j;s)

l

) :

(4.34)

Wegen (A

l

s

(k;s)

l

; ~s

(j;t)

l

) = 0 f

�

ur k = 1; 2; : : : ; j � 1, s; t = 1; 2; : : : ; n, gilt

(A

l

w

(j;s)

l

; ~s

(j;t)

l

) = (A

l

~s

(j;s)

l

; ~s

(j;t)

l

) ;

und folglich sind die Gleichungen (4.34)

�

aquivalent zu

n

X

t=1

~�

(j;t)

(A

l

~s

(j;s)

l

; ~s

(j;t)

l

) = (r

(j�1)

l

; ~s

(j;s)

l

) ; s = 1; 2; : : : ; n : (4.35)

Die Gleichungen (4.35) sind gerade das Gleichungssystem (4.26) zur Berechnung der Para-

meter ~�

(j;s)

. Damit ist gezeigt, da� die im Algorithmus 4.4 bzw. 4.4

0

genutzten Beziehungen

zur Berechnung der Parameter ~�

(j;s)

und �

(j;s;k;t)

ein Minimum der Norm kz

(j)

l

k

2

A

l

liefern.

Der Rest des Beweises erfolgt auf analoge Weise wie im Beweis des Satzes 4.2, d.h. es gilt

o�enbar

ku

(j)

l

� u

l

k

A

l

� k�u

(j)

l

� u

l

k

A

l

(4.36)

f

�

ur jedes �u

(j)

l

, das gem

�

a� der Iterationsvorschrift

�u

(j)

l

= u

(j�1)

l

�

n

X

s=1

��

(j;s)

~s

(j;s)

l

= u
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�

n
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= u
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�

n

X
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�

(s)

l

C

(s)

l

�

(A

l

u

(j�1)

l

� f

l

)

mit ��

(j;s)

= ��

(s)

l

und

�

�

(j;s;k;t)

= 0 berechnet wird. W

�

ahlt man � = 2=(

l;1

+ 

l;2

), so gilt,

siehe [217],

k�u

(j)

l

� u

l

k

A

l

�



l;2

� 

l;1



l;2

+ 

l;1

ku

(j�1)

l

� u

l

k

A

l

: (4.37)
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Aus (4.36) und (4.37) folgt unmittelbar die Behauptung des Satzes. 2

Vereinfacht man den Algorithmus 4.4, indem in die Berechnung der Vektoren
~
s

(j;s)

l

, s =

1; 2; : : : ; n, nur die Vektoren s

(j�1;s)

l

aus der vorangegangenen Iteration einbezogen werden,

dann erh

�

alt man den folgenden Algorithmus 4.5.

Algorithmus 4.5 (Verfahren mit variablem Vorkonditionierer)

Gegeben sei eine Startn

�

aherung u

(0)

l

.

Startschritt:

Berechne

(a) r

(0)

l

= A

l

u

(0)

l

� f

l

(b) w

(1;s)

l

= C

(s)

l

r

(0)

l

; s = 1; 2; : : : ; n

Setze
~
s

(1;s)

l

= w

(1;s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n, und orthogonalisiere die Vektoren
~
s

(1;s)

l

, d.h. berechne
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(1;1)

l

=
~
s

(1;1)

l

s
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l

=
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s
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l
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l
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= �
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l

~
s
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l

; s
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l

)
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l

s
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l

)

; s = 2; 3; : : : ; n
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l

� (�

(1;1)

A

l

s

(1;1)

l

+ �

(1;2)

A

l

s

(1;2)

l

+ � � �+ �

(1;n)

A

l

s

(1;n)

l

)

Iteration (j = 2; 3; : : : ):

Berechne

(f) w

(j;s)

l

= C

(s)

l

r

(j�1)

l

; s = 1; 2; : : : ; n

(g)
~
s

(j;s)

l

= w

(j;s)

l

+ �

(j;s;1)

s

(j�1;1)

l

+ �

(j;s;2)

s

(j�1;2)

l

+ � � �+ �

(j;s;n)

s

(j�1;n)

l

;

�

(j;s;t)

= �

(w

(j;s)

l

; A

l

s

(j�1;t)

l

)

(A

l

s

(j�1;t)

l

; s

(j�1;t)

l

)

; s; t = 1; 2; : : : ; n

Orthogonalisiere die Vektoren
~
s

(j;s)

l

, d.h. berechne

(h) s

(j;1)

l

=
~
s

(j;1)

l

s

(j;s)

l

=

s�1

X

t=1

�

(j;s;t)

s

(j;t)

l

+
~
s

(j;s)

l

; �

(j;s;t)

= �

(A

l

~
s

(j;s)

l

; s

(j;t)

l

)

(A

l

s

(j;t)

l

; s

(j;t)

l

)

; s = 2; 3; : : : ; n
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Berechne

(i) u

(j)

l

= u

(j�1)

l

� (�

(j;1)

s

(j;1)

l

+ �

(j;2)

s

(j;2)

l

+ � � �+ �

(j;n)

s

(j;n)

l

) ;

�

(j;s)

=

(r

(j�1)

l

; s

(j;s)

l

)

(A

l

s

(j;s)

l

; s

(j;s)

l

)

(j) r

(j)

l

= r

(j�1)

l

� (�

(j;1)

A

l

s

(j;1)

l

+ �

(j;2)

A

l

s

(j;2)

l

+ � � �+ �

(j;n)

A

l

s

(j;n)

l

)

Die im Algorithmus 4.5 konstruierten Vektoren r

(j)

l

, s

(j;s)

l

und s

(j�1;s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n,

gen

�

ugen den Orthogonalit

�

atsbeziehungen

(A

l

s

(j;s)

l

; s

(k;t)

l

) = 0 f

�

ur js� tj+ jj � kj 6= 0 ; k = j � 1; j ; s; t = 1; 2; : : : ; n ;

und

(A

l

z

(j)

l

; C

(s)

l

A

l

z

(j�1)

l

) = (r

(j)

l

;w

(j;s)

l

) = (r

(j)

l

; s

(j;s)

l

) = 0 f

�

ur s = 1; 2; : : : ; n ;

d.h. die Bedingungen (4.18) werden f

�

ur j�j = 1 und j = j

�

�1 erf

�

ullt. Diese Orthogonalit

�

ats-

beziehungen k

�

onnen auf analoge Weise wie bei den Beziehungen (4.22) und (4.23) gezeigt

werden.

F

�

ur den Algorithmus 4.5 kann der folgende Konvergenzsatz bewiesen werden. Der Beweis

erfolgt v

�

ollig analog zum Beweis des Satzes 4.4, so da� hier auf die Angabe des Beweises

verzichtet werden kann.

Satz 4.5 Es existiert eine Konstante % < 1, so da� f

�

ur die Iterierten u

(j)

l

im Algorithmus 4.5

ku

(j)

l

� u

l

k

A

l

� %

j

ku

(0)

l

� u

l

k

A

l

gilt.

In diesem Abschnitt wurden vier CG-

�

ahnliche Iterationsverfahren mit additiven Vor-

konditionierern vorgestellt, und es wurde gezeigt, da� diese Verfahren konvergieren. Die er-

haltenen Konvergenzaussagen wurden unter Zuhilfenahme der Konvergenzaussagen f

�

ur die

Richardson-Iteration [111, 217] erzielt. Die getro�enen Aussagen lassen keinen qualitativen

Vergleich der Algorithmen 4.2 { 4.5 zu. Im folgenden werden diese Algorithmen anhand

numerischer Experimente miteinander verglichen.

Bemerkung 4.1 In einem von Hackbusch [112] vorgeschlagenen parallelen CG-Algorith-

mus wird

�

ahnlich wie in den Algorithmen 4.4 und 4.5 ein Satz von Suchrichtungen s

(j;s)

l

,

s = 1; 2; : : : ; n, genutzt. Die Ursache f

�

ur die Verwendung von n Suchrichtungen ist in [112]

jedoch eine v

�

ollig andere als in den in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen. Hack-

busch untersucht einen CG-Algorithmus, bei dem ausgehend von n Startn

�

aherungen in je-

dem Iterationsschritt n neue N

�

aherungsl

�

osungen parallel berechnet werden, aus denen eine

Linearkombination als neue N

�

aherung f

�

ur die L

�

osung des betrachteten Gleichungssystems

gebildet wird.
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4.3 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt werden die Konvergenzeigenschaften der Algorithmen 4.1 { 4.5 anhand

numerischer Experimente analysiert. Au�erdem werden diese Algorithmen mit dem PCG-

Verfahren mit einem entsprechenden additiven Vorkonditionierer mit �xierten Gewichten

�

(s)

l

verglichen. Dabei zeigt sich, da� die neuen Iterationsverfahren zum Teil schneller kon-

vergieren als das

�

ubliche PCG-Verfahren mit den betrachteten additiven Vorkonditionierern

mit festen Parametern. Die neuen Algorithmen erfordern jedoch einen h

�

oheren Aufwand

an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt. Somit entsteht die Frage, welcher Al-

gorithmus letztendlich in der k

�

urzesten Zeit eine N

�

aherungsl

�

osung mit einer gew

�

unschten

Genauigkeit liefert.

Im Abschnitt 4.3.1 wird der Aufwand an arithmetischen Operationen f

�

ur die Algorith-

men 4.1 { 4.5 und den

�

ublichen PCG-Algorithmus analysiert.

4.3.1 Analyse des Arithmetik- und Kommunikationsaufwandes

Innerhalb jedes Iterationsschrittes der Algorithmen 4.1 { 4.5 sind Skalarprodukte zu be-

rechnen und Matrix-Vektor-Multiplikationen sowie Vektoroperationen vom Typ y := �x+ y

(sogenannte DAXPY-Operationen) durchzuf

�

uhren. Au�erdem m

�

ussen in jedem Iterations-

schritt einmal die Operationen C

(s)

l

r

(j)

l

, s = 1; 2; : : : ; n, ausgef

�

uhrt werden. In der Tabelle 4.1

wird die in den verschiedenen Algorithmen erforderliche Anzahl derartiger Operationen zu-

sammengestellt.

Tabelle 4.1: Aufwand an arithmetischen Operationen

Anzahl von

Verfahren

Skalarprodukten Matrix-Vektor-Mult. DAXPY-Operationen C

(s)

l

r

(j)

l

PCG-Verfahren 2 1 3 1

Algorithmus 4.1 n(n+ 1)=2 + n n 2n 1

Algorithmus 4.2 n(2n+ 3) n n

2

+ 3n 1

Algorithmus 4.3 (n+ 1)(n+ 4)=2 n n+ 3 1

Algorithmus 4.4 n((2j + 1)n� 3)=2 n jn

2

+ 3n+ n(n� 1)=2 1

Algorithmus 4.5 3n(n+ 1)=2 n n

2

+ 3n+ n(n� 1)=2 1

Zus

�

atzlich ist zur Bestimmung der Iterationsparameter in den Algorithmen 4.2 und 4.3

je Iterationsschritt noch ein Gleichungssystem mit 2n bzw. n+ 1 Unbekannten zu l

�

osen.

Im Algorithmus 4.4 erh

�

oht sich der Aufwand pro Iteration mit wachsendem Index j.

Dies wird durch den steigenden Aufwand bei der Orthogonalisierung der Vektoren s

(k;t)

l

,

k = 1; 2; : : : ; j, t = 1; 2; : : : ; n, verursacht.

Die Tabelle 4.1 zeigt, da� f

�

ur gro�e n der Aufwand an arithmetischen Operationen in den

neuen Verfahren wesentlich gr

�

o�er ist als beim

�

ublichen PCG-Verfahren.

Bei einer Implementierung auf einem Parallelrechner ist Kommunikation bei der Berech-

nung der Skalarprodukte und bei der Durchf

�

uhrung der Operationen C

(s)

l

r

(j)

l

erforderlich.

In den Algorithmen 4.1 { 4.3 k

�

onnen bei der Berechnung der Skalarprodukte alle Daten in
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einem Schritt gemeinsam ausgetauscht werden, so da� nur ein Startup-Schritt ausgef

�

uhrt

werden mu�. Bei den Algorithmen 4.4 und 4.5 ist es m

�

oglich, bei der Berechnung der Ska-

larprodukte in den Schritten (g) und (i) die Daten gemeinsam auszutauschen. Im Schritt (h)

mu� der Datenaustausch in n � 1 Teilschritten erfolgen. Somit sind in beiden Algorithmen

f

�

ur die Skalarproduktberechnung n + 1 Startup-Schritte notwendig. Der Kommunikations-

aufwand zur L

�

osung des Vorkonditionierungsgleichungssystems, d.h. der Aufwand bei den

Operationen C

(s)

l

r

(j)

l

, ist jedoch in allen Verfahren gleich. Da sich der Zeitaufwand f

�

ur den

Datenaustausch zur Berechnung eines Skalarproduktes und zur Berechnung von n(2n + 3)

Skalarprodukten, wie z.B. im Algorithmus 4.2, kaum unterscheiden, ist der Kommunikati-

onsaufwand bei den Algorithmen 4.1 { 4.3 und beim

�

ublichen PCG-Verfahren nahezu gleich.

Bei den Algorithmen 4.4 und 4.5 ist aufgrund der h

�

oheren Anzahl von Startup-Schritten bei

der Skalarproduktberechnung der Kommunikationsaufwand h

�

oher als beim

�

ublichen PCG-

Verfahren.

Aufgrund der obigen

�

Uberlegungen zum Arithmetik- und Kommunikationsaufwand wer-

den die neuen Verfahren nur dann dem

�

ublichen PCG-Verfahren hinsichtlich der ben

�

otigten

Zeit

�

uberlegen sein, wenn sie schneller konvergieren. Dies wird in den folgenden Beispielen

auch deutlich werden.

4.3.2 Zweistu�g p-hierarchischer Vorkonditionierer

In diesem Abschnitt wird wie im Abschnitt 3.3.7.2 als Testbeispiel die Berechnung eines

linearen station

�

aren Magnetfeldproblems in einem Elektromotor genutzt. Im Unterschied

zum Abschnitt 3.3.7.2 wird hier bei der Finite-Elemente-Diskretisierung die zweistu�ge p-

hierarchische Basis (2.22) verwendet. Zur L

�

osung des Finite-Elemente-Gleichungssystems

0

B

@

�

A

L

l�1

�

~

A

Q

l;vm

�

~

A

Q

l;mv

�

A

Q

l;mm

1

C

A

0

B

@

�

~u

Q

l;v

�

~u

Q

l;m

1

C

A

=

0

B

@

�

f

L

l�1

�

f

Q

l;m

1

C

A

werden die im Abschnitt 4.2 vorgestellten Iterationsverfahren mit den Vorkonditionierern

C

(1)

l

=

�

C

�1

l;vv

und C

(2)

l

=

�

C

�1

l;mm

eingesetzt. Zum Vergleich wurde auch das

�

ubliche PCG-

Verfahren mit dem Vorkonditionierer (3.60) verwendet. Die Matrix

�

C

l;vv

wurde implizit durch

die Anwendung eines l � 1{Gitter-Verfahrens de�niert, wobei ein V -Zyklus mit zwei Gau�-

Seidel-Schritten vorw

�

arts in der Vorgl

�

attung und zwei Gau�-Seidel-Schritten r

�

uckw

�

arts in

der Nachgl

�

attung durchgef

�

uhrt wurde. Die De�nition der Matrix

�

C

l;mm

erfolgte durch die An-

wendung eines Iterationsschrittes des symmetrischen Gau�-Seidel-Verfahrens (3.106). Folg-

lich gilt

�

C

l;vv

=

�

A

L

l�1

(I

l;vv

�M

l�1

)

�1

und

�

C

l;mm

=

�

A

Q

l;mm

(I

l;mm

�

�

S

GS

l;mm

)

�1

mit den Fehler

�

ubergangsoperatorenM

l�1

f

�

ur den l�1{Gitter-Algorithmus und

�

S

GS

l;mm

f

�

ur das

symmetrische Gau�-Seidel-Verfahren (bzgl. der De�nition dieser Operatoren siehe (3.17) und

(3.110)). Zus

�

atzlich wurden noch Experimente mit dem PCG-Verfahren mit dem Vorkon-

ditionierer (4.2) durchgef

�

uhrt. Die Bestimmung der Parameter �

(1)

l

und �

(2)

l

erfolgte mittels

des Verfahrens 4.1.
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Die vorgestellten L

�

osungsalgorithmen wurden im Programm FEMGP [142, 226] imple-

mentiert. Alle Testrechnungen wurden auf einem Pentium-PC (90 MHz) unter Nutzung des

LAHEY-Fortran-Compilers durchgef

�

uhrt.

Die Magnetfeldberechnung, d.h. die Ermittlung der x

3

-Komponente des Vektorpotentials

~

A, erfolgte f

�

ur den in der Abbildung 3.7 dargestellten Elektromotor. Hierbei wurde als Gebiet


 ein Viertel des Querschnitts des Motors genutzt.

Als Startvektor f

�

ur die iterativen L

�

oser diente der Nullvektor. Die Iteration wurde beim

Erreichen eines relativen Defektes k

�

~

f

Q

l

�

�

~

A

Q

l

�

~u

(j)

l

k=k

�

~

f

Q

l

�

�

~

A

Q

l

�

~u

(0)

l

k � 10

�6

, gemessen in der

Euklidischen Norm, abgebrochen.

Die Tabelle 4.2 enth

�

alt f

�

ur die verschiedenen L

�

osungsverfahren die ben

�

otigten CPU-

Zeiten und die Iterationszahlen. Aufgrund des zu hohen Speicherplatzbedarfs im Algorith-

mus 4.4 konnte die Testrechnung mit vier Gittern nicht durchgef

�

uhrt werden.

Tabelle 4.2: CPU-Zeiten [s] und Iterationszahlen der verschiedenen L

�

oser

l 2 3 4

N

l

1580 6203 24581

Verfahren #it CPU-Zeit #it CPU-Zeit #it CPU-Zeit

PCG 18 0.71 21 3.74 23 18.23

Algorithmus 4.1 36 1.16 44 7.14 46 32.46

Algorithmus 4.2 17 0.66 19 3.57 20 16.31

Algorithmus 4.3 17 0.60 19 3.24 20 15.00

Algorithmus 4.4 16 1.54 19 8.18

Algorithmus 4.5 18 0.82 19 4.34 19 22.47

�

(2)

l

=�

(1)

l

1.10 1.19 1.40

PCG mit Vork. (4.2) 18 0.66 21 3.79 22 17.74

Aus der Tabelle 4.2 ist ersichtlich, da� die Algorithmen 4.2 { 4.5 bei diesem Beispiel

weniger Iterationen ben

�

otigten als das

�

ubliche PCG-Verfahren mit dem entsprechenden Vor-

konditionierer (3.60). Die notwendige CPU-Zeit war bei den Algorithmen 4.2 und 4.3 niedri-

ger als beim

�

ublichen PCG-Algorithmus. Da bei den Algorithmen 4.4 und 4.5 der Aufwand

an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt doch wesentlich h

�

oher ist als beim

�

ubli-

chen PCG-Verfahren (siehe auch Tabelle 4.1), f

�

uhrte der relativ kleine Gewinn an Iterationen

nicht zu einem schnelleren Algorithmus.

Wie die Quotienten �

(2)

l

=�

(1)

l

aus der Tabelle 4.2 zeigen, liegen die im Vorkonditionierer

(3.60) verwendeten Wichtungsfaktoren �

(s)

l

= 1 relativ nahe an den g

�

unstigsten Parametern.

Folglich ist auch nicht zu erwarten, da� die Anwendung der neuen Algorithmen und des

PCG-Algorithmus mit dem Vorkonditionierer (4.2) zu einer wesentlichen Reduzierung der

Iterationszahlen f

�

uhrt.
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4.3.3 ASM-DD-Vorkonditionierer

In diesem Abschnitt werden die im Abschnitt 4.2 entwickelten Algorithmen im Zusammen-

hang mit einem ASM-DD-Vorkonditionierer der Gestalt (3.128) getestet. Als Beispiel dient

die Poisson-Gleichung im Gebiet 
 = (0; 4) � (0; 4). Das Gebiet 
 wurde in 16 Teilge-

biete zerlegt. Bei der Finite-Elemente-Diskretisierung wurde in jedem Teilgebiet eine Folge

ineinander enthaltener Vernetzungen mittels Dreieckelementen erzeugt, so da� auch eine

zul

�

assige Vernetzung f

�

ur das gesamte Gebiet 
 entsteht. Die Generierung des zu jeder Ver-

netzung T

k

, k = 1; 2; : : : ; l, geh

�

orenden Finite-Elemente-Gleichungssystems erfolgte unter

Nutzung der st

�

uckweise linearen Knotenbasis (2.12). In der DD-Knotennumerierung hat das

Finite-Elemente-Gleichungssystem die Gestalt

0

@

A

l;C

A

l;CI

A

l;IC

A

l;I

1

A

0

@

u

l;C

u

l;I

1

A

=

0

@

f

l;C

f

l;I

1

A

(siehe auch Abschnitt 3.3.5, Beziehung (3.112)).

Im Vorkonditionierer

C

l

=

~

Y

�T

l

~

C

l

~

Y

�1

l

=

0

@

I

l;C

A

l;CI

B

�T

l;I

0 I

l;I

1

A

0

@

C

l;C

0

0 C

l;I

1

A

0

@

I

l;C

0

B

�1

l;I

A

l;IC

I

l;I

1

A

wurde die Matrix C

l;C

durch einen BPS-Vorkonditionierer [50] de�niert. Dieser Vorkonditio-

nierer beinhaltet einen Algorithmus von Dryja [72] f

�

ur die zu den Koppelr

�

andern geh

�

oren-

den Anteile und einen globalen Crosspoint-L

�

oser. Die De�nition des Vorkonditionierers C

l;I

erfolgte implizit durch die Anwendung eines Mehrgitter-V -Zyklus mit jeweils einem Gau�-

Seidel-Schritt vorw

�

arts in der Vorgl

�

attung und einem Gau�-Seidel-Schritt r

�

uckw

�

arts in der

Nachgl

�

attung. F

�

ur die Basistransformation Y

l

wurde eine in [104] beschriebene hierarchische

Fortsetzungstechnik genutzt.

Beim Einsatz dieses ASM-DD-Vorkonditionierers

�

ubernimmt in den Algorithmen 4.1 {

4.5 die Matrix C

�1

l;C

die Rolle von C

(1)

l

und C

�1

l;I

die Rolle von C

(2)

l

.

Als Startvektor f

�

ur die iterativen L

�

oser diente ein Vektor, dessen Komponenten mit

den Funktionswerten der Funktion x

3

(4 � x)y(4� y)

5

in den entsprechenden Knotenpunk-

ten belegt wurde. Die Iterationsverfahren wurden beim Erreichen eines relativen Fehlers

kz

(k)

l

k

A

l

=kz

(0)

l

k

A

l

� 10

�4

abgebrochen.

Neben den Tests mit den Algorithmen 4.1 { 4.5 wurden auch Experimente mit dem PCG-

Verfahren mit dem Vorkonditionierer (4.2) durchgef

�

uhrt. Die Bestimmung der Parameter �

(1)

l

und �

(2)

l

erfolgte mittels des Verfahrens 4.1.

Die in der Tabelle 4.3 pr

�

asentierten Experimente wurden auf 16 Prozessoren des Paral-

lelrechnersystems GC/PowerPlus-128 durchgef

�

uhrt.

Die Tabelle 4.3 zeigt, da� die Algorithmen 4.2 { 4.5 in den meisten F

�

allen eine k

�

urzere

Zeit ben

�

otigen als der

�

ubliche PCG-Algorithmus mit dem Vorkonditionierer (3.128). Bei den

Algorithmen 4.2 { 4.5 sind die Iterationszahlen zum Teil deutlich niedriger als beim

�

ublichen

PCG-Verfahren. Der wesentliche Kommunikationsaufwand pro Iterationsschritt entsteht bei

der Anwendung der Matrix C

l;C

und ist in allen Algorithmen gleich. Da beim Parallelrech-

nersystem GC/PowerPlus-128 die Kommunikationsleistung relativ gering ist im Vergleich
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Tabelle 4.3: Rechenzeiten und Iterationszahlen der verschiedenen L

�

oser

N

l

497 2001 8081 32529 130577 523281

Verfahren #it Zeit #it Zeit #it Zeit #it Zeit #it Zeit #it Zeit

CG 14 0.30 20 0.47 26 0.80 34 2.33 42 9.58 50 43.75

Algorithmus 4.1 38 0.74 55 1.20 89 2.68 142 10.34 225 58.69 359 363.24

Algorithmus 4.2 14 0.29 17 0.39 21 0.66 27 2.23 35 10.36 47 53.81

Algorithmus 4.3 13 0.27 15 0.34 20 0.62 23 1.73 28 7.56 34 35.44

Algorithmus 4.4 13 0.34 16 0.47 20 0.83 23 3.02

Algorithmus 4.5 13 0.33 15 0.42 20 0.72 24 2.05 29 8.62 36 41.04

�

(2)

l

=�

(1)

l

1.33 1.41 2.53 3.19 3.75 4.03

PCG mit Vork. (4.2) 13 0.28 18 0.42 19 0.59 23 1.58 27 6.21 31 27.17

zur Rechenleistung, wirkt sich die geringere Anzahl an durchzuf

�

uhrenden Iterationen trotz

h

�

oherem Aufwand an arithmetischen Operationen bei den Algorithmen 4.2 { 4.5 positiv auf

die Gesamtlaufzeit aus.

Die Parameter �

(1)

l

und �

(2)

l

f

�

ur die Quotienten �

(2)

l

=�

(1)

l

in der Tabelle 4.3 wurden mittels

des Algorithmus 4.1 berechnet. Es wird deutlich, da� f

�

ur die Probleme mit wenigen Unbe-

kannten die

�

ublicherweise genutzte Skalierung von C

l;C

und C

l;I

mit den Wichtungsfaktoren

�

(1)

l

= �

(2)

l

= 1 nahe an der besten Wahl liegt. Die Tabelle 4.3 zeigt auch, da� beim Einsatz

der Algorithmen 4.3 { 4.5 etwa die gleichen Iterationszahlen ben

�

otigt werden wie bei der

Verwendung des Vorkonditionierer (4.2) mit den mittels des Algorithmus 4.1 ermittelten

Faktoren �

(1)

l

und �

(2)

l

.

Bemerkung 4.2 In [151] wurden die iterativen L

�

oser 4.1 { 4.5 auch im Zusammenhang

mit einem BPX-Vorkonditionierer der Form

C

�1

l

= �

(1)

l

Q

l

1

A

�1

1

(Q

l

1

)

T

+

l

X

k=2

�

(k)

l

Q

l

k

(Q

l

k

)

T

genutzt (siehe Abschnitt 3.3.3). Dabei wurden diese Algorithmen zur L

�

osung der Finite-

Elemente-Gleichungssysteme eingesetzt, die bei der Diskretisierung der Aufgabe

� div (p grad u) + qu = f(x) in 
 ; u = 0 auf @


entstehen. Auf analytischem Weg wurden die Parameter �

(k)

l

= (p+ 2

�2k

q)

�1

ermittelt. Der

in [151] angegebene Vergleich der ben

�

otigten Iterationszahlen zeigt, da� die Algorithmen 4.2 {

4.5 schneller konvergieren als der

�

ubliche PCG-Algorithmus mit diesen festen Parametern

�

(k)

l

.
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Kapitel 5

Parallele Algorithmen f

�

ur nichtlineare

Randwertprobleme

Zur L

�

osung nichtlinearer Randwertprobleme mittels Mehrgitter-Verfahren existieren zwei

grundlegende Zug

�

ange. Eine M

�

oglichkeit besteht in der direkten Anpassung der Gl

�

attungs-

verfahren und des Grobgitterkorrekturschrittes an das nichtlineare Problem. Dies f

�

uhrt zu

den sogenannten nichtlinearen Mehrgitter-Verfahren (siehe z.B. [55, 107, 108]). Einen an-

deren Weg zur Anwendung der Mehrgitteridee auf nichtlineare Probleme bietet der Einsatz

eines Linearisierungsverfahrens, z.B. des Newton-Verfahrens, und die L

�

osung der entstehen-

den linearen Probleme mittels der bekannten Multilevel-Algorithmen f

�

ur lineare Gleichungs-

systeme [108, 119, 121, 162, 167].

In diesem Kapitel werden als Beispiel f

�

ur nichtlineare Randwertprobleme die im Ab-

schnitt 2.1.3 formulierten nichtlinearen station

�

aren Magnetfeldprobleme betrachtet. Die Li-

nearisierung erfolgt mittels des Newton-Verfahrens. Zur L

�

osung der in jedem Linearisierungs-

schritt entstehenden linearen Gleichungssysteme werden verschiedene Multilevel-Verfahren

wie z.B. Mehrgitter-Verfahren, MG(1)-PCG-Verfahren und das MDS-PCG-Verfahren einge-

setzt. Um eine geeignete Startn

�

aherung f

�

ur das Newton-Verfahren zu erhalten, wird die Idee

der geschachtelten Iteration (Full-Mehrgitter-Verfahren) genutzt (siehe auch [108, 229]).

Im Abschnitt 5.1 wird ein paralleler Full-Newton-Multilevel-Algorithmus (PFNM-Algo-

rithmus) beschrieben und im Abschnitt 5.2 werden PFNM-Algorithmen mit verschiedenen

Multilevel-Algorithmen zur L

�

osung der entstehenden linearen Gleichungssysteme anhand

von zwei Beispielen miteinander verglichen. Weitere Beispiele enthalten die Arbeiten [126,

127, 128, 129, 130].

5.1 Paralleler Full-Newton-Multilevel-Algorithmus

Die station

�

aren nichtlinearen Magnetfeldprobleme werden durch das Randwertproblem (2.8)

{ (2.9) beschrieben. Wie im Abschnitt 2.1.3 wird vorausgesetzt, da� das zugrundeliegende

Gebiet 
 in N

M

Teilgebiete

^




j

zerlegt sei, die die verschiedenen Materialien repr

�

asentie-

ren. Die weitere Zerlegung dieser Teilgebiete kann mittels einer automatischen adaptiven

Gebietszerlegungsprozedur, siehe z.B. [90, 98], erfolgen, so da� letztendlich eine Zerlegung

des Gebietes 
 in p nicht

�

uberlappende Teilgebiete 


i

vorliegt. Diese werden den p Prozesso-

ren P

i

eines MIMD-Parallelrechners zugeordnet. Danach erfolgt die Generierung einer Folge

163



164

hierarchisch aufgebauter Dreiecksnetze T

k

, k = 1; 2 : : : ; l, auf die im Abschnitt 2.2 beschrie-

bene Weise. Unter Nutzung der st

�

uckweise linearen Ansatzfunktionen (2.12) erh

�

alt man eine

Folge nichtlinearer Gleichungssysteme

A

k

u

k

= f

k

(5.1)

mit nichtlinearen Operatoren A

k

.

Zur Bestimmung der L

�

osung u

l

wird im weiteren ein Full-Newton-Multilevel-Algorithmus

genutzt. In diesem Algorithmus wird die Fr�echet-Ableitung A

0

k

[v

k

] von A

k

an der Stelle v

k

ben

�

otigt. Die Fr�echet-Ableitung A

0

k

[v

k

] ist ein linearer Operator und wird durch die Jacobi-

Matrix repr

�

asentiert (siehe z.B. [121, 123, 124, 125]).

Bei der Beschreibung des PFNM-Algorithmus (Algorithmus 5.1) werden wie bereits in

den vorangegangenen Abschnitten die als Vektor vom

�

uberlappenden Typ gespeicherten

Vektoren durch Fettschrift gekennzeichnet.

Algorithmus 5.1 (Paralleler Full-Newton-Multilevel-Algorithmus)

(a) Setze k = 1.

(b) Bestimme die Startn

�

aherung f

�

ur das Newton-Verfahren auf dem Gitter T

k

.

(b1) Wenn k = 1 , setze u

(0)

1

= 0.

(b2) Wenn k > 1 , berechne u

(0)

k

= I

k

k�1

u

�

k�1

, d.h. interpoliere die auf dem Gitter T

k�1

erhaltene N

�

aherungsl

�

osung auf das aktuelle Gitter.

(b3) Setze den Z

�

ahler f

�

ur die Newton-Iteration, d.h. setze j = 0.

(c) Berechne die Jacobi-Matrix J

(0)

k

= A

0

k

[u

(0)

k

] und den Defektvektor d

(1)

k

= f

k

� A

k

u

(0)

k

.

(d) L

�

ose das lineare Defektgleichungssystem

J

(j)

k

w

(j+1)

k

= d

(j+1)

k

: (5.2)

Falls k = 1, verwende einen direkten L

�

oser oder das PCG-Verfahren angewendet auf

das entsprechende Schurkomplementsystem (3.53). Falls k > 1, nutze einen parallelen

Multilevel-L

�

oser (Algorithmus 3.2, PCG-Verfahren mit Vorkonditionierung basierend

auf den Algorithmen 3.2, 3.9, 3.12 bzw. DD-Vorkonditionierung). Bestimme eine N

�

ahe-

rungsl

�

osung

f

w

(j+1)

k

mit einer relativen Genauigkeit "

lin

.

(e) Berechne die neue Newton-N

�

aherung

u

(j+1)

k

= u

(j)

k

+ �

(j)

k

f

w

(j+1)

k

mit einem geeignet gew

�

ahlten Parameter �

(j)

k

, 0 < �

(j)

k

� 1.

(f) Kontrolliere die Konvergenz (der Parameter c

�

f

�

ur die Steuerung der D

�

ampfung wird

a priori mit c

�

< 1 gew

�

ahlt).
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(f1) Berechne den neuen Defektvektor d

(j+2)

k

= f

k

� A

k

u

(j+1)

k

.

(f2) Berechne die neue Jacobi-Matrix J

(j+1)

k

= A

0

k

[u

(j+1)

k

] :

(f3) Berechne die Defektnormen d

(j+1)

k

= kd

(j+1)

k

k und d

(j+2)

k

= kd

(j+2)

k

k :

(f4) Wenn d

(j+2)

k

� d

(j+1)

k

, berechne einen neuen D

�

ampfungsparameter �

(j)

k

gem

�

a�

�

(j)

k

= min

8

<

:

c

�

�

(j)

k

;

�

(j)

k

d

(j+1)

k

d

(j+1)

k

+ d

(j+2)

k

9

=

;

und gehe zu Schritt (e), setze sonst bei Schritt (f5) fort.

(f5) Wenn d

(j+2)

k

> "d

(1)

k

, gehe zu Schritt (f6), sonst setze u

�

k

= u

(j+1)

k

.

Falls k < l, dann setze k = k+1 und gehe zu Schritt (b), sonst beende den Algorithmus.

(f6) F

�

uhre einen neuen Newton-Schritt aus, d.h. setze j = j + 1 und gehe zu Schritt (d).

Wird im Schritt (f2) J

(j+1)

k

= J

(j)

k

gesetzt, dann erh

�

alt man das modi�zierte Newton-

Verfahren.

Bei der parallelen Abarbeitung des Algorithmus 5.1 ist Datenaustausch zwischen den

Prozessoren im Schritt (e), d.h. innerhalb des L

�

oser f

�

ur das lineare Defektgleichungssystem,

und bei der Normberechnung im Schritt (f3) erforderlich. Alle anderen Teilschritte k

�

onnen

v

�

ollig parallel ausgef

�

uhrt werden.

Heise hat in [119, 121] Konvergenzresultate f

�

ur ein ged

�

ampftes modi�ziertes Newton-

Mehrgitter-Verfahren bewiesen. Unter den in Satz 3.2 formulierten Voraussetzungen an das

verwendete Mehrgitter-Verfahren konvergiert das ged

�

ampfte modi�zierte Newton-Mehrgit-

ter-Verfahren auf einem Gitter T

k

linear. Damit kann die globale Konvergenz f

�

ur den Full-

Newton-Multilevel-Algorithmus mit einem ged

�

ampften modi�zierten Newton-Verfahren ge-

zeigt werden (siehe Korollar 3 in [121]).

5.2 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt werden numerische Experimente mit parallelen Full-Newton-Multilevel-

Algorithmen dokumentiert, in denen verschiedene der im Kapitel 3 beschriebenen parallelen

Algorithmen zur L

�

osung des linearen Defektgleichungssystems eingesetzt werden. Als Test-

beispiel f

�

ur die Anwendung des Algorithmus 5.1 dient die L

�

osung des nichtlinearen statio-

n

�

aren Magnetfeldproblems (2.8) { (2.9) in elektrischen Maschinen.

Der Algorithmus 5.1 wurde im Programm FEM



BEM [97] implementiert. Die Test-

rechnungen erfolgten auf verschiedenen Parallelrechnersystemen mit MIMD-Architektur, wie

z.B. einem GC/PowerPlus, einem Multicluster-2-System mit 16 Transputern vom Typ T805

bzw. einem Workstationcluster mit 8 SPARC-2-Workstations.

Dem ersten Testbeispiel liegt die in der Abbildung 3.7 dargestellte elektrische Maschine

zugrunde. Wie in dieser Abbildung gezeigt, wurde das Gebiet 
, d.h. der Querschnitt des

Elektromotors, in 64 Teilgebiete zerlegt.
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Im Algorithmus 5.1 wurden folgende Parameter genutzt. Auf allen Gittern T

k

, k =

2; 3 : : : ; l � 1, wurde die maximale Anzahl von Newton-Iterationen auf j � 2 begrenzt.

Die Iteration auf dem feinsten Gitter wurde beim Erreichen einer relativen Genauigkeit von

" = 10

�4

abgebrochen. Als Steuerparameter c

�

bei der De�nition des D

�

ampfungsparameters

�

(j)

k

wurde c

�

= 0:25 gew

�

ahlt. Der Parameter "

lin

kann an das quadratische Konvergenzverhal-

ten des Newton-Verfahrens angepa�t werden (siehe [121]). Die besten Resultate hinsichtlich

der ben

�

otigten Rechenzeit wurden bei diesem Beispiel mit "

lin

= 0:01 erzielt. Die L

�

osung der

linearen Defektsysteme im Schritt (d) des Algorithmus 5.1 erfolgte mittels eines MSM-DD-

PCG-Verfahrens bzw. mittels eines Mehrgitter-Verfahrens. Im MSM-DD-Vorkonditionierer

(3.129) erfolgte die De�nition der Matrix C

l;I

implizit durch die Anwendung eines Mehrgitter-

V -Zyklus mit jeweils einem Gau�-Seidel-Schritt in der Vor- und Nachgl

�

attung. Als Vorkon-

ditionierer f

�

ur das Schurkomplement wurde ein BPS-Vorkonditionierer [50] verwendet, der

bez

�

uglich der zu den Kantenkoppelknoten geh

�

orenden Anteile einen Algorithmus von Dryja

[72] nutzt und einen globalen Crosspoint-L

�

oser enth

�

alt. Die verwendete Basistransformation

basiert auf einer hierarchischen Fortsetzungstechnik [104]. Im globalen Mehrgitter-Verfahren

zur L

�

osung des Defektgleichungssystems wurde der V -Zyklus mit jeweils zwei Gau�-Seidel-

Schritten (Algorithmus 3.4) in der Vor- und Nachgl

�

attung durchgef

�

uhrt. Als Grobgitterl

�

oser

diente das PCG-Verfahren mit einem BPS-Vorkonditionierer angewendet auf das entspre-

chende Schurkomplementsystem (3.53). Dabei wurde die Grobgitterl

�

osung mit einer relativen

Genauigkeit von 0.1 berechnet.

Um die E�zienz der parallelen Algorithmen untersuchen zu k

�

onnen, wurden auch Berech-

nungen in einem Viertel des Elektromotors durchgef

�

uhrt, so da� Resultate von Berechnungen

auf 16 und 64 Prozessoren vorliegen. Die Tabelle 5.1 enth

�

alt die ben

�

otigten Iterationszahlen

und die Rechenzeiten f

�

ur die Generierung der Gleichungssysteme (5.2) sowie deren L

�

osung.

Die skalierten E�zienzen wurden gem

�

a� der Beziehung

E(16; 64) =

1

4

T

ges

(16)

N

l

(16)

N

l

(64)

T

ges

(64)

(5.3)

berechnet, wobei N

l

(p), p = 16; 64, die Anzahl der Unbekannten auf p Prozessoren und

T

ges

(p) die ben

�

otigte Gesamtzeit bezeichnen.

Die Tabelle 5.1 zeigt, da� der Full-Newton-Multilevel-Algorithmus mit dem Mehrgitter-

Verfahren zur L

�

osung der Defektgleichungssysteme (5.2) schneller ist als der Algorithmus

mit dem MSM-DD-PCG-Verfahren. Die bessere Skalierbarkeit erh

�

alt man beim Einsatz des

DD-Verfahrens.

In der Abbildung 5.1 ist f

�

ur die einzelnen Prozessoren das Verh

�

altnis zwischen Kom-

munikations- und Arithmetikzeit gra�sch dargestellt. In den einzelnen Balken ist die Zeit

f

�

ur Datenempfang einschlie�lich Wartezeit (links, grau), die Zeit f

�

ur das Senden von Daten

einschlie�lich Wartezeit (Mitte, schwarz) und die Arithmetikzeit (rechts, wei�) markiert. Die

Arithmetikzeiten f

�

ur die einzelnen Prozessoren unterscheiden sich durch die unterschiedliche

Anzahl von Knoten in den Teilgebieten 


i

.

Um die E�zienz des Algorithmus 5.1 auf verschiedenen Mehrprozessorsystemen zu de-

monstrieren, wurden Rechnungen auf einem Power Xplorer (mit 16 Prozessoren vom Typ

Motorola PowerPC-601), auf einem Multicluster-2-System (mit 16 Prozessoren vom Typ
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Tabelle 5.1: Rechenzeiten und Iterationszahlen beim Einsatz verschiedener linearer L

�

oser

L

�

oser MSM-DD-PCG Mehrgitter-Verfahren

Anzahl der Prozessoren 16 64 16 64

Anzahl der Unbekannten 374129 1 514 008 374129 1 514 008

Newton-Iterationen (1. Gitter) 3 3 3 3

CG-Iterationen (1. Gitter) 6,11,12 6,11,11 6,11,12 6,11,11

Newton-Iterationen (2. Gitter) 2 2 2 2

CG/MG-Iterationen (2. Gitter) 9,10 9,11 1,2 1,2

Newton-Iterationen (3. Gitter) 2 2 2 2

CG/MG-Iterationen (3. Gitter) 10,12 10,12 1,2 2,2

Newton-Iterationen (4. Gitter) 2 2 2 2

CG/MG-Iterationen (4. Gitter) 11,13 11,13 1,2 1,2

Newton-Iterationen (5. Gitter) 2 2 2 2

CG/MG-Iterationen (5. Gitter) 11,15 11,15 1,2 1,2

Newton-Iterationen (6. Gitter) 2 2 2 2

CG/MG-Iterations (6. Gitter) 12,16 13,16 1,2 1,2

Zeit [s] (Systemgenerierung) 15.8 17.3 15.0 16.5

Zeit [s] (L

�

oser) 45.5 52.2 8.9 18.3

Gesamtzeit [s] 61.3 69.6 23.9 34.8

Skalierte E�zienz E(16; 64) 0.89 0.69

 14 
 12 
 10 
  8 
  6 
  4 
  2 
  0 

 IN  OUT  CPU     61.32 s 

  

 

 14 
 12 
 10 
  8 
  6 
  4 
  2 
  0 

 IN  OUT  CPU     23.91 s 

  

 

Abbildung 5.1: Kommunikations- und Arithmetikzeit (oben: MSM-DD-PCG, unten: Mehrgitter-Verfahren)
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T805) und auf einem Workstationcluster bestehend aus 8 SPARC-2-Workstations durch-

gef

�

uhrt. Die Berechnungen erfolgten im Viertel des Querschnitts des Elektromotors, d.h. mit

16 Teilgebieten. Das als feinstes Gitter genutzte Netz T

5

enthielt 93 377 Knoten. Die N

�

ahe-

rungsl

�

osung des nichtlinearen Gleichungssystems auf dem feinsten Gitter wurde mit einer

relativen Genauigkeit von " = 5 � 10

�5

berechnet. Dazu waren drei Newton-Iterationen er-

forderlich. In der Tabelle 5.2 sind die Rechenzeiten auf den verschiedenen Rechnersystemen

angegeben. Das Rechenzeitverh

�

altnis ergibt sich aus dem Quotienten der Gesamtzeiten f

�

ur

den Algorithmus 5.1 mit dem MSM-DD-PCG-Verfahren und dem Mehrgitter-Verfahren.

Tabelle 5.2: PFNM-Algorithmus auf verschiedenen MIMD-Rechnern

Rechnersystem Power Xplorer Multicluster-2 Workstation cluster

Parix Parix PVM

Processortyp 16 * Power PC 601 16 * Transputer T805 8 * SPARC 2

L

�

oser DD-PCG MG DD-PCG MG DD-PCG MG

Zeit [s] (Systemgenerierung) 5.1 4.8 61.4 56.3 52.4 48.4

Zeit [s] (L

�

oser) 15.7 7.6 356.9 64.3 203.6 154.6

Gesamtzeit [s] 20.8 12.4 418.3 120.6 256.0 203.0

Rechenzeitverh

�

altnis 1 : 1:68 1 : 3:47 1 : 1:26

Aus der Tabelle 5.2 ist ersichtlich, da� der Algorithmus 5.1 mit dem Mehrgitter-Verfahren

auf allen Rechnerplattformen den schnelleren Algorithmus liefert. Die Ursache f

�

ur die unter-

schiedlichen Rechenzeitverh

�

altnisse liegt im unterschiedlichen Verh

�

altnis zwischen Arithme-

tik- und Kommunikationsleistung bei den verschiedenen Rechnern. Beim Power Xplorer und

beim Workstationcluster ist die Kommunikationsleistung im Vergleich zur Rechenleistung

wesentlich ung

�

unstiger als beim Multicluster-2-System.

Abbildung 5.2: Gebietszerlegung in 32 (links) und 64 (rechts) Teilgebiete

Im zweiten Beispiel wird die Magnetfeldberechnung in dem in der Abbildung 5.2 dar-

gestellten Gleichstrommotor durchgef

�

uhrt. Die Zerlegung des Querschnitts des Motors in
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32 bzw. 64 Teilgebiete erfolgte mittels des automatischen Gebietszerlegungstools ADDPRE

[90, 98]. Diese Zerlegungen wurden unabh

�

angig voneinander erzeugt, so da� man z.B. nicht

erwarten kann, da� jeweils zwei der 64 Teilgebiete eines der 32 Teilgebiete bilden.

In jedem Teilgebiet wurde eine Folge hierarchischer Dreiecksnetze generiert, und als

Finite-Elemente-Ansatzfunktionen wurden die st

�

uckweise linearen Ansatzfunktionen (2.12)

genutzt.

Im PFNM-Algorithmus wurden die folgenden Algorithmen zur L

�

osung der linearen De-

fektgleichungssysteme (5.2) eingesetzt:

MSM-DD-PCG PCG-Verfahren mit MSM-DD-Vorkonditionierer (3.129)

(V11,S-MDS) C

l;I

= V11, d.h.

Anwendung eines Mehrgitter-V -Zyklus mit jeweils einem Gau�-Seidel-

Schritt in der Vor- und Nachgl

�

attung

C

l;C

= S-MDS, d.h.

MDS-Vorkonditionierer f

�

ur das Schurkomplement

Basistransformation nutzt eine hierarchische Fortsetzungstechnik [104]

(MDS,S-MDS) C

l;I

= MDS, d.h.

MDS-Vorkonditionierer f

�

ur die Probleme in den Teilgebieten

C

l;C

= S-MDS, d.h.

MDS-Vorkonditionierer f

�

ur das Schurkomplement

Basistransformation nutzt eine hierarchische Fortsetzungstechnik [104]

Mehrgitter Mehrgitter-Verfahren mit V -Zyklus und jeweils zwei Schritten des Gau�-

Seidel-Verfahrens (3.22), als Grobgitterl

�

oser wurde ein PCG-Verfahren

mit BPS-Vorkonditionierer f

�

ur das entsprechende Schurkomplementsy-

stem genutzt, Bestimmung der Grobgitterl

�

osung mit einer relativen Ge-

nauigkeit von 0.1

MG(1)-PCG Verwendung eines Mehrgitter-V -Zyklus mit zwei Gau�-Seidel-Schritten

vorw

�

arts in der Vorgl

�

attung und zwei Gau�-Seidel-Schritten r

�

uckw

�

arts

in der Nachgl

�

attung als Vorkonditionierer

MDS-PCG PCG-Verfahren mit MDS-Vorkonditionierer (3.77), die Grobgitterl

�

osung

erfolgte wie beim Mehrgitter-Verfahren

Die L

�

osung der linearen Gleichungssysteme (5.2) erfolgte mit einer relativen Genauigkeit

von 0.01. F

�

ur die L

�

osung des nichtlinearen Gleichungssystem auf dem feinsten Gitter wurde

eine relative Genauigkeit von 10

�6

gefordert.

In der Tabelle 5.3 sind die Anzahl der Newton-Iterationen und die Anzahl der Iterationen

der L

�

oser f

�

ur die linearen Probleme angegeben. Weiterhin enth

�

alt diese Tabelle die Rechen-

zeiten f

�

ur den Algorithmus 5.1 mit den verschiedenen L

�

osern f

�

ur die linearen Probleme. Die

angegebenen skalierten E�zienzen wurden analog zur Formel (5.3) berechnet.

Aus der Tabelle 5.3 ist ersichtlich, da� der Einsatz des Mehrgitter-Verfahrens bzw. des

MG(1)-PCG-Verfahrens zum schnellsten L

�

oser f

�

ur das nichtlineare Problem f

�

uhrt. Die ska-

lierten E�zienzen sind schlechter als beim ersten Beispiel (siehe Tabelle 5.2). Eine Ursa-

che ist, da� hier die linearen L

�

oser bei der Rechnung auf 64 Prozessoren mehr Iterationen
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ben

�

otigten als bei den Berechnungen auf 32 Prozessoren.

Tabelle 5.3: Vergleich des Newton-Verfahrens mit verschiedenen linearen L

�

osern

MSM-DD-PCG MSM-DD-PCG

L

�

oser

(V11,S-MDS) (MDS,S-MDS)

Mehrgitter MG(1)-PCG MDS-PCG

32 Teilgebiete, 32 Prozessoren, 364 637 Unbekannte

1. Gitter: Newton-Iter. 6 6 6 6 6

2. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2

CG/MG-Iter. 16,27 17,18 2,2 2,2 14,11

3. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2

CG/MG Iter. 17,17 17,22 2,2 2,2 13,11

4. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2

CG/MG-Iter. 16,22 20,25 2,3 2,2 14,15

5. Gitter: Newton-Iter. 4 4 4 4 4

CG/MG-Iter. 16,23,17,16 21,30,23,19 2,4,2,2 2,3,2,2 14,17,17,14

Zeiten [s]

Systemgenerierung 18.3 18.3 17.0 17.0 17.3

L

�

oser 92.9 141.4 36.1 42.6 100.4

Gesamtzeit [s] 111.2 159.7 53.1 59.6 117.7

64 Teilgebiete, 64 Prozessoren, 688 892 Unbekannte

1. Gitter: Newton-Iter. 6 6 6 6 6

2. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2

CG/MG-Iter. 18,18 19,22 2,2 2,2 9,7

3. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2

CG/MG-Iter. 18,21 20,28 2,6 2,3 11,13

4. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2

CG/MG iter. 19,31 24,38 3,10 3,4 15,22

5. Gitter: Newton-Iter. 3 4 3 3 3

CG/MG-Iter. 23,37,31 28,48,43,52 3,10,8 3,6,5 17,37,35

Zeiten [s]

Systemgenerierung 17.9 20.0 17.1 17.2 17.2

L

�

oser 150.0 302.8 110.5 93.3 205.4

Gesamtzeit [s] 167.9 322.8 127.6 110.5 222.6

E(32; 64) 0.63 0.47 0.39 0.51 0.50

Beide vorgestellten Beispiele zeigen, da� die Anwendung des Mehrgitter-Verfahrens als

linearer L

�

oser im Algorithmus 5.1 zu einem schnelleren Algorithmus f

�

uhrt als die Anwendung

des PCG-Verfahrens mit DD-Vorkonditionierern. Allerdings besitzt der PFNM-Algorithmus

mit dem DD-PCG-Verfahren die bessere Skalierbarkeit. Ein

�

ahnliches Verhalten wurde auch

schon bei der Anwendung der verschiedenen L

�

oser auf lineare Randwertprobleme beobachtet

(siehe Abschnitt 3.3.7).
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Liste verwendeter Bezeichnungen


 � R

d

beschr

�

anktes d-dimensionales Gebiet (d = 2; 3)




i

Teilgebiet von 


@
 Rand des Gebietes 


�




�


 = @
 [ 


�

1

Randst

�

uck mit Randbedingungen 1. Art

�

2

Randst

�

uck mit Randbedingungen 2. Art

T

k

Vernetzung des Gebietes 
 mittels Dreiecks- bzw. Tetraederelementen mit der

Schrittweite h

k

H

1

(
) Raum der Funktionen, deren verallgemeinerte Ableitungen bis zur ersten Ord-

nung

�

uber 
 quadratisch summierbar sind

[H

1

(
)]

s

Raum der Vektorfunktionen, deren s Komponenten (s = 2; 3) jeweils Elemente

des Raumes H

1

(
) sind

V, V

0

Teilmengen des Raumes H

1

(
) bzw. [H

1

(
)]

s

V

�

zu V dualer Raum

v Element des Raumes H

1

(
)

~v Element des Raumes [H

1

(
)]

s

, s = 2; 3

a(:; :) Bilinearform, a(:; :) : V � V ! R

1

h:; :i Linearform, h:; :i : V

�

� V ! R

1

p

k

( �p

k

) Knotenbasis der st

�

uckweise linearen Ansatzfunktionen, Numerierung der An-

satzfunktionen gem

�

a� der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knotennu-

merierung); siehe (2.15), S. 22 und S. 21

p̂

k

(

�

p̂

k

) h-hierarchische Basis st

�

uckweise linearer Ansatzfunktionen, Numerierung der

Ansatzfunktionen gem

�

a� der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knoten-

numerierung); siehe (2.19), S. 23

~p

k

(

�

~p

k

) zweistu�g h-hierarchische Basis st

�

uckweise linearer Ansatzfunktionen, Nume-

rierung der Ansatzfunktionen gem

�

a� der DD-Knotennumerierung (hierarchi-

schen Knotennumerierung); siehe (2.21), S. 23
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q

k

( �q

k

) Knotenbasis der st

�

uckweise quadratischen Ansatzfunktionen, Numerierung

der Ansatzfunktionen gem

�

a� der DD-Knotennumerierung (hierarchischen

Knotennumerierung); siehe (2.15), S. 22 und S. 21

q̂

k

(

�

q̂

k

) h-p-hierarchische Basis st

�

uckweise linearer und st

�

uckweise quadratischer

Ansatzfunktionen, Numerierung der Ansatzfunktionen gem

�

a� der DD-

Knotennumerierung (hierarchischen Knotennumerierung); siehe (2.20),

S. 23

~q

k

(

�

~q

k

) zweistu�g p-hierarchische Basis st

�

uckweise linearer und st

�

uckweise qua-

dratischer Ansatzfunktionen, Numerierung der Ansatzfunktionen gem

�

a�

der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knotennumerierung); siehe

(2.22), S. 23

p

(i)

k

(x) st

�

uckweise lineare Ansatzfunktion, linear

�

uber den Dreiecken aus T

k

q

(i)

k

(x) st

�

uckweise quadratische Ansatzfunktion, quadratisch

�

uber den Dreiecken

aus T

k�1

V

L

k

(V

Q

k

) Finite-Elemente-Raum mit der Basis p

k

(q

k

)

^

V

L

k

(

^

V

Q

k

) Finite-Elemente-Raum mit der Basis p̂

k

(q̂

k

)



L

(

Q

) Konstante in der verst

�

arkten Cauchy-Ungleichung im zweistu�g h-(p)-hie-

rarchischen Fall; siehe (2.76), S. 35

N

k

Anzahl der Knoten in der Vernetzung T

k

N

k;i

Anzahl der Knoten in der Vernetzung T

k

eingeschr

�

ankt auf das Teilgebiet

�




i

R

N

k

Euklidischer Vektorraum der Dimension N

k

u

k

Vektor des R

N

k

, gespeichert als Vektor vom

�

uberlappenden Typ; siehe De-

�nition 3.1, S. 38

r

k

Vektor des R

N

k

, gespeichert als Vektor vom addierenden Typ; siehe De�-

nition 3.1, S. 38

H

k;i

Boolesche Teilgebietszusammenhangsmatrix H

k;i

: R

N

k

! R

N

k;i

; siehe

S. 38

u

k

(�u

k

) Vektor der Knotenparameter f

�

ur eine Finite-Elemente-Funktion in der

Knotenbasis in der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knotennume-

rierung)

û

k

(

�

û

k

) Vektor der Knotenparameter f

�

ur eine Finite-Elemente-Funktion in der h-

bzw. h-p-hierarchischen Basis in der DD-Knotennumerierung (hierarchi-

schen Knotennumerierung)

~u

k

(

�

~u

k

) Vektor der Knotenparameter f

�

ur eine Finite-Elemente-Funktion in der

zweistu�g h- bzw. zweistu�g p-hierarchischen Basis in der DD-Knoten-

numerierung (hierarchischen Knotennumerierung)

A

k

(

�

A

k

) Stei�gkeitsmatrix in der Knotenbasis in der DD-Knotennumerierung (hier-

archischen Knotennumerierung)
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^

A

k

(

�

^

A

k

) Stei�gkeitsmatrix in der h- bzw. h-p-hierarchischen Basis in der DD-

Knotennumerierung (hierarchischen Knotennumerierung)

~

A

k

(

�

~

A

k

) Stei�gkeitsmatrix in der zweistu�g h- bzw. zweistu�g p-hierarchischen

Basis in der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knotennumerie-

rung)

A

k;�

, A

k;��

Bl

�

ocke aus der Matrix A

k

; �, � stehen f

�

ur V , E, F , C, I

(Die Indizes V , E, F , C, I entsprechen den Kreuzungsknoten, den Kan-

tenkoppelknoten, den Fl

�

achenkoppelknoten, den Koppelknoten und

den inneren Knoten; siehe De�nitionen 2.2 { 2.4, S. 20 { 21)

A

k;i

zum Teilgebiet 


i

geh

�

orende Teilgebietsstei�gkeitsmatrix

A

k;�;i

, A

k;��;i

Bl

�

ocke aus der Matrix A

k;i

in assemblierter Form; siehe Lemma 3.1,

S. 40

�

A

L

k

(

�

A

Q

k

) Stei�gkeitsmatrix in der st

�

uckweise linearen (quadratischen) Knoten-

basis in der hierarchischen Knotennumerierung

�

^

A

L

k

(

�

^

A

Q

k

) Stei�gkeitsmatrix in der h- (h-p)-hierarchischen Basis in der hierarchi-

schen Knotennumerierung

�

~

A

L

k

(

�

~

A

Q

k

) Stei�gkeitsmatrix in der zweistu�g h- (p)-hierarchischen Basis in der

hierarchischen Knotennumerierung

f

k

(

�

f

k

) Lastvektor in der Knotenbasis in der DD-Knotennumerierung (hierar-

chischen Knotennumerierung)

^

f

k

(

�

^

f

k

) Lastvektor in der h- bzw. h-p-hierarchischen Basis in der DD-Knoten-

numerierung (hierarchischen Knotennumerierung)

~

f

k

(

�

~

f

k

) Lastvektor in der zweistu�g h- bzw. zweistu�g p-hierarchischen Basis

in der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knotennumerierung)

�

f

L

k

(

�

f

Q

k

) Lastvektor in der Knotenbasis st

�

uckweise linearer (quadratischer) An-

satzfunktionen in der hierarchischen Knotennumerierung

�

^

f

L

k

(

�

^

f

Q

k

) Lastvektor in der h- (h-p-)hierarchischen Basis in der hierarchischen

Knotennumerierung

�

~

f

L

k

(

�

~

f

Q

k

) Lastvektor in der zweistu�g h- (p-)hierarchischen Basis in der hierar-

chischen Knotennumerierung

J

k

beschreibt

�

Ubergang von der hierarchischen zur Knotenbasis; siehe

(2.28), S. 24

J

k�1

k

beschreibt

�

Ubergang von der zweistu�g hierarchischen zur Knotenbasis;

siehe (2.28), S. 24

I

k�1

k

Restriktionsoperator; siehe (3.47), S. 60

I

k

k�1

Interpolationsoperator; siehe (3.48), S. 60

M

k

Fehler

�

ubergangsoperator des k-Gitter-Verfahrens; siehe (3.17), S. 48

C

l

Vorkonditionierungsmatrix
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Thesen

zu der an der Fakult

�

at f

�

ur Mathematik der Technischen Universit

�

at Chemnitz eingereichten

Habilitationsschrift zum Thema

Einige Klassen paralleler iterativer Au

�

osungsverfahren

vorgelegt von Dr. rer. nat. Michael Jung

1. Die numerische Simulation komplexer Feldprobleme erfordert neben einer leistungsf

�

ahi-

gen Comptertechnik vor allem auch Algorithmen, welche die durch die Hardware gege-

benen M

�

oglichkeiten e�zient ausnutzen.

Die mathematische Beschreibung der entsprechenden thermischen, mechanischen, elektri-

schen und magnetischen Felder erfolgt im allgemeinen mittels gew

�

ohnlicher und partieller

Di�erentialgleichungen oder Integralgleichungen. F

�

ur die Computersimulation mu� von

diesen kontinuierlichen Modellen zu einem diskreten Ersatzmodell

�

ubergegangen werden.

Bei partiellen Di�erentialgleichungen wird meist die Finite-Elemente-Methode als Dis-

kretisierungsverfahren genutzt. Da diese Methode eng mit der Gebietszerlegungsidee ver-

bunden ist, erscheint es naheliegend, die Computersimulation auf Multiple-Instruction-

Multiple-Data (MIMD)-Parallelcomputern durchzuf

�

uhren. Im Ergebnis des Diskretisie-

rungsprozesses entstehen gro�dimensionierte (nicht)lineare Gleichungssysteme. Folglich

ist die e�ziente parallele L

�

osung derartiger Gleichungssysteme eine Grundaufgabe bei

der numerischen Simulation.

2. Zur L

�

osung gro�dimensionierter linearer Gleichungssysteme sind eine Reihe iterativer

Au

�

osungsverfahren bekannt, bei denen sich der Aufwand an arithmetischen Opera-

tionen zur Berechnung einer N

�

aherungsl

�

osung mit einer relativen Genauigkeit " wie

O(h

�d

ln "

�1

) : : :O(h

�d

ln h

�1

ln "

�1

) verh

�

alt. Dabei bezeichnet h den Diskretisierungs-

parameter, z.B. den mittleren Elementdurchmesser, und d die r

�

aumliche Dimension des

Gebietes, in dem das zu l

�

osende Feldproblem betrachtet wird. Beispiele f

�

ur derartige e�-

ziente L

�

oser sind die klassischen Mehrgitter-Verfahren [9, 12] oder das Verfahren der kon-

jugierten Gradienten (CG-Verfahren) mit Vorkonditionierung. Geeignete Vorkonditionie-

rer sind Vorkonditionierer basierend auf klassischen Mehrgitter-Verfahren [4, 14], addi-

tive Multilevel-Vorkonditionierer [5, 7, 10, 16], Algebraic-Multilevel-Iteration (AMLI)-

Vorkonditionierer [1, 2] und Gebietszerlegungs-(DD)-Vorkonditionierer [6, 11, 17]. Mit
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der Bereitstellung von L

�

osern mit einem Arithmetikaufwand von O(h

�d

ln "

�1

) ist ei-

ne Entwicklungsgrenze erreicht, d.h. Algorithmen mit einem Aufwand an arithmetischen

Operationen von niedrigerer Ordnung sind nicht konstruierbar. Eine M

�

oglichkeit zur wei-

teren Beschleunigung der L

�

osungsalgorithmen ist der Einsatz von Parallelrechentechnik,

z.B. von MIMD-Computern.

3. Alle in der zweiten These erw

�

ahnten Au

�

osungsverfahren k

�

onnen nach einem einheit-

lichen Konzept parallelisiert werden. Den Ausgangspunkt der Parallelisierung bildet

die Zerlegung des Gebietes 
 in nicht

�

uberlappende Teilgebiete 


i

, d.h.

�


 =

S

p

i=1

�




i

,




i

\ 


j

= ; f

�

ur i 6= j. Bei der Parallelisierung des L

�

osungsalgorithmus wird jedem

Prozessor P

i

ein Teilgebiet 


i

zugeordnet. Die Gebietszerlegung kann vom Anwender

vorgegeben werden, oder sie wird z.B. infolge der Verteilung der Elemente einer groben

Vernetzung des Gebietes 
 auf die Prozessoren P

i

, i = 1; 2; : : : ; p, de�niert.

Da alle e�zienten L

�

osungsalgorithmen eine Folge von Diskretisierungen in den L

�

osungs-

proze� einbeziehen, wird in den Teilgebieten 


i

parallel eine Folge von Vernetzungen T

k

,

k = 1; 2; : : : ; l, generiert, so da� eine zul

�

assige Vernetzung des gesamten Gebietes 
 ent-

steht. Bei dieser Vorgehensweise sind auf allen Prozessoren Daten bez

�

uglich aller Gitter

gespeichert.

Werden in jeder Vernetzung die Knoten in Kreuzungsknoten, Kantenkoppelknoten, Fl

�

a-

chenkoppelknoten sowie innere Knoten unterteilt und in dieser Reihenfolge numeriert,

dann hat das Finite-Elemente-Gleichungssystem auf der Gitterstufe k die Blockstruktur

0

B

B

B

B

@

A

k;V

A

k;V E

A

k;V F

A

k;V I

A

k;EV

A

k;E

A

k;EF

A

k;EI

A

k;FV

A

k;FE

A

k;F

A

k;FI

A

k;IV

A

k;IE

A

k;IF

A

k;I

1

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

@

u

k;V

u

k;E

u

k;F

u

k;I

1

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

@

f

k;V

f

k;E

f

k;F

f

k;I

1

C

C

C

C

C

A

: (1)

Hierbei beziehen sich die Indizes

"

V \,

"

E\,

"

F\ und

"

I\ auf die Kreuzungsknoten (ver-

tices), die Kantenkoppelknoten (edge coupling nodes), die Fl

�

achenkoppelknoten (face

coupling nodes) und die inneren Knoten (inner nodes).

4. F

�

ur die Implementierung der L

�

osungsalgorithmen auf Parallelrechnern hat es sich als

zweckm

�

a�ig erwiesen, hinsichtlich der Verteilung von Vektoren auf die Prozessoren, Vek-

toren vom addierenden Typ und Vektoren vom

�

uberlappenden Typ einzuf

�

uhren [3, 11].

Vektoren v

k

2 R

N

k

vom

�

uberlappenden Typ werden auf den Prozessoren P

i

als Vektoren

v

k;i

= H

k;i

v

k

gespeichert, und bei einem Vektor d

k

vom addierenden Typ werden auf den

Prozessoren P

i

Teilgebietsvektoren d

k;i

gespeichert, so da� d

k

=

P

p

i=1

H

T

k;i

d

k;i

gilt. Hier-

bei bezeichnen H

k;i

Boolesche Matrizen der Dimension N

k;i

� N

k

, welche einen Vektor

w

k

2 R

N

k

, der alle Knotenparameter enth

�

alt, in einen Teilgebietsvektor w

k;i

2 R

N

k;i

ab-

bilden, der nur die zu

�




i

geh

�

orenden Knotenparameter beinhaltet. Unter Nutzung dieser

MatrizenH

k;i

k

�

onnen die Stei�gkeitsmatrizen A

k

in der Form A

k

=

P

p

i=1

H

T

k;i

A

k;i

H

k;i

dar-

gestellt werden. Auf dem Prozessor P

i

wird die zum Teilgebiet 


i

geh

�

orende Teilgebiets-

stei�gkeitsmatrix A

k;i

gespeichert. Die Matrizen A

k;i

besitzen die gleiche Blockstruktur

wie die Matrix A

k

in (1).
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Mittels der Matrizen H

k;i

werden verschiedene Beziehungen zwischen den Teilbl

�

ocken

A

k;�

und A

k;�;i

sowie A

k;��

und A

k;��;i

(�; � stehen f

�

ur V , E, F und I) bewiesen. Hier

bezeichnen A

k;�;i

und A

k;��;i

die entsprechenden Matrixbl

�

ocke von A

k;i

in assemblier-

ter Form, d.h. sie enthalten die wahren Werte der entsprechenden Matrixeintr

�

age von

A

k;�

bzw. A

k;��

. Beispielsweise gilt unter gewissen Voraussetzungen an die Vernetzung

A

k;�

H

T

k;�;i

= H

T

k;�;i

A

k;�;i

und A

k;��

H

T

k;�;i

= H

T

k;�;i

A

k;��;i

. Diese Beziehungen werden zur

Begr

�

undung der parallelen Durchf

�

uhrbarkeit verschiedener Algorithmen, wie z.B. der

Gl

�

atter im Mehrgitter-Algorithmus, genutzt.

5. Werden bei der Implementierung von Mehrgitter-Verfahren auf einem MIMD-Rechner

die in der vierten These beschriebenen Vektortypen genutzt, dann erfordern nur die

Gl

�

attungsverfahren und der L

�

oser f

�

ur das Gleichungssystem auf dem gr

�

obsten Gitter Da-

tenaustausch zwischen den Prozessoren. Die Restriktions- und Interpolationsprozeduren

k

�

onnen kommunikationsfrei durchgef

�

uhrt werden. Es wird gezeigt, da� unter Ausnutzung

der Blockstruktur (1) ged

�

ampfte Jacobi-Gl

�

atter, Gl

�

atter vom Gau�-Seidel-Typ und un-

vollst

�

andige Cholesky-Gl

�

atter so implementiert werden k

�

onnen, da� pro Gl

�

attungsschritt

nur eine Typkonvertierung eines Vektors vom addierenden Typ in einen Vektor vom

�

uberlappenden Typ notwendig ist. Das bedeutet, da� pro Gl

�

attungsschritt O(h

�(d�1)

k

)

Daten zu kommunizieren sind. W

�

ahrend bei den Jacobi- und unvollst

�

andigen Cholesky-

Gl

�

attern Kommunikationsroutinen eingesetzt werden k

�

onnen, bei denen Daten bez

�

uglich

der Kanten- und Fl

�

achenkoppelknoten gemeinsam ausgetauscht werden, mu� bei den

Gau�-Seidel-Gl

�

attern dieser Datenaustausch getrennt voneinander erfolgen. Folglich er-

fordern die Gau�-Seidel-Gl

�

atter mehr Startup-Schritte.

6. In jedem Iterationsschritt des Verfahrens der konjugierten Gradienten mit Vorkonditio-

nierung ist nur bei der Berechnung der Skalarprodukte und bei der L

�

osung des Vor-

konditionierungsgleichungssystems Kommunikation erforderlich [11, 15]. Bei allen in der

zweiten These genannten Vorkonditionierern liegt die zwischen den Prozessoren auszu-

tauschende Datenmenge in der gleichen Gr

�

o�enordnung. W

�

ahrend bei den klassischen

(multiplikativen) Mehrgitter-Verfahren die auf verschiedenen Gitterstufen zu kommu-

nizierenden Daten getrennt voneinander ausgetauscht werden m

�

ussen, kann im addi-

tiven Multilevel-Vorkonditionierer der Datenaustausch bez

�

uglich aller Gitter in einem

Schritt erfolgen. Somit ist die Anzahl der Startup-Schritte beim additiven Multilevel-

Vorkonditionierer unabh

�

angig von der Anzahl der verwendeten Gitter. Aus der Sicht

der Kommunikationsanforderungen sind die additiven Multilevel-Vorkonditionierer den

auf klassischen Mehrgitter-Verfahren basierenden Vorkonditionierern vorzuziehen. Aller-

dings f

�

uhrt die Anwendung der klassischen Mehrgitter-Verfahren zu vorkonditionierten

Verfahren der konjugierten Gradienten mit besseren Konvergenzeigenschaften. Folglich

kann nicht unmittelbar geschlossen werden, welcher Vorkonditionierer den schnelleren

parallelen L

�

oser liefert.

Bez

�

uglich der AMLI-Vorkonditionierer wird gezeigt, da� Jacobi-Verfahren, symmetrische

Gau�-Seidel-Verfahren und unvollst

�

andige Cholesky-Verfahren als L

�

oser f

�

ur die Teilpro-

bleme genutzt werden k

�

onnen, die zu den im jeweiligen Gitter neu generierten Kno-

ten geh

�

oren. Folglich ist eine analoge Parallelisierung wie bei den Mehrgitter-Verfahren
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m

�

oglich. Die AMLI-Vorkonditionierer erfordern nur im Grobgitterl

�

oser Kommunikation

von Daten bez

�

uglich der Kreuzungsknoten. Die DD-Vorkonditionierer enthalten nur einen

Datenaustausch auf dem feinsten Gitter. Aufgrund dieser verschiedenen Anforderungen

an die Kommunikation ist zu erwarten, da� die AMLI- und die DD-Vorkonditionierer die

Algorithmen mit der besten Skalierbarkeit liefern.

7. Die durchgef

�

uhrten numerischen Experimente zeigen, da� die Anwendung von Vorkon-

ditionierern basierend auf einem Mehrgitter-V -Zyklus und von additiven Multilevel-

Vorkonditionierern die schnellsten L

�

osungsalgorithmen liefern. Die CG-Verfahren mit

AMLI- und DD-Vorkonditionierung weisen die besten skalierten E�zienzen auf. Die

CG-Verfahren mit DD-Vorkonditionierung erfordern in den meisten betrachteten Bei-

spielen eine wesentlich h

�

ohere Rechenzeit als das CG-Verfahren mit den anderen Vor-

konditionierern. Der Einsatz der DD-Vorkonditionierer erscheint daher nur dann sinn-

voll, wenn z.B. bei der Diskretisierung in den Teilgebieten verschiedene Verfahren, etwa

Finite-Elemente- und Randelemente-Diskretisierungen, benutzt werden, und somit die

Anwendung globaler Algorithmen (Mehrgitter-, additive Multilevel, AMLI-Verfahren)

nicht m

�

oglich ist.

8. M

�

oglichkeiten zur Erh

�

ohung der Genauigkeit der Finite-Elemente-N

�

aherungsl

�

osung sind

die Verkleinerung der Diskretisierungsschrittweite, die Erh

�

ohung des Polynomgrades der

Ansatzfunktionen oder der Einsatz von Extrapolationstechniken. In Verbindung mit der

Mehrgitter-Idee k

�

onnen sogenannte Mehrgitter-Verfahren mit impliziter Extrapolation

(� -Extrapolation) [8, 12] entwickelt werden. F

�

ur Probleme in zweidimensionalen Gebie-

ten wird gezeigt, da� bei Verwendung von Gl

�

attern, die nur bez

�

uglich der Feingitter-

punkte arbeiten, der Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation als

�

ublicher

Mehrgitter-Algorithmus f

�

ur das extrapolierte Gleichungssystem

�

A

L;ex

l

u

l

=

�

f

L,ex

l

(2)

mit

�

A

L,ex

l

=

4

3

0

@

�

A

L

l;vv

�

A

L

l;vm

�

A

L

l;mv

�

A

L

l;mm

1

A

�

1

3

0

@

�

A

L

l�1

0

0 0

1

A

und

�

f

L,ex

l

=

4

3

0

@

�

f

L

l;v

�

f

L

l;m

1

A

�

1

3

0

@

�

f

L

l�1

0

1

A

interpretiert werden kann. Die Matrixbl

�

ocke

�

A

L

l;vv

,

�

A

L

l;mm

,

�

A

L

l;vm

und

�

A

L

l;mv

der Matrix

�

A

L

l

resultieren aus der Diskretisierung mit st

�

uckweise linearen Funktionen

�

uber dem

Dreiecksnetz mit der Schrittweite h

l

, und

�

A

L

l�1

entsteht bei der analogen Diskretisierung

auf dem Netz mit der Schrittweite h

l�1

= 2h

l

.

Es wird bewiesen, da� die Stei�gkeitsmatrix und der Lastvektor in (2)

�

aquivalent sind

zu der Stei�gkeitsmatrix

�

A

Q

l

und dem Lastvektor

�

f

Q

l

, die bei der Diskretisierung mittels

st

�

uckweise quadratischer Ansatzfunktionen

�

uber dem Dreiecksnetz mit der Schrittweite

h

l�1

entstehen. Folglich kann der Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation

auch als

�

ubliches Mehrgitter-Verfahren f

�

ur das Gleichungssystem

�

A

Q

l

u

l

=

�

f

Q

l

(3)
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interpretiert werden. Unter Ausnutzung dieser Interpretationsm

�

oglichkeiten wird gezeigt,

da� die Iterierten des Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation gegen eine

L

�

osung mit h

�

oherer Genauigkeit konvergieren, n

�

amlich gegen die N

�

aherungsl

�

osung, die

man bei einer Diskretisierung mit st

�

uckweise quadratischen Ansatzfunktionen erhalten

w

�

urde.

9. Die in der achten These genannte

�

Aquivalenz der Gleichungssysteme (2) und (3) gilt bei

der De�nition der Stei�gkeitsmatrizen und Lastvektoren unter Verwendung der

�

ublichen

Knotenbasen und auch bei der Verwendung zweistu�g h- bzw. zweistu�g p-hierarchischer

Basen.

Unter Nutzung der

�

Aquivalenz der Matrizen in (2) und (3) wird gezeigt, da� sich die

Konstanten in den entsprechenden verst

�

arkten Cauchy-Ungleichungen im zweistu�g h-

und zweistu�g p-hierarchischen Fall um den Faktor

3

4

unterscheiden. Damit kann z.B. aus

der Kenntnis der Konstanten im h-hierarchischen Fall sofort auf die Konstante im p-

hierarchischen Fall geschlossen werden. Weiterhin erh

�

alt man sofort

3

4

als obere Schranke

f

�

ur die Konstante in der verst

�

arkten Cauchy-Ungleichung im h-hierarchischen Fall.

10. Die in der zweiten These genannten und andere additive Vorkonditionierer haben die

allgemeine Gestalt C

�1

l

= �

(1)

l

C

(1)

l

+ �

(2)

l

C

(2)

l

+ � � �+ �

(n)

l

C

(n)

l

mit geeignet zu w

�

ahlenden

Parametern �

(s)

l

, s = 1; 2; : : : ; n. Die Wahl der Parameter �

(s)

l

erfordert z.B. die Kenntnis

der Spektralgrenzen der mit C

(s)

l

vorkonditionierten Operatoren.

In der Arbeit werden CG-

�

ahnliche Iterationsverfahren mit variablen Vorkonditionierern

C

�1

l

= �

(j;1)

l

C

(1)

l

+ �

(j;2)

l

C

(2)

l

+ � � � + �

(j;n)

l

C

(n)

l

entwickelt, wobei die Parameter �

(j;s)

l

in

jedem Iterationsschritt berechnet werden. F

�

ur diese Verfahren wird die Konvergenz be-

wiesen und der Aufwand an arithmetischen Operationen sowie der Kommunikationsauf-

wand analysiert. Der Arithmetikaufwand pro Iterationsschritt ist bei den neuen Verfah-

ren h

�

oher als im herk

�

ommlichen CG-Verfahren mit dem Vorkonditionierer mit �xierten

Parametern �

(s)

l

. Die durchgef

�

uhrten numerischen Experimente zeigen, da� die neuen

Verfahren nahezu die gleiche Iterationszahl erfordern wie das CG-Verfahren mit dem

Vorkonditionierer mit �xierten optimalen Parametern. Der Einsatz der neuen Verfahren

erscheint besonders dann sinnvoll, wenn keine optimalen Parameter �

(s)

l

bekannt sind.

11. Zur L

�

osung nichtlinearer Randwertprobleme kann das Newton-Verfahren gekoppelt mit

der Full-Mehrgitter-Strategie [12, 13] eingesetzt werden. Die L

�

osung der in jedem New-

ton-Schritt auftretenden linearen Gleichungssysteme kann mittels der in der zweiten

These genannten parallelen iterativen Algorithmen erfolgen. Im Vergleich zum linearen

L

�

oser erfordert der Newton-Algorithmus lediglich noch zus

�

atzlich Kommunikation bei

der Berechnung von Normen f

�

ur das Abbruchkriterium.

Die anhand station

�

arer nichtlinearer Magnetfeldprobleme durchgef

�

uhrten numerischen

Experimente zeigen, da� der Einsatz von Mehrgitter-Verfahren und CG-Verfahren mit

Vorkonditionierung basierend auf einem Mehrgitter-V -Zyklus zu den e�zientesten par-

allelen L

�

osern f

�

ur das nichtlineare Problem f

�

uhren.
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