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1 Einleitung

Im folgenden wird eine einfache und zugleich f

�

ur viele Anwendungen ausreichende Me-

thode zur Beschreibung und Verarbeitung gekr

�

ummter Fl

�

achen in einem 3D-Finite-

Elemente-Programm ([1], [10], [12], [13]) vorgestellt.

Die mehr oder weniger automatische Netzgenerierung f

�

ur 3D-Rechnungen, insbesondere

deren Parallelisierung, ist ein aktueller Forschungsgegenstand, f

�

ur den sich verschiedene

Zug

�

ange anbieten ([6], [7], [9]). Unsere prinzipielle Vorgehensweise besteht darin, die

geometrischen Eigenschaften einer Fl

�

ache in kompakter Form zu beschreiben und bei

der Netzverfeinerung in geeigneter Weise mit einzubeziehen.

Obwohl nicht auf Parallelrechner beschr

�

ankt, ist die hier beschriebene Methode dort

von besonderer Bedeutung. Ein wesentliches Merkmal bei der Entwicklung paralleler

Algorithmen ist das Bestreben nach durchg

�

angiger Parallelit

�

at bei einer m

�

oglichst ba-

lancierten Verteilung der Last auf die Prozessoren, das betri�t Speicher- und Rechen-

kapazit

�

at gleicherma�en. Kommunikationen zwischen den Prozessoren sind bis auf das

notwendige Minimum zu vermeiden. Das wird durch eine m

�

oglichst grobe De�nition

des Berechnungsgebietes auf der Basis einer Geometriebeschreibung erreicht. In der

vorliegenden Realisierung bestimmt dieses Grobnetz durch die Anzahl der Volumenele-

mente zugleich den initialen Aufwand zur (sequentiellen) Datenbereitstellung und den

anf

�

anglichen Grad der Parallelisierung, indem zun

�

achst nur ganze Grobnetzelemente

einzelnen Prozessoren zugeordnet sind. Aus dieser Verteilung der Elemente resultiert

auch im wesentlichen der Kommunikationsaufwand bei der L

�

osung des Gleichungssy-

stems ([2], [10]). Durch Ber

�

ucksichtigung der geometrischen Gestalt von Fl

�

achen bei

der Netzverfeinerung ist es m

�

oglich, das Startnetz relativ grob vorzugeben und da-

mit die anf

�

angliche Verteilung des Netzes auf die Prozessoren des Parallelrechners auf

diesem groben Level mit geringem Kommunikationsaufwand vorzunehmen. Die dann

vollst

�

andig parallel ablaufende Netzgenerierung liefert so mit wachsendem Level der

Verfeinerung eine bessere Approximation der gekr

�

ummten Fl

�

achen.

An den Untersuchungen zu den in Abschnitt 4 genannten Beispielen waren auch betei-

ligt: Arnd Meyer, Uwe Reichel, Thomas Grund und Kornelia Pietsch. Die Problematik

der Vererbung von Geometriedaten bei der Netzverfeinerung wurde zu einem Teil von

Frank Milde realisiert. Als Hilfsmittel zur geometrischen Transformation vorhandener

Netzdaten in Standard�les kann ein Programm von Dag Lohse verwendet werden. Die in

den Abbildungen verwendeten Netzdarstellungen wurden zum Teil mit den im erw

�

ahn-

ten 3D-FEM-Programm integrierten eigenen Visualisierungstools ([12]), zum Teil mit

einem externen Visualisierungsprogramm auf der Basis von GRAPE ([14]) erzeugt.

2 Geometriede�nition im Grobnetz

Die Beschreibung des gesamten Grobnetzes f

�

ur das Programm SPC-PMPo3D erfolgt

mittels standardisiertem Eingabe-File in weitgehend freiem und lesbarem Format. Die

genaue Struktur ist in [1] de�niert. In diesem File werden unter anderem die topo-

logischen Zusammenh

�

ange des dreidimensionalen Gebietes unter den Schl

�

usselworten

#VERTEX, #EDGE, #FACE, #SOLID als Hierarchie von k-dimensionalen Mannigfaltig-

keiten de�niert (k-Faces, k = 0; 1; 2; 3). Dabei folgt jeweils dem Namen eines k-Faces

(k > 0) eine Typangabe und seine De�nition durch eine Anzahl von (k � 1)-Faces.

Abbildung 1 zeigt ein Beispiel.
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...

#VERTEX: 6

1 0.0 -1.0 0.0

2 1.0 0.0 0.0

3 0.0 1.0 0.0

4 -1.0 0.0 0.0

5 0.0 0.0 1.0

6 0.0 0.0 0.0

#EDGE: 13

12 0 1 2

23 0 2 3

34 0 3 4

41 0 4 1

15 0 1 5

25 0 2 5

35 0 3 5

45 0 4 5

16 0 1 6

26 0 2 6

36 0 3 6

46 0 4 6

56 0 5 6

#FACE: 12

1 0 3 12 25 15

2 0 3 23 35 25

3 0 3 35 45 34

4 0 3 41 15 45

5 0 3 12 26 16

6 0 3 23 36 26

7 0 3 34 46 36

8 0 3 14 16 46

9 0 3 16 15 56

10 0 3 26 25 56

11 0 3 36 35 56

12 0 3 46 45 56

#SOLID: 4

1 1 4 1 5 9 10

2 1 4 2 6 10 11

3 1 4 3 7 11 12

4 1 4 4 8 12 9

...

1

4

5

2

45

25

41

12

15

1

4

Abbildung 1: Beispiel zur hierarchischen De�nition der Gebietstopologie:

aus vier Tetraedern zusammengesetzte quadratische Pyramide
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...

#FACE: 12

1 2 3 12 25 15

2 2 3 23 35 25

3 2 3 35 45 34

4 2 3 41 15 45

5 0 3 12 26 16

6 0 3 23 36 26

7 0 3 34 46 36

8 0 3 14 16 46

9 0 3 16 15 56

10 0 3 26 25 56

11 0 3 36 35 56

12 0 3 46 45 56

...

#FACE_GEO: 1

2 31 7 0. 0. 1. 0. 0. 0. 1.

...

Abbildung 2: Modi�kationen zur Geometriebeschreibung, das Netz aus Abb. 1

nach viermaliger Verfeinerung

Besondere geometrische Eigenschaften k

�

onnen somit einer Fl

�

ache (2-Face) einfach

�

uber

die vorgesehene Typangabe zugeordnet werden. Diese Angabe ist zu verstehen als Zeiger

auf eine detaillierte Charakteristik der Fl

�

achengeometrie. Wir beschr

�

anken uns dabei

zun

�

achst auf einfache, mit wenigen Parametern zu beschreibende Formen (Zylinder,

Kugel, Kegel, Rotationsk

�

orper, Torus, . . . ). Dazu enth

�

alt das Eingabe-File unter dem

Schl

�

usselwort #FACE_GEO f

�

ur jede unterschiedliche Fl

�

achengeometrie jeweils diese not-

wendigen Parameter. Im betrachteten Beispiel aus Abb. 1 gen

�

ugt die Angabe nur einer

(gemeinsamen) Geometrie f

�

ur alle vier Seiten

�

achen der Pyramide, um daraus einen

Kegel zu generieren. Die notwendigen

�

Anderungen zeigt Abb. 2. Die vier Seiten

�

achen

erhalten als <typ> einen Eintrag "2", der auf eine mit "2" beginnende Zeile im

Abschnitt FACE_GEO verweist.

Die Eintragungen in der Geometriebeschreibung folgen dem gleichen Prinzip wie die

De�nition der anderen Objekte. Im Beispiel bedeutet die Datenzeile

2 31 7 0. 0. 1. 0. 0. 0. 1.

in der angegebenen Reihenfolge:

2 Name der Geometrie(zeile), als Referenz in der Face-De�nition verwendet

31 Codierung des Fl

�

achentyps, hier: Kegel

7 Anzahl der Parameter zur De�nition der Fl

�

ache

0. 0. 1. Koordinaten der Kegelspitze

0. 0. 0. Koordinaten eines weiteren Punktes auf der Rotationsachse

1. Radius des Kegels an der Stelle des zweiten Achsenpunktes

Die Geometriebeschreibung hat damit die allgemeine Form
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<name> <typ> <n> <parameter_1> ... <parameter_n>

wobei auf <name> in der Face-De�nition Bezug genommen wird. Als <typ> wurden

bislang in Zehnerschritten verschiedene geometrische Fl

�

achen de�niert

1 ... 9 f

�

ur eine Ebene

11 ... 19 f

�

ur eine Zylinder

�

ache

21 ... 29 f

�

ur eine Kugelober

�

ache

31 ... 39 f

�

ur einen Kegelmantel

41 ... 49 f

�

ur eine Rotations

�

ache (Ellipsoid, Hyperboloid)

51 ... 59 f

�

ur eine Torus

�

ache

Die weitere Unterteilung jeweils von 1 bis 9 l

�

a�t lediglich die M

�

oglichkeit o�en, einen

dieser Fl

�

achentypen auch auf verschiedene Art und Weise zu de�nieren, beispielsweise

k

�

onnte die Kugel, wie von uns vorgesehen, mittels <typ>=21 durch Mittelpunkt und

Radius oder auch { falls es ein Nutzer so w

�

unscht { mittels <typ>=22 durch Mittelpunkt

und einen Punkt auf der Ober

�

ache de�niert sein, oder die Zylinderachse durch Punkt

und Richtung statt zweier Punkte.

F

�

ur jeden der genannten Fl

�

achentypen existieren zur Zeit bereits Spezi�kationen, die

in Tabelle 1 zusammengestellt sind.

<typ> <n> Bedeutung der Parameter

1 6 (n

x

; n

y

; n

z

) ; (x

0

; y

0

; z

0

)

Normalenvektor und ein Punkt der Ebene

2 6 (x

0

; y

0

; z

0

) ; (n

x

; n

y

; n

z

)

Punkt der Ebene und Normalenvektor

11 7 (x

1

; y

1

; z

1

) ; (x

2

; y

2

; z

2

) ; r

zwei Punkte auf der Zylinderachse und Radius

21 4 (x

m

; y

m

; z

m

) ; r

Mittelpunkt und Radius der Kugel

31 7 (x

1

; y

1

; z

1

) ; (x

2

; y

2

; z

2

) ; r

2

Kegelspitze, Punkt auf der Achse und Radius an dieser Stelle

41 8 (x

1

; y

1

; z

1

) ; (x

2

; y

2

; z

2

) ; A; B

zwei Punkte auf der Rotationsachse, wobei der erste Punkt als Ur-

sprung eines lokalen (�; �)-Koordinatensystems betrachtet wird, so-

wie die Parameter der Kegelschnittgleichung der rotierenden Kurve:

�

�

2

a

2

�

�

2

b

2

= 1; mit A = �a

2

; B = �b

2

Bem.: B < 0 ! einschaliges, A < 0! zweischaliges Hyperboloid

51 8 (x

1

; y

1

; z

1

) ; (n

x

; n

y

; n

z

) ; r

1

; r

2

Mittelpunkt des Torus, Normalenvektor der Grundebene, Rotati-

onsradius (Abstand des Mittelpunktes des rotierenden Kreises) und

Radius des rotierenden Kreises

Tabelle 1:

�

Ubersicht der zur Zeit implementierten Fl

�

achentypen

(siehe http://www.tu-chemnitz.de/�pester/facegeo.html)

Ebenen werden normalerweise nicht als spezielleGeometrie behandelt, da die neuen Git-

terpunkte bei linearer Netzverfeinerung automatisch in derselben Ebene bleiben. Eine

zu beachtende Ausnahme stellen die Punkte an Schnittkanten zwischen einer Ebene
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Abbildung 3: Vergleich zweier Netze, die Schnittebene wurde nur im rechten Bild

explizit deklariert; st

�

arkere Linien markieren das Grobnetz

und einer anderen Fl

�

ache dar. Nur solche Ebenen m

�

ussen explizit in der Geometriede-

�nition des Eingabe-Files auftreten. Diese Notwendigkeit wird aus dem Vergleich der

beiden Netze in Abb. 3 deutlich.

3 Geometriebezogene Netzverfeinerung

3.1 Prinzipielles Vorgehen

Die Betrachtung von Faces mit speziellen geometrischen Eigenschaften ist unabh

�

angig

von der Art der Netzverfeinerung (gleichm

�

a�ig oder adaptiv). Ausgangspunkt ist ein

Grobnetz




0

= fV

0

; E

0

; F

0

; S

0

g ;

bestehend aus

einer Menge V

0

=

n

v

(0)

k

o

von Knoten,

einer Menge E

0

=

n

e

(0)

k

o

von Kanten, de�niert durch je 2 Knoten,

einer Menge F

0

=

n

f

(0)

k

o

von Faces, de�niert durch je 3 oder 4 Kanten, und

einer Menge S

0

=

n

s

(0)

k

o

von Volumenelementen, de�niert durch 4 oder 6 Faces.

Durch die Netzverfeinerung entsteht eine Folge von Netzen 


i

= fV

i

; E

i

; F

i

; S

i

g f

�

ur

i = 1; 2; 3; : : :. Es gelten die bekannten hierarchischen Beziehungen zwischen Level i

und Level i+ 1 :

V

i

� V

i+1

; e

(i)

k

=

n

1

[

j=1

e

(i+1)

k

j

; f

(i)

k

=

n

2

[

j=1

f

(i+1)

k

j

; s

(i)

k

=

n

3

[

j=1

s

(i+1)

k

j

;
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Abbildung 4: Projektion der neu entstehenden Knoten auf den Zylindermantel

wobei mit n

q

die Anzahl der bei der Unterteilung eines q-dimensionalen Objektes

(q-Face) entstehenden q-dimensionalen Teilobjekte ist (n

1

= 2; n

2

= 4; n

3

= 8 bei

gleichm

�

a�iger Unterteilung von Tetraedern oder Hexaedern).

Dar

�

uber hinaus existiert eine Menge G = fg

j

g aller f

�

ur den K

�

orper speziell zu de�-

nierenden Fl

�

achengeometrien. W

�

ahrend der Netzverfeinerung bleibt diese Menge un-

ver

�

andert erhalten. Einzelne f

(0)

k

sind markiert, indem sie ein Fl

�

achenattribut g

j

tragen,

welches sich beim Verfeinern auf die Tochter-Faces f

(i+1)

k

j

vererbt. Das Fl

�

achenattribut

g

j

mu� o�ensichtlich bei allen neu entstehenden Knoten ber

�

ucksichtigt werden, die aus

dem Face f

(i)

k

oder den sie begrenzenden Kanten hervorgehen. Solche neuen Knoten

v

(i+1)

k

j

werden zun

�

achst durch lineare Verfeinerung (Mittelung an einer Kante oder bei

Hexaeder-Elementen auch Face- und Volumen-Mittelpunkte) angen

�

ahert und anschlie-

�end auf die durch g

j

de�nierte Fl

�

ache projiziert (Abb. 4). Die Art und Weise dieser

Projektion wird im nachfolgenden Abschnitt an Beispielen erl

�

autert.

Kanten werden aber stets von mehreren Faces begrenzt, so da� hier auch verschiedene

Fl

�

achengeometrien zusammentre�en k

�

onnen. Durch Beschr

�

ankung auf maximal zwei

verschiedene (spezielle) Geometrien an einer Kante ist das Problem auf die Betrach-

tung der Schnittkurve zweier Fl

�

achen zu reduzieren. Dies ist auch ausreichend, wenn

nur an der Ober

�

ache eines K

�

orpers gkr

�

ummte Fl

�

achen auftreten. Der Fall des Zusam-

mentre�ens von mehr als zwei gekr

�

ummten Fl

�

achen in genau einer Schnittkante kann

als nahezu unrealistisch betrachtet werden und soll hier keine Rolle spielen.

Jede Kante besitzt folglich bis zu zwei verschiedene Fl

�

achenattribute. In diesem Fall ist

gegen

�

uber der einfachen Projektion auf eine Fl

�

ache eine Sonderbehandlung zur Projek-

tion auf die Schnittkurve erforderlich.

Damit kann die Netzverfeinerung auf einem Parallelrechner nach der Verteilung der

Elemente eines relativ groben Netzes auf die Prozessoren, einschlie�lich der Liste der

Geometrie-Daten, ohne weitere Kommunikation v

�

ollig lokal ausgef

�

uhrt werden.
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Abbildung 5: Vererbung der Fl

�

achengeometrie bei einem Tetraeder

3.2 Tetraedernetze

Tetraedernetze sind bez

�

uglich ihrer Topologie relativ einfach zu behandeln. Hinsichtlich

der Vererbung geometrischer Eigenschaften sind folgende F

�

alle zu beachten (Abb. 5):

� Neue Knoten entstehen grunds

�

atzlich durch Unterteilung von Kanten. Eine von

der linearen Unterteilung der Kante abweichende Korrektur der Knotenkoordi-

naten ist erforderlich, wenn f

�

ur die Kante eine Markierung mit mindestens einer

Fl

�

achengeometrie g

j

besteht, also mindestens eines der angrenzenden Dreiecke zu

einer durch g

j

beschriebenen Fl

�

ache geh

�

ort.

� Die Tochter-Faces erben die Geometrie des Faces, von dem sie abstammen.

� Innerhalb eines Faces neu entstehende Kanten erhalten dadurch dieselbe Markie-

rung (und nur diese), die das Face vorher hatte.

� Die im Inneren eines Tetraeders generierten Kanten und Faces werden ohne spe-

zielle Geometrie-Attribute weiterbehandelt. Anderenfalls m

�

u�te eine Transforma-

tionsvorschrift der aktuellen Geometrie auf die inneren Fl

�

achen unter Beachtung

einer gewissen Umgebung des Tetraeders angegeben werden k

�

onnen.

Pentaeder besitzen bez

�

uglich der Vererbung der Geometrie von Faces und Kanten die-

selben Eigenschaften wie Tetraeder.

3.3 Hexaedernetze

Gegen

�

uber einer Tetraedervernetzung erfordert die Verfeinerung eines Hexaedernetzes

mehr Beachtung, da hier nicht nur Kanten-, sondern auch Fl

�

achen- und Volumenmit-

telpunkte als neue Knoten zu bestimmen sind.

Bei nur geraden Kanten ist die lineare Unterteilung eines Hexaeders ausreichend:

� Berechnung der Kantenmitten aus den beiden Eckpunkten;

� Berechnung der Fl

�

achenmitten aus den vier Eckpunkten oder den vier Kanten-

mitten (bei ebenen Fl

�

achen sind beide Ergebnisse identisch);
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� Berechnung des Volumenmittelpunktes aus den 8 Eckpunkten oder den 6 Fl

�

achen-

mitten.

Sobald aber mindestens eine Hexaederseite zu einer gekr

�

ummten Fl

�

ache geh

�

ort, lie-

fert diese Mittelung allein keine akzeptablen Ergebnisse. Betrachten wir zun

�

achst die

Fl

�

achenmittelpunkte eines zu teilenden Hexaeders.

Handelt es sich um den Mittelpunkt einer Fl

�

ache, die mit einer speziellen Geometrie

versehen ist, so stellt die Projektion des neuen Punktes auf diese Fl

�

ache kein zus

�

atzliches

Problem gegen

�

uber der Behandlung von Kantenmittelpunkten dar. Kritischer ist der

Fall, da� eine oder mehrere Begrenzungskanten einer Hexaeder

�

ache durch den Einu�

der angrenzenden Fl

�

ache krummlinig sind. Da in diesem Fall ein arithmetisches Mittel,

auch unter Einbeziehung der bereits verschobenen Mittelpunkte der gekr

�

ummten Kan-

ten, keine brauchbaren Ergebnisse liefert (Abb. 6), m

�

ussen die Punkte im Inneren eines

Faces als Linearkombination bestimmt werden

x

(m)

=

8

X

i=1

x

i

'

(8)

i

�

�

(m)

�

;

wobei die '

(8)

i

die quadratischen Formfunktionen eines 8-Knoten-Serendipity-Ele-

mentes auf dem Referenzelement [0; 1]� [0; 1] sind (vgl. [15], [5]) und �

(m)

=

�

1

2

;

1

2

�

der

Mittelpunkt dieses Referenzelementes ist. Der Ansatz liefert die Berechnung des Face-

Mittelpunktes aus den 4 Ecken x

(v)

k

und 4 Kantenmittelpunkten x

(e)

k

der Hexaeder

�

ache:

x

(m)

=

1

2

4

X

k=1

x

(e)

k

�

1

4

4

X

k=1

x

(v)

k

Derselbe E�ekt entsteht bei der Berechnung des Mittelpunktes eines Hexaeder-Elemen-

tes, dessen Fl

�

achen gekr

�

ummt sind (Abb. 8). Eine geometriebezogene Mittelung ist

auch hier durch die Linearkombination

x

(m)

=

20

X

i=1

x

i

'

(20)

i

�

�

(m)

�

aus den entsprechenden Formfunktionen '

(20)

i

des 20-Knoten-Serendipity-Elementes

auf dem Referenzelement [0; 1]� [0; 1]� [0; 1] zu bestimmen.

Die Auswertung im Mittelpunkt �

(m)

=

�

1

2

;

1

2

;

1

2

�

f

�

uhrt auf die folgende Berechnungs-

vorschrift aus den 8 Ecken x

(v)

k

und 12 Kantenmittelpunkten x

(e)

k

:

x

(m)

=

1

4

12

X

k=1

x

(e)

k

�

1

4

8

X

k=1

x

(v)

k

:

Durch diese Berechnung wird erreicht, da� der neue Punkt in jeder Raumrichtung in

der Mitte des Hexaeder-Elementes bez

�

uglich aller seiner Randknoten liegt und nicht

wie in Abb. 8 (links) zu einer Seite verschoben ist, hier in Richtung des gemeinsamen

Kr

�

ummungsmittelpunktes der Innen- und Au�en

�

achen.
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Mittelung der Ecken

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Mittelung der Kantenmitten

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Mittelung der Ecken und Kantenmitten

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Lineare Ansatzfunktionen

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

oben: arithmetische Mittelung aus den Koordinaten

der Eckpunkte,

der Kantenmitten,

der Ecken und Kantenmitten

links: Verwendung von Formfunktionen

�

uber Ecken und

Kantenmitten

Gestrichelte Linien markieren die vier zu unterteilenden

Hexaeder-Elemente

Abbildung 6: Verschiedene Resultate der Berechnung der Face-Mittelknoten bei

Hexaeder-Elementen am Beispiel eines zylindrischen Rohrst

�

ucks

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 7: Auswirkung der unterschiedlichen Berechnung der Face-Mittelkno-

ten nach dreimaliger Verfeinerung eines aus 8 Hexaeder-Elementen

bestehenden Grobnetzes; (links: bei arithmetischer Mittelung)
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Grobnetz: 2 Hexaeder-Elemente

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Mittelung der Face-Mittelpunkte

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Mittelung mit Formfunktionen

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 8: Mittelpunkt von Hexaeder-Elementen mit gekr

�

ummten Fl

�

achen;

oben: zwei Hexaeder-Elmente sind zu unterteilen

links: verschobener Mittelpunkt bei arithmetischer Mittelung

rechts: korrekte Bestimmung

�

uber Formfunktionen

4 Projektionen auf gekr

�

ummte Fl

�

achen

Nachfolgend werden einige Beispiele kurzer Algorithmen aufgef

�

uhrt, mit denen nach

einer linearen Unterteilung einer Kante (oder eines Faces) der berechnete N

�

aherungs-

punkt ~x auf die gekr

�

ummte Fl

�

ache projiziert wird, in der die Kante (das Face) laut

Geometriede�nition des Ausgangsnetzes liegen soll. Eine solche Implementierung er-

weist sich als relativ einfach, indem die Koordinaten des gesuchten neuen Punktes x

�

als Funktion der berechneten N

�

aherung und der aktuellen Fl

�

achengeometrie g bestimmt

werden:

x

�

= F (~x; g) :

Bei Schnittkanten zweier verschiedener Fl

�

achengeometrien g

1

; g

2

sind beide Geometrie-

Angaben zu ber

�

ucksichtigen:

x

�

= F (~x; g

1

; g

2

) :

4.1 Projektion auf eine Fl

�

ache

4.1.1 Zylindermantel

Der Zylinder ist nach Tabelle 1 (S. 4) de�niert durch die beiden Achsenpunkte p

1

; p

2

und den Radius r, d. h. g

11

= fp

1

; p

2

; rg. Die Transformation F ist in diesem Fall eine

radiale Verschiebung des Punktes ~x in den Punkt x

�

(Abb. 9).



Behandlung gekr

�

ummter Ober

�

achen 11

x~
x*

p1

v1

v0

p2

p0

va

Abbildung 9: Projektion des Punktes ~x auf den Zylindermantel

Der Abstand des Punktes ~x von der Zylinderachse mu� in Richtung des Vektors ~v =

~x� p

0

auf den Wert r vergr

�

o�ert werden. Wir bezeichnen

~v

a

= p

2

� p

1

Richtung der Achse

~v

0

= ~x� p

0

Vektor von der Achse zu ~x; ~v

0

? ~v

a

~v

1

= ~x� p

1

Vektor von einem gegebenen Achsenpunkt zu ~x

Der Punkt p

0

(der Punkt auf der Zylinderachse mit dem geringsten Abstand zu ~x) mu�

dazu nicht explizit bestimmt werden. Die Verschiebung wird durch elementare Vektor-

operationen ausgef

�

uhrt. Aus den gegebenen Gr

�

o�en p

1

; p

2

; r; ~x wird x

�

nach folgendem

Algorithmus berechnet:

~v

a

:= p

2

� p

1

~v

1

:= ~x� p

1

� := (~v

a

� ~v

a

)

� := (~v

a

� ~v

1

)

~v

0

:= ~v

1

�

j~v

1

j cos ^(~v

a

; ~v

1

)

j~v

a

j

~v

a

= ~v

1

�

�

�

~v

a

x

�

:= ~x + (r � j~v

0

j)

~v

0

j~v

0

j

= ~x +

 

r

j~v

0

j

� 1

!

~v

0

Mit drei Skalarprodukten (�; �; j~v

0

j) und vier Vektoradditionen (saxpy) f

�

ur Koordina-

tenvektoren h

�

alt sich der Berechnungsaufwand in Grenzen.

Abbildung 10 zeigt, wie aus einem groben Startnetz durch Netzverfeinerung ein Zylinder

entsteht.
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4.1.2 Kugelober

�

ache

Die Kugelober

�

ache ist de�niert durch g

21

= fp

m

; rg. Die Transformation von ~x auf x

�

ist hier einfach die Verschiebung radial vom Mittelpunkt p

m

in Richtung ~v

0

= ~x � p

m

bis zum Abstand r. Der Algorithmus ist entsprechend kurz:

~v

0

:= ~x� p

m

x

�

:= p

m

+ r

~v

0

j~v

0

j

Beispiele sind in den Bildern 11 und 12 dargestellt, in letzterem ist eine spezielle De-

klaration der drei Schnittebenen nicht erforderlich, da sie alle den Kugelmittelpunkt

enthalten und damit jede Projektion von Punkten der Au�enkante in radialer Richtung

in der Ebene bleibt.

4.1.3 Kegelmantel

Der Kegel ist de�niert durch g

31

= fp

1

; p

2

; r

2

g. Bei Verschiebung des N

�

aherungspunk-

tes ~x orthogonal zur Rotationsachse des Kegels ergibt sich die gleiche Aufgabe wie

beim Zylinder, wobei hier der Radius proportional zum Abstand von p

1

bestimmt wird

(Abb. 13). Auch hier mu� der Punkt p

0

nicht explizit bestimmt werden.

Der leicht modi�zierte Algorithmus sieht dann folgenderma�en aus:

~v

a

:= p

2

� p

1

~v

1

:= ~x� p

1

� := (~v

a

� ~v

a

)

� := (~v

a

� ~v

1

)

~v

0

:= ~v

1

�

�

�

~v

a

r

0

:=

jp

0

� p

1

j

j~v

a

j

r

2

=

�

�

r

2

x

�

:= ~x + (r

0

� j~v

0

j)

~v

0

j~v

0

j

= ~x +

 

r

0

j~v

0

j

� 1

!

~v

0

4.1.4 Ober

�

ache von Rotationsk

�

orpern

Wir betrachten hier Ober

�

achen von Rotationshyperboloiden oder Rotationsellipsoi-

den, deren Geometrie de�niert ist durch die Parameter g

41

= fp

1

; p

2

; A; Bg. Dabei

sei p

1

Koordinatenursprung eines lokalen (�; �)-Koordinatensystems, dessen durch die

Richtung

�!

p

1

p

2

de�nierte �-Achse die Rotationsachse ist. Die �-Achse ist die

"

rotierende\

Achse. Die aktuelle (�; �)-Ebene ist durch die (feste) �-Achse und den N

�

aherungspunkt

~x bestimmt. Die rotierende Kurve ist de�niert durch

�

�

2

a

2

�

�

2

b

2

= 1; mit A = �a

2

; B = �b

2

:

F

�

ur A > 0; B > 0 entsteht ein Rotationsellipsoid, bei A > 0; B < 0 ein einschaliges

Hyperboloid (Abb. 15, links) und bei A < 0; B > 0 ein zweischaliges Hyperboloid
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zyl5 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

zyl5 - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 10: Daten�le mesh4/zyl5.std: 5 Hexaeder-Elemente, mit

Zylindergeometrie an den 4 Au�en

�

achen

kugel20 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

kugel20 - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 11: Daten�le mesh3/kugel20.std: 20 Tetraeder-Elemente

(Ikosaeder), mit Kugelgeometrie an allen Au�en

�

achen

fi-kug - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

fi-kug - Level 4

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 12: Daten�le mesh3/fi-kug.std: 7 Tetraeder-Elemente, Kugel mit

ausgeschnittenem Sektor
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x~
x*

p1

p2

p0

r2

Abbildung 13: Projektion des Punktes ~x auf den Kegelmantel

Kegel - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Kegel - Level 4

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 14: Daten�le mesh3/kegel4.std: 4 Tetraeder-Elemente, mit Kegelgeo-

metrie an den vier Seiten

�

achen
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p
1

p
2

x~v0

v1

x*

p
1

p
2

x~

x*

v
0

v
1

Abbildung 15: Projektion des Punktes ~x auf ein einschaliges bzw. zweischaliges

Rotationshyperboloid

(Abb. 15, rechts). Die Korrektur von ~x zu x

�

soll durch Verschiebung senkrecht zur

Rotationsachse erfolgen, bzw. parallel zu dieser Achse im letztgenannten Fall. Daraus

ergibt sich folgende Berechnung:

~v

a

:= p

2

� p

1

~v

1

:= ~x� p

1

� := (~v

a

� ~v

a

)

� := (~v

a

� ~v

1

)

im Fall A > 0: (~v

0

? ~v

a

)

~v

0

:= ~v

1

�

�

�

~v

a

�

2

:=

�

2

�

r :=

v

u

u

t

A

 

1�

�

2

B

!

im Fall A < 0: (~v

0

k~v

a

)

~v

0

:=

�

�

~v

a

�

2

:= (~v

1

� ~v

1

)�

�

2

�

r :=

v

u

u

t

B

 

1�

�

2

A

!

x

�

:= ~x+

 

r

j~v

0

j

� 1

!

~v

0

Beispiele sind in den Abbildungen 16 und 17 dargestellt. Es soll noch vermerkt sein, da�

die gew

�

ahlte Vorgehensweise mit einer Projektion senkrecht oder parallel zur Rotations-

achse o�enbar gute Ergebnisse liefern, wenn die betrachteten Punkte in der N

�

ahe der

Scheitelpunkte der Hyperbel liegen. Andererseits ist bei Ann

�

aherung einer Hyperbel an

ihre Asymptoten bereits die lineare Unterteilung eine gute N

�

aherung f

�

ur den exakten

Punkt. Die beschriebene Projektion f

�

uhrt zu keiner nennenswerten Deformation des

Netzes.
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hyp - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

hyp - Level 4

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 16: Daten�le mesh4/hyp.std: Aus 5 Hexaeder-Elementen wird ein Hy-

perboloid

hyp2 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

hyp2 - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 17: Daten�le mesh3/hyp2.std: Zwei gegen

�

uberliegende Fl

�

achen sind

hier als zweischaliges Hyperboloid de�niert.
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p
1

p
0

n x~
x*

v2

v1
v0

Abbildung 18: Projektion des Punktes ~x auf einen Torus

4.1.5 Torus

�

ache

Die Geometrie der Torus

�

ache wird beschrieben durch g

51

= (p

1

; ~n; r

1

; r

2

). Der Torus

entsteht durch Rotation eines Kreises mit dem Radius r

2

um eine Achse, wobei der

Kreismittelpunkt den Abstand r

1

von dieser Achse hat. Die Richtung der Achse ist durch

~n gegeben und p

1

ist der in der Rotationsebene liegende Punkt der Achse. Die Projektion

des N

�

aherungspunktes ~x auf den Punkt x

�

erfolgt radial bez

�

uglich des rotierenden

Kreises. Durch p

1

; ~n; ~x wird eine Ebene bestimmt, in der auch der Mittelpunkt p

0

dieses

Kreises liegt. Dann liegt x

�

im Abstand r

2

von p

0

in Richtung

�!

p

0

~x (Abb. 18) und l

�

a�t

sich aus den gegebenen Gr

�

o�en folgenderma�en berechnen:

~v

1

:= ~x� p

1

� := (~n � ~n)

� := (~n � ~v

1

)

~v

2

:= ~v

1

�

�

�

~n

~v

0

:= ~v

1

�

r

1

j~v

2

j

~v

2

( = ~x� p

0

)

x

�

:= ~x + (r

2

� j~v

0

j)

~v

0

j~v

0

j

= ~x +

 

r

2

j~v

0

j

� 1

!

~v

0

Der Torus in Abb. 21 zeigt eine leichte Verschiebung der Knoten auf der Ober

�

ache, die

durch die Projektion in Richtung des Mittelpunktes entsteht, wenn ~x aus der Verfeine-

rung einer zur Grundebene parallelen Kante hervorgeht. Dieser E�ekt ist unvermeidlich,

wenn nicht in die Berechnung von x

�

neben ~x auch die urspr

�

ungliche Lage der Punkte

eingeht, aus denen ~x berechnet wurde.

4.2 Projektion auf Schnittkanten

4.2.1 Zylinder und Ebene

Wird ein Zylinder von einer Ebene nicht orthogonal

1

zur Achse geschnitten, dann soll

die Projektion von ~x auf den Zylindermantel nicht mehr radial, senkrecht von der Achse

1

Nat

�

urlich darf eine Schnittebene senkrecht zur Zylinderachse explizit de�niert sein (~nk~v

a

), aber

dasselbe Ergebnis entsteht auch bei alleiniger Betrachtung der Zylindergeometrie.



18 M. Pester

Torus48 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Torus48 - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 19: Daten�le mesh3/torus48.std: 48 Tetraeder-Elemente sind zum

Torus verbunden

4tltor - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

4tltor - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 20: Daten�le mesh3/4tltor8.std: 96 Tetraeder-Elemente, Viertel ei-

nes Torus, feineres Startnetz und andere Radien als Bild 19

torus40 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

zyl-ring - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

torus40 - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 21: Daten�les mesh4/torus40.std, mesh4/ring40.std:

40 Hexaeder-Elemente; durch unterschiedliche Fl

�

achengeometrie

wird daraus ein Ring aus 8 Zylinderst

�

ucken oder ein Torus.
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x~
x*

p1

v1

va

v2

rn

v0

p2

p0

Abbildung 22: Projektion des Punktes ~x auf eine Schnittkante zwischen Ebene und

Zylinder

nach au�en erfolgen, sondern innerhalb der Schnittebene (Abb. 22). Gegebene Parame-

ter sind die Geometrien g

11

= fp

1

; p

2

; rg ; g

01

= f~n; p

0

g. Der Punkt p

0

ist f

�

ur die

Berechnungen hier ohne Bedeutung, da man davon ausgehen kann, da� die zu unter-

teilende Kante vollst

�

andig zur Ebene geh

�

ort und somit auch der Punkt ~x. Unabh

�

angig

von der De�nition in g

01

bezeichnen wir mit p

0

den Schnittpunkt der Ebene mit der

Zylinderachse. Im Unterschied zur einfachen Projektion auf den Zylindermantel (4.1.1)

gilt nun nicht mehr ~v

0

? ~v

a

, sondern ~v

0

? ~n. Der neue Punkt x

�

= F (~x; g

01

; g

21

) auf

der Schnittkante berechnet sich auf folgende Weise:

~v

a

:= p

2

� p

1

Falls (~v

a

� ~n) = 0; ist die Ebene parallel zum Zylindermantel

und folglich x

�

= ~x;

anderenfalls:

~v

1

:= ~x� p

1

�

a

:= (~v

a

� ~v

a

)

�

n

:= (~n � ~n)

�

a

:= (~v

1

� ~v

a

)

�

n

:= (~v

1

� ~n)

~v

2

:= ~v

1

�

�

a

�

a

~v

a

~v

0

:= ~v

1

�

�

n

�

n

~n

x

�

:= ~x +

(r � j~v

2

j)

j~v

2

j

~v

0

j~v

0

j

= ~x +

 

r

j~v

2

j

� 1

!

~v

0

j~v

0

j

Alternativ k

�

onnte in Betracht gezogen werden, den Punkt x

�

auf der Schnittkurve so zu
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bestimmen, da� der Abstand jx

�

� ~xj minimal wird. Es ergibt sich jedoch eine relativ

komplizierte Berechnung, aber keine Verbesserung der Approximation der Schnittkurve

([8]).

4.2.2 Kugel und Ebene

Bei einem ebenen Schnitt durch eine Kugel erfolgt die Korrektur des Punktes ~x an

einer Schnittkante innerhalb der Schnittebene in radialer Richtung, betrachtet von der

ProjektionM

0

des KugelmittelpunktesM auf die Ebene, bis zur Kugelober

�

ache (Abb.

23). Mit den gegebenen Geometrieparametern g

01

= f~n; p

0

g und g

21

= fM; rg ergibt

sich folgende Berechnung f

�

ur x

�

= F (~x; g

01

; g

21

), wobei mit M

0

; r

0

Mittelpunkt und

Radius des Schnittkreises bezeichnet sind:

x~
x*

M

v1

v0

M0

n

Abbildung 23: Projektion des Punktes ~x auf eine Schnittkante zwischen Ebene und

Kugel

platkug - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

platkug - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 24: Daten�le mesh3/platkug.std: 20 Tetraeder-Elemente, Kugel mit

ebener Schnitt

�

ache.
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~v

1

:= ~x�M

� := (~n � ~n)

� := (~v

1

� ~n)

r

0

:=

r

r

2

�

�

�

�MM

0

�

�

�

2

=

s

r

2

�

�

2

�

~v

0

:= ~v

1

�

�

�

�MM

0

�

�

�

~n

j~nj

= ~v

1

�

�

�

~n

x

�

:= ~x + (r

0

� j~v

0

j)

~v

0

j~v

0

j

= ~x+

 

r

0

j~v

0

j

� 1

!

~v

0

Das Beispiel in Bild 24 hat im Grobnetz die gleiche Struktur wie die Kugel in Bild 11,

wobei die oberen Punkte hier die Schnittebene bilden.

4.2.3 Kegel und Ebene

Nur wenig komplizierter als der ebene Schnitt eines Zylinders ist der Schnitt durch

einen Kegel zu realisieren (Abb. 25). Als einfachste L

�

osung bietet sich an, den Punkt ~x

zun

�

achst nach 4.1.3 senkrecht zur Kegelachse auf den Kegelmantel zu projizieren (x

h

)

und anschlie�end den Schnittpunkt x

�

der von der Kegelspitze p

1

ausgehenden Geraden

durch diesen Punkt mit der gegebenen Schnittebene zu bestimmen. Die Berechnung aus

den gegebenen Gr

�

o�en ~x; g

31

= fp

1

; p

2

; r

2

g ; g

01

= f~n; p

0

g erfolgt dann so:

~v

a

:= p

2

� p

1

~v

1

:= ~x� p

1

� := (~v

a

� ~v

a

)

� := (~v

a

� ~v

1

)

~v

0

:= ~v

1

�

�

�

~v

a

r

0

:=

�

�

r

2

x

h

:= ~x+

 

r

0

j~v

0

j

� 1

!

~v

0

~v

2

:= x

h

� p

1

= ~v

1

+

 

r

0

j~v

0

j

� 1

!

~v

0

falls (~v

0

� ~n) = 0, so ist x

�

= x

h

, sonst:

x

�

:= p

1

+

(~v

1

� ~n)

(~v

2

� ~n)

~v

2

Der Hilfspunkt x

h

braucht dabei o�ensichtlich nicht explizit berechnet zu werden, da

nur der Vektor ~v

2

verwendet wird.
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x~

x*

p1

p2

p0
xh

r2

v2

Abbildung 25: Projektion des Punktes ~x auf die Schnittkante zwischen Ebene und

Kegel

Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Level 4

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 26: Daten�le mesh3/kegel4e2.std: 4 Tetraeder-Elemente, Kegel mit

zwei ebenen Schnitt

�

achen.

kegel6s - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

kegel6s - Level 4

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 27: Daten�le mesh3/kegel6s.std: Kegelstumpf, begrenzt durch eine

schiefe Ebene { der Kegelschnitt
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x*

x~

M1
M2

Abbildung 28: Schnittkanten bei zwei Kugeln

Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Level 5

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 29: Die Eckpunkte des Tetraeders sind die Mittelpunkte von vier sich

schneidenden Kugeln

4.2.4 Zwei Kugeln

Als Schnittkante zweier Kugeln g

(1)

21

= fM

1

; r

1

g ; g

(2)

21

= fM

2

; r

2

g entsteht ein Kreis, der

in einer Ebene senkrecht zur Verbindungsgeraden der beiden Kugelmittelpunkte liegt.

Damit lassen sich solche Schnittkanten auf den soeben betrachteten Fall Kugel und

Ebene zur

�

uckf

�

uhren, indem eine der beiden Kugeln mit der durch den Normalenvek-

tor

�!

M

1

M

2

de�nierten Schnittebene betrachtet wird. Die Ebene ist dadurch eindeutig

bestimmt, da� der Punkt ~x bereits in ihr liegt.

Bild 29 zeigt ein Schnittgebilde aus vier Kugeln, deren Mittelpunkte die Ecken eines

regul

�

aren Tetraeders sind.
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x*

x~

Abbildung 30: Iterative Berechnung von x

�

auf einer Schnittkante zweier Zylinder

xzyl8 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

xzyl8 - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 31: Durchdringung zweier Zylinder, Startnetz mit 96 Tetraedern

4.2.5 Zwei Zylinder und andere Schnittkanten

Ein Punkt x

�

auf der Schnittkante zwischen zwei Zylindern g

(1)

11

= fp

11

; p

12

; r

1

g ; g

(2)

11

=

fp

21

; p

22

; r

2

g wird aus ~x durch eine kurze Iteration bestimmt, indem der Punkt alternie-

rend (nach 4.1.1) auf die beiden Zylinder projiziert wird, bis er auf beiden Zylindern,

also auf deren Schnittkante liegt. Falls die beiden Zylinderachsen orthogonal zueinander

sind, f

�

uhrt diese Methode nach zwei Projektionen bereits zum korrekten Ergebnis. Bei

beliebiger Lage zueinander k

�

onnen einige (wenige) Schritte mehr erforderlich sein, wie

in Abb. 30 angedeutet.

Diese Methode kann allgemein f

�

ur beliebige Schnittkanten zwischen Fl

�

achen unter-

schiedlicher Geometrie angewendet werden, sofern sich keine e�ektivere Speziall

�

osung

anbietet.
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zyl - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

zyl - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 32: Ungeeignete De�nition eines Zylinders, da beim Verfeinern entar-

tete Hexaeder-Elemente entstehen (vgl. Bild 10, S. 13)

4.3 Probleme bei der De�nition der Geometrie im Grobnetz

Die vorgestellten Beispiele demonstrieren vor allem die Einfachheit der Algorithmen zur

Verschiebung von Punkten auf eine Fl

�

ache mit vorgegebener Standard-Geometrie. Da

die so verfeinerten FEM-Netze f

�

ur numerische Berechnungen verwendet werden, sind

zus

�

atzliche Bedingungen zu erf

�

ullen, insbesondere sollten keine entarteten Elemente

entstehen. Das mu� bereits bei der De�nition des Ausgangsnetzes und der Fl

�

achen-

geometrien beachtet werden und stellt durchaus ein nichttriviales Problem dar (vgl.

Abb. 32 und 33). Zum Beispiel wurde in Abb. 32 den Au�en

�

achen eines Quaders eine

Zylindergeometrie zugeordnet. Dabei entarten die Hexaeder-Elemente an den urspr

�

ung-

lichen Ecken des Ausgangselementes, da beim Verfeinern dort Innenwinkel von fast 180

�

entstehen. Dies ist vermeidbar, wenn der Quader, wie in Abb. 10 (S. 13) gezeigt, in 5

Hexaeder-Elemente zerlegt wird, so da� die Innenwinkel vor der Verfeinerung nur 45

�

statt 90

�

betragen, wobei eine Kante bzw. Fl

�

ache nicht auf dem Zylindermantel liegt.

Dasselbe Problem tritt auch bei Tetraeder-Elementen auf, wenn wie in Abb. 33 (hier die

Grund

�

ache eines Kegels) im Grobnetz ein Innenwinkel von 90

�

an einer als rund spe-

zi�zierten Kante auftritt. Obwohl bei der Unterteilung der Tetraeder die von J. Bey [4]

empfohlene Methode zur stabilen Verfeinerung verwendet wird, bei der im Normalfall

nur sechs verschiedene

�

Ahnlichkeitsklassen von Tetraedern entstehen, kommt es in die-

sem Fall zur Entartung von Tetraedern in der N

�

ahe der gekr

�

ummten Fl

�

ache. Auch hier

gen

�

ugt es, wenn im Grobnetz an solchen Ecken (Kanten) zus

�

atzlich eine Kante (Fl

�

ache)

ins Innere des K

�

orpers zeigt, die f

�

ur eine Begrenzung der Innenwinkel an gekr

�

ummten

Fl

�

achen sorgt.

Dagegen kann eine zylindrische Bohrung im Ausgangsnetz die Form eines Quaders

haben, ohne da� dadurch ein solches Entartungsproblem auftritt (Abb. 35).

Es wird ebenfalls vorausgesetzt, da� die im Grobnetz de�nierten Gitterpunkte die ent-

sprechenden Gleichungen der Fl

�

achengeometrien erf

�

ullen, zu denen sie geh

�

oren (sollen).

Bild 36 zeigt die Folgen einer fehlerhaften Geometriede�nition durch falsche Radius-

Angabe f

�

ur einen Zylinder. Alle durch Netzverfeinerung entstandenen Punkte liegen auf
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kegel2 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

kegel2 - Level 4

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

kegel4 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

kegel4 - Level 4

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 33: Auch entartete Tetraeder-Elemente entstehen, wenn die Geometrie

im Grobnetz nicht ausreichend beachtet wird; hier verdeutlicht an

der Ansicht der Grund

�

ache, oben: Kegel aus zwei Tetraedern, un-

ten: Kegel aus vier Tetraedern

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

kugel7 - Level 4

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

kugel7 - Level 4

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 34: Ein W

�

urfel, in 7 Hexaeder-Elemente zerlegt, kann auch zu einer

akzeptablen Kugel verfeinert werden. Die mittlere Darstellung zeigt

die Struktur des verfeinerten Netzes im Inneren.
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bohrung - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

bohrung - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

bohrung - Level 3 - |u|

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 35: Eine Zylinderbohrung kann im Grobnetz quaderf

�

ormig sein, rechts

die Isoliniendarstellung des Betrags einer elastischen Deformation

zyl - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 36: Auswirkungen eines Fehlers in der Geometrie-De�nition (Radius zu

gro� angegeben)
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tet8 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

tet16 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

cube24 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

tet8 - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

tet16 - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

cube24 - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 37: Drei Zwischenstufen zum Aufbau eines Netzes, das sich als Zylinder-

oder Kugel de�nieren l

�

a�t

dem angegebenen Zylinder, die Punkte des Startnetzes aber nicht. Bei Bedarf k

�

onnte ei-

ne

�

ahnliche Korrektur angewendet werden, wie sie hier f

�

ur die bei der Netzverfeinerung

entstehenden Gitterpunkte beschrieben wurde. Es gibt allerdings einen Unterschied.

Hier wurde stets vorausgesetzt, da� der N

�

aherungspunkt ~x aus der linearen Unterteilung

von Kanten entstand, die bereits auf der entsprechenden Fl

�

ache lagen. Insbesondere bei

Ebenen wurde zur Vereinfachung angenommen, da� ~x schon in der Ebene liegt. Gerade

bei der Konstruktion komplexer Gebiete mit verschiedenen sich teilweise schneidenden

Ober

�

achengeometrien ist eine entsprechende Sorgfalt erforderlich. Die Abbildungen

machen deutlich, da� zur Konstruktion solcher Netze auch einige hilfreiche Werkzeuge

benutzt werden sollten, wie etwa das von D. Lohse entwickelte Programm geo_conv

f

�

ur einfache geometrische Transformationen mit Zusammenf

�

ugen (merge) verschiedener

Bauteile. Damit lassen sich solche komplexen Strukturen nach dem Baukastenprinzip

aufbauen.

In Abb. 37 sind drei Etappen der schrittweisen Konstruktion eines aus 24 kongruenten

Tetraedern zusammengesetzten W

�

urfels angegeben (das Netz nach 3 Verfeinerungen soll

lediglich den r

�

aumlichen Eindruck verdeutlichen). Im ersten Bild ist eine Doppelpyra-

mide durch Spiegelung einer aus vier Tetraedern gebildeten Pyramide (vgl. Bild 14) an

der x-y-Ebene entstanden. Dieselbe Doppelpyramide wurde im zweiten Bild nochmals

nach einer 90

�

-Drehung um die x-Achse hinzugef

�

ugt und im dritten Bild nach einer

Drehung um die y-Achse. Soll aus dem so entstandenen W

�

urfel etwa eine Kugel oder

ein Zylinder entstehen, so sind vorher die Fl

�

achenmittelpunkte auf den entsprechenden

Wert (den

p

2- bzw.

p

3-fachen Abstand vom Mittelpunkt) zu korrigieren (Abb. 38, 39).
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Abbildung 38: Der W

�

urfel aus Abb. 37 wird zum Zylinder . . .

Abbildung 39: . . . oder zur Kugel umde�niert
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Abbildung 40: Durch Hinzunahme weiterer (2 � 4) Tetraeder-Elemente wird aus

dem Zylinder diese

"

Kapsel\.
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4.4 Beispiele mit verschiedenen Geometrien

In den folgenden Abbildungen sind einige weitere Beispiele angegeben, die bei rela-

tiv grober Ausgangsvernetzung per Geometriede�nition zu K

�

orpern mit gekr

�

ummten

Ober

�

achen verfeinert wurden.

Kamin - Level 0 -  16 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Kamin - Level 4 -  16 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 41: Ein Kamin mit ver

�

anderlichem Querschnitt,

Startnetz: 25 Hexaeder-Elemente
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zylbog - Level 0 -  64 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

zylbog - Level 3 -  64 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

zylbog - Level 3 -  64 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 42: Aus Zylinder- und Torus-Teilen zusammengesetzter Bogen, Start-

netz: 504 Tetraeder-Elemente,

unten: Ergebnis einer elastischen Deformation
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Kurbelwelle - Level 0 - 123 Hexaeder-Elemente

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Kurbelwelle - Level 3 - 16 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 43: Eine Kurbelwelle, begrenzt von Ebenen und Zylinder

�

achen,

Startnetz: 123 Hexaeder-Elemente
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Abbildung 44: Zylinder-T-St

�

uck, Startnetz 72 Tetraeder-Elemente



Behandlung gekr

�

ummter Ober

�

achen 35

c20dr - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

c20dr - Level 3

SFB 393 - TU Chemnitz-Zwickau

Abbildung 45: Drei zylindrische, einander schneidende Bohrungen

5 Zusammenfassung

Es wurde eine Methode zur einfachen Beschreibung von geometrischen Ober

�

achen-

eigenschaften in einem FEM-Grobnetz betrachtet. Das Ziel war dabei, mit m

�

oglichst

wenigen Parametern und grober Anfangsvernetzung auch kompliziertere Geometrien

verarbeiten zu k

�

onnen. Damit kann die eigentliche Netzgenerierung, einschlie�lich der

Erzeugung gekr

�

ummter Fl

�

achen auf die Prozessoren eines Parallelrechners verteilt wer-

den. Der Datentransfer vom Eingabe�le und innerhalb des Parallelrechners bleibt somit

minimal. Trotzdem ist das Grobnetz eine exakte Beschreibung der Geometrie, die je

nach Gesamtspeicherkapazit

�

at im Parallelrechner beliebig genau durch ein FEM-Netz

approximiert werden kann.

Die beschriebene Vorgehensweise ist besonders f

�

ur eine konstruktive Beschreibung von

Gebieten geeignet. Sie ist o�en f

�

ur Erweiterungen. Zu jeder Fl

�

achengeometrie, die sich

mit einer gewissen Anzahl von Parametern beschreiben l

�

a�t, wird ein zus

�

atzliches Un-

terprogramm zur Realisierung der Funktion x

�

:= F (~x; g) ben

�

otigt, um einen N

�

ahe-

rungspunkt auf die gew

�

unschte Fl

�

ache abzubilden. Das k

�

onnte in Spezialanwendungen

auch so weit gehen, da� eine besonders komplizierte und nicht durch wenige Parameter

beschreibbare Ober

�

ache rein programmtechnisch umgesetzt wird.

Schnittkanten mit anderen Fl

�

achen k

�

onnen als Spezialfall betrachtet oder allgemein

nach der in 4.2.5 beschriebenen iterativen Methode behandelt werden.

Bei den hier betrachteten Beispielen handelt es sich um solche, deren Startnetz jeweils

gleichm

�

a�ig verfeinert wurde. Die Behandlung von Punkten auf gekr

�

ummten Fl

�

achen ist

jedoch nicht daran gebunden. Sie kann bei jeder anderen Verfeinerungsstrategie ebenso

durchgef

�

uhrt werden, da immer nur der aktuelle N

�

aherungspunkt auf eine gegebene

Fl

�

ache oder Schnittkurve abzubilden ist.
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