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Abstract

Using material models on the basis of the flow theory of plasticity the asymp-
totic behaviour of solid mechanics solutions in crack tips, interface corners
etc. strongly depends on the local realized load trajectory. For incremen-
tally proportional load paths the equations determining the asymptotic fields
are very simple ones. The paper considers two-dimensional statements in the
neighbourhood of an interface corner consisting of two material ranges. At a
distance from the corner the finite element nodes of a regular net are establi-
shed in a polar co-ordinate system together with the displacement degrees of
freedom. The main idea of the presented singular and non-singular stress and
deformation field calculation at interface corners characterizes an replacement
of the corner neighbourhood effect to the surrounding body by introducing
stiffness actions which in usual manner can be assembled together with the
other element stiffness matrices to the global stiffness matrix of the body. Ac-
cording to this there exists an interesting invariant stiffness independence in
corner and crack neighbourhoods. The applied technique allows extensions to
non-proportional local load increments simplifying the mathematical calcula-
tions for the presentation of stress and strain fields in this general case. All
computations are made on modern parallel computers. Concrete examples
show the advantages of the presented approach.
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1 Einfiihrung

Festigkeitsuntersuchungen an Materialverbunden in mikroelektronischen Bauelemen-
ten und anderen Konstruktionselementen im Hochtechnologiebereich erfordern ei-
nerseits stabile und vergleichbare Losungen von korrekt formulierten Randwertauf-
gaben der linearen und nichtlinearen Festkérpermechanik sowie andererseits entspre-
chende experimentelle Untersuchungen fiir die Bestimmung der aus den Festkorper-
modellen folgenden kritischen Materialparameter.

Die Erstellung der notwendigen Festkorperlésungen gestaltet sich oft wegen des auf-
tretenden singular-oszillierenden Verhaltens in Interface-Ecken-Umgebungen als sehr
kompliziert. Eine modellseitige Modifikation der ,scharfen* Ecke zur ,,abgerunde-
ten® Form mit dem Ziel, das Losungsverhalten zu vereinfachen, fithrt nicht immer
zum gewlinschten Erfolg. Finerseits werden singulédre Losungen in der Festkorper-
mechanik mit stiickweise homogenem Materialverhalten im allgemeinen nicht aus-
zuschlieflen sein. Ein abgerundeter Interface-Rifl besitzt z.B. auch eine singulére
Asymptotik, ndmlich die eines 90°-90°-Verbundes. Andererseits kann in Abhéngig-
keit des nach der Abrundung notwendigen Betrachtungsmaflstabes der relevante nu-
merische und experimentelle Aufwand wegen zu beriicksichtigender mikroskopischer
Theorien und deren erforderlicher Kopplung an die Festkorpermechanik erheblich
anwachsen. Fiir die Abschitzung des Bruchverhaltens ist in erster Naherung das
Makroexperiment mit den dazugehérigen Festkérpermodellen entscheidend.
Gegenstand dieser Arbeit ist die Erstellung dieser stabilen, vergleichbaren Losungen
in Form von Eigenfunktionsentwicklungen der linearen und nichtlinearen Festkoérper-
mechanik (Elastizitdtstheorie, Deformationstheorie, FlieBtheorie) fiir zweidimensio-
nale isotrope geometrisch lineare Aufgabenstellungen in Interface-Eckenumgebungen.
Bisherige Arbeiten dieser Problematik lassen sich einteilen in Artikel, die sich nur
mit der Asymptotik befassen [1, 2, 3] (u.a.), in solche, die nur numerische Verfahren
(Finite Elemente, Randintegralmethoden u.a.) [4, 5, 6] (u.a.) ohne Beriicksichtigung
des speziellen asymptotischen Verhaltens verwenden und in Beitrige, die versuchen,
in die numerischen Verfahren das asymptotische Verhalten qualitativ mit einzubauen
oder mit Hilfe der Numerik das Verhalten an eine vorgegebene Asymptotik anzu-
passen [7, 8, 9, 10] (u.a.).

In der vorliegenden Arbeit wird fiir die betrachteten Aufgabenklassen die asymptoti-
sche Analyse in allgemeiner Form beziiglich beliebiger Interface-Ecken-Konfiguratio-
nen so erstellt, daf} sie in beliebigem Abstand &, an gewohnliche Finite-Elemente-
Verfahren (oder auch andere Methoden) ankoppelbar ist. Dabei wird die Wirkung
der Eckenumgebung auf den Restkorper durch Steifigkeitswirkungen, die in iiblicher
Weise mit den anderen Steifigkeitsmatrizen des betrachteten Festkorpers assembliert
werden koénnen, ersetzt.

Die asymptotischen Gleichungen lassen sich so prasentieren, dafl die logischen Er-
weiterungen von isotroper Elastizitdt iiber die isotrope Deformationstheorie zur
Flieftheorie mit isotroper Verfestigung deutlich sichtbar werden. Ausdruck dafiir
sind die in der asymptotischen Analyse jeweils notwendigen Materialparameter, die
sich auf das entsprechende Verhdltnis von Kompressions- und Schubmodul (k) be-
schranken. Fiir die Eigenfunktionen bedeutet dies, dafl sie von drei Materialparame-



tern abhdngen: den beiden materialbereichsbezogenen k—s’ und dem Verhéltnis der
Schubmoduli der Materialbereiche, welches durch die Spannungsrandbedingungen
am Interface hinzukommt.

Die Trajektorienabhédngigkeit der Flieitheorie 148t sich innerhalb inkrementell pro-
portionaler Belastungspfade abhandeln, wobei die hier verwendete Methodik die
Einbeziehung einer beliebigen Lasttrajektorie zulafit.

Aus der asymptotischen Analyse ergeben sich interessante Invarianzeigenschaften
sowohl fiir die erwdhnten Steifigkeitswirkungen, die nicht vom Abstand &, abhéngig
sind, als auch fiir die {x—Relationen der Spannungen und Verschiebungen. Diese
Tatsachen sind einerseits in allgemeiner Form herleitbar, unabhingig davon, welche
konkreten Wurzeln der Losbarkeitsbedingung (reell oder konjugiert komplex) und
Eigenfunktionen das Verhalten der Interface-Ecke charakterisieren, und andererseits
beachtenswert fiir Festigkeitsuntersuchungen innerhalb der Festkérpermechanik.
Im Rahmen eines eigenentwickelten Finite-Element-Programms auf massiv paralle-
len Computern wurden die theoretischen Ergebnisse dieser Arbeit in anwendungsbe-
reite Software umgesetzt. Als Parallelisierungszugang fand die von der Chemnitzer
Forschergruppe ,SPC* entwickelte Methode der Gebietszerlegung Anwendung. Die
asymptotischen Eigenfunktionsentwicklungen mit den berechneten Steifigkeitswir-
kungen fiigen sich sehr gut in dieses Parallelisierungskonzept ein und erweisen sich
durch die Herabsetzung der Kondition der globalen Steifigkeitsmatrix auch als sehr
effektiv im Hinblick auf die verwendete CG-Losungstechnik.

Am Beispiel einer Interface-Rifiprobe werden die Vorziige des vorgestellten Verfah-
rens im Vergleich mit herkémmlichen Finite-Elemente-Methoden dargestellt. Zum
Abschluf} sind Folgerungen der Bruchmechanik aus den entwickelten asymptotischen
Methoden sowie weiterfiihrende Aufgabenstellungen dargelegt.

2 Asymptotische Gleichungen

2.1 Asymptotische Gleichungen der Deformationstheorie

Betrachten wir als Ausgangsgleichungen die Vertraglichkeitsgleichung sowie die Gleich-
gewichtsbeziechungen der ebenen Festkorpermechanik [11] in geometrisch linearer
Aufgabenstellung. Alle Gleichungen beziehen sich auf ein Polarkoordinatensystem
(r,0), das die zu betrachtende Singularitdt im Koordinatenursprung (r = 0) hat.

- Vertraglichkeitsgleichung:

Lr@(e) = %67’7’799 — Crrp + €60 rr + 2690,7’ - %67’0,9 - 267’9,7’0 =0 (1)
- Gleichgewichtsbeziehungen:

Orrr + %0-7’979 + %(0-7’7’ - 0-99) =0 (2)

Org,r + %099,9 + %0-7’0 = 0. (3)

Hierbei sind e,,, egg und ¢,4 die Komponenten des Deformationstensors. e., ver-
schwindet im Falle des ebenen Verformungszustandes (EVZ) und ist fiir den ebenen



Spannungszustand (ESZ) aus der Bedingung o.. = 0 berechenbar (o, ist die Nor-
malspannungskomponente fiir die Koordinatenrichtung senkrecht zur r,6-Ebene).
Die Kommata in den Gleichungen (1) bis (3) stehen fiir partielle Ableitungen. In (2)
und (3) bezeichnen o,, , ... die entsprechenden Spannungskomponenten in Polarko-
ordinaten. Fiir die konstitutiven Beziehungen im Rahmen der klassischen isotropen
Deformationstheorie [11] soll gelten:

eij = XS, + U297, (4)

Hierbei sind 9;; die Komponenten des Spannungsdeviators (5;; = 0,; — 0d;;), F der
Elastizitdtsmodul, v die Querkontraktionszahl und ¢;; das Kronecker-Symbol. Wei-
terhin wurden folgende Bezeichnungen eingefiihrt: —o = — w))w -hydrostatischer

Druck, v = %quj -Oktaederschub, T = \/%SijSij—Oktaederspannung. In den letz-
ten Formeln ist, wie auch in der gesamten Arbeit, falls nicht anders beschrieben, fiir
sich wiederholende Indizes die Einsteinsche Summationskonvention verwendet. ¢;;

(= ei; — %) steht fiir den Deformationsdeviator. Aus Gleichung (4) ist ersicht-
lich, daB 4 und 7 durch eine Materialfunktion ~v(7) miteinander verbunden sind.
Fiir 7 < 7 (7-FlieBgrenze) gilt die Beziehung - = i = 1"5’, wobei i der Schubela-

stizitdtsmodul (Schubmodul) ist, und die Gleichung (4) in das isotrope Hookesche
Gesetz libergeht. Der weitere Verlauf der Funktion v(7) fiir 7 > 7 soll hier nicht
weiter spezifiziert werden. Nach Einsetzen von (4) in (1) erhélt man:

L,,g(%S)—I—T%AU:O, (5)
wobei /A den Laplaceschen Operator bezeichnet. Fiir den EVZ folgt aus der Bezie-
hunge., =0:

g = _(1%”1)%522 = (I%I/I)%(SM» + 599)- (6)
Nach Substitution von o in (5) durch (6) und das Ersetzen der Spannungen in (2)
und (3) durch die Deviatorspannungen (unter Nutzung der Beziehung (6)) ergibt
sich ein System von drei partiellen Differentialgleichungen fiir die Unbekannten S,,,

Sgg und S,4. Die Gleichung (5) geht tiber in:
Loo(U28) 4 1 A (U(S,, 4 Sgg)) = 0. (7)

Dabei sind alle Glieder der Vertraglichkeitsgleichung (7) gleichrangig beziiglich eines
etwaigen asymptotischen Verhaltens in Singularitdtsndhe zu bewerten. Das gleiche
Resultat erhdlt man auch fir den ESZ. Im Gegensatz zum EVZ existieren beim ESZ
noch Vertraglichkeitsgleichungen fiir e..:

1
Crzrr = 07 - €22,00 + Cazpr = 0. (8)

(1-2v)
E

T 1-2v
o = —%U—I— (1-2) 7 )0'

Als Folge von (8) und der Beziehung e., = %SZZ +
ergibt sich die Gleichung:

L) A g = A(Lo) = ALD(S,, + S)). ®)

E 27



Somit folgt fiir den ESZ aus (5) unter Verwendung von (9) die gleiche Beziehung
(7) wie fiir den EVZ. Die Gleichgewichtsbeziehungen hingegen, in denen jetzt nur
Deviatoren stehen, unterscheiden sich vom EVZ. Zu bemerken ist, daf} keine elasti-
schen Anteile in der Vertraglichkeitsgleichung (7) sowohl fiir den ESZ als auch fiir
den EVZ vernachlassigt wurden. Die drei Gleichungen fiir die Spannungsdeviatoren
sind Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen des asymptotischen Verhaltens.

Nach Einfithrung neuer verédnderlicher Grofien

UT’T’ — ﬂ}lsrm U€€ — @5907 Ur@ — ﬂ}lsrﬁ (10)

wird die Gleichung (7) (mit den hoheren Ableitungen!) fiir die neuen Verdnderlichen
linear. Diese Gleichung hat beziiglich der Ableitungen nach r die Eulersche Form
und kann durch eine entsprechende Substitution auf eine Gleichung mit konstanten
Koeffizienten zuriickgefithrt werden. Fiir die anderen beiden Gleichungen miissen die
Ableitungen der Deviatoren durch die Ableitungen der Funktionen U,,., Ugy und U,
ersetzt werden. Diese Beziehungen lassen sich in einfacher Weise aus den folgenden
Gleichungssystemen ermitteln:

Uy = Sprp 27 4 L5/ — ﬂ?)%& (11)
Uy = vy Ungg = ooy Uggg = ooy (1) = 4/ LU3;Us. (12)
Es folgt,
1. fiir den ESZ:
La(U) 7 & U+ Vi) =0, F5LE(0) =0, 5LEA(U) =0(13)

(1-2v)27 v)2T

Crp = %(UT’T’ + Er(r) (UT’T’ + U@é’))v €og = %(Uﬁﬁ + (153(7_) (UT’T’ + U@@))

€rg = %Urﬁ (14)

2. fur den EVZ:

Lig(U) + 1 & (Unp + Ugg) = 0, sf5L,5"(U) = —ﬁ((fw + Usg) (15)
L (U) = —5atams (Unr + Use) 6 (16)
€6 = 3Usg, err = Upr 4+ $Ugg, eos = Ugo + 3U,r (17)
m = 2l (18)

In den obigen Gleichungen befinden sich zusétzlich zu den Gleichgewichts- und
Vertréglichkeitsbeziehungen die Zusammenhange zwischen den Deformationen und
den neuen Variablen U,,, U und U,4. Die Differentialoperatoren L7 (U), L2 (U),
L7#(U) und L?7*(U) sind in den Ableitungen linear, die Koeffizienten stellen je-
doch einfache rationale (keine Radikale und Wurzeln) nichtlineare Funktionen von
U,r, Ugg und Uy, dar, die bei Annahme gleichartiger Singularitat fiir die einzelnen



Deviatorkomponenten im Grenzfall (r — 0) endliche Werte ergeben. Somit ha-
ben die Operatoren L.¢(U), r A (U, + Ugs), (U + Usp) %(UM + Ugg) g, LEg(U),
LE(U), Lig#(U) und L2*(U) in den Gleichungen (13), (15) und (16) beziiglich
eines singulédren Verhaltens fiir r — 0 die gleiche Gréflenordnung. Die Funktion m
(vel. (18)) tritt in den Koeffizienten der mit m indizierten Differentialoperatoren
auf [12]. Natiirlich bedeutet in (18) ~4/(7) die Ableitung von v nach 7.

Aus den Gleichungen (14) und (17) ist ersichtlich, daf} die neu eingefithrten U;; an-
stelle von ¢;; die Forméanderung charakterisieren kénnen. Im Grunde ist anhand
von (13) bis (18) die Einfiihrung des Spannungstensors nicht notwendig. Wegen
v(1) = v = /Ui;Ui; kann anstatt y(7) die Umkehrfunktion () fiir 7 eingesetzt
werden. Somit stehen in den obigen Gleichungen nur die ,,Deformationen® Us;. Zur
Beschreibung des nichtlinearen isotropen Deformationsverhaltens sind somit im all-
gemeinen zwei Funktionen erforderlich:

= BUy) A o Cl7))
Kolii) = s W mUs) = Spahws)
(keine Summation tiber ¢, j!).
Ks ist nichts anderes als das Verhéltnis von Kompressionsmodul K = ﬁ und
dem ,nichtlinearen® Schubmodul ﬂwﬂ = W(TT). K erklart man tblicherweise auf

der Grundlage entsprechender Experimente [13] zur Konstanten. Somit bleibt y(7)
bei Kenntnis von K als einzige noch zu bestimmende Funktion iibrig. ~(7) wird
gewohnlich durch einen Versuch auf reinem Schub ermittelt. Natiirlich verwendet
man dabei immer die einfache homogene Losung der Schubspannungen. Gleichzei-
tig stellt man fest, daf fiir den Bereich der Schubspannungen, die die Bruchschub-
spannung 7, libersteigen, v(7) aus verstdndlichen Griinden nicht bestimmt werden
kann. Andererseits ist diese Funktion jedoch zur Festigkeitsabschétzung an Rissen,
Ecken, Interface-Ecken notwendig. An diesen kritischen Punkten enthalten die ent-
sprechenden nicht homogenen Losungen im allgemeinen singuldre Anteile, die 7,
immer iibertreffen. Es ist klar, dafl sowohl das konstitutive Verhalten als auch die
bruchmechanischen Charakteristiken fiir diese komplizierten Spannungs- und De-
formationszustande zukiinftig nur im Rahmen inverser Aufgabenstellungen anhand
von stabilen und vergleichbaren Losungen [14] der entsprechenden Randwertaufga-
ben analysiert werden kénnen. Die mégliche , Freiziigigkeit® beziiglich konstitutiver
Gleichungen ist dabei optimal, entsprechend der geforderten allgemeinen Fragestel-
lung auszunutzen. Hinsichtlich der hier innerhalb der asymptotischen Analyse zu
verwendende Funktion y(7) ergeben sich in diesem Zusammenhang fiir 7 — oo zwei
zu betrachtende Moglichkeiten:

(1) (1)

< o0 (b).

lim =00 (a) und lim
r—0 r—0
T— 00 T— 00

Gilt die Beziehung (a), 148t sich leicht m > 1 zeigen. Asymptotisch erhdlt man fiir
r — 0 aus den Gleichungen (15) und (16)

L.o(U) =0, U,, + Ugg = const. (19)

Das System (19) ist unterbestimmt. Zur Ermittlung von drei unbekannten Funktio-
nen stehen nur zwei Gleichungen zur Verfiigung. Andererseits kann fiir dieses ,erste



Integral® leicht die Bedingung o,,. + ogy = const. nachgewiesen werden. Die nun
schon klassische HRR-Riflspitzenasymptotik [15], die auch im Fall (a) einzuordnen
ist, erfiillt nach der in [15] angegebenen Losung die letzte Bedingung nicht. Fiir den
ESZ ergibt sich nach (13) sogar nur eine Gleichung (L,¢(U)+r A (U, +Ugp) = 0) zur
Bestimmung von drei Unbekannten. Die beiden letzten Gleichungen in (13) werden
wegen der Ordnung der Differentialoperatoren und wegen

135%1 W(TT) =0

automatisch (im Vergleich zur ersten Gleichung in (13)) erfiillt. Die gemachten
SchluBfolgerungen unterstreichen die zu erwartenden Schwierigkeiten bei der Fr-
mittlung von asymptotischen Losungen an singularen Punkten im Spezialfall (a).
Befriedigt man z.B. die Gleichgewichtsbeziehungen mit dem Airyschen Spannungs-
funktionsansatz ®(r, ), so bemerkt man natiirlich sowohl die eben beschriebenen
Effekte als auch die Tatsache nicht, dal Terme unterschiedlicher Groflenordnung in
den Gleichgewichtsbeziehungen und nicht in der Vertréglichkeitsgleichung auftreten.
Als Folge erhalt man aus (1) eine stark nichlineare Gleichung fiir ®(r, 8) deren kom-
plizierte numerische Losung (falls man sie angeben kann) im Grunde inkompressibles
Materialverhalten wiedergibt. Diese asymptotische Inkompressibilitat ist natiirlich
dann auch in der Losung des ,Restkorpers® (d.h. ohne singuldaren Punkt) durch
numerische Komplikationen wiederzufinden. Andererseits besteht zur Abschéatzung
der Festigkeit in singularen Punkten nicht die Notwendigkeit, Materialkurven ~(7),
die der Bedingung (a) folgen, zu benutzen. Zur Charakterisierung kritischer Grenz-
zustédnde ist es viel wichtiger, vergleichbare und numerisch stabile Lésungen einzu-
setzen, die einerseits die konkrete ,reale Physik® der Deformationen wiedergeben
und im Anwedungsfall die genannten Grenzzustdnde identifizieren kénnen.

Im mit (b) bezeichneten Fall ist leicht erkennbar, daff hierbei m zu Eins und die Dif-
ferentialoperatoren in den Gleichungen (13), (15) und (16) durchweg linear werden.
Damit vereinfacht sich natiirlich die Erstellung von asymptotischen Lésungen sehr.
Probleme der oben erwahnten Inkompressibilitét treten hierbei nicht auf, was auch
die Losung insgesamt erleichtert.

2.2 Asymptotische Gleichungen der Flieitheorie mit isotro-
per Verfestigung

Die Grundannahmen und Beziehungen der Fliefitheorie der Plastizitat wurden schon
oft publiziert. Im Rahmen dieser Arbeit gehen wir natiirlich nicht auf die konkreten
Details ein. Die hier verwandten Gleichungen sind ohne Kommentar aus der ent-
sprechenden Literatur [11, 16] iibernommen. Betrachten wir die FlieBfunktion f in
der Form:

frx) =g =x =0, = [/1dede (20)

In (20) stellen g, x und degﬂ) eine Materialfunktion, den Odkvist-Parameter sowie
die Inkremente (Differentiale, Geschwindigkeiten) des plastischen Deformationsten-

sors, der ein Deviator ist (degfl) = 0), dar. Anhand der klassischen Hypothesen der



Flietheorie erhéalt man im Falle der aktiven plastischen Belastung fiir die Deforma-
tionsinkremente de;; [16]:

deij == H—Tlldsw + 1_E2yd0'52']‘ + S;;] (%/ — 1;”)([7’. (21)
Es sei bemerkt, daff natiirlich das in (21) vorkommende v = ~(7) mit dem in 2.1
definierten ~ tibereinstimmt. Die Gleichungen (21) sind im allgemeinen Fall nicht
integrierbar, das heifit nicht auf eine konstitutive Beziehung zwischen den Deforma-
tionen e;; und Spannungen o;; zuriickfithrbar, und stark von der lokalen Be- und
Entlastungstrajektorie, die nicht von den dufleren Randbedingungen steuerbar ist,
abhingig. Zur Ermittlung praktikabler Gleichungen der asymptotischen Analyse ist
es somit notwendig, geeignete Annahmen zum Verhalten der Komponenten ¢;; = ST”
zu finden. Der Tensor ¢;; besitzt deshalb eine besondere Bedeutung, weil er (wie z.B.

von [ljushin [17] in seiner allgemeinen mathematischen Theorie der Plastizitét) zur
Charakterisierung von lokalen Belastungstrajektorien herangezogen werden kann.
So folgt zum Beispiel aus der Bedingung t;; = ¢;;(r,8), wobei ¢;;(r, ) wahrend des
gesamten Belastungsprozesses konstante Werte annehemen und nur von den Koor-
dinaten r und # abhéngen, die klassische Deformationstheorie (4) als Integral aus
der Fliefftheorie (21). Weiterhin ist zu bemerken, dafi die Komponenten ¢;; endliche
Werte in singuldren Punkten produzieren und somit auch an diesen kritischen Stel-
len zur Beschreibung der Belastungstrajektorien geeignet sind. Betrachten wir die
folgende Bedingung:

S,

= C5(r,0), Ci(r,0) = constant fiir jedes Lastinkrement, oder
dty; = d%n = Bu_Sugr (22)

Die Komponenten C;(r,6) kénnen natiirlich fiir verschiedene Lastinkremente un-
terschiedlich sein. Die Bedingung (22) bedeutet im Grunde nichts anderes als die
Annahme der Existenz einer fiir jedes lokale Lastinkrement proportionale Trajekto-
rie, die die Integration der konstitutiven Beziehungen innerhalb dieses Inkrementes
erlaubt. Der Vorteil der Bedingung (22) besteht unter anderen darin, dafi die Werte
von C;;(r,0) nicht explizit benutzt werden und als Folge sehr einfache konstitutive
Beziehungen fiir die Inkremente des Deformationstensors hergeleitet werden kénnen:

de,,,, == ’y/(QdSM, + dS@@), de,,@ == %dS,,g, degg == 7’(26[599 + dSM,). (23)
Unter Beachtung von (23) erhalt man die den Gleichungen (1) bis (3) analogen

Beziehungen fiir die Spanungsdeviatorinkremente. Im ebenen Deformationszustand
ergeben sich:

Leo(5/(7)dS) + 1 & {4/ (7)(dS,, + dSie)} = 0 (24)

dSrr,r —I' %dsrﬁﬁ —I' %(dsrr - dS@@) = _ﬁ{vl(T)(dSrr —I' dS@@)},r (25)

dSyg, 4+ +dSege + 2dS.g = —Q(I_EW{’Y/(T)(OZSW + dSes)} 6. (26)
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Entsprechend der Vorgehensweise im vorherigen Kapitel (Deformationstheorie) kann
durch die Einfithrung der neuen Variablen

AUry = 5/(1)dS,r. dTss = ' (7)dSaa, dUrs = 7' (7)dSss

das folgende System fiir die ersten Ableitungen der Spannungsdeviatorinkremente
hergeleitet werden:

1 g "(r) ()\ Uiy rUipr 777
dSprr = il dUnny — g (L + Syt ) 22 =dU, }

dS@@ﬁ = ... dS,,@J, = ... dS,,gﬁ = ... fj; == ’y/(T)SZ']‘.

Bei Annahme von 4”(7 = o0) = 0 erhalten (24) bis (26) die Form:

Log(dU) 4 7 A (dU,, + dUgg) = 0 (27)
%{dUT’T’J’ + %dUrﬁﬁ + %(dUT’T’ - dUé’@)} — _ﬁ(dUM’ + dUé’@),r (28)
(AU + 2dUsog + 2dUse) = —55255:(dU + dUss) . (29)

Die Gleichungen (27) bis (29) stimmen mit (15) und (16) im Fall (b) (m = 1) tibe-
rein, wenn ﬂ}l durch 4" und U durch dU ersetzt werden. Zu bemerken ist, daf}
auch fiir inkrementell nichtproportionale Belastungsstufen, also fiir Inkremente, die
(22) nicht erfiillen, die Gleichungen (27) bis (29) zur asymptotischen Analyse von
Spannungs- und Deformationsfeldern an kritischen Punkten herangezogen werden
konnen. Wie in [18] gezeigt wurde, fithrt die Ausschaltung der Bedingung (22)
zur Frage nach der Zerlegbarkeit des in den Grundgleichungen der Inkremente fiir
die Nichtproportionalitat der lokalen Laststufe verantwortlichen Anteils in ein Ei-
genfunktionssystem der Gleichungen (27) bis (29) mit entsprechenden Rand- und
Ubergangsbedingungen. Weiterhin kann unter Nutzung eines fiir die Inkremente
modifizierten Variationsprinzips von Washizu der hier gewahlte Zugang der asymp-
totischen Analyse auf geometrisch nichtlineare Aufgabenstellungen erweitert wer-
den [19]. Im folgenden beschranken wir uns jedoch auf den einfachen geometrisch
linearen Spezialfall und ermitteln Eigenfunktionssysteme fiir die Gleichungen (27)
bis (29) (oder (15) und (16)). Natiirlich wird dabei immer der Materialfall (b)

vorausgesetzt, womit lim, ., 7' < oo gilt.

3 Asymptotische Analyse

3.1 Emittlung der nétigen Eigenfunktionen

Betrachten wir die Umgebung einer aus zwei Materialbereichen (0 < 6 < §, und
0 > 6 > —0,) bestehende Interface-Ecke in zweidimensionaler Aufgabenstellung
(EVZ). Nach Einfiihrung der dimensionslosen Radialkoordinate { = % ({— Normie-
rungslange) seien im Abstand £ = & die Knoten einer reguldren Finite-Elemente-
Vernetzung mit den Verschiebungsfreiheitsgraden uy(&o, ;) in Polarkoordinaten ¢

und 6 (siehe Bild 1!) angeordnet.
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Bild 1: Die Umgebung der Interface-
Fcke mit den Finite-Element-
Knoten

Innerhalb des Gebietes £ < &, erstellen wir die Losung der Randwertaufgabe fiir die
oben betrachtete Flieftheorie in Form einer Figenfunktionsentwicklung. Folgende
Randbedingungen seien fiir den gesamten Belastungsprozefl gegeben:

- Verschwinden der Normal- und Tangentialspannungen (044, 0¢g) fiir 0 = 6, -0,

oe(€,—0.) = 0¢0(€,0,) = 006(€,—0,) = 096(£,0,) =0

- Stetigkeit der Normal- und Tangentialspannungen sowie der Verschiebungen (ue, ug)

fir0=20
oe6(E, —0) = 0eo(E, +0), 090(&, —0) = a99(&, +0),
uf(f? _0) = uf(f? —I_O)? Ue(f, _0) = ué’(f? —I_O)

Wegen der im allgemeinen nicht integrierbaren Gleichungen der FlieStheorie kénnen
natiirlich die Losungen nur fiir die Inkremente angegeben werden. Fiir die auf /¢
bezogenenen Verschiebungsinkremente du; sowie die im jeweiligen Materialbereich
mit & dimensionierten Spannungsinkremente do;; gelten dann die obigen Randbe-
dingungen in analoger Weise:

dogg(§, —0) = does(€,0,) = dogg (&, —0u) = doge (€, 0,) = 0 (30)

0). (31)
Die in (31) auftretenden Bezeichnungen 4/ ((7) und 4/ 4(7) sind durch

, "oty 1 0<0
7(7—):{%_0(7') : 0>0

erklart. Die Gesamtspannungs- und Gesamtverschiebungsgréfien sind nichts ande-
res als die Summe der einzelnen Inkremente. In diesem Zusammenhang sei noch-
mals erwéhnt, dafl die fiir die Flieitheorie entwickelten asymptotischen Gleichun-
gen flir den gesamten BelastungsprozeB Giiltigkeit besitzen. Die lokale Trajek-
torienabhingigkeit der Losung ist innerhalb der Anderung der freien Konstanten
der noch zu bestimmenden Eigenfunktionen abhandelbar [18]. Im Grunde wer-
den auf jedem Belastungsschritt die Inkremente dieser Konstanten bestimmt und
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dann entsprechend aufsummiert. Diese relativ einfache Prozedur der Addition ist
nur méglich, weil die Eigenfunktionen selbst keine Anderung erfahren. Andererseits
ist es durchaus vorstellbar, inkrementelle asymptotische Gleichungen direkt aus (21)
und nicht aus (23) zu entwickeln. Diese waren natiirlich sehr kompliziert und wiirden
fiir jeden Lastschritt verschiedene Figenfunktionssysteme ergeben. Ganz abgesehen
von der Schwierigkeit der Erstellung dieser sich &ndernden Systeme besteht dann
noch die Notwendigkeit, auf jedem Belastungsschritt die inkrementell aufsummierte
Losung im neuen Basissystem darzustellen. Ansonsten ist eine Lésungsermittlung
wegen der nicht vergleichbaren Basissysteme unmoglich. Ist im Verlaufe des Bela-
stungsprozesses eine Geometriednderung zu verzeichnen (wenn sich z.B. aus einer
Interface-Ecke ein Interface-Rifl entwickelt), dann sind solcherart Umrechnungen der
Losung in neue Figenfunktionsysteme unumgénglich.

Im Falle von nur deformationsbedingten Anderungen hingegen, ist natiirlich der
hier anhand von (22) vorgeschlagene Zugang den sich &ndernden Basen vorzuzie-
hen. Mithin, es sind die Losungen des Differentialgleichungssystems (27) bis (29)
mit den eben formulierten Randbedingungen zu ermitteln. Die allgemeine Loésung
hat die Form:

dUse = 37 Viee()e™', dUeg = 37 Viea(€)e™?, dUsg = 37 Viao(€)e™".(32)

1=—00 1=—00 1=—00

In (32) bezeichnen 1 die imaginére Einheit (:* = —1) und A; die noch nicht bekannten
im allgemeinen komplexen Wurzeln der Loésbarkeitsbedingung (siehe weiter unten!)
des Randwertproblems. Nach Einsetzen von (32) in (27) bis (29) erhélt man als Folge
der linearen Unabhingigkeit der Funktionen e**¥ bei unterschiedlichem ); fiir jedes
¢ ein System gewohnlicher Differentialgleichungen vom Fulerschen Typ beziiglich
der unbekannten Funktionen Vige(€), Viga(€) und Vigg(€). Die allgemeinen Losungen
dieser Systeme ergeben sich zu:

. — bl gh 26N r3e(Ni=2) (= Ai-2)
Viee(§) = —Cipil™ — C75— = C7¢ Ci¢ (33)
Vigo(€) = CHEN + CREY 4 ¢ 4 o) (34)
‘/ifé’(f) _ Z(_Cilbig/\—i + Cizwif_/\i _ C?g(/\i—Z) + Cff(_Ai_Q)). (35)

In (33) bis (35) wurden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

2R 4N o A(2R41 2R+l
@i = 2(Xir41)+X;0 by = 2(Xir+1)+X;0 Wi = 2(Xr—1)+X; "

Er'(7)
2(1—2v
v'(7) durch i zu ersetzen ist. Im ES7Z steht(anst)elle von k in den obigen Relationen 1.
x erhalt natiirlich unterschiedliche Werte in den einzelnen Materialbereichen. Dies
gilt auch fiir die noch unbestimmten und im allgemeinen komplexwertigen Konstan-
ten O}, C2 C? und C!. Somit werden die Grundgleichungen (27) bis (29) durch den
Losungsansatz (32) unter Beriicksichtigung von (33) bis (35) erfiillt. Es sei noch-
mals erwdhnt, dafl zur Bestimmung dieser Losung die lineare Unabhéngigkeit der
M genutzt warde. Die Lésungsform (32) eignet sich gut fiir ringartige

k berechnet sich aus der Beziehung k = , wobei fiir den rein elastischen Fall

FPunktionen e
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Gebiete [20]. Zur Befriedigung der Randbedingungen (30) und (31) in diskreten
Werten von 0 (6 = 6,,0,—60,) hingegen, ist (32) mit (33) bis (35) beziiglich linear
unabhingiger Terme in ¢ zur Keillosungsform [1, 20] ,umzuordnen®. Man héatte
diese zwar auch gleich aus [20] niederschreiben kénnen, dann wére allerdings der
wichtige Fakt der k—Abhéngigkeit der Losung und die damit verbundenen Analo-
gien zwischen Elastizitdt und Plastizitat in den freien Konstanten ,,untergegangen®.
Andererseits miissen wegen der Stetigkeitsbedingungen in den Verschiebungen deren
Inkremente dug und dug durch Integration der Kompatibilitatsgleichungen

d d d
d@gg = du&g, d@@@ = ugeﬁ + u‘f d@g@ = %( ug’e — Chg—e + du€7£)

mit Hilfe von (23) ermittelt werden. Gleichzeitig sind die entsprechenden Beziehun-
gen fiir die Spannungsinkremente do;; zu bestimmen. Man erhélt auf diese Weise

folgende Gleichungen (EVZ):

dose(€,0) = 28 Q;jjll — 1)(a; sin(\0) + b; cos(A\;0))

— ¢ sin((A; + 2)0) — d; cos((A; + 2)0)] (36)
doss(€,0) fjgkz T — Dl@icos(A0) = bisin(Ai0))

—¢;cos((A +2)0) + d;sin((A; + 2)0)] (37)
doge(€,0) fjgkz T + D(aisin(A0) + b; cos(A:0))

+ ¢;sin((A; + 2)0) + d; cos((Ai + 2)0)] (38)

o0

dU£(§, 0) _ Z 5/\i+1[2(/\i(625;_/|\_z'1()2f;')12\i+1) (ai SIH()\Z(Q) + bz COS()\Z'G))
=1

— m(cz sin((A; 4 2)0) + d; cos((Ai + 2)0))] (39)

dug(€,0) Z L 8+2AH+2S$))?';11) (—a; cos(A;0) + b; sin(\;0))

- —2(/\i+1) (cicos((A; +2)8) — d; sin((N; + 2)0))]. (40)
Natiirlich sind in den letzten Gleichungen die A; aus (32) umgruppiert, wobei die
alte Bezeichnung fiir die neuen A; beibehalten wurde. Gleichzeitig wird vereinbart,
daf fiir ¢+ = 1,2,... die A\; mit entsprechend steigendem Realteil angeordnet sind.
Weiterhin kommen in (36) bis (40) neue im allgemeinen komplexe materialbereichs-
abhéngige Konstanten
al,b;‘,cl,df  0<0
@, bi i, ds = { a?, b, 2, d? 0> 0

R Rt B Rt
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vor. Setzt man die Gleichungen (37) bis (40) in die Randbedingungen (30) und (31)
ein, so entstehen wegen der linearen Unabhingigkeit der Funktionen £ homogene

lineare Gleichungssysteme fiir die Konstanten a', b}, ¢}, d}', a?,b?, ¢, dS:

A\, X; =0 (keine Summation tiber !). (41)
In (41) steht X; anstelle des Vektors {a¥, b, ¢¥, d¥, a?,b?,¢?,d?}. Zur Losbarkeit die-

(IR e Rt At B Bt B B S et 2 Bt 1
ser Systeme muf} die Determinante det Ay, der Koeffizientenmatrix A,, verschwin-
den. Somit erhalten wir eine transzendente Losbarkeitsbedingung zur Bestimmung

der konkreten Werte A; in der Form:

det Ay, (Aisn, k%, k", 0,,0,) =0 (keine Summation iiber 7!) (42)
mit n = 3%08 und
+0
R s 0<0
T ke 0>0.

Die Transzendenz von (42) kommt von den Kosinus- und Sinusfunktionen in (37)
bis (40). Die Wurzeln A; sind entweder reell oder konjugiert komplex. Dies folgt
aus der Reellwertigkeit der Koeffizienten in (42). Im Grunde ist die Funktion
det Ay, (Aism, k%, &%, 0,,0,) bei fixierten n, k%, k%, 0, und 6, in der Umgebung eines
beliebigen A; durch eine algebraische Gleichung n-ten Grades beziiglich A; mit reel-
len Koeffizienten approximierbar. Die Wurzeln dieses Polynoms sind entsprechend
des Fundamentalsatzes der Algebra reell oder konjugiert komplex. Somit sind auch
die Wurzeln von (42) reell oder konjugiert komplex.

Im allgemeinen erhdlt man aus (42) eine unendlich abzdhlbare diskrete Menge von
Wurzeln A;. Aus energetischen Griinden sind alle \;, deren Realteile —% unterschrei-
ten, in der Losung nicht benutzbar. Ansonsten miifiten unendliche Verschiebungen
oder unendliche Energiestrome zugelassen werden. Die Bestimmung der einzelnen
Wurzeln von (42) kann natiirlich nur auf iterativ-numerischer Weise unter Nutzung
des Newton-Verfahrens geschehen.

Ist die konkret berechnete Wurzel reell, dann erhilt man durch Einsetzen in (41) den
der Wurzel A; entsprechenden Eigenvektor X;. Die Konstanten a,b¥, ¢!, d¥, a?,b¢, ¢?
und d?¢ in (36) bis (40) sind reell und fiir jedes ¢ bis auf einen reellen multiplikativen
Faktor dC; bestimmt. Auf diese Weise ergeben sich aus (36) bis (40) die gesuchten
Eigenfunktionsentwicklungen im Falle reeller Wurzeln.

Ist hingegen \; komplex mit \; = a;+13;, dann existiert noch die Wurzel \; = a; —13;
und zu jedem Eigenvektor X; der entsprechend konjugiert komplexe X;. Zur Er-
mittlung der Eigenvektoren- und Funktionen sind in (36) bis (40) jeweils die ent-
sprechenden Summanden fiir A; und ); so zu kombinieren, daf zwei reellwertige
Funktionsterme mit insgesamt 16 freien reellen Konstanten entstehen. Die linearen
Gleichungssysteme (41) erhalten hierbei die Dimension 16 und den Rang 14. Nach
Ermittlung der entsprechenden Eigenvektoren erhilt man fiir jedes Paar ; und A;
zwel linear unabhangige Spannungseigenfunktionen in der Form

€417 {cos(3: In(€))) /17 (0) + sin(Bi In()) £ (0)}
e cos(3:1n(€))) 37 (0) + sin(B: In(€)) £ (0)}]

(keine Summation tiber i!) (43)
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mit den Bezeichnungen

f}?’)(e) = ajisin(o;8) + bj; cos(a,0))
+ cisin((o; 4 2)0) + dj; cos((a + 2)0)). (44)

Die reellen GroBen aj;, bji, ¢j; und dj; sind durch die entsprechenden Eigenvektoren
bestimmt. Fiir die analogen Verschiebungseigenfunktionen ergeben sich &hnliche
Ausdriicke mit dem Unterschied, dafi % durch %% zu ersetzten sind. Die den
Verschiebungen entsprechenden Konstanten aj;,b;;, ¢;; und dj; unterscheiden sich
natiirlich von denen der Spannungen. Auf der eben geschilderten Art und Weise ist
es moglich, alle notwendigen Eigenfunktionen zur Approximation des Spannungs-
und Deformationsfeldes im Gebiet ¢ < & zu bestimmen. Natiirlich ist es sehr
ratsam, zur Erstellung der allgemeinen Form der Figenfunktionen moderne Com-
puteralgebrasysteme [21] zu nutzen. Fiir die Bestimmung der Wurzeln A; und der
entsprechenden Figenvektoren empfiehlt es sich jedoch, effektive numerische Verfah-
ren den symbolischen Methoden vorzuziehen. Damit gelingt es, sowohl die Vorteile
der Numerik als auch der Computeralgebra effektiv auszunutzen.

3.2 Ersetzen der asymptotischen L6sung durch Steifigkeiten

Mit Hilfe der im vorigen Kapitel beschriebenen Eigenfunktionsentwicklungen kénnen
die Spannungs- und Deformationsfelder im Gebiet £ < & ermittelt werden, wenn
die freien Konstanten C; oder deren Inkremente dC; bekannt sind. Zur Bestimmung
dieser Groflen ist natiirlich die Losung des Randwertproblems fiir den Gesamtkorper
in Kopplung mit der asymptotischen Lésung notig. Fiir den Restkorper € > &y wer-
den im Rahmen dieser Arbeit gew6hnliche Finite-FElemente-Approximationen, deren
Netze in der im Bild 1 angebenen Weise mit der Eckenumgebung verbunden sind,
genutzt. Der Grundgedanke des hier gewdhlten Zuganges besteht nun in der Erset-
zung der Wirkung der Interface-Eckenumgebung (¢ < &) auf den Restkérper durch
Steifigkeiten auf dem Kreisbogen & = &, die in iiblicher Weise mit den anderen Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen des Restkoérpers zur globalen Steifigkeitsmatrix assembliert
werden kénnen. Fiir £ < & gelten nach den obigen Eigenfunktionsentwicklungen:

do = S dCA(€,0),  do = {dog,doy),
=1

du = S dCif!(¢,0), du = {dug, dug}. (45)
=1

Hierbei stellen £{7)(&,0) = {7 (£,0). /15 (6,0)} wnd ££(¢.0) = {£(€.0), 157 (€. 0)}
die entsprechenden Vektoren der im vorigen Kapitel erlduterten Spannungs- und
Verschiebungseigenfunktionen (vergleiche Gleichungen (36) bis (40) sowie (43) und
(44)1) dar. Die Konstanten dC; sind aus duy (&, 6;) (siehe Bild 1!) durch Lésen von

dup(éo,0;) = S dCf (60, 0,), (k= €.0:j = 1,2,..) (46)
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ermittelbar und berechnen sich zu
dC; = Zbij(&),el, Ldvi(&), (1=1,2,.00) (47)
J
mit
dvi(€o) = dug(o, 01), dva(&o) = dug(&o,01), dvs(&o) = due(o,02), -

Die Gleichungssysteme (46) und (47) sind praktisch nur fiir eine endliche Anzahl
von Eigenfunktionen, die mit der Anzahl der Freiheitsgrade (dv;) auf £ = & iiber-
einstimmt, durch die entsprechende Inversion ineinander iiberfithrbar. Die Funk-
tionsreihen aus (45) werden in (46) abgebrochen, so dafl (46) und (47) jeweils als
Néaherungen, die natiirlich mit steigender Eigenfunktionszahl wegen der Vollstandig-
keit des Funktionensystems [22] konvergieren, zu verstehen sind.

Zur Bestimmung der gesuchten Steifigkeiten ist es notwendig, die virtuelle Arbeit [23]
dA der Spannungsinkremente auf den Verschiebungsinkrementen fiir £ = &y bereit-
zustellen. Die letzte Behauptung folgt im Grunde aus der Anwendung allgemeiner
Variationsprinzipien [19] auf den zweidimensionalen geometrisch linearen Fall. Das
Zeichen ¢ bezeichnet im folgenden die Variation der entsprechenden Grofien (Funk-
tionen, Konstanten, Freiheitsgrade, ..). Somit ergibt sich fiir 6 A die Beziehung aus

(45), (46) und (47):

0o o
SA = ¢, / do e (du)dd = €3 / £7) (€0, 0) o £ (&, 0) dOAC;8(dC)

_€u iv] _eu

[
SA=3"16> bby / £(7) (&, 0) 0 £1)(€0,0) df | dor(&)S(dvi(&o)). (48)
k,l

ivj _eu

In (48) steht das Zeichen ”e” fiir das Skalarprodukt der entsprechenden Vektoren.
Das Element kl (k-te Spalte, [-te Zeile) der gesuchten Elementsteifigkeitsmatrix
ist nichts anderes als der Faktor (grofie eckige Klammer) vor dvg(&)d(duvi(&p)) in
(48). Die Symmetrie dieser Steifigkeitsmatrix folgt aus der leicht nachweisbaren
(1, 7)—Symmetrie der Integrale in (48). Die Berechnung der Steifigkeiten nach (46),
(47) und (48) fithrt zur Notwendigkeit der Ermittlung von n Eigenfunktionen falls
n Freiheitsgrade auf £ = & existieren. Zur Vermeidung von numerischen Schwie-
rigkeiten, die durch die Inversion von (46) bei hohen Freiheitsgradezahlen auftreten
kénnen, ist es deshalb giinstig, die Figenfunktionen zu orthogonalisieren.

3.3 Orthogonalisierung der Eigenfunktionen

Das in 3.1 erstellte System von Eigenfunktionen der Verschiebungs- und Spannungs-
inkremente fi(u)(f, ) und fi(g)(f, f) ist nichts anderes als eine vollstandige Basis im
Funktionsraum L, fiir die Lésungen elliptischer Randwertprobleme an Ecken und
Materialiibergangsecken [22, 24]. Die Vollstandigkeit dieses Systems garantiert uns
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die Méglichkeit der Orthogonalisierung [25]. Entwickeln wir ein neues Funktionen-

system f (f ) und f (f f) aus Z» (f ) und f (f §) mit Hilfe des Schmidt-
schen Orthonormierungsverfahrens [26]. Dabei ist natiirlich das Ausgangssystem,
wie schon oben vereinbart, mit steigendem Realteil der A; angeordnet. Als Ortho-
gonalitdtsbedingung benutzen wir die Beziehung:

/ (/ f )(f )d@) d¢ = £36;;, (6;; — Kroneckersymbol).  (49)

—0,

Fiir das neue System gilt an der Stelle £ = &:

£(60.0) = /&t (0). £7(6.0) = 15 (50)

Die Beziehungen (50) sind im Falle reeller A; leicht einzusehen, was im folgenden
kurz angedeutet werden soll. Aus (36) bis (40) ist die allgemeine Form der Eigen-

funktlonen ersichtlich. Somit sind nach dem Schmidtschen Verfahren f (f 6) und
(f, 6) bestimmt durch

£9(6,0) = Fieh gl (0), £7(6,0) = Fiehgl(0) (51)

mit der Unbekannten F;. Nach Einsetzen von (51) in (49) ergibt sich eine Gleichung
beziiglich F; mit der Loésung

1
Fu = g Y (52)

B Y

wobei die Konstante B von den Integralen iiber die Funktionen g§u)(0) und gyr)(@)

herriihrt. Aus (52) und (51) folgt (50) fiir « = 1. Die tibrigen Beziehungen in (50)
(1 > 1) ergeben sich aus dem Schmidtschen Orthonormierungsverfahren in analoger
Weise. Zu benutzen dabei ist die Symmetriebedingung der Ausgangseigensysteme:

&o &o o
/ (/ £7)(¢,0) o £V (¢, 0) d@) dg:/g (/ £7)(¢,0) o £ (£, ) d@) dé.(53)

—0, — 0y

(53) ist im Grunde der Satz von Betti [11] angewandt auf die Eigenfunktionen der
Interface Ecke. Fiir die gegebenen Ubergangsbedingungen (31) erfullenf (f ) und
(5,0) (der entsprechenden linearisierten Randwertaufgaben) (53). Bei beliebig
anders formulierten Bedingungen (31) muf dies jedoch nicht der Fall sein [27]. Die-
ser Umstand ist deshalb wichtig, weil sich mitunter die Feststellung der wirklichen
Ubergangsbedingungen an der Interface-Ecke im Rahmen der Kontinuumsmechanik
als sehr kompliziert erweist. Es ist somit klar, dal solche Bedingungen, die dazu
fithren, daf (53) nicht erfiillt werden kann, vermieden werden sollten.
Fiir komplexe A; ist zum Beweis von (50) ein dem eben geschilderten analoges Vor-
gehen moglich. Ausgehend von (36) bis (40) orthogonalisiert man die Figenfunk-
tionen nach dem Schmidtschen Verfahren. Erhdlt natiirlich dann komplexwertige
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Funktionen g(u)(e) und g(g)(ﬁ). Durch Kombination der entsprechenden Funktio-

nen konjugiert komplexer Wurzeln (A; und )\_) verschwinden die imagindren Anteile

automatisch. Die - Abhéangigkeit von f (fg, ) und f (fg, 6) folgt ohnehin auch
hierbei aus den analogen Beziehungen zu (52) und (51) Andererseits ist es somit
natiirlich auch moglich von (43) und (44) auszugehen. Die Schmidtsche Orthogona-
lisierung fithrt zur Entfernung der Glieder cos(5;1n(&))) und sin(8;In(&))), wenn
die reellen Groflen aj;, bj;, ¢j; und d;; (43) zu Eigenfunktionen machen. Durch Ver-
wendung moderner Computeralgebrasysteme [21] 146t sich dies leicht nachpriifen.
Als Folge von (50) ergeben sich fiir die Verschiebungs- und Spannungsinkremente
die Beziehungen:

u(&,0) Zd(] fof () do (&0, 0) Zd(] (54)

Die neueingefiithrten Groflen dC; hangen natiirlich jetzt von ¢ als Parameter ab:
dC; = dCi(&).

Die Inkremente dC; hingegen sind unabhédngig von &. Im neuen Funktionensystem

erhdlt (46) die Form
) = 3 dC (&) (0,), (h=60i=12,). (59)

Lost man (55) beztiglich de(ifo) auf, dann ergibt sich die Beziehung

dCi(€) = wa (61,65, ...) d”\ﬂ/@ (i=1,2..). (56)

In (56) ist die £&,— Unabhéngigkeit der Komponenten 5;(01, 0, ...) erwdhnenswert.
(56) ergibt zusammen mit (54) die virtuelle Arbeit § A mit der Gleichung

A = Z szkb], / £7)(0) o £9(0) dB | doy(€0)8(dui(0))- (57)

—0,

Wegen der {o— Unabhédngigkeit von b:;(@l, 0, ...) sind auch die Steifigkeiten

au =Y bub [ £7(0) e £5(0) a0 (58)
%,J "y

nicht von & abhéngig. Diese bemerkenswerte Eigenschaft besitzt nicht nur Bedeu-
tung in Zusammenhang mit der asymptotischen Analyse an Interface-FEcken, sondern
auch aus bruchmechanischer Sicht. In der Bruchmechanik fehlen heutzutage noch
Groflen, die etwa im Rahmen der Flieitheorie invariante Eigenschaften beziiglich
des Verhaltens in der Ndhe von kritischen Punkten aufweisen. Bei elastischen An-
nahmen ist zum Beispiel das wegunabhingige J-Integral, dessen Wert nicht von der
Wahl der Integrationskontur abhdngt, bekannt. Fiir die Flietheorie wurde, wie



Bild 2: Vernetzung im Verfeine-
rungslevel 2 einer Zug-
probe mit 2 Interfaces.

Bild 3: & = 0.75

Bild 4: & = 0.075
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Bild 5: & = 0.0075

Bild 7: oy, fiir den Interface-Rifl ohne
Asymptotik

Bild 9: oy, fiir den fast ,homogenen*®
Rifl mit Asymptotik

Bild 6: & = 0.00075

Bild 8: oy, fiir den fast ,homogenen*®
Rifl ohne Asymptotik

Bild 10: oy, fiir den fast ,homogenen®
Rifl mit Asymptotik ohne Pois-
soneffektfolgen



Bild 12: o,, mit Asymptotik

Bild 14: o, mit Asymptotik

Bild 16: Plastische Zone 1 mit Asymp-
totik

Bild 13: 0,, ohne Asymptotik

Bild 15: o, ohne Asymptotik

Bild 17: Plastische Zone 1 ohne
Asymptotik
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Bild 18: Plastische Zone 2 mit Asymp- Bild 19: Plastische Zone 2 ohne
totik Asymptotik
Bild 21: tan(«) mit Asymptotik Bild 22: tan(«) ohne Asymptotik

Bild 23: cos(3w) mit Asymptotik Bild 24: cos(3w) ohne Asymptotik
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oben schon erwihnt, in [18] gezeigt, dal die lokale Trajektorienabhéngigkeit der
Anderung der freien Eigenfunktionskonstanten zuschlagbar ist. Als einzige Inva-
rianzeigenschaft kann man hierbei nur die eben gezeigte {,— Unabhéngigkeit der
Steifigkeiten gi;, also die Elementmatrix der Linie £ = &, aufzeigen. Diese Element-
matrix ist nichts anderes als ein Teil des globalen Gleichungssystems zur Bestim-
mung der Verschiebungsinkremente und somit durch seine Invarianz zur Erstellung
stabiler und vergleichbarer Lésungen an kritischen Punkten fiir die Festigkeitsana-
lyse nutzbar und, wie sich an konkreten Beispielen zeigen 1a8t, auch am besten dazu
geeignet,.

Zur effektiven Umsetzung in iibliche Finite-Elemente-Programme empfiehlt es sich,

f.(»“)(e) und f.(iu)(ﬁ) durch das orthonormierte System hﬁ”)(e) und hﬁ“)(e), fiir das

[ b0) e nf()do = 5, (59)
—0y

gilt, zu ersetzen. Natiirlich sind h( )((9) und hﬁ“)(e) nichts anderes als Linearkom-
binationen aus f(»“)(e) und f( )((9) Es ergeben sich dann als Folge von (59) fiir die

Verschiebungs- und Spannungsinkremente die Beziehungen

du(to,0) = /€ Y dCi(&)b{"(0), dor(&o.0) = 7o L dci(h ). (60)
O A erhilt die Form
oA = §OZdC¢(§O)5(dCi(§O))

[
- &% / (h70) o 2D ) ap [ (n(7(0) @ XD )ty (61)
~0, Ve ~0, Ve
mit
0o
aCilo) = [ b7(0) o 2Ce2dp. (62)
s Ve

(62) folgt natiirlich aus (60) mit Hilfe von (59). Durch Anwendung der gewéhnlichen
Finite-Elemente-Approximation fiir du(&,6)

u(&o,0) ZNk Jdvr(&o)

mit N;(0) als eindimensionale Vektor-Formfunktionen [28] auf dem Kreisbogen & =

£o folgt aus (61) und (62)

A=Y [Z i ((0) o N.(0)) do

bo

F(h0) o Ni(0)) db)] doe()3(dun(60) (63)

—0,
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dci(go)zzkj / ﬁhﬁ”(@) o N, (8)dOdvy(&). (64)

Die gesuchten Steifigkeiten g berechnen sich aus der Beziehung

G =3 / () (0) ¢ N,(0)) do / () (0) ¢ Ny (6)) db. (65)

Natiirlich bleibt die Unabhéngigkeit der ¢i; von &, erhalten. Diese Eigenschaft kann
nicht durch die Form des Eigenfunktionsystems beeintrachtigt werden. Die Steifig-
keitswirkungen gi; sind somit ermittelbar, wenn die Eigenfunktionen bekannt sind.
Die Vorteile von (65) gegeniiber den obigen Berechnungen von ¢ sind offensichtlich.
Die Losung der Gleichungssysteme (46) bzw. (55) ist nicht notwendig. Andererseits
ist die Anzahl der zu benutzenden Eigenfunktionen nicht von der Finite-Elemente-
Netzdichte auf ¢ = &, abhangig und damit entsprechend der geforderten Losungsge-
nauigkeit wahlbar.

Nach Assemblierung der ¢z mit den Elementsteifigkeitsmatrizen des Restkorpers
(€ > &) zur Gesamtsteifigkeitsmatrix ist die Losung des Randwertproblems méglich.
Natiirlich sind dafiir im Rahmen der Flieltheorie die entsprechenden Gleichgewichts-
und GauBpunktiterationen auf der Fliefifliche notwendig [29]. Nach dieser Proze-
dur erhalten die Inkremente der Knotenpunktverschiebungen dvy (&) konkrete Werte
und mit Hilfe von (64) auch dC; = dC;(&). Zur Bestimmung der Losung in unmittel-
barer Singularitdtsnahe (£ ~ 0) sind natiirlich die GréBen dC; notwendig. Die ent-
sprechenden Beziehungen lassen sich leicht aus (62) und du(¢,0) = 32, dC; df (f 6)
herleiten. Fiir die Wurzeln Ay = a1, Ay = az, A3 = az+10s, Ay = az—10s,...., a1 <
oy < as... erhdlt man z.B. folgendes Gleichungssystem:

3+2

dCl f [xudCl + §O2+2 [XlgdCQ + 50 ([(13d03 + [(146[04) +

dCQ = f 2+2 [XQQdCQ + §OS+2 ([(23d03 + [(246[04) +
dC3 = §a3+2 ([X33d03 + ]X34d04)
dC4 - 533 51(446[04 —|—

D= . (66)

In (66) sind die Groflen K;; = K;;j(gr) im allgemeinen von den Integralen gy tiber
die Produkte der §—Eigenfunktionsanteile g,(“)(e) und g,(f)(e) durch

gkl = /gk ogl 9)d9

—0,

abhéngig. Das Verschwinden von Ky = K3 = K33 = Ky = ... = 0 folgt aus
der Konstruktion des orthogonalisierten Eigenfunktionsystems. Im Falle von nur
reellen Wurzeln ist leicht einsehbar, dafl alle A; nicht von ¢, abhédngen. Treten
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komplex konjugierte Wurzeln auf, dann ist wiederum derselbe Effekt (dzéﬂ = 0)

durch die jeweilige Kombination von A; und ), zu erwarten. Der Beweis 1Bt sich
jedoch im mathematisch strengen Sinne nicht so einfach fithren. Bestimmt man
die K;; numerisch auf der Grundlage von (43), dann bleiben in den K;; numerische
»Riickstande® der Form cos(3;In(&y))) und sin(5;In(&))) tibrig, weil die komplexen
Wurzeln nur naherungsweise bestimmt werden koénnen. Andererseits zeigen diese
numerischen Berechnungen, dafl die Wirkungen dieser ,Riickstinde® auf die Werte
der K;; gering sind. Die Inversion von (66) ergibt die gesuchten Gréfien dC;.

Eine andere interessante Darstellung erhalt man nach Einfiihrung von

D; = KidCy, dji = % (keine Summation tiber ¢ und j!). (67)
Die Verschiebungen und Spannungen auf £ = £, erhalten somit die Form
du(6o.0) = &3 D& (1 + djpa &7 7 + )b (0) (68)
J
do(60,0) = 3 D& (14 djja&s™ ™) + R (0). (69)
J

Der Vektor der Spannungsinkremente do (&g, 8) in (69) enthalt wegen der Definition
(45) nicht die Ringspannungsinkremente dogg. Es 1aBt sich natiirlich leicht zeigen,
daB (69) in analoger Weise auch auf diese Komponente erweiterbar ist.

Weiterhin ist zu bemerken, dafl (68) (und so auch (45)) die Verschiebungen bis auf
eine sogenannte ,, Festkorperarretierung® bestimmt. (42) hat fiir beliebige n, x°, &%, 6°
und 0% die Wurzel \° = 0, welche nicht mit der entsprechenden Wurzel der ,,T-
Stress“-Term-Eigenfunktion [30] zu verwechseln ist. Die Letztere tritt z.B. beim
Rifl noch zusétzlich zur Ersteren als Nullwurzel in (42) auf. A\° fiithrt zu verschwin-
denden Spannungseigenfunktionen, die entprechenden Verschiebungen sind jedoch
im allgemeinen von Null verschieden und miissen natiirlich beriicksichtigt werden.
Fiir jedes konkrete & ist das Verhalten der Lésungen innerhalb von ¢ < & durch
die Eigenfunktionen £ (€,0), £5)(6,0), £57(6,0), £50(€,0) und f57(€,0) mit den
wschwierigen® Termen cos(3;In(£))) und sin(5;In(€))) sowie durch dC; bestimmt.
Die wesentlich einfacheren Darstellungen (68) und (69), die fiir die Invarianz im
Sinne der {o— Abhédngigkeiten als Parameter stehen, eignen sich gut als stabile ver-
gleichbare ,&— Losungen® in der Festigkeitsanalyse, weil das Bruchverhalten im
Grunde durch die dC;’s und damit durch die D;— Werte determiniert ist.

4 Rechentechnische Umsetzung auf massiv paral-
lelen Rechnern

Die Ergebnisse aus den obigen Kapiteln wurden im Rahmen eines eigenentwickelten
Finite-Elemente-Programms auf massiv parallelen Computern implementiert. Als
Parallelisierungszugang fand die Methode der Gebietszerlegung (Domain Decompo-
sition-DD) Anwendung. Die innerhalb der Forschergruppe ,,SPC* (Scientific Paral-
lel Computing) an der Fakultét fiir Mathematik entwickelte parallele Grundsoftware
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zur Losung grofldimensionierter linearer Gleichungssysteme konnte hierbei erfolg-
reich eingesetzt werden [31]. Dies bedeutet die vollstandige Parallelisierung des
gesamten Arithmetikaufwandes von der Netzgenerierung in den Teilgebieten iiber
die Assemblierung der lokalen Teilsteifigkeitsmatrizen bis hin zur Lésung der Glei-
chungssysteme. Dabei werden zur Implementierung schneller Losungsalgorithmen
die grundlegenden Vektoroperationen(z.B. Skalarprodukt, Matrix mal Vektor) unter
Ausnutzung der Datenverteilung weitgehend lokal realisiert, das heifit durch vonein-
ander unabhdngige Operationen auf den einzelnen Prozessoren und mit moglichst
wenig zusatzlicher Kommunikation zwischen den Prozessoren. Zur Anwendung
kommt im besonderen das fiir das vorkonditionierte CG-Verfahren PCGM (Pre-
conditioned Conjugate Gradient Method) mit Yserentants hierarchischer Vorkon-
ditionierung entwickelte effiziente parallele Konzept [32] von zwei unterschiedlichen
lokalen Vektorspeichertypen, die einerseits den Vektoren der Unbekannten (Nahe-
rungen, Korrekturen, Suchrichtungen), andererseits den linearen Funktionalen in der
Variationsformulierung des diskreten Problems (rechte Seiten, Defekte) entsprechen
[33]. Durch dieses Konzept gelingt es, Probleme, die durch Knoten und den damit
verbundenen Knotenwerten, die im ,,Besitz* mehrerer Prozessoren des Parallelrech-
ners sind, weitestgehend auszuschalten und den parallel ablaufenden Losungsprozefl
sehr effektiv zu gestalten. Fiir nichtlineare elastisch-plastische Aufgaben werden
natiirlich die Vorziige dieses DD-Konzeptes wegen der einfachen Parallelisierung
sowohl der GaufBipunktiterationen auf der Fliefiflache als auch der Gleichgewichts-
iterationen in den Knotenpunkten nicht eingeschrankt.

Die Einbindung der oben entwickelten Steifigkeitswirkungen in den parallelen Ge-
samtlosungsalgorythmus 148t sich leicht realisieren. Im Bild 2 ist die Vernetzung im
Verfeinerungslevel 2 einer Interface-Rif-Zugprobe mit zusétzlichem Interface darge-
stellt. Der Rifl endet im Mittelpunkt des roten Kreises, wihrend das zweite Inter-
face die Probenrédnder auf der Verbindungslinie zwischen den oberen beiden sicht-
baren Halbkreisen verbindet. Es handelt sich hierbei um quadratische 9-Knoten-
Viereckselemente (Lagrangesche Klasse [28]). Die roten Linien begrenzen die Ele-
mente der jeweiligen Prozessoren. Fiir die Interface-Rifispitze werden die Steifig-
keiten gi; auf dem sie umgebenden roten Kreis £ = & bestimmt. Innerhalb dieses
Kreises sind die Elemente von der Losung des Randwertproblems ausgeschlossen.
Im Postprocessing ist der Einsatz dieser Elemente jedoch wieder erforderlich. Somit
erstreckt sich die Steifigkeitsmatrix des die Riflspitze einschlieffenden Prozessors le-
diglich tiber dessen ,,Grenze“. Analog wird das asymptotische Verhalten der iibrigen
drei 90°-90°-Verbundecken auf den sichtbaren roten Halbkreisen realisiert. Natiirlich
sind die entsprechend dazugehorigen Steifigkeiten g, auf unterschiedlichen Prozesso-
ren ,beheimatet. Auf diese Weise fiigen sich die asymptotischen Eigenfunktionsent-
wicklungen mit den berechneten Steifigkeitswirkungen sehr gut in das DD-Konzept
ein. Andererseits ist durch das einmal erstellte Finite-Elemente-Netz ein Vergleich
zu Loésungen ohne Berticksichtigung des speziellen asymptotischen Verhaltens an den
betrachteten kritischen Punkten problemlos machbar, indem die Lésung innerhalb
der Kreise und Halbkreise genauso wie auf den anderen Prozessoren mit gew6hnli-
chen Finiten Elementen erstellt wird. Als erstes Resultat erhalt man die Aussage,
daBl durch die Einfithrung der asymptotischen Steifigkeiten die Kondition des zu
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l6senden linearen Gesamtgleichungssystems im Vergleich mit dem {iblichen Finite-
Elemente-System verbessert wird. Dies hat seine Auswirkungen in der Herabsetzung
der Iterationszahlen innerhalb des PCGM-Solvers. Fiir die im Bild 2 dargestellte
Vernetzung ergeben sich zum Beispiel bei einem Schubmodulverhéltnis (7) von 20
eine Reduzierung der Iterationen um 5 Prozent pro asymptotischer Steifigkeitsma-
trix. In hoheren Netzverfeinerungsstufen wird diese Wirkung natiirlich verstarkt.
Somit ist besonders bei nichtlinearen Aufgaben, wenn das Resultat durch mehrfa-
ches iteratives Losen von linearen Gleichungsystemen mit Hilfe des PCGM-Solvers
erfolgt, die Zeiteinsparung deutlich zu spiiren.

5 Beispiel einer Interface-Rif3-Probe

Erste Ergebnisse von Testrechnungen sollen hier kurz beispielhaft erldutert wer-
den. Eine Interface-Rif-Probe (750%1500 auf ¢ bezogene dimensionslose Ausdeh-
nung, Riflange: 375, der Rifl befindet sich in der Probenmitte) wurde am elastisch
weichen Materialbereich quer zum Interface-Rifl mit homogen verteilter Last be-
ansprucht und am gegeniiberliegenden steiferen Probenende fest eingespannt. Die
Berechnungen wurden fiir rein elastisches Materialverhalten mit folgenden Parame-
tern durchgefiihrt:

n =0.0505, k° =45, " =3.25]

Somit ergeben sich die Wurzeln der Losbarkeitsbedingung (42) zu

A = —0.5£10.06591194, 0.0, 0.5 +10.06591194, 1, 1.5+10.06591194, 2, ...|

In den Bildern 3 bis 6 sind die Spannungen o,, (die y—Achse steht senkrecht zum
Rifl und Interface) fiir verschiedene & (Kreis mit den asymptotischen Steifigkeiten )
und gleichem Zoomradius £, = 1.0 dargestellt. Dabei befindet sich die Riflspitze di-
rekt in der Mitte der Abbildungen, der Rif§ auf der horizontalen Geraden (z-Achse)
links davon und das Interface entsprechend rechts davon. Fiir alle weiteren Ergeb-
nisdarstellungen dieser Arbeit in RiBumgebungen gilt diese gleiche Konvention. Aus
Approximationsfehlern im Postprocessing erklart sich das reifiverschlulartige Gebiet
auf der unteren und oberen Rififlanke. Es sei bemerkt, dafl die Spannungswerte in
iiblicher Weise zuerst in den Gauflpunkten berechnet und dann auf die Knotenpunkte
extrapoliert werden. Wegen der Vergleichbarkeit der Resultate gilt diese Vorgehens-
weise auch flir die Spannungsermittlung innerhalb von ¢ < &, auf der Grundlage
der Eigenfunktionsentwicklungen. Die Spannungsverteilung ist hierbei und auch in
den folgenden Bildern auf den Schubmodul der weicheren Materialhdlfte bezogen.
Veréndert man &, fiir die in den Abbildungen 4 bis 6 gezeigten Felder entsprechend
auf 0.1, 0.01 und 0.001, so erhdlt man bei entsprechendem Spannungsmafstab je-
weils Bilder, die wegen der oben gezeigten Steifigkeitsinvarianz mit Bild 3 iiberein-
stimmen. Andererseits ergeben sich infolge dieser Invarianz mit kleiner werdenden
& ,konvergierende Spannungsfelder” an der Interface-Riflspitze.
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Bemerkenswert sind weiterhin die ersichtlichen Druckspannungen direkt unterhalb
der Interface-Rifispitze. Sie treten infolge des unterschiedlichen Poissoneffektes in
den Materialbereichen auf. Sowohl das obere weiche als auch das untere héartere
Material werden jeweils entlang der y—Achse auf Zug beansprucht. Dieser Zug ver-
ursacht in den Materialbereichen unterschiedliche Kontraktionen in 2 —Richtung. In
der RiBlspitzenumgebung werden die Kontraktionen des oberen weicheren Material-
bereiches durch das untere hértere Material sehr stark behindert und fithren somit
zur Erzeugung des Druckspannungsfeldes im harten Materialbereich.

Zum Vergleich mit den vorigen Bildern ist auf der Abbildung 7 die o,,-Spannungslo-
sung ohne Beriicksichtigung der speziellen Asymptotik, d.h. innerhalb von £ < &
wurde mit der gewohnlichen Finite-Elemente-Methode gerechnet, dargestellt (¢, =
1.0). Fir alle weiteren Bilddarstellungen bedeutet die Bezeichnung ,ohne Asym-
ptotik® Ergebnisdarstellungen von Losungen, die fiir £ < & aus iiblichen Finite-
Elemente-Approximationen stammen. ,Mit Asymptotik® kennzeichnet die Verwen-
dung des oben beschriebenen Zugangs der Kopplung von asymptotischer Analyse
mit der Finiten-Elemente-Methode.

Es ist auf Bild 7 zu erkennen, dafl die oben erwdhnten Druckspannungen hierbei nur
in einem kleinen Bereich unterhalb der Rififlanke auftreten. Somit kommen wir zu
dem Schluf}, dafl mit Hilfe herkémmlicher Finite-Elemente-Methoden das elastische
Spannungs- und Dehnungsverhalten an Interface-Rissen sowohl qualitativ als auch
quantitativ nicht reproduzierbar ist.

Zur Erhértung dieser Aussage betrachten wir eine weitere Interface-Rifiprobe, deren
Geometrie mit der der obigen symmetrischen Probe identisch ist. Die Materialpara-
meter seien dabei so gewidhlt, dafl sich das Deformationsvermdgen der beiden Ma-
terialbereiche kaum voneinander unterscheidet:

n = 0.7194, k° =4.5, k" = 3.25

mit den Wurzeln der Losbarkeitsbedingung:

Ai = —0.5 £:0.001687346, 0.0, 0.5 +:0.001687346, 1, 1.5 £:0.001687346, 2, ...

An den Probenenden, die parallel zum Rif} verlaufen, wurde eine symmetrische und
homogene y—Verschiebungsvorgabe mit verschwindenden x—Verschiebungen reali-
siert. Die vergleichbaren Felder der o,,—Spannungsergebnisse sind in den Bildern
8 ohne Beriicksichtigung des asymptotischen Verhaltens und 9 mit dessen Beriick-
sichtigung dargestellt (¢, = 1.0, & = 0.75). Bild 8 zeigt qualitativ die bekannte
Losung eines ;homogenen® Risses in sogenannter Mode-I-Belastung. Von den oben
beschriebenen Auswirkungen des Poissoneffektes ist in dieser Abbildung nichts zu
sehen. Im Bild 9 sind diese jedoch sichtbar. Sie beschrinken sich auf das Gebiet
¢ < 0.4. Die relativ groflen Druckspannungsfelder, die in der vorigen Probe vorhan-
den waren, treten hier wegen des fast gleichen Materials in den unterschiedlichen
Materialbereichen nicht auf. Im Bild 10 ist die Verteilung wiederum von o, dersel-
ben fast ,homogenen® Rifiprobe mit Beriicksichtigung des speziellen asymptotischen
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Verhaltens gezeigt (£, = 1.0, £ = 0.75). Es wurden jedoch die Poissoneffektfolgen
kinematisch durch spezielle y—Verschiebungsvorgaben am rechten unteren Proben-
ende, die im Bild 11 durch die Pfeile angedeutet sind, entfernt. Die so positiv vor-
gegebenen y—Verschiebungen bewirken negative x—Verschiebungen direkt oberhalb
von Interface und Riflspitze. Sie drdngen die z—Kontraktionen im oberen weicheren
Materialbereich links von der Rif}spitze zuriick und gleichen die x—Verschiebungen
oberhalb und unterhalb des Risses aus. Auf diese Weise verschwinden die Pois-
soneffektfolgen. Daher sind mit der gleichen Asymptotik sowohl die Poissoneffekt-
folgen als auch durch deren kinematische Entfernung die Spannungsverteilung eines
w,homogenen® Risses in Mode-I-Belastung darstellbar. Die herkémmlichen Finiten
Elemente sind ganz einfach zu grob, um die eben geschilderten Effekte beschreiben
zu kénnen.

Man erhalt bei ihrer Anwendung Span-
nungsverteilungen der in Bild 7 ge-

T zeigten Art. Aus den Abbildungen 7
und 8 folgt, dafl das normale Finite-

Elemente-Verfahren einen unter Zug
belasteten Interface-Rifl vom ,homoge-
nen“ Rifl mit gleicher Belastung qua-
Interface litativ nur durch ein ,,Abknicken® der

Ril | oyy—Spannungsfelder im hérteren Ma-
terialbereich unterscheiden kann. Ganz
abgesehen von den enormen quanti-
tativen Unterschieden, durch die die
Finiten Elemente infolge der schlech-
ten Approximation von der wirklichen

H Asymptotik entfernt sind, ist die {ibli-
l l che Finite-Elemente-Methode nicht in

der Lage, wenigstens qualitativ das

Spannungs- und Deformationsverhal-
Bild 11: ,Kinematische* Entfernung ten am elastischen Interface-Rifl wie-
der Poissoneffektfolgen derzugeben.

Dies ist auch aus dem Vergleich der Spannungsverteilungen von o, und o,,, die
auf den Bildern 12 bis 15 jeweils mit und ohne Beriicksichtigung der Asymptotik
dargestellt sind, ersichtlich. Es handelt sich hierbei um Ergebnisse fiir die anfangs
betrachtete ,echte” Interface-Rifiprobe, die den o,,—Spannungen der Bilder 3 bis 6
entsprechen (& = 0.0075, ¢, = 1.0). Bemerkenswert fiir die Abbildungen 12 und
14 ist die besondere Lage der y-Achse in den Spannungsfeldern der unteren Mate-
rialhdlfte. oy, erfahrt dort einen Nulldurchgang, wahrend sich o,, durch zwei zu
dieser Achse symmetrisch liegende Nulldurchgénge, die in der Rif}spitze aufeinan-
dertreffen, auszeichnet. Diese Effekte der ,,Symmetrie* (0,,) und ,, Antisymmetrie®
(04y) treten in den Berechnungen ohne Beriicksichtigung der Asymptotik nicht auf.
Das ist deutlich anhand der Bilder 13 und 15 zu sehen. Natiirlich finden die oben
geschilderten Tatsachen auch ihren Niederschlag in der Lésung von nichtlinearen



30

Aufgaben im Rahmen der Fliefitheorie. Untersuchen wir die eben verwandte ,echte®
Interface-Rifprobe mit den obigen elastischen Materialparametern und einer endli-
chen Fliefigrenze ;. Das Verfestigungsverhalten der plastischen Deformationen sei
isotrop mit einer FlieBbedingung der Form (vergleiche Gleichung 20!):

I B e e A AN I L
f(T’X)_{ Forl—bx" . 0>0 =0

Hierbei stellen 7, 7 und 7 die auf den Schubmodul des elastisch weicheren Ma-
terials bezogenen Werte der Oktaederspannung (7) und der Fliegrenzen in den
entsprechenden Materialbereichen dar. 6%, p*, b° und p° charakterisieren die Verfe-
stigung der Materialien. Folgende Werte wurden in den Berechnungen verwendet:

T8 =70 =0.245, b* = 1.798, b° = 0.01666, p* = 0.25, p° = 0.4

Die fiir die asymptotische Analyse nétigen Werte ergeben sich aus 4/ und der Losbar-
keitsbedingung zu:

n=0.01, k° = 225, k" = 32.5

Ai = —0.5 £:0.00193809, 0.0, 0.54:0.00193809, 1, 1.5 +:0.00193809, 2, ...

~" folgt natiirlich aus den Verfestigungsparametern mit der oben angenommenen
Konvention 7”(c0) = 0 (Materialfall (b)!). Auf den Abbildungen 16 bis 19 sind
die plastischen Zonen fiir zwei Belastungsstufen der eben beschriebenen elastisch-
plastischen Interface-Rifiprobe jeweils im Vergleich mit und ohne Asymptotik dar-
gestellt (§ = 0.075, & = 0.1). Die Bilder zeigen qualitative und quantitative
Unterschiede auf, die schon infolge der vorigen elastischen Losungen zu erwarten
waren. Wegen der hohen Spannungen vor allem im unteren hérteren Materialbe-
reich kommt es bei gleichen Flieigrenzen eben dort in erster Linie zu plastischen
Deformationen und nicht wie aus den Losungen ohne Berticksichtigung der Asym-
ptotik im oberen elastisch (!) weicheren Materialbereich.

Die sektorartigen Zonen der Bilder 16 und 18 erklaren sich aus der konkreten Wahl
des Parameters £, also des Kreises mit den asymptotischen Steifigkeiten. Im Grunde
werden die plastischen Zonen vorerst nur auflerhalb dieses Kreises in tiblicher Weise
bestimmt. Innerhalb von £ < & geschieht die Berechnung der plastischen Defor-
mationen im Rahmen des Postprocessings. Die Plastifizierungen in diesem Gebiet
lassen sich iiber die entsprechenden konstitutiven Beziehungen der oben dargestell-
ten asymptotischen Analyse und den explizit am Rande bestimmten plastischen
Deformationen ermitteln. Ist & zu grofl gewahlt, dann kénnen diese plastischen
Sektorzonen entstehen, weil auflerhalb des Kreises der asymptotischen Steifigkeiten
am Beginn der Lastaufbringung nicht gleichzeitig tiber den gesamten Winkelbe-
reich Plastifizierungen auftreten miissen. Man begeht dabei innerhalb der iterativen
Losungsermittlung (d.h. Gleichgewichts- und GauBpunktiteration) Fehler, die auf
den entsprechenden Belastungsschritten zu héheren Iterationszahlen fithren. Um
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dies zu vermeiden, gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Man benutzt das fiir die Inkremente modifizierte Variationsprinzip von Washizu
[19] zur Bestimmung einer asymptotischen Tangentialsteifigkeitsmatrix, die die
angesprochenen Fehler ausgleicht und die Iterationszahlen auf ein Minimum re-
duziert.

2. Man wéhlt & hinreichend klein, so daff mit dem ersten Lastinkrement die entste-
hende plastische Zone das Gebiet £ < &y véllig einschliefit.

Die zweite Methode ist natiirlich viel einfacher zu realisieren. Zur effektiven und
exakten Berechnung von Spannungs- und Deformationsfeldern an Interface-Ecken
sollte & entsprechend der gegebenen AnfangsflieBbedingungen immer so bestimmt
sein, dafl der Anfangsradius der plastischen Zone &, iibersteigt. Natiirlich kommen
erst durch die Erfiillung dieser Bedingung, die in den obigen Kapiteln festgestellte
£o—Unabhéngigkeit der asymptotischen Steifigkeiten im nichtlinearen Deformati-
onsbereich so richtig zur Wirkung. Gleichwohl bezeugen die Abbildungen 17 und
19 im Vergleich zu 16 und 18 selbst mit dem etwas zu groff gewéhlten & , dafl
mit Hilfe der iiblichen Finiten-Element-Methode Interface-Risse und Ecken nicht zu
berechnen sind.

6 Folgerungen fiir die Bruchmechanik

Das Ziel der Bruchmechanik besteht in der Aufklérung von Versagensbedingungen
fiir deformierbare Festkorper der verschiedensten Formen, die bei gegebenen dufle-
ren Belastungen und Randbedingungen in der Praxis eingesetzt werden. Allgemein
betrachtet ist diese Aufgabe natiirlich sehr kompliziert. Der Bruch von Festkérpern
hangt von vielen Faktoren ab. Grofie Bedeutung hat die Struktur des konkreten
Materials, die sehr komplex sein kann. Weiterhin sind die d&ufleren Bedingungen wie
z.B. Charakter der Belastung und des Temperaturverlaufs, Oberflicheneftekte u.a.
zu beachten. Reale Materialien beinhalten die verschiedenartigsten Formen von Feh-
lern beginnend mit mikroskpischen und submikroskopischen Defekten und endend
mit groflen Poren und makroskopischen Rissen. Die Beschreibung von Bruchpro-
zessen anhand dieser schwierigen physikalischen Phianomene steht heutzutage noch
am Anfang der Entwicklung. Selbst die Darstallung des makroskopischen konstitu-
tiven Verhaltens der deformierbaren Festkoérper aus vorhandenen mikroskopischen
Theorien ,steckt noch in den Kinderschuhen®. Andererseits ist der makroskopische
Zugang innerhalb der Kontinuumsmechanik zur Bruchmechanik unumganglich, weil
in der praxisnahen Anwendung das Makroexperiment und die damit verbundenen
makroskopischen Gréflen, wie z.B. Ausdehnung und Form, Belastung und Bela-
stungsgeschichte usw. eine entscheidende Rolle in der Antwort auf die Frage nach
»,Bruch® oder ,Nicht Bruch® des konkreten Konstruktionselementes spielen. Deshalb
ist es nur natiirlich, Bruchbedingungen, die kritische Grenzzusténde charakterisie-
ren, im Rahmen der Annahmen der Festkérpermechanik zu formulieren. Es sei
bemerkt, dafl diese Grundannahmen die Ausgangsgleichungen (1), (2) und (3) (hier
im zweidimensionalen Spezialfall) dieser Arbeit zum Resultat haben.
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6.1 Grundgleichungen der Festkorpermechanik

(1), (2) und (3) lassen sich in sehr einfacher und eleganter Weise herleiten [11].
Betrachten wir dazu einen deformierbaren Kérper mit dem Volumen V' und der
Oberfliche S. Der Einfachheit wegen sollen Trégheits-, mikropolare und geome-
trisch nichtlineare Effekte vernachléssigt werden. Der Korper befinde sich im Gleich-
gewicht mit den Volumenkriften F = {Fy, Fy, F53} und den Oberflichenkriften
T = {1}, T3, T5}. Als Gleichgewichtsbeziehung in Lagrange-Form [11] ergibt sich das
Prinzip der virtuellen Arbeit zu (die virtuelle Arbeit der Volumen- und Oberflachen-
krafte verschwindet):

/ / / FidudV + / / T:duidS = 0. (70)

Die Hauptdefinition des deformierbaren Festkorpers ist die des Deformationstensors
eij. Zur Charakterisierung der Deformierbarkeit des Kontinuums in jedem seiner
Punkte bedient man sich der sechs Groflen:

62']‘ = %(um —|— um), Z,] = 1,2,3. (71)

Die entsprechende Differenzierbarkeit der Verschiebungskomponenten w; in (71) sei
natiirlich vorausgesetzt. Es ist klar, dafl (70) wegen des Vorhandenseins von nur
aueren Kriften (F,T) nicht fiir beliebige Variationen du; Giiltigkeit besitzen kann
[11]. Die Konkretisierung dieser Variationen fithrt zur Definition des deformierba-
ren Festkorpers, fiir den im Gleichgewicht die Variation des Deformationstensors
verschwinden soll:

5625 = %(5um —|— 5um) = 0, Z,] = 1,2,3. (72)
(72) ist wie eine Bindungsgleichung zu verstehen, durch die die Variationen du; in
(70) eingeschréankt werden. Durch Einfiihrung des Lagrange-Multiplikators —o;;
1aBt sich jedoch die Beliebigkeit der Variationen du; wiederherstellen. In bekannter
Weise multipliziert man dabei —o;; mit de;;, summiert iiber alle ¢ und j, integriert
das ganze iiber V| addiert das Resultat zu (70) und gelangt somit zur Lagrange-
Gleichung erster Art [34]:

/// FidudV + // T;0w;dS — %/// oii(du; j + duj;)dV = 0. (73)
g s 7

Es ist gut bekannt [23], dal die Lagrange-Multiplikatoren nichts anderes als die Re-
aktionskrafte der Bindungen sind. Somit interpretiert sich der dritte Term in (73)
als virtuelle Arbeit der inneren verallgemeinerten Krafte o;; auf den verallgemeiner-
ten virtuellen Verschiebungen de;; = %(5%’,]' + duj;). Durch Umformung von (73)
unter Anwendung des Gauflschen Integralsatzes erhdlt man [11]:

///(Uim + F;)du;dV — //(O'Z']‘n]‘ —T;)éu;dS = 0. (74)
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mit n = {ny,ny, n3} als Einheitsnormalenvektor zur Oberfliche S. Wegen der Un-
abhéngigkeit der du; ergeben sich die bekannten Gleichungen

Uij,j+Fi:07 = 1,2,3 (75)
fiir das Volumen V und
Oy = Ti7 = 1,2,3 (76)

entsprechend fiir die Oberfliche S. (2) und (3) sind nichts anderes als die zweidi-
mensionale Version von (75) bei verschwindendem F. Die Vertaglichkeitsgleichung
(1) ist eine direkte Folge der Integrierbarkeit von (71) zur Bestimmung der Verschie-
bungen wu; aus dem Deformationstensor ¢;;. Benennen wir o;; mit Komponenten des
Spannungstensors, so ist vollstdndig der Bezug zum Ausgangspunkt dieser Arbeit
hergestellt. Die eben erfolgte Herleitung der Grundbeziehungen des deformierba-
ren Festkorpers diente im Grunde zur Erklérung des wichtigen Umstandes, daf} die
Definition des Deformationstensor am ,,Anfang® der Feskérpermechanik steht. Der
Spannungstenstensor ist als Lagrange-Multiplikator nichts anderes als eine abgelei-
tete Grofle ohne eigene selbstandige Definition. Zur Lésung von Randwertaufgaben
innerhalb der Kontinuumsmechanik sind ohnehin noch die konstitutiven Gleichun-
gen zwischen den Spannungen und Deformation oder zwischen deren Inkrementen
notwendig. Durch diese Gleichungen (z.B. (4) und (21)), die die Eigenschaften der
Deformierbarkeit unterschiedlicher Materialien in invarianter Form charakterisie-
ren miissen, werden die Komponenten o;; letztendlich wieder aus dem Gesamtsy-
stem der Gleichungen entfernt. Die invarianten Materialfunktionen, die in diesen
konstitutiven Gleichungen auftreten, kénnen nur mittels realisierter Losungen der
entsprechenden Randwertaufgaben im Vergleich mit experimentellen Untersuchun-
gen anhand inverser Aufgabenstellungen bestimmt werden. Zum Beispiel sind zur
Ermittlung der in den obigen Kapiteln benutzten Funktion ~(7) fiir sehr grofie 7 eben
Losungen an kritischen Punkten notwendig. Lésungen mit homogenem Spannungs-
und Deformationszustand eignen sich, wie schon festgestellt wurde, dazu nicht. Die
Experimente liefern jedoch nur kinematische Groflen wie Verschiebungen, aus denen
man durch Gradientenbildung die Deformationen bestimmen kann, und keine Span-
nungen. Spannungen sind deshalb nicht ermittelbar, weil die Materialfunktionen
der konstitutiven Gleichungen unbekannt sind und ja erst innerhalb der inversen
Aufgabe bestimmt werden sollen.

Zusammenfassend kann man somit schlufifolgern, dafl der Spannungstensor in der
Festigkeitsanalyse im Vergleich zum Deformationstensor eher eine zweitrangige Be-
deutung besitzt. Die Festigkeit eines deformierbaren Korpers ist auf dessen De-
formierbarkeit, die durch e;; charakterisiert wird, zuriickfithrbar. Bleibt die Frage,
inwiefern kritische Versagenszustiande von Festkoérpern im Rahmen von Deforma-
tionskriterien definierbar sind.

6.2 Spannungszustandsabhingige Deformationskriterien in
der Festkorpermechanik

Um in der eben formulierten Frage Klarheit zu schaffen, kénnen wir uns zum Teil
des Spannungstensors bedienen, auch wenn er nur Lagrange-Multiplikator ist. Fir
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nichtpolare Medien hat dieser symmetrische Eigenschaften (o;; = ¢j;), womit die

auf die Vergleichsspannung o, = %T bezogenen Hauptspannungen oy, oo und oj

darstellbar sind in der Form [11] (7 = 1/£5,;5;; ist natiirlich die anfangs definierte
Oktaederspannung.):

oo = h+ % cos(w)
oy = h+ %COS(CJ— %”)
o3 = h+ %COS(CJ — 4%) (77)

Es sei bemerkt, dafl die Gleichungen (77) unabhéngig vom jeweiligen Materialver-
halten Giiltigkeit besitzen. Sie stellen nichts anderes als die Eigenwertwurzeln der
kubischen Determinantengleichung des symmetrischen Spannungstensors im ,,casus
irreducibilis® dar. In (77) sind mit h = V2o (0 = %t wie anfangs definiert!) und

37 37
w = £ arccos % jeweils der Constraint-Faktor [35] sowie der Ahnlichkeitswin-

kel des Spannungsdeviators (5;; = 0;; — 0d;;) auf der Oktaederflache [11] bezeichnet.
h fand schon oft in Arbeiten zur Ubertragbarkeit kritischer Bruchparameter von
Probengeometrien auf Bauteile Anwendung [35, 36, 37]. In [38] benutzt man h als
Parameter zur Charakterisierung des Spannungszustandes innerhalb konstitutiver
Gleichungen.

Analysieren wir die Deformationen im ebenen Verzerrungszustand (EVZ) anhand
der Deformationstheorie (4). Im EVZ sind h und w nicht unabhéngig voneinander.
h berechnet sich aus w mit Hilfe von

h = 2K sin (w + %) (78)

Ks ist natiirlich das oben definierte Verhéltnis von Kompressions- und Schubmodul.

Fiir den EVZ ergibt (4) anhand von (77) und (78)

Crp = 61(;7) [sin(20 —w + §) 4 cos(2a + w + §) + 13 sin(w + )]
Cpy = 61(;7) [sin(20 —w + L) 4 cos(2a + w + ) — 2v/3 sin(w + z)]
Coy = 6787 [cos(2a —w + §) —sin(2a + w + )] (79)

Der in (79) auftretende Winkel o definiert die Lage der beliebigen Koordinatenach-
sen (x,y) beziiglich der Spannungshauptachsenrichtungen 1 und 2 (siehe Bild 20!)

und ist bestimmbar aus tan(2a) = 2% _ T linear elastischen Spezialfall steht

i und innerhalb der Annahmen der ];T;styiyschen Asymptotik der Fliefitheorie steht
74" (entsprechend natiirlich fiir die Inkremente) in (79) anstelle von v(7). Aus (79)
ist augenscheinlich, dafl zur Abschéatzung der Deformierbarkeit und, wie oben fest-
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gestellt, damit auch der Festigkeit im (isotropen!) EVZ die Kenntnis einerseits von

a und w, die in kritischen Punkten mit
singuldaren Spannungen und Deforma-
tionen endliche Werte annehmen, und
i andererseits von 7 notwendig. Dabei
y [Hauptachse 2 wirkt 7 wie eine Amplitude und die
beiden anderen Parameter kénnen als

Phasenwinkel interpretiert werden. So-

mit charakterisiert 7 die ,Grofle und

Ausdehnung® sowie o und w beschrei-

ben die ,,Form“ der Deformierbarkeit.

o ¢ Betrachten wir die in den vorigen Ka-
piteln erstellten Losungen von Rand-
wertaufgaben an kritischen Punkten in
Form der Eigenfunktionsentwicklungen
(45) oder auch (68) und (69) (jeweils
Bild 20: Die Lage der Koordinatenach- einschlieBlich dogg). Setzt man diese
sen (z,y) Entwicklungen in die Formeln fiir 7, «

und w ein, so bemerkt man fiir den EVZ

>

Hauptachse 1

folgende Moglichkeiten:

Ist Ay, die Wurzel von (42) mit dem kleinsten Realteil oy > —%, reell (A = o) und
einfach, dann wird der Wert der Amplitude 7 und damit auch aller Komponenten des
Deformationstensors in unmittelbarer Nahe (£ &~ 0, & ~ 0) des zu beobachtenden
Punktes nur von dC oder nach mehreren Belastungsschritten von der Summe der
dC'y eines jeden Lastinkrementes also von C; dominiert. In o und w kiirzt sich C'; im
Grenzwert fiir kleine £ und & aus der Beziehung. Die anderen C; (¢ > 1) haben ohne-
hin wegen der Diskretheit der A; im betrachteten Punkt keinen Einflufl auf o und w.
Somit bleibt hierbei, wenn keine geometrischen Verédnderungen, die die Rand- und
Ubergangsbedingungen (30) und (31) vielleicht infolge von auftretenden Kontakt-
bedingungen modifizieren kénnten, die Form des Deformationszustandes und somit
auch des Spannungszustandes wahrend der gesamten Lastaufbringung unverandert.
Das folgt aus der Zerlegharkeit des lokalen nichtproportionalen Belastungsanteils der
asymptotischen Gleichungen in die Eigenfunktionen fiir inkrementell proportionale
Trajektorien [18]. Kritische Versagenszustdnde kénnen somit durch kritische Werte
von (; beziiglich konkret realisierter o und w definiert werden.

Ist A reell und mehrfach oder konjugiert komplex, dann wird 7 in Singularitdtsnahe
durch mehrere C;-s’ ,,beherrscht“. Fiir einen Interface-Rif} sind dies C und C5. «
und w héngen jetzt vom Verhaltnis g—; ab. Auf den Bildern 21 bis 24 sind die
Verteilungen von tan(«) und cos(3w) in Interface-Rifispitzenndhe (£, = 1) der oben
betrachteten ,echten® Interface-Riflprobe jeweils im Vergleich mit und ohne Beriick-
sichtigung der Asymptotik bei vorausgesetztem linear elastischen Materialverhal-
ten dargestellt. Natiirlich sind die Unterschiede zwischen herkémmlicher Finite-
Elemente-Losung und des wirklichen asymptotischen Verhaltens deutlich erkennbar.
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Andererseits begreift man leicht, dafl sich die Bilder 21 bis 24 fiir linear elastische
Deformationen nicht verdndern, wenn die &uflere Zugbelastung der Probe bei gleich-
bleibenden kinematischen Bedingungen wertmafig beliebig variiert wird. Lat man
hingegen Plastifizierungen nach der Flieitheorie zu, so verdndert sich wegen der
Trajektorienabhangigkeit von €y und 5 [18] mit der Entwicklung plastischer Defor-
mationen bei steigender Last das Verhéltnis g—;, womit sich «, w und damit auch die
y,Form* des Deformationszustandes modifizieren. Kritische Bruchkennwerte von C
und C5 kénnen somit anhand von o und w quantitativ spannungszustandsabhangig

spezifiziert werden.

Es sei bemerkt, daf} der eben beschriebene Zugang zur Ermittlung von spannungs-
oder deformationszustandsabhangigen Bruchcharakteristiken véllig unabhéngig da-
von ist, ob im konkret betrachteten Fall ein singulares Verhalten der Spannungen und
Deformationen vorlag oder nicht. Auch in vergleichbar vollig unkritischen Punkten
des Festkorpers, z.B. im Inneren eines Gebietes mit konstantem, d.h. homogenem,
Materialverhalten, ist es méoglich, die oben beschriebenen asymptotischen Entwick-
lungen zu erstellen. Natiirlich bleiben die oben gezeigten Invarianzeigenschaften der
Steifigkeiten auf £ = & erhalten. Ausgehend von modifizierten Bedingungen (30)
und (31) (Stetigkeit der Verschiebungen sowie Normal- und Tangentialspannungen
beim Ubergang von # = 7 nach = —7) kann man entsprechende Eigenfunktionen
ermitteln. Der Unterschied zur singularen Asymptotik besteht darin, dafl A; die
Null ist. Die Dominanz der ersten Eigenfunktion und damit C'y in 7, a und w bleibt
erhalten. Im singuléren Fall ist 7 werteméfig nicht bestimmbar. Deshalb sind Fe-
stigkeitsaussagen nur iiber die C;-s” moglich. Fiir nichtsingulédre Punkte konnen diese
genauso verwendet werden, man berechnet sie jedoch nicht, weil 7 wegen Ay = 0
endlich wird und auch ohne asymptotische Analyse bestimmt werden kann. Insofern
ist auch der Bezug zu den klassischen Festigkeitshypothesen von Coulomb und von
Mises [39] fiir isotrope Festkorper, in denen im Grunde kritische 7—Werte fiir das
Versagen verantwortlich sind, hergestellt.
Die ,Starke® der C;-s’ liegt in ihrer integralen Aussage beziiglich des Deformations-
verhaltens fiir den gesamten Winkelbereich von . Sie werden bestimmt aus den
Ci-s” anhand von (66). Dabei gilt fiir sehr kleine Werte von &p:

Cy ~ Mf_(aﬁ—%) (keine Summation tiber i!)

¢ K S0 e

Wie schon oben erwdhnt, sind die K;; in (66) von den Integralen (iiber die Pro-
dukte der Ausgangseigenfunktionen) gy abhéngig. g¢i kann als lokale ,Deforma-
tionsmetrik® interpretiert werden. Die noch ndtigen Werte der C;-s” berechnen sich
wiederum mit Hilfe von Integralen iiber den gesamten Winkelbereich aus (62) und
entsprechend aus (64), wenn die Losung auf & = & vorliegt. Die C;-s” der hoheren
Eigenfunktionen mit : = 3,4, .. kénnen &hnlich den ,héheren Momenten® in der
Wahrscheinlichkeitstheorie bei Bedarf infolge nicht ausreichender Identifikation der
kritischen Zustidnde durch C; und Cy zur weiteren Charakterisierung des konkret
realisierten Deformationszustandes Verwendung finden.
Somit sind die Koeffizienten der Eigenfunktionen C; sehr gut zur Abschétzung der
Festigkeit geeignet. Entsprechen sie realisierten Versagenszustanden, dann kénnen
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sie als Bruchkennwerte verwandt werden. Auf ihrer Grundlage sind jedoch nur
Aussagen fiir vergleichbare Spannungszustédnde, die durch a und w charakterisiert
werden, méglich. Daher ist z.B. einleuchtend, dafl vom Bruch eines Zugstabes unter
einachsiger Belastung nicht auf das Versagen z.B. eines zugbeanspruchten Interface-
Risses schliefibar ist, weil fiir beide Félle v6llig verschiedene Eigenfunktionen das
lokale Deformationsfeld auszeichnen. Kritische Parameter kénnen im Grunde nur
aus dem Vergleich von Experiment mit numerischer Realisierung der entsprechenden
Randwertaufgabe bei Beriicksichtigung der spezifischen lokalen Asymptotik, voraus-
gesetzt das konstitutive Verhalten ist identifiziert, bestimmt und im Anwendungsfall
bei ,wiedergefundenen® o und w zu Voraussagen verwandt werden. Die Definition
konkreter Bruchkenngrofien zur exakten Abschéitzung der Festigkeit von deformier-
baren Korpern fiithrt somit zur Frage nach der Genauigkeit mit der auf der Basis
von Festkorpermodellen (oder auch anderen Annahmen) das wirklich reale Deforma-
tionsverhalten approximiert werden kann. Ist diese Frage im konkreten Fall gel&st,
dann folgen die Bruchkennwerte aus der dazugehorigen asymptotischen Analyse.

7 Ausblick auf erweiterte Aufgabenstellungen

Im Falle dreidimensionaler Problemstellungen bleiben die eben festgestellten Tatsa-
chen natiirlich erhalten. Die Erstellung der entsprechenden Eigenfunktionen gestal-
tet sich hierbei natiirlich schwieriger. Fiir einfache Defektkonfigurationen innerhalb
des dreidimensionalen Koérpers ist z.B. eine Aufspaltung der Aufgabenstellung in den
gerade betrachteten EVZ und Antiplane strain [40] moglich. Somit sind asympto-
tische Analysen sowohl fiir den EVZ als auch fiir den Antiplane strain notwendig.
Die Beziehung (78) verliert ihre Giiltigkeit und anstelle von (79) treten folgende
Gleichungen fiir die Hauptdehnungen ey, e; und es:

e; = @gﬂ(\/ﬁhlg + 3 cos(w))
ey = —ﬁgm(\/ﬁhl@ —3cos(w + %))
€3 = %(\/ﬁhl@ —3cos(w+ §)). (80)

In (80) ist wiederum der Amplitudencharakter von 7 bzw. ~(7) ersichtlich. Die Para-
meter zur Charakterisierung des Spannungs- und Deformationszustandes sind & und
w sowie die Richtungskosinusse, die die Lage der Hauptachsen im dreidimensionalen
Raum definieren. Somit bleibt die Spezifik der Gleichungen (79) auch fiir den kom-
pletten dreidimensionalen Deformationstensor erhalten, weil dessen Komponenten
in beliebigen Koordinaten durch eine lineare Transformation aus (80) hervorgehen.
Die Erweiterung des hier dargelegten Konzeptes auf geometrisch nichtlineare Auf-
gabenstellungen 148t sich mit Hilfe des schon erwéhnten inkrementellen Variations-
prinzips von Washizu verwirklichen [19].

Prinzipielle Schwierigkeiten, die etwa die Applikation der beschriebenen Vorgehens-
weise sehr behindern kénnten, treten auch bei Einbeziehung anisotroper Materialei-
genschaften nicht auf. Natiirlich sind dann die anfallenden Beziehungen wegen der
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fehlenden Identitat von Hauptdehnungs- und Hauptspannungsrichtungen viel kom-
plizierter. Andererseits erschwert das Vorhandensein materialspezifischer Vorzugs-
richtungen sowohl die Bestimmung der den Spannungszustand charakterisierenden
Parameter als auch die asymptotische Analyse. Beziiglich des asymptotischen Ver-
haltens ergeben sich hierbei interessante, in Bezug auf die Festigkeit, vergleichbare
Aufgabenstellungen. Einerseits wurde kiirzlich gezeigt [41, 42, 43, 44], daf} die Eigen-
funktionen fiir den zweidimensionalen anisotropen Fall &hnlich den hier entwickelten
Eigenfunktionen (43) durch Kosinus- und Sinusfunktionen darstellbar sind. Ande-
rerseits lassen sich die Anisotropien in Anwendung allgemeiner Variationsprinzipien
mit Hilfe der isotropen Eigenfunktionsentwicklungen abhandeln [19]. Im Prinzip
zerlegt man hierbei, analog dem Vorgehen im Rahmen der Flieitheorie, die ani-
sotropen Anteile der asymptotischen Gleichungen in die isotropen Eigenfunktionen.
Der Vorteil dieses Zugangs besteht darin, dafl die so erstellten anisotropen Lésungen
anhand von isotropen Eigenfunktionen in der Festigkeitsanalyse mit den isotropen
Losungen vergleichbar und damit Festigkeitsoptimierungsstrategien im Hinblick auf
die Verwendung anisotroper Materialien méglich werden.
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