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1 Motivation

Eine allgemeine Theorie der Elasto—Plastizitdt bei Annahme grofler Deformationen ist
derzeit noch Gegenstand einer breiten kontroversen Diskussion. Neben Modellen, die auf
phiinomenologischen ad hoc Annahmen basieren! | finden auch Formulierungen die durch
ein gut verstandenes mikromechanisches Bild der Einkristallplastizitdt motiviert sind und
auf einem multiplikativen Split des Deformationsgradienten basieren [19] breite Anwen-
dung.

Andererseits ist ein plastischer Deformationsprozefl auf submikroskopischem Niveau durch
das Verhaltens von Fremdatomen [2], Versetzungen [7, 8, 2Jund Disklinationen [3] cha-
rakterisiert. Im weiteren soll der Versuch unternommen werden, zu skizzieren, in welchem
Sinne sich die Kontinuumstheorie der Gitterdefekte in einer moderne Plastizitétstheorie
niederschlagt.

2 Einige Bemerkungen zur kontinuumstheoretischen
Behandlung elastisch—plastischer Deformationsvor-
gange

Mechanik ist zuerst einmal Geometrie

Die Festkorpermechanik befafit sich bekanntlicherweise mit Deformationsvorgéngen in Fest-
korpern. Deformationen sind trivialerweise gleichzusetzen mit der Anderung der Gestalt
d.h. der Geometrie des Korpers. Jeder Experimentator kann letztlich nur Langen und Win-
kel vermessen. Mechanik ist also zuerst einmal Geometrie. Dem Rechnung tragend sollte
auch der geometrische Hintergrund des Phénomens der plastischen Deformation erhellt
werden.

Bei den weiteren Betrachtungen werden kontravariante GroSen durch den Zusatz * und
kovariante Grofen durch den Zusatz ” gekennzeichnet. Vektoren sind prinzipiell kontrava-
riant, eine detaillierte Darstellung der verwendeten Konventionen findet sich in [15].

Feldtheoretische Behandlung von Gitterdefekten

Es mag auf den ersten Blick als etwas iiberraschend erscheinen, dafl ein Kristall S; eine
innere nichteuklidische Struktur besitzen kann, obgleich er sich im euklidischen Raum R®
(mit der Metrik g°) befindet. Um sich dies zu veranschaulichen, ist es hilfreich sich auf den
Standpunkt eines , inneren Beobachters® zu stellen. Dieser ,innere Beobachter” ist aus-
schlieflich in der Lage die Anzahl der Gitterebenen in den einzelnen kristallographischen
Richtungen zu zéhlen, er sieht §; als Z,. Ein Gitterdefekt wirkt sich fiir ihn so aus, dafl
an Atomen? in unmittelbarer Nihe des Defektes nicht alle kristallographischen Richtungen

!Dieser Zugang findet in vielen kommerziell verfiigharen Finite Element Programmen ausschlieflich
Anwendung.
2Wir beschrinken unsere Betrachtungen auf Bravais Gitter



existieren. Die Anderung des Abstandes zweier Gitterpunkte auf Grund &uBerer Belastun-
gen bleibt fiir ihn dagegen unsichtbar, da er wie gesagt als Mefmoglichkeit nur die Anzahl
der Gitterebenen hat. Uber diese Informationen verfiigt nur ein , dufferer Beobachter“, der
vom euklidischen R? aus, in dem der Kérper S, eingebe’gtet ist (S; C R?), die Abstinde

der Gitterpunkte in den verschiedenen Konfigurationen ®,(S;) C R* zu den Zeitpunkten
t miteinander vergleichen kann.

Da ein Kristall eine diskrete Anordnung von Gitterpunkten ist, ist eine diskrete Geometrie
erforderlich, um die geometrischen Verhéltnisse, die die beiden , Beobachter® vorfinden,
exakt beschreiben zu konnen. Die Beschreibung eines Festkorpers macht letztlich nur vom
Stand eines , dufleren Beobachters“ Sinn, der allerdings nur verschwommene Informationen
iiber die Defektstruktur besitzt, und fiir den die Abstédnde der Gitterpunkte klein gegen
die Abmessungen des Festkorpers sind. Das addquate Modell ist folglich ein Kontinuum,
das ,folkloristisch“ ausgedriickt aus dem diskreten Modell durch einen Grenziibergang der
Gitterkonstante ~» 0 unter Beibehalt der kristallographischen Richtungen an den Gitter-
punkten und der Dichte p entsteht.

Der ,,innere Beobachter” sieht jetzt eine affine Riemann’sche Mannigfaltigkeit {Q V. I:}
[16] deren geometrischen Eigenschaften durch die Riemann’sche Metrik G und die affine
Konnexion V beschrieben werden. Der Einflufl topologischer Defekte geht dann iiber V
ein. Eine derartige Interpretation wurde erstmals von Kondo [6] und Bilby, Bullough, Smith
[1] angegeben. Von den genannten Autoren konnte gezeigt werden, dafl die Cartan’sche Tor-
sion T (der antisymmetrische Anteil von V) geometrisch die Dichte der Versetzungen im
Kristall beschreibt. Nach Krdner [9] fiihrt das Vorhandensein von Punkdefekten (Fremda-
tome, Leerstellen) und nach de Wit [3] auch von Disklinationen zu einem Nichtverschwinden
der Riemann’schen Kriimmung R von V. In [10] wird V in diesem Fall als ,,nicht metrisch“
(sprich nicht vertriglich mit der Metrik G auf {G, V,Z;}) bezeichnet, und in [11] wird ge-
zeigt, dafl es gleich bedeutend ist, eine Verteilung von Punktdefekten durch eine ,innere
Metrik* G #* G zu charakterisieren.

Vom Standpunkt des ,,duleren Beobachters® steht zur Beschreibung der Zwischenkonfigu-
ration Z,3 letzlich nur die Metrik &J*gb zur Verfiigung. Es erscheint als naheliegend diese
Metrik mit G zu identifizieren. Folglich kann eine defektbehaftete lokale Zwischenkonfigura-
tion geometrisch als affine Riemann’sche Mannigfaltigkeit {&)*g", G T, .} charakterisiert

werden. Interessanterweise fiihren die bisherigen mikromechanischen Betrachtungen zu den
gleichen Ergebnissen wie eine geometrische Analyse des Begriffes der Inkompatibilitét [16].

Geometrische Analyse des Kontinuumsbegriffs

Es diirfte unbestritten sein, dafl ein Festkorper B als eine Punktmenge B C R? eingebettet
in den euklidischen Raum R?® betrachtet werden kann. Um B als Kontinuum betrachten
zu konnen, mufi zu jedem Punkt X € B eine Umgebung U(X) mit X € U(X) und
U(X) C B existieren. Um zwei Punkte X € B,Y € B in diesem Kontinuum unterscheiden

3Letztlich ist der Begriff Zwischenkonfiguration nur ein anderer Ausdruck fiir das Bild, das der ,,innere
Beobachters“ vom Festkorper gewinnen kann.



zu kénnen, miissen Umgebungen U (X),U(Y') existieren mit U(X)NU(Y ) = (. Diese
fiir ein Kontinuum wiinschenswerten Eigenschaften machen B zu einem Hausdorff Raum
[15]. Wenn fir jeden Punkt X € B eine Umgebung U(X) existiert, die bijektiv auf eine
offene Teilmenge des R® abgebildet werden kann, so sagt man, B besitzt die Dimension
3. Derartige Abbildungen bilden dann ein lokales Koordinatensystem?®. Die Menge der
zuldssigen Koordinatensysteme (oder Karten) werden auch als Atlas bezeichnet.

Wenn in jedem Punkt zwischen den Karten des zugehorigen Atlanten k—fach stetig diffe-
renzierbare Koordinatentransformationen (genauer C*-Diffeomorphismen) existieren, die
orientierungserhaltend (Jacobi-Determinate > 0) sind, so heifit B eine 3-dimensionale
C*—Mannigfaltigkeit [13][15]. Eine 3-dimensionale C*°~Mannigfaltigkeit sieht folglich lokal
wie der R? aus.

Dieser geometrisch motivierte Kontinuumsbegriff beinhaltet letztlich alle Voraussetzun-
gen um den oben formulierten Ubergang vom Kristallgitter zum Kontinuum vollziehen zu
konnen. Der eher klassische Zugang von Scherzer [17]:

»Es sei die Konfiguration eines dreidimensionalen kontinuierlichen Mediums (Festkorper
IC) dadurch gegeben, daf jedem Teilchen die drei Zahlen X', X2 X3 zugeordnet werden.
X'4d X', X?+dX?, X3+dX? charakterisiert ein dem Teilchen X', X?, X3 unendlich nahes
Teilchen. Der Ort der Teilchen dieser Konfiguration, die wir als Referenz— oder Ausgangs-
konfiguration B bezeichnen wollen, sei anhand des Radiusvektors X € R® (dreidimensio-
naler euklidischer Vektorraum) in der Form

X = X(X' X% X%

gegeben. Freilich setzen wir die Stetigkeit und Differenzierbarkeit (im notwendigen Umfang)
von X (X1, X2 X3) voraus. Die Zahlen X', X? und X3 bezeichnet man als die materiellen
Koordinaten eines Teilchens in B. ...“ ist nur dann richtig, wenn B eine 3-dimensionale
C*-Mannigfaltigkeit ist. So beinhalten beide Zugénge also das gleiche Kontinuumsmodell.
Der geometrische Zugang hat allerdings den Vorteil, dafl es sofort offensichtlich ist, dal B
zumindest lokal die geometrischen Eigenschaften® des R® besitzt, d.h. eine 3-dimensionale
C*>°—Mannigfaltigkeit B ist zugleich eine 3—dimensionale affine Riemann’sche Mannigfal-
tigkeit {G”,V, B}.

Die affine Konnexion V des R® ist bekanntlicherweise torsionsfrei (7" = 0) und flach
(R = 0)5, d.h. eindeutig bestimmt durch die Riemann’sche Metrik G’, so daf es na-
heliegend ist einen physikalischen Kérper als Riemann’sche Mannigfaltigkeit {Gb, B} zu
charakterisieren. In diesem Fall gehort auch ein (beliebiges) raumfesten Koordinatensy-

“Das heiBt letztlich nichts anderes, als daB der Punkt X € B mit seinen Koordinaten { X', X2, X3} ¢ R?
identfiziert werden kann.

5Der R® besitzt eine Riemann’sche Metrik G* und eine affine Konnexion V.

D.h. die mit V verbundenen Christoffel Symbole I'4 . geniigen der Beziehung

0Gep  0Gpp OGpc
2G AT Do = -
ABIDC = 55t HxC T gxB

womit wir wieder in der klassischen Differentialgeometrie angekommen wiiren.



stem zu den zulissigen Koordinatensystemen, und es ist moglich die Bewegung’ ®;(1B) in
selbigen zu beschreiben.

An dieser Stelle mag sich mancher fragen, ob es denn wirklich erforderlich ist, den Begriff
einer affinen Riemann’schen Mannigfaltigkeit einzufithren, wenn letztlich ein physikali-
scher Kérper doch auch nur in klassischer Weise [17] beschrieben werden soll. Das Problem
liegt in der Defektstruktur des betrachteten Festkorpers begriindet. Wie auf Seite 1 skiz-
ziert wurde, sieht der ,innere Beobachter* eine affinen Riemann’schen Mannigfaltigkeit
{‘i)*gb,gb,’l' ,Z,}, wihrend wir nur einen gewdhnlichen physikalischen Korper {G”, B}
wahrnehmen konnen. Beiden Konfigurationen ist jedoch gemeinsam, dafl es sich bei ih-
nen um 3-dimensionale C*—Mannigfaltigkeiten handelt und folglich die Beziehungen der
analytischen Geometrie [13] fiir beide giiltig sind.

Geometrische Grundlagen der Kinematik

Die grundlegenden kinematische Grofen Geschwindigkeit V¥ und Beschleunigung A sind
bekanntlich vektorielle Grofen. Ein Korper stellt dagegen eine Punktmenge B C R?
mit speziellen, eingangs diskutierten Eigenschaften dar. Die Bewegung von B im R®
ist trivialerweise eine einparametrige Familie (Parameter ¢) von eineindeutigen glatten
(C',1 > 2 beziiglich t) Abbildungen

®,(B):B— S, C R

S, wird auch als Momentankonfiguration bezeichnet. Stellt man sich auf den Standpunkt,
dafl der Korper zum Zeitpunkt ¢ = 0 undeformiert (und in seiner Ausgangslage befind-
lich) sei, so kann man B mit 8y identifizieren und spricht hier von der Ausgangskonfi-
guration. Betrachten wir einen Punkt X € B, so beschreibt er folglich eine Bahnkurve
x(t) := ®x(t)€S; im R’. Die Geschwindigkeit diese Bewegung ergibt sich zu

dx(t) d

V*ist der Tangentialvektor an die Raumkurve (t). Die Tangentialvektoren an alle durch
X hindurchgehenden und in einer Umgebung von X vollstéindig in B gelegenen Kurven,
spannen dann den Vektorraum (Tangentialraum) Tx B auf, mit

Vvﬁ S TxB.

Beschreibt man die Bewegung im 7T'x B, so spricht man auch vom Lagrange’schen Zugang.
Analog existiert auch der Tangentialraum T;S; in dem der Geschwindigkeitsvektor

vt = V! (@;I(w))

(Euler’scher Zugang) enthalten ist. Zwischen den Vektoren (und natiirlich letztlich auch
den Tensoren, vgl. [13][15]) aus Tx B und T3S bestehen, induziert durch der Bewegung

"Der hier verwendete Bewegungsbegriff beinhaltet translatorische, rotatorische und deformatorische
Anteile.



®, die Abbildungsvorschrften
& : TS — Tx B (pull back) und ®, : TxB— T3S, (push forward),

in denen der Deformationsgradient
0P,

0X

die zentrale Rolle spielt. Eine detailierte Darstellung ist z.B. in [13][15][4] zu finden, so dafl
wir uns hier auf diese eher einleitenden Bemerkungen beschrinken kénnen.

Schon aus diesen wenigen Bemerkungen ergeben sich zwei fiir die Beschreibung einen phy-
sikalischen Korpers sehr interessante Aspekte.

F .=

1. Ist die Momentankonfiguration S; mit der Riemann’schen Metrik g’ (g’ sei die Metrik
des physikalischen Raumes) ausgestattet, d.h. existiert fiir jeden Punkt & € S; ein
symmetrischer kovarianter Tensor 2. Stufe g’ mit den Eigenschaften

g’ (uf, vt) = g’ (vh, uf); ut, vt € T,8,

g’ (uf, u?) > 0; 0 # uf € TSy,
so ist die Metrik der Ausgangskonfiguration B die Riemann’schen Metrik C” := ®*g’
(rechter Cauchy—Green Tensor). Gleichzeitig ist auf diese Weise ein Skalarprodukt
(uf, v*) = g’(uf, v*) auf TS, definiert.

2. Die Bewegung ®, kann ohne weiters in Teilbewegungen <I>t, <I> unter Einfﬁhrung einer

szschenkonﬁgumtzon Z, aufgespalten werden &, = <I' o(I' mit <I> B — It und
@ :Z; — &;. Wenn man den Tangenma]raum T€It definiert als T¢Z,; := <I>*tTXB

b
oder gleichbedeutend T¢Z; := <I> *TxS; mit @, = <I>*to¢'*t und ®*, = o= to<I>*t SO
hat man den multiplikativen Split [19] realisiert, ohne ,plastische® oder ,elastische*
Deformationsgradienten einfithren zu miissen

Die Geometrie defektbehafteter Kontinua

Identifiziert man die Zwischenkonfiguration mit dem Bild das der ,,innere Beobachter* von
Seite 1 sich von dem Festkorper macht, so sieht man, daf die geometrischen Eigenschaften
der Ausgangskonfiguration durch

b
c, ¢ =&¢ &7
und der Momentankonfiguration durch
g, b =30 OT

pb p —e e
beschrieben werden. Hierbei enthalten C , ®*7T bzw. b’ ,®,7 die iiber die innere De-
fektstruktur verfiigbaren Informationen, es erscheint deshalb auch sinnvoll, sie als interne

bt



pb —e
Varlablen im Slnne der rationalen Thermodynamik zu betrachten. Im Gegensatz zu C’ b’

haben i’ T, <I>*T keine Entsprechung in der klassischen Plastizitéatstheorie [14], so dafl die-
se Terme bei den weiteren Betrachtungen aufler Acht gelassen werden sollen.

Der hier verwendete geometrische Zugang fithrt zu der, bei oberflichlicher Betrachtungs-
weise vielleicht etwas verwirrenden Aussage, dal im Verlauf der betrachteten Bewegung,
die Metrik C° der Ausgangskonfiguration B einer Verinderung unterliegt, wogegen die
Metrik g° der Momentankonfiguration S; unbeeinflufit bleibt. Wie bereits auf Seite 4 be-
merkt, wird tiblicherweise die Ausgangskonfiguration mit der Momentankonfiguration zu
Beginn des betrachteten Prozesses (t = 0) identifiziert B = 8, B besitzt dort die Metrik

G = * g’. Folglich kann z.B. die Anderung der Metrik von B, E’ := 1 (C’b — Gb)
lt=0 2

(Green’scher Verzerrungstensor) als Deformationsmafl herangezogen werden. Geht man
nun von der Lagrange’schen Betrachtungsweise zur Fuler’schen iiber, ergibt sich der Al-

-1
mansi’sche Verzerrungstensor €’ := ®,E’ = % (gb — bb> (btj = ®,G* linker Cauchy—

Green Tensor) als Deformationsmafl auf der Momentankonfiguration. Diese Deformations-
mafle finden jedoch keinen Eingang in die weiteren Betrachtungen, da eine Formulierung
in diesen Groflen dquivalent zur origindren Formulierung in den geometrischen Groflen ist.

Rationale Thermodynamik

Das grundlegende Postulat der rationalen Thermodynamik ist die Annahme, dafl das kon-
stitutive Verhalten eines Korpers dergestalt ist, dafl keine Prozesse in selbigen ablaufen
konnen die im Widerspruch zum 1. Hauptsatz®

c(lit/p [e+;(v } dv /p ) +s dv+/ +h} da (2.1)
St 8$t

(p— Dichte; e— spezifische innere Energie; v*— Geschwindigkeit; r*~ Oberflichenlasten;
I*~ Volumenlasten; s— spezifische Wirmeproduktion; h— Wirmestrom senkrecht zu 0S;)

> - +

(¥— absolute Temperatur; 7— spez1ﬁsche Entr0p1e) der Thermodynamik stehen [20]. Mit
Einfiihrung der spezifischen freien Energie 1)

Y i=e—1un
gehen (2.1,2.2) bei 9 = const. iiber in die Clausius—-Duhem Ungleichung fiir isotherme

Prozesse p
%/p [1/1—1— ] dv—/p dv—/(rﬁ,vﬁ>da§0. (2.3)
S Sy

8Hier formuliert fiir thermomechanische Prozesse



Wendet man nun (2.3) auf einen Korper an, wie er auf Seite 5 beschrieben wurde, so
ist klar, daB8 die spezifische freie Energie 1 von der Metrik g’ und internen Variablen k

(k steht fiir le;_lb und andere, bisher nicht niher spezifizierte interne Variable) abhéngig
ist

V=g k). (2.4)
An dieser Stelle sei darauf verwiesen, dafl interne Variable keine unabhéngigen thermody-
namischen Zustandsgrofien sind, sie selbst héngen von den thermodynamischen Zustands-
groflen iiber noch néher zu spezifizierende konstitutive Beziehungen ab.
Da die skalare Beziehung (2.3) universelle Giiltigkeit haben soll, mu8 sie insbesondere auch
invariant gegen beliebige Wechsel des Bezugssystems sein. Nach einigen Umformungen, wie
sie z.B. in [13][15] zu finden sind, kann man nun zeigen, daff diese Invarianzeigenschaften
dann und nur dann vorliegen, wenn folgende Beziehung V&° erfiillt ist

d 1 1
/Kdtp—kp dz’v’uﬁ> <§£—|—’vﬁ,€>—l— (pg—aﬁ>:£§gb—aﬁ:wz+(p(aﬁ—lﬁ)—divaﬁ,é) dv<D;
St

(0%~ Cauchy’scher Spannungstensor; a’— Beschleunigung, Eggb, L¢k— Lie-Ableitung von
g’ bzw. K; wzf Spin) D¢ wird auch als Dissipation bezeichnet, darunter wird die durch
die Anderung der inneren Variablen dissipierte frei Energie verstanden. Folgt man nun der
Standardargumentation, daf fiir reversible Prozesse (D = 0) in (2.3) das Gleichheitszei-
chen gelten soll, kann man obige Gleichungen auch als

SfK%p+pdivvﬁ)(%£+vﬁ,£)+<pggb—%Uﬁ):ﬁggb—aﬁ:wg+(p(a”—lﬁ)—divaﬁ,ﬁ) dv=0
_ oY
Dg = —Sft[p anﬁgli}d’v Z 0

(2.5)
formulieren. Geht man nun davon aus, daf§ diese Uberlegungen nicht nur V& sondern auch
fiir alle Teilgebiete A von S; (A C S;) gelten sollen, so ist obige Forderung identisch mit

%p—i— p divv® = Massenbilanz

ol =2p g;/}b Doyle-FEricksen Formel

o! symmetrisch Drehimpulsbilanz (2.6)
plat—1*)—divet = 0 Impulsbilanz

D:=—p g—ﬁﬁvm >0 Dissipationsungleichung

9¢ ist die Geschwindigkeit mit der der Bezugssystemswechsel vollzogen wird

7



3 Ein einfaches Modell zur Behandlung elastisch—pla-
stischer Deformationsvorginge

Anliegen ist es, ein Modell zur Behandlung elastisch—plastischer Deformationsvorgéinge
im Rahmen einer FlieStheorie bei Vorliegen grofler Deformationen zu entwickeln, das der
klassischen Plastizitdtstheorie [14] moglichst nahe ist. Es wird sich im weiteren erweisen,
daf dies auf der Basis eine spezifischen Freien Energie geméf (2.4) mit der vereinfachten
Struktur

U= 1e(g’,b") + () (3.1)

(o steht hier fiir einen Satz interner Variabler die Verfestigung, Entfestigung oder was
auch immer beschreiben) und einer Fliefifunktion

y=y(t%,a%),y <0 (3.2)

moglich ist, mit Tt ::—QpOa,ieb, af = pga% d.h. ‘T‘ﬁ, a' sind die zuibeb , o, arbeitskon-
ob

jugierten Grofien.

Wobei im Spezialfall

gilt

(1% := Jo*~ Kirchhoff’scher Spannungstensor; J := (F'); po := pJ— Dichte

der Ausgangskonfiguration ) .
Die Dissipation aus (2.6) nimmt nun, wie man leicht iiberpriifen kann, die Form

T = SFLb —ati L, >0 (3.3)
an. Geht man davon aus, dafl das Postulat der maximalen Dissipation (Drucker—Postulat):
Bei Erreichen der Fliefigrenze (y=0) stellen sich die Spannungen und die internen Varia-
blen fiir jeden Deformationszustand so ein, daf$ die Dissipation mazximal wird. Im elasti-

schen Bereich (y<0) dagegen verschwindet die Dissipation [18].

fiir das betrachtete Material giiltig ist, so erhdlt man durch Losen des zum Drucker—
Postulat dquivalenten Extremwertproblems mit Nebenbedingungen

D. ~ mac.
|y =0

8



die Evolutionsgleichungen

b oy Oy .
Lb” =22
. Odal: Oy .
Loat =M ¢ = pos g (3.4)

A >0, \y =0,y konvex

deren algorithmische Behandlung im néchsten Abschnitt ndher diskutiert werden soll.

4 Aspekte der numerischen Behandlung

Variationsformulierung

Die Variationsformulierung fiir isotherme, stationdre Probleme

/aﬁzel’éu dv = /p(lﬁ,£ﬁ> dv +/<rﬁ,£ﬁ> da (4.5)
St St

0S¢

mit sbgu = % (gradéii + (grad £ﬁ)T) ergibt sich unmittelbar aus der Variation (2.5) des
1.Hauptsatzes (2.1) bei Beschrankung auf isotherme, stationére Prozesse unter Anwendung
des Satzes von Gauss. Selbstverstéandlich kann man auch von der schwachen Formulierung

der Impulsbilanz in (2.6) ausgehen, um (4.5) zu erhalten. Die konsistente Linearisierung
der nichtlinearen Gleichungen (4.5) ergibt sich dann [13][15] zu

2 drt
/eguu:<(]dgb-gb+a'ﬁ®1>:szn dv = /(p(lﬁ, §ﬁ>—aﬁ:szn> dv +/<rﬁ,£ﬁ> da (4.6)
S, 0S:

St

Auffallend an (4.6) ist, daf hier eine formale Gleichheit zu der entsprechenden Formulierung
bei rein elastischen Materialverhalten besteht. Bei elastisch—plastischen Materialverhalten
héngen die Spannungen jedoch noch zusétzlich von internen Variablen ab. Diese internen
Variablen sind jedoch wiederum abhéngig vom Deformationszustand (vgl. Seite 7), so das
hier folglich die Kettenregel

dr! B ot B ort cib"
dg® 8q" 9g’ dg’

(4.7)

zur Anwendung zu bringen ist.

Numerische Integration der Evolutionsgleichungen

Die Evolutionsgleichungen (3.4) sind nach ihrer Struktur Differential-Algebraische Glei-
chungen vom Index 1 [5]. Ein Standardverfahren zur Behandlung von DAE’s der Struktur

9



(3.4) ist auf Seite 12 angegeben. Bei Anwendung dieses Mehrschritt—Riickwérts—Differen-

zenverfahrens gehen die DAE’s (3.4) in die nichtlinearen algebraischen Gleichungen (4.8)
iiber.

a — k * b
—hfoA2— = —Pun 2 ajq) n—jb n—
Ot j=1 J
k
at, + hﬂo)\nqn =—-d,, Zl Oéjq)*n_jaﬁn—j (4.8)
]:
hBoAny(T4,, @) =0

Zur Losung von (4.8) kann nun das Newton—Verfahren (4.9) verwendet werden, wobei von
der Substitution A\ := hGyA gebrauch gemacht wurde.

—e -, & R
5b" b’ — A2 8yﬁ —i—(IJ*nZaJ@*n b
x .
{TEe} | 6at | =— 24 \egtt + @, Z a;®%,_at,_;
=1
S\ Seyt
mit
“ 2y ¢ '3 N o2 oy €
T+io :% P A R
orT*or [} oT*0a or (4.9)
R € 3 R g€
{TEe} = —Afgflﬁ :?979-5 I+)\5% gt
T
“ 3 4€ e Oy €
3¢ 0y ° ort ¢ 0y ¢
A ort " 0g’ A da Y
und den Startwerten
76[70 k —eb 0 k ~ ~
b _—Q*njgl O[jé*n_jb TL—]’ a,jj :—‘ﬁ*njg CVJQ)*n_]aﬁn_J’ )\0 = An_l-

Die zur Berechnung der materiellen Steifigkeit le; in (4.7) benotigte Grofie db”. - kann nun

wie man leicht sieht durch Losung des linearen Gleichungssystems (4.10) bestlmmt werden

b’ o0 o7t
dg’ ortort  0g°
da! Aaq“ ot
{TEe} | 49 8731 o (4.10)
A 3.0y .ot
dg’ ort g’
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Schlulbemerkungen

Diese Erweiterung des Verfahrens aus [14] auf geometrisch nichtlineare Probleme bietet in
gleicher Weise einen effizienten Weg zur numerischen Berechnung der Spannungen, inter-
nen Variablen und auch der konsistenten Steifigkeitsmatrix. Beziiglich Detailfragen sei auf
diesen Artikel und auf [4] verwiesen. Das vorgestellte Materialmodell der finiten Elasto—
Plastizitdt baut auf einer geometrischen Interpretation von Elementarmechanismen der
Plastizitat auf. Unter Voraussetzung der Anwendbarkeit der rationalen Thermodynamik

ergibt sich ein Satz von Gleichungen, der bei Voraussetzung kleiner Deformationen in die
Gleichungen der klassischen Elasto—Plastizitét {ibergeht.

Anhang

Lineare Mehrschrittverfahren zur Behandlung von gew6hnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung

Ein allgemeines implizites lineares k—Schrittverfahren zur Losung des Systems gewhnlicher
Differentialgleichungen erster Ordnung

y=Y(y) (4.1)

hat die Form [12]

Zajyn ]_h‘Zﬁj yn ] ; 060:1, |Oé0’+’ﬁ0’§éo (42)
Die gebrauchlichsten impliziten Mehrschrittverfahren sind das
Adams—Moulton Verfahren

Yo = Y1 = =h Z ﬁ] yn j (43)

mit der Konvergenzordnung p = k+ 1 (k=1 — Trapezregel). Dieses Verfahren ist stabil Vk
[12]. Und das

implizite Riickwirtsdifferenzenverfahren (BDF)

k
> Yy = hAY (y,) (4.4)
=0

mit der Konvergenzordnung p = k (k =1 — Euler rickwiérts). Dieses Verfahren ist fiir
k = 1,2 absolut stabil und fir 3 < k < 6 stabil [12].
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k ﬁo aq ) a3 Qy Qa5 Qg
1 1 -1
2 4 1
2/ 3| 73| 3
gl 6 | 18] 9 | _2
T | ~II | 1T | ~1I
Al 12 48 |36 | _16 | 3
55 | 25 | %5 | "% | 35
= | 60 | 300|300 | 200 75 | 12
137 | ~137 | I37 | ~1I37 | 137 | TT37
6| 60 | 360 | 450 | 400 | 225 | _ 72 | 10
47 | a7 | 147 | ~147 | 147 | — 147 | 147

Diese besonderen Stabilitédtseigenschaften pradestinieren diese Methode insbesondere fiir
sogenannte steife Systeme [12].

Ein BDF—Verfahren zur Behandlung von DAEs vom Index 1
Betrachten wir die spezielle Index 1 DAE

) =Y (y)
0 —AF(y) (4.5)

so ist augenfallig, dafl diese Differential-Algebraischen Gleichungen die gleiche Struktur wie
die Evolutionsgleichungen (3.4) haben. Approximiert man nun diese Gleichungen mit dem
Verfahren (4.4), so erhilt man

k

J

mit A, := hBp\,. Zur Losung dieses Systems von nichtlinearen algebraischen Gleichungen
bietet sich das Newton—Verfahren

BT AR k
1=AGy Y (5.11) [ AT S gy,
; = i=
NGE pe oA AEF (4.7)

mit den Startwerten

k
Y ==Y ay,_;; A=A (4.8)
7=1

an. Interessant ist, dafl hier der Einflul der Schrittweite h scheinbar verloren geht. Hierzu
ist jedoch zu bemerken, dafl bei den hier relevanten stationéiren Prozessen die Belastungen
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inkrementell aufgebracht werden, d.h. die aktuelle Belastung ergibt sich zu f, = n=Res
(fimaa— Maximallast; N— Anzahl Schritte), diese Belastung fithrt zu einem Deformations-

zustand C° = C” n% und bestimmt Y, F,, mit (vgl. (3.4)). Da diese Beziehungen

allerdings nichtlinear sind, kann unmittelbar daraus keine Schrittweite h fiir die hier be-
trachteten Differential-Algebraischen Gleichungen bestimmt werden. Gesagt werden kann

fmax
aber, daf HN
igkeit gibt.

einen Hinweis auf die Schrittweite und somit auf die erreichbare Genau-
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