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Zusammenfassung

The identi�ation of material parameters for elasto-plasti deformation laws ana-

lyzing inhomogeneous displaement �elds in the ase of �nite deformations has be-

en arried out using a nonlinear deterministi optimization approah (Levenberg-

Marquardt method) for a least squares type objetive funtion. The numerial values

for the nodal displaements are obtained by the Finite Element Method.

Based on the multipliative split of the deformation gradient into an elasti and

a plasti part as well as some physially and mathematially useful assumptions, a

thermodynamially onsistent deformation law for �nite elasto-plasti deformations

is formulated. The deformation law represents a system of di�erential and algebrai

equations whih is numerially solved using a generalized one-step time integration

method.

A semianalytial method has been developed to obtain the gradient of the obje-

tive funtion. This method is based on the disretization of the priniple of virtual

work with respet to the material parameters. The required derivatives of integration

point based quantities with respet to the material parameters are determined solving

a system of nonlinear algebrai equations whih is given as the result of an impliit

di�erentiation of the disretized deformation law. The presented integration method

for the deformation law allows a simple and eÆient omputation of the onsistent

material matrix as well as a reliable sensitivity analysis.

The presented algorithms are implemented into the experimental FE-ode PMHP

running on parallel omputers.
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1 Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden die theoretishen Grundlagen f

�

ur die Materialpara-

meteridenti�kation bei �niten elastish-plastishen Verzerrungen, basierend auf der nu-

merishen Analyse experimentell ermittelter inhomogener Vershiebungsfelder, dargelegt.

F

�

ur die L

�

osung des Feldproblems in den Optimierungsshritten wird die Finite-Elemente-

Methode (FEM) genutzt.

Es erfolgt ein

�

Uberblik

�

uber die Herleitung eines thermodynamish konsistenten Deforma-

tionsgesetzes der Elasto-Plastizit

�

at �niter Verzerrungen, das zur L

�

osung des eingebetteten

Anfangswertproblems numerish integriert wird. Anshlie�end werden die grundlegenden

Beziehungen zur semianalytishen Sensitivit

�

atsanalyse bei �niten elastish-plastishen Ver-

zerrungen vorgestellt, die auf den globalen Gleihgewihtsbedingungen (Prinzip der virtu-

ellen Arbeit) und dem lokal ausiterierten Deformationsgesetz beruhen. Die Sensitivit

�

ats-

analyse bildet die Grundlage zur Berehnung der f

�

ur die Anwendung deterministisher Op-

timierungsverfahren erforderlihen Gradienten (Ableitung der Vershiebungskomponenten

nah den Materialparametern).

2 Kinematik �niter elastish-plastisher Verzerrungen

Den Ausgangspunkt der kinematishen Betrahtungen zur Herleitung eines allgemeinen

Sto�gesetzes f

�

ur gro�e elastish-plastishe Verformungen stellt der Deformationsgradient

F mit

F = F

i

I

g

i


G

i

=

�x

i

�X

I

g

i


G

i

(1)

dar [16℄. Er bildet ein materielles, in�nitesimales Linienelement dX von der Ausgangs-

kon�guration in die Momentankon�guration ab und beshreibt damit die Strekungen und

Drehungen, die dieses Linienelement w

�

ahrend der Bewegung erf

�

ahrt.

Bei elastish-plastisher Deformation kann eine sogenannte Zwishenkon�guration de�niert

werden, indem lokal eine �ktive elastishe Entlastung der materiellen Teilhen vorgenom-

men wird [7℄. Mit Hilfe dieser Kon�guration ist es m

�

oglih, eine konsequente Trennung von

elastishen und plastishen Gr

�

o�en im Deformationsgesetz zu erreihen.

Dazu wird die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastishen

Anteil F

e

und in einen plastishen Anteil F

p

genutzt. Aus der angegebenen De�nition der

Zwishenkon�guration wird deutlih, dass sie in der Regel niht kompatibel ist.

1
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Abbildung 1: Ausgangs-, Zwishen- und Momentankon�guration

3 Ein thermodynamish konsistentes Deformations-

gesetz

Den Ausgangspunkt zur Herleitung des Deformationsgesetzes f

�

ur �nite elastish-plastishe

Verzerrungen bildet die Clausius-Duhem-Ungleihung f

�

ur den isothermen Fall in der Aus-

gangskon�guration:

�%

0

_

 +

1

2

T ��

_

C � 0 : (2)

Mit dem Rehts-Cauhy-Green-Tensor C , dem kovarianten, zweistu�gen Tensor C

p

zur

Charakterisierung der plastishen Verzerrungen in der Ausgangskon�guration und einer

internen VariablenA

1

vom Verzerrungstyp soll f

�

ur die freie Energiedihte  deren additive
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Aufspaltung in einen elastishen und einen plastishen Anteil gelten:

 =

�

 

e

�

1

2

[C � C

p

℄

�

+  

p

(A

1

) =

�

 

e

(E

e

) +  

p

(A

1

) : (3)

Dabei ist zu beahten, dass der elastishe Anteil der Energiedihtefunktion origin

�

ar als iso-

trope Tensorfunktion der Invarianten des elastishen Verzerrungstensors

~

E

e

= F

p�T

E

e

F

p�1

in der Zwishenkon�guration zu de�nieren ist

�

 

e

=

�

 

e

�

J

1

(

~

E

e

); J

2

(

~

E

e

); J

3

(

~

E

e

)

�

: (4)

Das plastishe \pull-bak" f

�

uhrt am Beispiel der ersten Grundinvariante J

1

(

~

E

e

) zu folgen-

den

�

aquivalenten Darstellungen:

J

1

(

~

E

e

) =

~

E

e

��

~

G = F

p�T

E

e

F

p�1

�� F

p

B

p

F

pT

= E

e

�� B

p

=

=

1

2

C �� B

p

�

3

2

= J

R1

(C ) �

3

2

=

=

1

2

CB

p

�� I �

3

2

= J

1

(CB

p

) �

3

2

(5)

mit B

p

= C

p�1

. Da analoge Beziehungen auh f

�

ur die Grundinvarianten J

2

(

~

E

e

) und

J

3

(

~

E

e

) gezeigt werden k

�

onnen und einfahe mathematishe Zusammenh

�

ange zwishen den

Grund- und Hauptinvarianten bestehen, folgt aus (4)

�

 

e

=

�

 

e

�

I(

~

E

e

); II(

~

E

e

); III(

~

E

e

)

�

=  

e

(I

R

(C ); II

R

(C ); III

R

(C )) =

=  

e

(I(CB

p

); II(CB

p

); III(CB

p

)) ; (6)

womit die Energiedihtefunktion (3) auh in der nahstehenden Form geshrieben werden

kann:

 =  

e

(CB

p

) +  

p

(A

1

) : (7)

Beim Einsetzen der Zeitableitung von (7) in (2) wird folgender Ausdruk erhalten:

�%

0

(

� 

e

� (CB

p

)

��

_

B

p

C +

� 

e

� (CB

p

)

�� B

p

_

C +

� 

p

�A

1

��

_

A

1

)

+

1

2

T ��

_

C � 0 : (8)

Es ist m

�

oglih, aus der Ungleihung (8) ein hyperelastishes Teildeformationsgesetz zur

Berehnung des 2. Piola-Kirhho�shen Spannungstensors T abzuspalten, f

�

ur das gezeigt

werden kann, dass gilt:

T = 2 %

0

� 

e

� (CB

p

)

B

p

= 2 %

0

� 

e

�C

= %

0

� 

e

�E

e

(9)

Die verbleibenden Terme bilden die plastishe Dissipationsungleihung:
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D

p

= � %

0

(

� 

e

� (CB

p

)

��

_

B

p

C +

� 

p

�A

1

��

_

A

1

)

� 0 : (10)

Mit (9), dem konkreten Ansatz f

�

ur den plastishen Anteil der freien Energiedihte

 

p

= J

2

(A

1

) (11)

und der folgenden konstitutiven Annahme

� = %

0

� 

p

�A

1

=

� (J

2

(A

1

))

�A

1

= GA

1

G (12)

(G stellt den kontravarianten Metriktensor der Ausgangskon�guration dar) kann die Dis-

sipationsungleihung auh geshrieben werden als

D

p

= �� ��

_

A

1

�

1

2

T �� C

p

_

B

p

C � 0 : (13)

� sei die zu A

1

arbeitskonjugierte Variable in der Ausgangskon�guration und soll den

R

�

ukspannungstensor darstellen.

Entsprehend dem Prinzip vom Maximum der plastishen Dissipation wird verlangt, dass

die unbekannten Tensorvariablen so bestimmt werden m

�

ussen, dass D gem

�

a� (10) einen

maximalen Wert annimmt. Vorausgesetzt wird dabei die Erf

�

ullung der Flie�bedingung.

Damit ergibt sih ein Extremwertproblem mit Nebenbedingung in der folgenden Art:

D

p

(�;T ) ! max

� ;T

(14)

F (�;T ) � 0 : (15)

Die notwendigen Voraussetzungen f

�

ur die Existenz eines lokalen Maximums des Optimie-

rungsproblems (14), (15), die sogenannten Kuhn-Tuker Bedingungen, k

�

onnen mit Hilfe

der Methode der Lagrangeshen Multiplikatoren ermittelt werden. Dazu wird folgende

Lagrange-Funktion mit einer skalaren Shlupfvariable y zur Umwandlung der Nebenbedin-

gung (15) in die Gleihheitsbedingung F (�;T ) + y

2

= 0 de�niert:

L = �D

p

(�; T ) + �

h

F (�;T ) + y

2

i

! min (16)

Als Flie�bedingung wird ein f

�

ur gro�e Deformationen modi�zierter Ansatz nah Baltov-

Sawzuk [1℄ verwendet, mit dem es m

�

oglih ist, sowohl isotrope und kinematishe als auh

Distorsionsverfestigung zu ber

�

uksihtigen. Die Flie�bedingung wird in der Momentankon-

�guration formuliert und anshlie�end in die Ausgangskon�guration zur

�

ukgezogen. Der

vierstu�ge Tensor K

4

dient der Beshreibung von Anfangsanisotropien bzw. einer Distor-

sionsverfestigung.
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F =

�

�

T � ��

�

�� K

4

��

�

�

T � ��

�

�

2

3

T

2

F

= 0 (17)

mit

�

T = T �

1

3

(T �� C )B und B = (C )

�1

: (18)

Entsprehend den Kuhn-Tuker Bedingungen f

�

ur das Extremwertproblem (14), (15) werden

die Ableitungen von (16) nah den unbekannten Tensorvariablen T , � und dem Lagran-

geshen Multiplikator � gleih Null gesetzt. Diese Vorgehensweise in Verbindung mit der

Geshwindigkeitsformulierung des hyperelastishen Deformationsgesetzes liefert ein niht-

lineares Algebro-Di�erentialgleihungssystem, dessen L

�

osung u.a. die (16) maximierenden

Spannungen und R

�

ukspannungen sind.

_

T = 2

�

2

 

e

�C �C

��

�

_

C + C

p

_

B

p

C

�

� �T

�F

�T

B � �B

�F

�T

T (19)

_

B

p

= �2�B

�F

�T

B

p

(20)

_

A

1

= ��

�F

��

) _� = G

 

��

�F

��

!

G (21)

_

E

p

v

= �

s

2

3

B

�F

�T

�� B

�F

�T

(22)

F =

�

�

T � ��

�

�� K

4

��

�

�

T � ��

�

�

2

3

T

2

F

= 0 (23)

Die Gleihung (22)

1

f

�

ur die plastishe Bogenl

�

ange wird dem System hinzugef

�

ugt, da z.B.

die isotrope Verfestigung, harakterisiert durh die Entwiklung der Flie�spannung, von

E

p

v

abh

�

angt. Deshalb ist eine Entwiklungsgleihung f

�

ur E

p

v

notwendig.

Nah einigen Umstellungen kann das Algebro-Di�erentialgleihungssystem (19-23) wie folgt

_

T + �

D

4

��

� F

� T

�

1

2

D

4

��

_

C + �

 

T

�F

�T

B + B

�F

�T

T

!

= 0 (24)

_� + � 

� F

��

= 0 (25)

_

E

p

v

� �

s

2

3

B

� F

� T

��B

� F

� T

= 0 (26)

F =

�

�

T � ��

�

�� K

4

��

�

�

T � ��

�

�

2

3

T

2

F

(E

p

v

) = 0 (27)

1

(22) entsteht aus

_

E

p

v

=

q

2

3

B

p

_

E

p

�� B

p

_

E

p

unter Ber

�

uksihtigung von (20).
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bzw. in der verallgemeinerten Form

_

T + �

D

4

��

� F

� T

�

1

2

D

4

��

_

C + �

 

T

�F

�T

B + B

�F

�T

T

!

= 0 (28)

_� + Q

1

(T ;�; �) = 0 (29)

_

E

p

v

+ Q

3

(T ;�; �) = 0 (30)

F (T ;�; E

p

v

) = 0 (31)

dargestellt werden.

4 Numerishe Simulation

Einleitend soll erw

�

ahnt werden, dass bei der numerishen Umsetzung des Deformations-

gesetzes die Koordinaten zweistu�ger Tensoren als Vektoren und vierstu�ger Tensoren als

Matrizen verarbeitet werden.

Das Algebro-Di�erentialgleihungssystem (28)-(31) kann nur mit numerishen Verfahren

gel

�

ost werden. Zuerst erfolgt die Diskretisierung der Gleihungen (28)-(31) nah der Zeit

unter Nutzung des folgenden numerishen Integrationsalgorithmus f

�

ur eine gew

�

ohnlihe

Di�erentialgleihung:

d y

d t

= _y = f(t; y) (32)

y

n+1

= y

n

+ (� f

n+1

+ (1� �) f

n

) � t (33)

mit

� t = t

n+1

� t

n

(34)

und

� 2 [0; 1℄; � =

8

>

<

>

:

0; 0 : Euler vorw

�

arts

1; 0 : Euler r

�

ukw

�

arts

0; 5 : Crank-Niolson (Trapezregel)

(35)

Zun

�

ahst wird

_

C

n+1

nah Anwendung der Zeitdiskretisierung (33) durh

_

C

n+1

=

1

��t

h

�C

n+1

� (1� �)

_

C

n

�t

i

(36)

ersetzt. W

�

ahrend � in den folgenden Iterationen beliebig ist, gilt f

�

ur den 1. Shritt stets

� = 1.
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Mit (32)-(34) folgt dann aus den Beziehungen (28)-(31) das nahstehende System nihtli-

nearer algebraisher Gleihungen:

T

n+1

� T

n

+

"

��

n+1

D

4

n+1

��

� F

� T

�

�

�

�

�

n+1

+ (1� �)�

n

D

4

n

��

� F

� T

�

�

�

�

�

n

#

�t �

�

�

1

2

(1� �)

�

D

4

n

�D

4

n+1

�

��

_

C

n

�

�t �

1

2

D

4

n+1

���C

n+1

+

+��

n+1

 

T

n+1

�F

�T

�

�

�

�

�

n+1

B

n+1

+ B

n+1

�F

�T

�

�

�

�

�

n+1

T

n+1

!

�t +

+(1� �)�

n

 

T

n

�F

�T

�

�

�

�

�

n

B

n

+ B

n

�F

�T

�

�

�

�

�

n

T

n

!

�t = 0 (37)

�

n+1

� �

n

+

h

�Q

1

n+1

+ (1� �)Q

1

n

i

�t = 0 (38)

E

p

v

n+1

� E

p

v

n

+

h

�Q

3

n+1

+ (1� �)Q

3

n

i

�t = 0 (39)

F (T

n+1

;�

n+1

; E

p

v

n+1

) = 0 : (40)

F

�

ur die verk

�

urzte Darstellung der weiteren L

�

osungsshritte wird ein Variablen-Vektor z

eingef

�

uhrt.

z = (T ;�; E

p

v

; �)

T

(41)

Ebenso wird ein Operator G de�niert, der die linke Seite des Gleihungssystems

(37)-(40) repr

�

asentiert.

G

�

z

n

; z

n+1

;�C

n+1

;

_

C

n

�

(42)

Gesuht wird letztendlih der Variablen-Vektor

z

n+1

=

�

T

n+1

;�

n+1

; E

p

v

n+1

; �

n+1

�

T

(43)

f

�

ur den Lastshritt n+ 1 als L

�

osung von

G

n+1

= G (z

n+1

) = 0 : (44)

Die Berehnung von z

n+1

erfolgt mit Hilfe des Newtonverfahrens

z

i+1

n+1

= z

i

n+1

�

�

r

z

i

n+1

G

�

�1

G

i

n+1

; (45)

wobei die Jakobi-Matrix (r

z

G) die Form
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(r

z

G) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

M

TT

4

M

T�

4

0 M

T�

�

�Q

1

�T

�t

�

I

4

+ �

�Q

1

��

�t

�

0 �

�Q

1

��

�t

�

�Q

3

�T

�t �

�Q

3

��

�t 1 �

�Q

3

��

�t

�F

�T

�F

��

�F

�E

p

v

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(46)

mit

M

TT

4

= I

4

+ ��D

4

��

�

2

F

�T �T

�t + ��

 

I

4

�F

�T

B + B

�F

�T

I

4

!

�t +

+ ��

n+1

 

T

�

2

F

�T �T

B + B

�

2

F

�T �T

T

!

�t (47)

M

T�

4

= ��D

4

��

�

2

F

�T ��

�t + ��

 

T

�

2

F

�T ��

B + B

�

2

F

�T ��

T

!

�t (48)

M

T�

= �D

4

��

�F

�T

�t + �

 

T

�F

�T

B + B

�F

�T

T

!

�t (49)

annimmt. Das Newtonverfahren (45) f

�

uhrt mit �z

i+1

n+1

= z

i+1

n+1

� z

i

n+1

auf das lineare

Gleihungssystem

�

r

z

i

n+1

G

�

�z

i+1

n+1

= �G

i

n+1

; (50)

das mittels eines direkten Verfahrens nah Gau� gel

�

ost wird.
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5 Verfahren zur Materialparameteridenti�kation

Materialparameter sind in der Regel niht direkt messbar, sondern k

�

onnen nur

�

uber ih-

re Wirkungen identi�ziert werden. Sie verbinden Spannungen, Verzerrungen und interne

Variable miteinander, die ihrerseits ebenfalls niht direkt messbar sind, sondern sih in

Ver

�

anderungen der Vershiebungen und globaler Gr

�

o�en wie Kr

�

afte und Momente darstel-

len.

Die Materialparameter sind somit unter de�nierten Belastungen \Ursahe" f

�

ur die un-

tershiedlihe Entwiklung von Vershiebungsfeldern. Das direkte Problem kann mathe-

matish als Abbildung von Elementen aus dem Wertebereih P der Materialparameter p

auf Elemente aus dem De�nitionsbereih U der Vershiebungen U durh den Operator A

de�niert werden:

Ap = U ; p 2 P � R

n

p

; U 2 U � R

m

(i. a. m � n

p

): (51)

Aufgabe der Materialparameteridenti�kation ist die Inversion der Gleihung (51), d. h., aus

der \Wirkung" bekannter Vershiebungen

�

U soll die \Ursahe", der Parametersatz p, er-

mittelt werden. Diese Aufgabenstellung wird als inverses Problem erster Art bezeihnet [3℄.

F

�

ur nihtlineares Werksto�verhalten ist die Materialparameteridenti�kation in der Re-

gel ein shleht gestelltes Problem. Der Operator A harakterisiert neben den allgemein

g

�

ultigen Bilanzgleihungen das spezielle Deformationsgesetz f

�

ur materielle Punkte mit

vershiedenen Belastungswegen (inhomogene Felder) und die Vershiebungs-Verzerrungs-

Beziehungen. Er kann niht explizit angegeben und damit auh niht eindeutig invertiert

werden. Sein mathematisher Ausdruk und seine Eigenshaften sind im Detail niht be-

kannt. Das inverse Problem der Materialparameteridenti�kation kann folglih nur im Rah-

men eines Optimierungsmodells gel

�

ost werden. An der TU Chemnitz wurde f

�

ur kleine

elastish-plastishe Verzerrungen ein entsprehendes Verfahren zur Analyse inhomogener

Vershiebungsfelder entwikelt und erfolgreih eingesetzt [3, 5℄. Ziel der vorliegenden Ar-

beit sind die Herleitung und Darstellung der theoretishen Grundlagen f

�

ur die Anwendung

dieser Methodik auf die Materialparameteridenti�kation bei �niten elastish-plastishen

Verzerrungen.

Eine Zielfunktion, z. B. im Sinne einer ungewihteten Fehlerquadratsumme, ist so zu mini-

mieren, dass numerish ermittelte Vershiebungswerte U (p) den Messwerten

�

U m

�

oglihst

weit angen

�

ahert werden:

�(p) =

X

�

U (p) �

�

U

�

2

�! min

p2P

: (52)

Die Optimierungsaufgabe (52) erweist sih niht notwendig als gut gestelltes Problem.

So ist die Zielfunktion niht a priori konvex und deren Hesse-Matrix in einigen F

�

allen

9



shleht konditioniert. Beides ershwert eine eindeutige, stabile L

�

osung der Aufgabe. Die

Ursahe f

�

ur die Shlehtgestelltheit ist in der ungenauen Beshreibung der physikalishen

Grundlagen und einem Mangel an Informationen f

�

ur die Probleml

�

osung enthalten. Durh

die konkrete Formulierung des Deformationsgesetzes und die begrenzte Anzahl von Mess-

punkten stellt die Zielfunktion ein deterministishes Modell dar, das die Realit

�

at in ei-

nem idealisierten Sinn anhand ausgew

�

ahlter Informationen beshreibt. Das physikalish-

mathematishe Materialmodell kann inakkurat sein (Vernahl

�

assigung wihtiger E�ek-

te, gegenseitige Abh

�

angigkeiten der Materialparameter). Die Messdaten sind mit Fehlern

(Raushen, Streuen) behaftet und m

�

ogliherweise unvollst

�

andig (niht alle Anwendungs-

bereihe des Materialmodells werden erfasst).

Da die Materialparameter elastish-plastisher Deformationsgesetze niht direkt messbar

sind, besteht die Aufgabe, m

�

oglihst einfahe und robuste Verfahren zur L

�

osung des in-

versen Problems zu entwikeln, deren Ergebnisse eine akzeptable N

�

aherung des realen

Werksto�verhaltens darstellen. Eine in der Ingenieurpraxis weit verbreitete Methode zur

Materialparameteridenti�kation ist die Anwendung der Deformationsgesetze auf homoge-

ne Spannungs- und Deformationszust

�

ande, die durh spezielle Belastungswege generiert

werden k

�

onnen. Entsprehende Verfahren sind in der Praxis anerkannt und z.T. in In-

dustrienormen standardisiert (Zugversuh, Drukversuh, Torsionsversuh u. a.). Die Pro-

bek

�

orper werden so gestaltet, dass die

�

au�ere Belastung in jedem materiellen Punkt eines

bestimmten Messbereihes gleihe Spannungs- und Deformationswerte erzeugt. Globale Be-

lastungsgr

�

o�en (Vershiebung, Kraft, Moment) k

�

onnen

�

uber die geometrishen Verh

�

altnisse

imMessbereih der Probe in Spannungen und Dehnungen umgerehnet werden. Somit steht

der direkte Zusammenhang zwishen den Variablen in den Deformationsgesetzen f

�

ur die

Parameteroptimierung zur Verf

�

ugung. Das inverse Problem wird in der Regel durh Mini-

mierung einer Fehlerquadratsumme gel

�

ost. Die dabei entstehenden linearen oder nihtlinea-

ren Gleihungssysteme sind mit einem relativ geringen numerishen Aufwand l

�

osbar. Das

implizit im Optimierungsverfahren enthaltene direkte Problem besteht in der analytishen

oder numerishen Integration des Deformationsgesetzes f

�

ur den konkreten Belastungsweg.

Die Verwendung von Proben mit homogenen Deformationen zur Materialparame-

teridenti�kation hat einige Vorteile:

� Viele Deformationsgesetze liegen f

�

ur die speziellen Belastungswege in linearer oder

linearisierbarer Form in bezug auf den Parametervektor p vor. Das f

�

uhrt in der

Auswertung der Fehlerquadratsumme zur L

�

osung linearer Gleihungssysteme.

) in der Regel gut gestellte Probleme, geringer numerisher Aufwand

� Nihtlineare Deformationsgesetze k

�

onnen mit einfahen und zuverl

�

assigen Verfah-

ren numerish integriert werden. Der Gesamtaufwand zur Versuhsauswertung und

Parameterbestimmung ist vergleihsweise gering.

Die Auswertung homogener Spannungs- und Deformationszust

�

ande, bis vor wenigen Jahren

noh einzige M

�

oglihkeit der Materialparameteridenti�kation, birgt in sih entsheidende

10



Nahteile, die diese Methodik an nat

�

urlihe Grenzen sto�en lassen:

� Die Erzeugung homogener Spannungs- und Deformationszust

�

ande ist experimentell

oft sehr anspruhsvoll und vielfah nur in N

�

aherung zu erreihen. Als Beispiel sei

der Drukversuh mit einer zylinderf

�

ormigen Probe genannt, der nur bei v

�

olliger

Reibungsfreiheit zu einem homogenen Zustand f

�

uhrt.

� Die an Proben mit homogenen Deformationen gewonnenen Ergebnisse sind vielfah

ungen

�

ugend zur Modellierung komplexer Spannungs- und Deformationszust

�

ande ge-

eignet. Homogene Zust

�

ande sind nur mit einer stark eingeshr

�

ankten Anzahl speziel-

ler Belastungswege zu erzeugen und zu vermessen. Das Informationsangebot zur Iden-

ti�kation der Materialparameter ist gering. Spezielle Werksto�eigenshaften wie An-

fangsanisotropie, kinematishe oder formative Verfestigungsvorg

�

ange bei

elastish-plastishemMaterialverhalten u. a. sind durh homogene Deformationen nur

eingeshr

�

ankt zu erfassen.

� Untershiedlihe Belastungswege werden h

�

au�g an untershiedlih gestalteten

Probek

�

orpern aufgebraht (z. B. Zug { Shulterstab, Druk { Zylinder), die m

�

ogli-

herweise Materialinhomogenit

�

aten aufweisen und mit vershiedenen Fertigungsver-

fahren hergestellt wurden. Fertigungsprozesse wirken sih jedoh nahweislih auf die

Materialeigenshaften aus. Untershiedlihe homogene Deformationszust

�

ande k

�

onnen

somit zu untershiedlihen Materialparametern f

�

uhren. In kommerziellen

FEM-Programmen wird oftmals die Durhf

�

uhrung vershiedener Experimente mit

homogenen Zust

�

anden und deren gleihzeitige Ber

�

uksihtigung in einer gewihteten

Zielfunktion empfohlen. Das f

�

uhrt zu Materialparametern, die jedes dieser Expe-

rimente im Mittel gleih gut (bzw. gleih shleht) approximieren. Die Kritik der

eingeshr

�

ankten

�

Ubertragbarkeit auf komplexe Zust

�

ande bleibt erhalten.

Diese Nahteile

�

uberwiegen die Vorteile bereits h

�

au�g im Bereih kleiner inelastisher,

aber auh �niter elastisher Verzerrungen und lassen eine Anwendung dieser Verfahren

zur Materialparameteridenti�kation bei �niten elastish-plastishen Verzerrungen als niht

sinnvoll ersheinen.

Mit der weiteren Entwiklung der Rehentehnik, insbesondere mit dem Einsatz von Par-

allelrehnern, ist die Auswertung inhomogener Vershiebungsfelder praktikabel geworden.

Gemessene und berehnete Vershiebungswerte des gesamten inhomogenen Feldes werden

in der Zielfunktion (52) ber

�

uksihtigt, die mit numerishen Optimierungsverfahren im

Raum der Materialparameter minimiert wird. Dabei ist in jedem Optimierungsshritt das

direkte Problem der Berehnung des Vershiebungsfeldes mit dem aktuellen Materialpa-

rametersatz als nihtlineares Anfangs-Randwert-Problem zur Simulation des Experiments

zu l

�

osen. Die Finite-Element-Methode (FEM) bietet dazu sehr gute Voraussetzungen.

Gegen

�

uber herk

�

ommlihen Methoden weist die Analyse inhomogener Feldprobleme zur

Materialparameteridenti�kation einige Vorteile auf:

11



� Die Probenherstellung und Versuhsdurhf

�

uhrung sind vergleihsweise einfah. H

�

ohe-

re Anforderungen sind an die Messdatenerfassung und -auswertung zu stellen. Das

Problem der Messwertaufbereitung liegt besonders in der Bereitstellung der Daten in

den materiellen Punkten, in denen die numerishen Vergleihswerte ermittelt werden

(z. B. in den Knoten des FE-Netzes).

� Durh geeignete Auswahl der Experimente (Probenform, Belastung) k

�

onnen ver-

shiedene lokale Lastgeshihten in einzelnen materiellen Punkten der Probe ber

�

uk-

sihtigt werden. Die Materialparameter bilden das Ergebnis einer Mittelung

�

uber

vershiedene (in der Regel mehrdimensionale) Belastungswege. Das Informationsan-

gebot f

�

ur die L

�

osung des inversen Problems ist sehr gro� und in seiner Quantit

�

at

leiht beeinussbar.

Die Verwendung von Proben mit inhomogenen Deformationen zur Ermittlung der Materi-

alparameter ist naturgem

�

a� auh mit spezi�shen Nahteilen verbunden:

� So erfordern die L

�

osung eines vollst

�

andigen Anfangs-Randwert-Problems mit der

FEM und die halbanalytishe Sensitivit

�

atsanalyse zur Ermittlung der Vershiebungs-

gradienten bez

�

uglih der Materialparameter in jedem Optimierungsshritt gro�e Res-

souren an Speiherplatz und Rehenzeit. Dieses Problem verliert mit der permanen-

ten Weiterentwiklung der Rehentehnik zunehmend an Bedeutung.

� Durh die zeitlihe und r

�

aumlihe Diskretisierung des FE-Problems und die Shah-

telung mehrerer Iterationsverfahren (nihtlineare Optimierung, Inkrementalisierung

der Lastgeshihte, Gleihgewihtsiterationen im Lastinkrement, numerishe Integra-

tion des Deformationsgesetzes) ist das Verfahren anf

�

allig f

�

ur numerishe Fehler. Diese

k

�

onnen durh den Einsatz zuverl

�

assiger und eÆzienter numerisher Verfahren in ihrer

Wirkung beshr

�

ankt werden.

� Die Shlehtgestelltheit des Operators, der die zu identi�zierenden Materialparameter

bei vorgegebenem Belastungsweg der Probe auf die Folge der Vershiebungsfelder ab-

bildet, hat ihre Ursahe in fehlenden oder modellinad

�

aquaten (z. B. grobe Messfehler)

Informationen. Sind die Quantit

�

at und/oder Qualit

�

at der Informationen niht aus-

reihend, kann die L

�

osung des inversen Problems mehrdeutig oder instabil sein, in

Einzelf

�

allen sogar niht existent. Da die Informationen immer als endlihe, diskrete

Datenmenge vorliegen, ist besonders auf Qualit

�

at der Daten zu ahten (zutre�endes

Materialmodell, vollst

�

andige Messdaten mit geringen Messfehlern).

� Shlie�lih ist die Existenz von L

�

osungen f

�

ur das nihtlineare Optimierungsproblem

als formal mathematishe Aufgabenstellung an bestimmte Voraussetzungen, z. B. f

�

ur

die mathematishe Struktur des Abbildungsoperators, gebunden. Da der Abbildungs-

operator f

�

ur das inverse Problem der Materialparameteridenti�kation niht explizit

vorliegt, ist es niht m

�

oglih, die

�

Aquivalenz der Eigenshaften des physikalishen

Modells mit den geforderten mathematishen Eigenshaften des Operators nahzu-

weisen.

12



Trotz der genannten Nahteile werden die Forshungen zur Materialparameteridenti�kation

auf der Grundlage der Analyse inhomogener Feldprobleme weltweit intensiviert. Insbeson-

dere der Vorteil eines mit relativ geringem Aufwand erfassbaren gro�en Informationsange-

botes f

�

ur das inverse Problem l

�

asst diese Methodik gegenw

�

artig ohne Alternative ershei-

nen, um den hohen Praxisanforderungen nah verbesserten Strukturanalysen gereht zu

werden, die haupts

�

ahlih durh realit

�

atsn

�

ahere Materialmodelle erreiht werden k

�

onnen.

Zudem werden durh die Weiterentwiklung der Deformationsgesetze und modi�zierte ex-

perimentelle Methoden die Quantit

�

at und Qualit

�

at der Ausgangsinformationen verbessert,

was die Stabilit

�

at des Optimierungsverfahrens erh

�

oht. Demgegen

�

uber sind die Nahteile

der weit verbreiteten Auswertung homogener Zust

�

ande eher prinzipieller Natur und mit

vertretbarem Aufwand kaum zu mildern.

6 Optimierungsmodell

Zur L

�

osung nihtlinearer Optimierungsaufgaben, wie z. B. der Minimierung der Zielfunk-

tion zur Materialparameteridenti�kation (52), sind zwei prinzipiell vershiedene Verfah-

rensklassen bekannt { gradientenfreie Methoden und Gradientenverfahren.

Bei den gradientenfreien Methoden wird zur Ermittlung des Optimums lediglih der Wert

der Zielfunktion benutzt, an die mathematishe Struktur des Abbildungsoperators A in

(51) werden somit keine besonderen Anforderungen (Di�erenzierbarkeit u. a.) gestellt. Ne-

ben den rein stohastishen Verfahren, wie der Monte-Carlo-Methode, bei der neue Pa-

rameters

�

atze zuf

�

allig ausgew

�

ahlt werden, z

�

ahlen zu den gradientenfreien Optimierungs-

verfahren auh Evolutionsstrategien. Diese Methoden nutzen dem Verhalten biologisher

Systeme

�

ahnelnde Tehniken wie Kombination, Selektion und zuf

�

allige Mutation, um aus

existierenden Parameters

�

atzen neue zu generieren, die zu kleineren Werten der Zielfunkti-

on f

�

uhren.

Gradientenfreie Verfahren haben den Vorteil, dass sie den Weg zu einem lokalen Minimum

wieder verlassen k

�

onnen, wenn bessere Minima existieren. Ihr entsheidender Nahteil liegt

darin, dass eine Vielzahl von Parameters

�

atzen erzeugt werden muss, ehe der geeignetste

ermittelt werden kann. Gr

�

o�enordnungen von 10

5

: : : 10

6

Versuhen sind keine Seltenheit.

Zudem existieren keine aus der mathematishen Struktur der Verfahren ableitbaren Ab-

bruhkriterien. So wird zumeist die Anzahl der Optimierungsversuhe eingeshr

�

ankt und

der Parametersatz als optimal angesehen, der bis zu diesem Zeitpunkt den kleinsten Wert

der Zielfunktion erzeugt hat.

F

�

ur die Materialparameteridenti�kation aus inhomogenen Vershiebungsfeldern sind gra-

dientenfreie Verfahren wegen ihres gro�en zeitlihen Aufwandes niht geeignet, da in jedem

Optimierungsversuh ein vollst

�

andiges Anfangs-Randwert-Problem gel

�

ost werden muss. Es

ist auh niht akzeptabel, daf

�

ur gr

�

obere FE-Modelle mit weniger Freiheitsgraden zu nut-
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zen, da in diesem Falle die berehneten Vershiebungen mit unzul

�

assig gro�en numerishen

Fehlern behaftet sind.

Die Gradientenverfahren ben

�

otigen Ableitungen der Zielfunktion, so dass der Operator

A entsprehend mehrfah stetig di�erenzierbar sein muss. Trotz dieser Anforderungen und

des zus

�

atzlihen numerishen Aufwandes zur Ermittlung der Ableitungen der Zielfunkti-

on sind diese Verfahren zur Materialparameteridenti�kation bei Auswertung inhomogen

verformter Proben zu favorisieren. Die Anzahl der Optimierungsshritte ist wesentlih ge-

ringer als bei gradientenfreien Verfahren, zudem kann die Konvergenz oder Divergenz des

Optimierungsprozesses in der Regel deutlih verfolgt werden.

Gradientenverfahren f

�

uhren die Zielfunktion immer in das n

�

ahste lokale Minimum, vor-

ausgesetzt, das Verfahren konvergiert und strebt keinem Sattelpunkt zu. Die Zielfunktion

(52) ist eine vieldimensionale Fl

�

ahe, bei der niht ausgeshlossen werden kann, dass sie

�

uber mehrere Minima verf

�

ugt. Grunds

�

atzlih ist es das Ziel einer jeden Optimierung, das

globale Minimum zu ermitteln. Mit Gradientenverfahren ist das niht eindeutig m

�

oglih,

da sie immer einer einmal gefundenen Abstiegsrihtung folgen, die in das n

�

ahstgelege-

ne Minimum f

�

uhrt. Zur Ermittlung des globalen Minimums sind vershiedene Methoden

denkbar:

� Verwendung stohastisher Verfahren mit einer sehr gro�en Anzahl von Versuhen,

� Nutzung von Gradientenverfahren mit untershiedlihen Startvektoren zur Ermitt-

lung vershiedener Minima,

� Verwendung hybrider Verfahren als Kombination stohastisher und Gradientenver-

fahren.

Mit den genannten Verfahren ist es m

�

oglih, eine diskrete Menge vershiedener Minima zu

ermitteln, deren tiefstes als das globale angesehen wird.

Als Vergleihsgr

�

o�en f

�

ur die Materialparameteridenti�kation werden in vershiedenen Last-

shritten die Vershiebungen U

1

, U

2

und U

3

an ausgew

�

ahlten Punkten der Ober

�

ahe einer

geeigneten Probe gemessen. Sie bilden die Grundlage f

�

ur die Formulierung folgender Ziel-

funktion:

�(p) =

1

2

n

L

X

i=1

n

T

X

j=1

3

X

K=1

�

fU

K

(p)g

ij

�

n

�

U

K

o

ij

�

2

(53)

mit

U

1

; U

2

U

3

� berehnete Vershiebungsfelder

�

U

1

;

�

U

2

�

U

3

� gemessene Vershiebungsfelder
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und

p =

�

p

1

; : : : ; p

n

p

�

T

� Materialparameter

n

L

� Anzahl der Lastshritte

n

T

� Anzahl der Messpunkte :

Parameter p, welhe die Funktion (53) minimieren, gelten als L

�

osung des Optimierungs-

problems. Es ist darauf zu ahten, dass bei Messung und FE-Berehnung materielle Punkte

in den gleihen Orten, gleihe Randbedingungen und gleihe Lastshritte betrahtet wer-

den. Die Berehnung kann aus Gr

�

unden der Konvergenz der FE-L

�

osung auh in kleineren

Lastshritten erfolgen, ein Vergleih von Vershiebungen ist jedoh nur auf gleihen Last-

niveaus gestattet.

F

�

ur die Gradientenverfahren ergibt sih folgendes Iterationsshema zur Ermittlung der

Materialparameter p

l+1

aus der vorhergehenden L

�

osung p

l

:

p

l+1

= p

l

+ ! s

l

(54)

mit der Suhrihtung s

l

s

l

= �Q

l

�1

r�

l

(55)

und der Shrittweite !. Der Gradient der Zielfunktion (53) hat folgendes Aussehen:

r�

l

=

n

L

X

i=1

n

T

X

j=1

3

X

K=1

�

fU

K

(p

l

)g

ij

�

�

�

U

K

	

ij

�

d fU

K

g

ij

dp

l

: (56)

Er ist laut (56) durh die Struktur der Zielfunktion vorgegeben, die Suhrihtung wird

somit ma�geblih durh die Wahl der Matrix Q

l

beeinusst. Ihre konkrete De�nition f

�

uhrt

zu untershiedlihen Gradientenverfahren. Im Falle kleiner Verzerrungen hat sih beson-

ders das Verfahren nah Levenberg-Marquardt bew

�

ahrt ([2, 3, 5℄). F

�

ur ! = 1 wird die

Suhrihtung s

l

so ermittelt, dass das Minimum (52) in einem gewissen Vertrauensbereih

(trust-region)

ks

l

k � Æ (57)

mit einem vorgegebenen Radius Æ gesuht wird ([8, 13℄). Die Matrix Q

l

ergibt sih aus

Q

l

= H

GN

+ �I : (58)

Hierbei stellt H

GN

eine modi�zierte Hesse-Matrix (Matrix der zweiten Ableitungen der

Zielfunktion nah den Materialparametern) dar, die nur Produkte der ersten partiellen
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Ableitungen enth

�

alt, und deren Komponenten (H

GN

)

mn

sih f

�

ur das Modell (53) wie folgt

ergeben:

(H

GN

)

mn

=

n

L

X

i=1

n

T

X

j=1

3

X

K=1

� fU

K

(p)g

ij

�p

m

� fU

K

(p)g

ij

�p

n

: (59)

Der Wert � wirkt als D

�

ampfungsparameter und wird so ermittelt, dass die L

�

osung den

vorgegebenen Vertrauensbereih niht verletzt

G(�) = s

l

T

s

l

� Æ

2

) �

k+1

= �

k

�

�

G(�

k

) + Æ

2

�

G(�

k

)

G

;�

j

k

Æ

2

(60)

mit

G

;�

= �2s

l

T

Q

l

�1

s

l

und �

o

= 0 : (61)

Fern der L

�

osung ergeben sih gro�e Werte f

�

ur �, so dass der Levenberg-Marquardt-Algo-

rithmus dem Gradientenverfahren (Methode des steilsten Abstiegs)

�

ahnelt und eine shnelle

globale Konvergenz in den ersten Suhshritten gew

�

ahrleistet. Im Laufe der Berehnung

wird � verkleinert, so dass der Iterationsprozess in der N

�

ahe der L

�

osung in das Gau�-

Newton-Verfahren mit seiner quadratishen Konvergenz

�

ubergeht.

Im folgenden Kapitel soll ein Verfahren zur semianalytishen Sensitivit

�

atsanalyse vorge-

stellt werden, mit dessen Hilfe die f

�

ur den Gradienten der Zielfunktion ben

�

otigten Ab-

leitungen der Vershiebungskomponenten nah den Materialparametern berehnet werden

k

�

onnen. Ohne Beshr

�

ankung der Allgemeinheit wird dabei von der Existenz nur eines Ma-

terialparameters p ausgegangen. Das vorgestellte Verfahren ist dann nah der L

�

osung des

direkten Problems komplett auf jeden zu identi�zierenden Materialparameter anzuwenden.

7 Semianalytishe Sensitivit

�

atsanalyse

Zur Ermittlung der Ableitungen der Vershiebungskomponenten nah den Materialpara-

metern stehen vershiedene Methoden zur Verf

�

ugung:

� Die analytishe Ermittlung dieser Ableitungen ist im vorliegenden Fall niht m

�

oglih,

da kein explizit-analytisher funktioneller Zusammenhang zwishen den Vershiebun-

gen und den Materialparametern existiert (U = U [T (p);�(p); E

p

v

(p); �(p)℄).

� Numerishe Verfahren, bei denen die Ableitungen der Vershiebungen nah den Ma-

terialparametern durh Di�erenzenquotienten ersetzt werden, erfordern einen gro�en

Rehenzeitaufwand und erzielen h

�

au�g keine zufriedenstellende Genauigkeit.

� Das Verfahren der semianalytishen Sensitivit

�

atsanalyse, das auf der impliziten Dif-

ferentiation des Gleihgewihts und des ausiterierten Deformationsgesetzes basiert,

wird im Folgenden ausf

�

uhrliher vorgestellt. Es hat den Vorteil, analoge numerishe
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Strukturen zu nutzen, die bereits bei der L

�

osung des direkten Problems generiert

wurden. Au�erdem besitzen die ben

�

otigten Ableitungen die gleihe Genauigkeit wie

die L

�

osung des direkten Problems (Knotenvershiebungen).

Die Herleitung der Beziehungen f

�

ur die semianalytishe Sensitivit

�

atsanalyse bei �niten

inelastishen Verzerrungen basiert auf einem Vorshlag von Mahnken ([9, 10, 11℄). Wird

die Erf

�

ullung des Gleihgewihts zu einem Zeitpunkt t vorausgesetzt, gilt die Darstellung

des Prinzips der virtuellen Arbeit in Koordinatenshreibweise:

Z

V

o

T

IJ

�

U

K

j

J

+ Æ

K

J

�

(ÆU

K

) j

I

dV

o

=

Z

A

o

R

K

ÆU

K

dA

o

+

Z

V

o

%

o

K

K

ÆU

K

dV

o

; (62)

wobeiK die im materiellen Punkt angreifenden Volumenkr

�

afte und R die Randkr

�

afte auf

der Teilober

�

ahe ÆV

o1

des K

�

orpers repr

�

asentieren. Die Herleitung und numerishe Realisie-

rung dieser Gleihgewihtsbedingungen im Rahmen der FEM sind in [6℄ im Detail erl

�

autert.

Die Geshwindigkeitsformulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit ist durh die Bezie-

hung

Z

V

o

h

_

T

IJ

�

U

K

j

J

+ Æ

K

J

�

+ T

IJ

_

U

K

j

J

i �

Æ

_

U

K

�

j

I

dV

o

=

Z

A

o

_

R

K

Æ

_

U

K

dA

o

+

+

Z

V

o

%

o

_

K

K

Æ

_

U

K

dV

o

(63)

gegeben. Analog dazu soll eine implizite Di�erentiation der Gleihgewihtsbedingung nah

einem Materialparameter durhgef

�

uhrt werden. Da die Ober

�

ahen- und Volumenkr

�

afte

weder explizit noh implizit von den Materialparametern abh

�

angen, f

�

ur den 2. Piola-

Kirhho�shen Spannungstensor T (E (p);�(p); E

p

v

(p); �(p);p) jedoh keine Einshr

�

an-

kungen gelten, folgt mit

dT

IJ

dp

=

�T

IJ

�E

MN

dE

MN

dp

+

d

p

T

IJ

dp

(64)

aus (62) die zur materiellen Zeitableitung analoge Parameterableitung des Prinzips der

virtuellen Arbeit:

Z

V

o

"

dT

IJ

dp

�

U

K

j

J

+ Æ

K

J

�

+ T

IJ

dU

K

dp

�

�

�

�

�

J

#  

Æ

dU

K

dp

!

�

�

�

�

�

I

dV

o

= 0 : (65)

Dabei wird die Tatsahe, dass bei �xierter Zeit untershiedlihe Materialparameter zu un-

tershiedlihen Verzerrungs- und Spannungszust

�

anden f

�

uhren, genutzt, Ableitungen, Inkre-

mente bzw. Variationen nah den Materialparametern zu de�nieren, die eine mathematish

vollkommen analoge Struktur und Bedeutung besitzen wie materielle Zeitableitungen. Mit

d

p

T

IJ

dp

(66)
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wird der Anteil der vollst

�

andigen Ableitung des Spannungstensors nah den Materialpara-

metern bezeihnet, der m

�

oglihe explizite Abh

�

angigkeiten der Spannungen von diesen Pa-

rametern und deren impliziten Abh

�

angigkeiten ausser jenen

�

uber die Verzerrungen ber

�

uk-

sihtigt. Diese Konstruktion soll hier niht detaillierter untersuht werden, da sp

�

ater gezeigt

wird, dass sie in ihrer allgemeinen Struktur aus der impliziten Di�erentiation des ausite-

rierten Deformationsgesetzes nah den Materialparametern ermittelt werden kann.

Analog zur Variation der materiellen Zeitableitung des Verzerrungstensors

2 Æ

_

E

IJ

=

�

Æ

_

U

I

�

j

J

+

�

Æ

_

U

J

�

j

I

+

�

Æ

_

U

M

�

j

I

U

M

j

J

+ U

M

j

I

�

Æ

_

U

M

�

j

J

: (67)

sei auh seine Variation der Ableitung nah einem Materialparameter de�niert:

2 Æ

 

dE

IJ

dp

!

=

 

Æ

 

dU

I

dp

!!

�

�

�

�

�

J

+

 

Æ

 

dU

J

dp

!!

�

�

�

�

�

I

+

+

 

Æ

 

dU

M

dp

!!

�

�

�

�

�

I

U

M

j

J

+ U

M

j

I

 

Æ

 

dU

M

dp

!!

�

�

�

�

�

J

: (68)

Mit (68) sowie unter Ber

�

uksihtigung von (64) wird aus (65) nah einigen Umformungen

folgende Parameterableitung des Prinzips der virtuellen Arbeit in Koordinatenshreibweise

Z

V

o

"

�T

IJ

�E

MN

dE

MN

dp

Æ

 

dE

IJ

dp

!

+ T

IJ

dU

K

dp

�

�

�

�

�

J

 

Æ

 

dU

K

dp

!!

�

�

�

�

�

I

#

dV

o

=

= �

Z

V

o

d

p

T

IJ

dp

Æ

 

dE

IJ

dp

!

dV

o

(69)

bzw. in symbolisher Darstellung

Z

V

o

��

dT

dE

��

dE

dp

�

�� Æ

�

dE

dp

�

+ T ��

"

�

GRAD

�

dU

dp

��

T

�GRAD

�

Æ

�

dU

dp

��

#)

dV

o

=

= �

Z

V

o

d

p

T

dp

�� Æ

�

dE

dp

�

dV

o

(70)

de�niert, die eine

�

ahnlihe Struktur wie die Geshwindigkeitsformulierung des Prinzips der

virtuellen Arbeit (63) aufweist. Gleihung (70) stellt die Ableitung der globalen Gleih-

gewihtsbeziehung nah einem Materialparameter dar und kann durh ein Ortsdiskretisie-

rungsverfahren (z. B. FEM) in ein System nihtlinearer algebraisher Gleihungen

�

uber-

gef

�

uhrt werden.
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Nah dem

�

Ubergang von der Tensordarstellung in die Matrixdarstellung des FEM-Stei�g-

keitssystems nimmt die Beziehung (70) folgende Form f

�

ur jedes Element des FE-Netzes

an:

Z

V

e

o

2

4

 

Æ

 

dE

dp

!!

T

 

dT

dE

!  

dE

dp

!

+

0

�

Æ

 

dU

dp

!

; X

1

A

T

T

?

 

dU

dp

!

; X

3

7

5

dV

e

o

=

= �

Z

V

e

o

 

Æ

 

dE

dp

!!

T

 

d

p

T

dp

!

dV

e

o

: (71)

Dabei repr

�

asentieren dT =dE die konsistente Materialmatrix, (:)

; X

Ableitungen nah den

globalen Ortskoordinaten und T

?

die Koordinaten des 2. Piola-Kirhho�shen Spannungs-

tensors in spezieller Matrixform. Zum Verst

�

andnis weiterer Einzelheiten der hier verwen-

deten und aller folgenden FEM-Beziehungen wird wiederum auf [6℄ verwiesen.

F

�

ur die ortsdiskretisierte Darstellung von (71) werden unter Ber

�

uksihtigung der Un-

abh

�

angigkeit der Formfunktionen von den Materialparametern folgende Beziehungen zwi-

shen den Ableitungen der Vershiebungen nah den Materialparametern in jedem Punkt

des Elementes und den FE-Knoten hergeleitet, die wiederum Analogien zu entsprehenden

Zeitableitungen bzw. inkrementellen Formulierungen aufweisen:

dU

dp

= G

d

^

U

dp

(72)

dE

dp

= B

v

d

^

U

dp

(73)

 

dU

dp

!

; X

=

�

G

d

^

U

dp

(74)

Æ

 

dU

dp

!

; X

=

�

GÆ

 

d

^

U

dp

!

(75)

Æ

 

dE

dp

!

= B

v

Æ

 

d

^

U

dp

!

: (76)

Hier werden in Anlehnung an die Darstellung in [6℄ mit G die Matrix der Formfunktionen,

�

G deren Ortsableitungen nah den globalen Koordinaten, B

v

die Matrix der Verzerrungs-

Vershiebungs-Beziehungen und

^

U die Knotenvershiebungen bezeihnet.
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Unter Ber

�

uksihtigung von (72)-(76) ergibt sih aus (71)

Z

V

e

o

2

4

 

Æ

 

d

^

U

dp

!!

T

B

T

v

 

dT

dE

!

B

v

 

d

^

U

dp

!

+

 

Æ

 

d

^

U

dp

!!

T

�

G T

?

�

G

 

d

^

U

dp

!

3

5

dV

e

o

=

= �

Z

V

e

o

 

Æ

 

d

^

U

dp

!!

T

B

T

v

 

d

p

T

dp

!

dV

e

o

(77)

bzw. nah einigen Umformungen bei Beahtung der Unabh

�

angigkeit knotenbezogener Gr

�

os-

sen von den Elementkoordinaten

 

Æ

 

d

^

U

dp

!!

T

8

>

<

>

:

2

6

4

Z

V

e

o

 

B

T

v

 

dT

dE

!

B

v

+

�

G T

?

�

G

!

dV

e

o

3

7

5

 

d

^

U

dp

!

9

>

=

>

;

=

= �

 

Æ

 

d

^

U

dp

!!

T

8

>

<

>

:

Z

V

e

o

B

T

v

 

d

p

T

dp

!

dV

e

o

9

>

=

>

;

: (78)

Die Beziehung (78) gilt f

�

ur beliebige Werte der virtuellen Ableitungen der Knotenvershie-

bungen nah den Materialparametern. Damit folgen aus (78) Elementstei�gkeitsbeziehungen

der Form

K

e

d

~

U

dp

= �

Z

V

e

o

B

T

v

 

d

p

T

dp

!

dV

e

o

= P

e

p

(79)

mit der aus der L

�

osung des direkten Problems bekannten Elementstei�gkeitsmatrix

K

e

=

Z

V

e

o

"

B

T

v

 

dT

dE

!

B

v

+

�

G T

?

�

G

#

dV

e

o

(80)

und der rehten Seite

P

e

p

= �

Z

V

e

o

B

T

v

 

d

p

T

dp

!

dV

e

o

: (81)

Nah Akkumulation aller Elementmatrizen und -vektoren folgt das FEM-Gleihungssystem

K

dU

dp

= P

p

; (82)

welhes als L

�

osung die f

�

ur den Gradienten der Zielfunktion ben

�

otigten Ableitungen der

Knotenvershiebungen nah den Materialparametern ergibt und mit den entsprehenden

Beziehungen bei kleinen Verzerrungen identish ist ([3, 5℄). Dabei kann nah der L

�

osung des

direkten Problems in jedem Lastshritt dessen Gesamtstei�gkeitsmatrix erneut verwendet
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werden. Die Randbedingungen f

�

ur das System (82) werden in den Knoten mit vorgegebenen

Vershiebungen durh die Beziehungen

dU

dp

= 0 (83)

harakterisiert.

F

�

ur den Aufbau der rehten Seite des Systems (82) sind die Ableitungen (66) der Spannun-

gen nah den Materialparametern zu bilden. Dazu wird das ausiterierte, zeitdiskretisierte

Deformationsgesetz (37)-(40) implizit nah den Materialparametern abgeleitet. Aus der

symbolishen Darstellung des Deformationsgesetzes

G (z

n

(p); z

n+1

(p);p) = 0 (84)

folgt

d

p

G

n+1

dp

=

�G

n+1

�z

n

d

p

z

n

dp

+

�G

n+1

�z

n+1

d

p

z

n+1

dp

+

�G

n+1

�p

= 0 : (85)

Auh diese Gleihung weist eine direkte Analogie zu den Beziehungen bei kleinen Ver-

zerrungen auf ([3, 5℄), wodurh die Verwendung der dort entwikelten Methoden auh

f

�

ur �nite inelastishe Verzerrungen m

�

oglih wird. Mit der Kennzeihnung d

p

(:)=dp f

�

ur die

vollst

�

andige Ableitung des Deformationsgesetzes nah den Materialparametern wird die

Annahme aus der impliziten Di�erentiation des Gleihgewihtszustandes unterstrihen,

dass in diesem Anteil implizite Abh

�

angigkeiten von den Materialparametern

�

uber den Ver-

zerrungszustand niht ber

�

uksihtigt werden. Dies ist auh insofern niht notwendig, da

das Verzerrungsinkrement �C

n+1

als L

�

osung des Randwertproblems quasi die Belastung

f

�

ur das Anfangswertproblem und somit keine unabh

�

angige Variable darstellt.

Nah einer geeigneten Umformung von (85)

�G

n+1

�z

n+1

d

p

z

n+1

dp

=

�

r

z

n+1

G

�

d

p

z

n+1

dp

= �

�G

n+1

�z

n

d

p

z

n

dp

�

�G

n+1

�p

(86)

ergeben sih die geforderten Ableitungen der Spannungen nah den Materialparametern

als Teil der L

�

osung eines Systems linearer algebraisher Gleihungen mit der aus dem Pro-

zess der Integration des Deformationsgesetzes bekannten Jakobi-Matrix (46). Dabei ist die

Jakobi-Matrix des letzten, zur Konvergenz von (45) f

�

uhrenden Iterationsshrittes zu ver-

wenden.

In seiner ausf

�

uhrlihen Darstellung erh

�

alt die Beziehung (86) unter Ber

�

uksihtigung des
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zeitdiskretisierten Deformationsgesetzes folgende Form:
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(87)

mit
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Sind mehrere Materialparameter zu identi�zieren, dann ist in den vorgestellten Beziehun-

gen

�

uberall p durh p

i

mit i = 1; : : : ; nparam zu ersetzen.

F

�

ur ein konkretes Deformationsgesetz ohne Ber

�

uksihtigung der Substruktur mit einer

modi�zierten quadratishen Flie�bedingung nah Baltov-Sawzuk seien die wihtigsten

Beziehungen zur Ermittlung der erforderlihen partiellen Ableitungen nah den Materi-

alparametern nohmals zusammengefasst:
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Diese Ableitungen ergeben sih damit zu:
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8 Zusammenfassung und Ausblik

Entsprehend der Aufgabenstellung im Teilprojekt D1 des SFB393 der TU Chemnitz wur-

de die Entwiklung der theoretishen Grundlagen der Parameteridenti�kation f

�

ur elastish-

plastishe Deformationsgesetze bei gro�en Verzerrungen auf der Basis der Analyse inhomo-

gener Vershiebungsfelder dargestellt. Die Identi�kation der Materialparameter wurde mit

Hilfe eines deterministishen nihtlinearen Optimierungsverfahrens (Levenberg-Marquardt-

Methode) f

�

ur eine Zielfunktion vom least-squares-Typ realisiert. Kernst

�

uk ist dabei die

Berehnung der numerishen Vergleihswerte (Knotenvershiebungskoordinaten) mit Hilfe

der FEM in jedem Optimierungsshritt.

Dazu wurde f

�

ur das experimentelle parallele FEM-Programm PMHP eine Materialshnitt-

stelle entwikelt, welhe die Ber

�

uksihtigung von Deformationsgesetzen f

�

ur gro�e elastish-

plastishe Verzerrungen in einer verallgemeinerten Formulierung erm

�

ogliht. Bei der Her-

leitung spezieller Materialmodelle wurde eine thermodynamish konsistente Formulierung

angestrebt. Im plastishen Teildeformationsgesetz k

�

onnen neben isotroper und kinemati-

sher Verfestigung auh Anfangsanisotropien ber

�

uksihtigt werden. Der elastishe Anteil

beshreibt nihtlinear-hyperelastishes Materialverhalten.

Das Deformationsgesetz wurde als Algebro-Di�erentialgleihungssystem formuliert, dessen

zeitdiskretisierte Form erfolgreih numerish umgesetzt wurde. Diese Herangehensweise

erm

�

ogliht zugleih die e�ektive Ermittlung der konsistenten Materialmatrix.

Essentiell f

�

ur eine erfolgreihe Nutzung deterministisher Optimierungsverfahren ist die

zuverl

�

assige Berehnung des Gradienten der Zielfunktion { die Sensitivit

�

atsanalyse. Es

wurde ein Verfahren der semianalytishen Sensitivit

�

atsanalyse beshrieben, dessen Grund-

beziehungen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit abgeleitet wurden. Die Ableitungen von

st

�

utzstellenbezogenen Variablen nah den Materialparametern folgen aus der L

�

osung eines

Systems nihtlinearer algebraisher Gleihungen, das sih aus einer impliziten Di�erentia-

tion des Deformationsgesetzes ergibt. Auh hierbei k

�

onnen die analogen Strukturen des

zeitdiskretisierten Materialmodells e�ektiv genutzt werden.

Zuk

�

unftige Aufgaben sind die Untersuhung vershiedener Einussfaktoren auf Ergebnis

und Konvergenzverhalten des Optimierungsprozesses und die Einbeziehung einer unterlie-

genden Substruktur [4, 12℄ in das Deformationsgesetz.
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