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Zusammenfassung

The identification of material parameters for elasto-plastic deformation laws ana-
lyzing inhomogeneous displacement fields in the case of finite deformations has be-
en carried out using a nonlinear deterministic optimization approach (Levenberg-
Marquardt method) for a least squares type objective function. The numerical values
for the nodal displacements are obtained by the Finite Element Method.

Based on the multiplicative split of the deformation gradient into an elastic and
a plastic part as well as some physically and mathematically useful assumptions, a
thermodynamically consistent deformation law for finite elasto-plastic deformations
is formulated. The deformation law represents a system of differential and algebraic
equations which is numerically solved using a generalized one-step time integration
method.

A semianalytical method has been developed to obtain the gradient of the objec-
tive function. This method is based on the discretization of the principle of virtual
work with respect to the material parameters. The required derivatives of integration
point based quantities with respect to the material parameters are determined solving
a system of nonlinear algebraic equations which is given as the result of an implicit
differentiation of the discretized deformation law. The presented integration method
for the deformation law allows a simple and efficient computation of the consistent
material matrix as well as a reliable sensitivity analysis.

The presented algorithms are implemented into the experimental FE-code PMHP
running on parallel computers.
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1 Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden die theoretischen Grundlagen fiir die Materialpara-
meteridentifikation bei finiten elastisch-plastischen Verzerrungen, basierend auf der nu-
merischen Analyse experimentell ermittelter inhomogener Verschiebungsfelder, dargelegt.
Fiir die Losung des Feldproblems in den Optimierungsschritten wird die Finite-Elemente-
Methode (FEM) genutzt.

Es erfolgt ein Uberblick iiber die Herleitung eines thermodynamisch konsistenten Deforma-
tionsgesetzes der Elasto-Plastizitét finiter Verzerrungen, das zur Lésung des eingebetteten
Anfangswertproblems numerisch integriert wird. Anschliefend werden die grundlegenden
Beziehungen zur semianalytischen Sensitivitdtsanalyse bei finiten elastisch-plastischen Ver-
zerrungen vorgestellt, die auf den globalen Gleichgewichtsbedingungen (Prinzip der virtu-
ellen Arbeit) und dem lokal ausiterierten Deformationsgesetz beruhen. Die Sensitivitéts-
analyse bildet die Grundlage zur Berechnung der fiir die Anwendung deterministischer Op-
timierungsverfahren erforderlichen Gradienten (Ableitung der Verschiebungskomponenten
nach den Materialparametern).

2 Kinematik finiter elastisch-plastischer Verzerrungen

Den Ausgangspunkt der kinematischen Betrachtungen zur Herleitung eines allgemeinen
Stoffgesetzes fiir grofle elastisch-plastische Verformungen stellt der Deformationsgradient
F mit )
i i_ o i
F:Flgi®G:aXIgi®G (1)
dar [16]. Er bildet ein materielles, infinitesimales Linienelement dX von der Ausgangs-
konfiguration in die Momentankonfiguration ab und beschreibt damit die Streckungen und

Drehungen, die dieses Linienelement wéihrend der Bewegung erfihrt.

Bei elastisch-plastischer Deformation kann eine sogenannte Zwischenkonfiguration definiert
werden, indem lokal eine fiktive elastische Entlastung der materiellen Teilchen vorgenom-
men wird [7]. Mit Hilfe dieser Konfiguration ist es moglich, eine konsequente Trennung von
elastischen und plastischen Gréflen im Deformationsgesetz zu erreichen.

Dazu wird die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastischen
Anteil F° und in einen plastischen Anteil F? genutzt. Aus der angegebenen Definition der
Zwischenkonfiguration wird deutlich, dass sie in der Regel nicht kompatibel ist.



Momentankonfiguration

Ausgangskonfiguration ‘

t=t,

Abbildung 1: Ausgangs-, Zwischen- und Momentankonfiguration

3 Ein thermodynamisch konsistentes Deformations-
gesetz

Den Ausgangspunkt zur Herleitung des Deformationsgesetzes fiir finite elastisch-plastische
Verzerrungen bildet die Clausius-Duhem-Ungleichung fiir den isothermen Fall in der Aus-
gangskonfiguration:

. 1 .
—o) + 5T+ C 0. (2)

Mit dem Rechts-Cauchy-Green-Tensor C', dem kovarianten, zweistufigen Tensor C? zur
Charakterisierung der plastischen Verzerrungen in der Ausgangskonfiguration und einer
internen Variablen A; vom Verzerrungstyp soll fiir die freie Energiedichte ¢ deren additive
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Aufspaltung in einen elastischen und einen plastischen Anteil gelten:

v =6 (31C — €M) + 6, (A1) = 6. (BY) + vy (4)) ®)

Dabei ist zu beachten, dass der elastische Anteil der Energiedichtefunktion originér als iso-
~ €

trope Tensorfunktion der Invarianten des elastischen Verzerrungstensors E = FP-TE¢FPr~!

in der Zwischenkonfiguration zu definieren ist

e = o (HU(E"), (B, J5(E)) . (4)

Das plastische “pull-back” fiihrt am Beispiel der ersten Grundinvariante JI(E‘e) zu folgen-
den dquivalenten Darstellungen:

JWE") = E*..G = Fr-"E°F»"' .. FPB’F"" = E°.. B? =

1 3 3
= - .e p_ — — e
;C~B" - 3 Jri(C) 5
1 3 3
— -CB"-I--=J(CB")-=:
20 5 Ji(C B?) 5 (5)
mit B? = C?'. Da analoge Bezichungen auch fiir die Grundinvarianten J,(E°) und

Jg(Ee) gezeigt werden konnen und einfache mathematische Zusammenhénge zwischen den
Grund- und Hauptinvarianten bestehen, folgt aus (4)

"I}e = @Ee (I(Ee)vll(ﬁe)alll(-@en = "7/"6 (IR(C)allR(C)alllR(C)) =
= ¢.(I(CBP),II(CB"),III(CB?”), (6)

womit die Energiedichtefunktion (3) auch in der nachstehenden Form geschrieben werden
kann:

b = 1 (CBP) + ¢ (A4) . (7)

Beim Einsetzen der Zeitableitung von (7) in (2) wird folgender Ausdruck erhalten:

e Y e - oYy . 1 .
— — - . - . — = . — . > 0.
QO{E)(CB”) BC+8(CBp) B'C + 5 1 Ay +5T-C >0 (8)

Es ist moglich, aus der Ungleichung (8) ein hyperelastisches Teildeformationsgesetz zur
Berechnung des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors T' abzuspalten, fiir das gezeigt
werden kann, dass gilt:

e P % — 0
2B T %¢c T % aEe (9)

Die verbleibenden Terme bilden die plastische Dissipationsungleichung:

T:2Q0
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a"l"e 5P 677//' H

DF = — —— B C P A Y >0. 10
& {a (CB") toa, M7 (10)

Mit (9), dem konkreten Ansatz fiir den plastischen Anteil der freien Energiedichte
wp = CJ2 (Al) (11)

und der folgenden konstitutiven Annahme
Ovp _ 9(c2(A1))

« 90 DA, DA, cGA,G (12)

(G stellt den kontravarianten Metriktensor der Ausgangskonfiguration dar) kann die Dis-
sipationsungleichung auch geschrieben werden als

. 1 .
D”:—cx--Al—iT--C”BpCEO. (13)

a sei die zu A; arbeitskonjugierte Variable in der Ausgangskonfiguration und soll den
Riickspannungstensor darstellen.

Entsprechend dem Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipation wird verlangt, dass
die unbekannten Tensorvariablen so bestimmt werden miissen, dass D geméfl (10) einen
maximalen Wert annimmt. Vorausgesetzt wird dabei die Erfiillung der FlieBbedingung.

Damit ergibt sich ein Extremwertproblem mit Nebenbedingung in der folgenden Art:

D', T) — gl%( (14)
Fla,T) < 0. (15)

Die notwendigen Voraussetzungen fiir die Existenz eines lokalen Maximums des Optimie-
rungsproblems (14), (15), die sogenannten Kuhn-Tucker Bedingungen, kénnen mit Hilfe
der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren ermittelt werden. Dazu wird folgende
Lagrange-Funktion mit einer skalaren Schlupfvariable y zur Umwandlung der Nebenbedin-
gung (15) in die Gleichheitsbedingung F(c, T) + y* = 0 definiert:

L=-D'(a,T)+AF(a,T)+y)| — min (16)

Als Fliebedingung wird ein fiir grofle Deformationen modifizierter Ansatz nach Baltov-
Sawczuk [1] verwendet, mit dem es moglich ist, sowohl isotrope und kinematische als auch
Distorsionsverfestigung zu beriicksichtigen. Die Fliefbedingung wird in der Momentankon-
figuration formuliert und anschlieflend in die Ausgangskonfiguration zuriickgezogen. Der
vierstufige Tensor If dient der Beschreibung von Anfangsanisotropien bzw. einer Distor-

sionsverfestigung.



F:(T-d)--}f-.(T—a)—ngzo (17)

mit T =T — %(T-- C)B und B = (C)™". (18)

Entsprechend den Kuhn-Tucker Bedingungen fiir das Extremwertproblem (14), (15) werden
die Ableitungen von (16) nach den unbekannten Tensorvariablen T', & und dem Lagran-
geschen Multiplikator A gleich Null gesetzt. Diese Vorgehensweise in Verbindung mit der
Geschwindigkeitsformulierung des hyperelastischen Deformationsgesetzes liefert ein nicht-
lineares Algebro-Differentialgleichungssystem, dessen Losung u.a. die (16) maximierenden
Spannungen und Riickspannungen sind.

. 021), . » P OF OF

T = 25505 (C+CBC)—)\T8—TB—)\B8—TT (19)
p oF .
B" = -2)B_.B (20)
, OF OF
A, = A& Y = A= 21
1 )\aa = & cG’( )\aa)G (21)
: 2 _OF _OF

p = —_ —_— oo _

EY )\\/ 3B Bor (22)

> N > N 2 2

F:(T—a)--If--(T—a)—gTF:O (23)

Die Gleichung (22)* fiir die plastische Bogenlinge wird dem System hinzugefiigt, da z.B.
die isotrope Verfestigung, charakterisiert durch die Entwicklung der Flielspannung, von
E? abhiéngt. Deshalb ist eine Entwicklungsgleichung fiir E? notwendig.

Nach einigen Umstellungen kann das Algebro-Differentialgleichungssystem (19-23) wie folgt

T+A9--§—§—%9--C’+A<T§—§B+B§—§T> =0 (24)
a+Acg—Z =0 (25)

Efj—)\\/ng—;--Bg—g = 0 (26)

F=(T-é&)-K- (T—a)—ng(Eg) = 0 (27)

1(22) entsteht aus EP = \/%BpEp .- B?E" unter Beriicksichtigung von (20).
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bzw. in der verallgemeinerten Form

. oF 1 . oF oF

&+ Q,(T,a,)) =
EP 4+ Qs (T,a,)) =
F(T,a,EY) =

dargestellt werden.

4 Numerische Simulation

Einleitend soll erwidhnt werden, dass bei der numerischen Umsetzung des Deformations-
gesetzes die Koordinaten zweistufiger Tensoren als Vektoren und vierstufiger Tensoren als

Matrizen verarbeitet werden.

Das Algebro-Differentialgleichungssystem (28)-(31) kann nur mit numerischen Verfahren
gelost werden. Zuerst erfolgt die Diskretisierung der Gleichungen (28)-(31) nach der Zeit
unter Nutzung des folgenden numerischen Integrationsalgorithmus fiir eine gew6hnliche

Differentialgleichung:

dy

2 =y = f(t

= U= [ty

Yn+1 = Yn + (afn-i-l + (1 _04) fn) At

mit

At =ty — th
und

0,0 Euler vorwiarts
a € [0,1], a =< 1,0 : Euler riickwérts
0,5 Crank-Nicolson (Trapezregel)

Y

Zuniichst wird C,4; nach Anwendung der Zeitdiskretisierung (33) durch

1

CHH - alt

AC,41 — (1 - ) CoAY

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

ersetzt. Wihrend « in den folgenden Iterationen beliebig ist, gilt fiir den 1. Schritt stets

a=1.



Mit (32)-(34) folgt dann aus den Beziehungen (28)-(31) das nachstehende System nichtli-

nearer algebraischer Gleichungen:

OF
8T

oF

+(1—a))\ Dy 5T

T, —Th+ [Oé)\nﬂ D

]At

1 . 1
- |:§(1 - 04) (-Qn - -Qn-i-l) "Cn:| At — §Dn+1"ACn+1

OF oF
+al, 1 <Tn+1 T . B, + B,y — oT | n+1> At
oF
1—a)\, | T, —| B, B T, | At

Qpi1 — Oy + [ann_,_l 1 -« Ql At

]
]

F(Tn-i-la Qpt1, EP

Un+1)

ED . —Eb +]aQs,, +(1-0)Qs,

Un+1

At

(37)

(38)
(39)

(40)

Fiir die verkiirzte Darstellung der weiteren Ldsungsschritte wird ein Variablen-Vektor z

eingefiihrt.

= (T, o, B, N

(41)

Ebenso wird ein Operator G definiert, der die linke Seite des Gleichungssystems

(37)-(40) reprisentiert.

G (zn, Zpi1, AC, 41, Cn)

Gesucht wird letztendlich der Variablen-Vektor
T
Zn4l = (Tn+1; At E5n+1; )\n+1)
fiir den Lastschritt n + 1 als Lésung von
GTL+1 =G (Zn+1) =0.

Die Berechnung von z,; erfolgt mit Hilfe des Newtonverfahrens

-1
i+1 . [
Zpp = 21— (Vzl G) G

n+1

wobei die Jakobi-Matrix (Vz G') die Form

(42)

(43)

(44)

(45)



M rr M 1, 0 My

4 4
0Q aQ 0Q
(VzG) = 20 (46)
Q3 Q3
oF oF oF
T Ja OE?
mit
2 oF oF
M =1 AD .. At MI—B + B—1 ) At
A R 7 7 <8T * acr) *
O0*F O0*F
+ a)\n+1< o7 aTB + B aTT) At (47)
2F 0?F 0?F
M — D-. A T B B T)A 4
ra = oA G AT OM( oToa T P oToa ) t (48)
aF oF oF
annimmt. Das Newtonverfahren (45) fiihrt mit Az} = 22t — 28| auf das lineare
Gleichungssystem
<Vz;+1 G> Aziilrll = - szﬂ ) (50)

das mittels eines direkten Verfahrens nach Gaufl gelost wird.



5 Verfahren zur Materialparameteridentifikation

Materialparameter sind in der Regel nicht direkt messbar, sondern kénnen nur iiber ih-
re Wirkungen identifiziert werden. Sie verbinden Spannungen, Verzerrungen und interne
Variable miteinander, die ihrerseits ebenfalls nicht direkt messbar sind, sondern sich in
Verdnderungen der Verschiebungen und globaler Groflen wie Krifte und Momente darstel-
len.

Die Materialparameter sind somit unter definierten Belastungen “Ursache” fiir die un-
terschiedliche Entwicklung von Verschiebungsfeldern. Das direkte Problem kann mathe-
matisch als Abbildung von Elementen aus dem Wertebereich P der Materialparameter p
auf Elemente aus dem Definitionsbereich U der Verschiebungen U durch den Operator A
definiert werden:

Ap =U, pe P C R U €UCR"(ia.m > n,). (51)

Aufgabe der Materialparameteridentifikation ist die Inversion der Gleichung (51), d.h., aus
der “Wirkung” bekannter Verschiebungen U soll die “Ursache”, der Parametersatz p, er-
mittelt werden. Diese Aufgabenstellung wird als inverses Problem erster Art bezeichnet [3].

Fiir nichtlineares Werkstoffverhalten ist die Materialparameteridentifikation in der Re-
gel ein schlecht gestelltes Problem. Der Operator A charakterisiert neben den allgemein
giiltigen Bilanzgleichungen das spezielle Deformationsgesetz fiir materielle Punkte mit
verschiedenen Belastungswegen (inhomogene Felder) und die Verschiebungs-Verzerrungs-
Beziehungen. Er kann nicht explizit angegeben und damit auch nicht eindeutig invertiert
werden. Sein mathematischer Ausdruck und seine Eigenschaften sind im Detail nicht be-
kannt. Das inverse Problem der Materialparameteridentifikation kann folglich nur im Rah-
men eines Optimierungsmodells gelost werden. An der TU Chemnitz wurde fiir kleine
elastisch-plastische Verzerrungen ein entsprechendes Verfahren zur Analyse inhomogener
Verschiebungsfelder entwickelt und erfolgreich eingesetzt [3, 5]. Ziel der vorliegenden Ar-
beit sind die Herleitung und Darstellung der theoretischen Grundlagen fiir die Anwendung
dieser Methodik auf die Materialparameteridentifikation bei finiten elastisch-plastischen
Verzerrungen.

Eine Zielfunktion, z. B. im Sinne einer ungewichteten Fehlerquadratsumme, ist so zu mini-
mieren, dass numerisch ermittelte Verschiebungswerte U (p) den Messwerten U mdoglichst
weit angendhert werden:

o(p) = L (U() - 0) — min. (52)

Die Optimierungsaufgabe (52) erweist sich nicht notwendig als gut gestelltes Problem.
So ist die Zielfunktion nicht a priori konvex und deren Hesse-Matrix in einigen Féllen
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schlecht konditioniert. Beides erschwert eine eindeutige, stabile Losung der Aufgabe. Die
Ursache fiir die Schlechtgestelltheit ist in der ungenauen Beschreibung der physikalischen
Grundlagen und einem Mangel an Informationen fiir die Problemlésung enthalten. Durch
die konkrete Formulierung des Deformationsgesetzes und die begrenzte Anzahl von Mess-
punkten stellt die Zielfunktion ein deterministisches Modell dar, das die Realitéit in ei-
nem idealisierten Sinn anhand ausgewihlter Informationen beschreibt. Das physikalisch-
mathematische Materialmodell kann inakkurat sein (Vernachlissigung wichtiger Effek-
te, gegenseitige Abhéngigkeiten der Materialparameter). Die Messdaten sind mit Fehlern
(Rauschen, Streuen) behaftet und moglicherweise unvollstéindig (nicht alle Anwendungs-
bereiche des Materialmodells werden erfasst).

Da die Materialparameter elastisch-plastischer Deformationsgesetze nicht direkt messbar
sind, besteht die Aufgabe, moglichst einfache und robuste Verfahren zur Losung des in-
versen Problems zu entwickeln, deren Ergebnisse eine akzeptable Ndherung des realen
Werkstoffverhaltens darstellen. Eine in der Ingenieurpraxis weit verbreitete Methode zur
Materialparameteridentifikation ist die Anwendung der Deformationsgesetze auf homoge-
ne Spannungs- und Deformationszustinde, die durch spezielle Belastungswege generiert
werden konnen. Entsprechende Verfahren sind in der Praxis anerkannt und z.T. in In-
dustrienormen standardisiert (Zugversuch, Druckversuch, Torsionsversuch u.a.). Die Pro-
bekorper werden so gestaltet, dass die duflere Belastung in jedem materiellen Punkt eines
bestimmten Messbereiches gleiche Spannungs- und Deformationswerte erzeugt. Globale Be-
lastungsgrofien (Verschiebung, Kraft, Moment) kénnen iiber die geometrischen Verhiltnisse
im Messbereich der Probe in Spannungen und Dehnungen umgerechnet werden. Somit steht
der direkte Zusammenhang zwischen den Variablen in den Deformationsgesetzen fiir die
Parameteroptimierung zur Verfiigung. Das inverse Problem wird in der Regel durch Mini-
mierung einer Fehlerquadratsumme geltst. Die dabei entstehenden linearen oder nichtlinea-
ren Gleichungssysteme sind mit einem relativ geringen numerischen Aufwand lésbar. Das
implizit im Optimierungsverfahren enthaltene direkte Problem besteht in der analytischen
oder numerischen Integration des Deformationsgesetzes fiir den konkreten Belastungsweg.

Die Verwendung von Proben mit homogenen Deformationen zur Materialparame-
teridentifikation hat einige Vorteile:

e Viele Deformationsgesetze liegen fiir die speziellen Belastungswege in linearer oder
linearisierbarer Form in bezug auf den Parametervektor p vor. Das fiihrt in der
Auswertung der Fehlerquadratsumme zur Losung linearer Gleichungssysteme.
= in der Regel gut gestellte Probleme, geringer numerischer Aufwand

e Nichtlineare Deformationsgesetze kénnen mit einfachen und zuverlédssigen Verfah-
ren numerisch integriert werden. Der Gesamtaufwand zur Versuchsauswertung und
Parameterbestimmung ist vergleichsweise gering.

Die Auswertung homogener Spannungs- und Deformationszustidnde, bis vor wenigen Jahren
noch einzige Méglichkeit der Materialparameteridentifikation, birgt in sich entscheidende
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Nachteile, die diese Methodik an natiirliche Grenzen stoflen lassen:

e Die Erzeugung homogener Spannungs- und Deformationszustinde ist experimentell
oft sehr anspruchsvoll und vielfach nur in Ndherung zu erreichen. Als Beispiel sei
der Druckversuch mit einer zylinderférmigen Probe genannt, der nur bei voélliger
Reibungsfreiheit zu einem homogenen Zustand fiihrt.

e Die an Proben mit homogenen Deformationen gewonnenen Ergebnisse sind vielfach
ungeniigend zur Modellierung komplexer Spannungs- und Deformationszustinde ge-
eignet. Homogene Zusténde sind nur mit einer stark eingeschrinkten Anzahl speziel-
ler Belastungswege zu erzeugen und zu vermessen. Das Informationsangebot zur Iden-
tifikation der Materialparameter ist gering. Spezielle Werkstoffeigenschaften wie An-
fangsanisotropie, kinematische oder formative Verfestigungsvorginge bei
elastisch-plastischem Materialverhalten u. a. sind durch homogene Deformationen nur
eingeschrinkt zu erfassen.

e Unterschiedliche Belastungswege werden héufig an unterschiedlich gestalteten
Probekorpern aufgebracht (z. B. Zug — Schulterstab, Druck — Zylinder), die mogli-
cherweise Materialinhomogenitéiten aufweisen und mit verschiedenen Fertigungsver-
fahren hergestellt wurden. Fertigungsprozesse wirken sich jedoch nachweislich auf die
Materialeigenschaften aus. Unterschiedliche homogene Deformationszustinde kénnen
somit zu unterschiedlichen Materialparametern fithren. In kommerziellen
FEM-Programmen wird oftmals die Durchfiihrung verschiedener Experimente mit
homogenen Zusténden und deren gleichzeitige Beriicksichtigung in einer gewichteten
Zielfunktion empfohlen. Das fiithrt zu Materialparametern, die jedes dieser Expe-
rimente im Mittel gleich gut (bzw. gleich schlecht) approximieren. Die Kritik der
eingeschriankten Ubertragbarkeit auf komplexe Zustinde bleibt erhalten.

Diese Nachteile iiberwiegen die Vorteile bereits hiufig im Bereich kleiner inelastischer,
aber auch finiter elastischer Verzerrungen und lassen eine Anwendung dieser Verfahren
zur Materialparameteridentifikation bei finiten elastisch-plastischen Verzerrungen als nicht
sinnvoll erscheinen.

Mit der weiteren Entwicklung der Rechentechnik, inshbesondere mit dem Einsatz von Par-
allelrechnern, ist die Auswertung inhomogener Verschiebungsfelder praktikabel geworden.
Gemessene und berechnete Verschiebungswerte des gesamten inhomogenen Feldes werden
in der Zielfunktion (52) beriicksichtigt, die mit numerischen Optimierungsverfahren im
Raum der Materialparameter minimiert wird. Dabei ist in jedem Optimierungsschritt das
direkte Problem der Berechnung des Verschiebungsfeldes mit dem aktuellen Materialpa-
rametersatz als nichtlineares Anfangs-Randwert-Problem zur Simulation des Experiments
zu losen. Die Finite-Element-Methode (FEM) bietet dazu sehr gute Voraussetzungen.

Gegeniiber herk6mmlichen Methoden weist die Analyse inhomogener Feldprobleme zur
Materialparameteridentifikation einige Vorteile auf:
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e Die Probenherstellung und Versuchsdurchfiihrung sind vergleichsweise einfach. Héhe-
re Anforderungen sind an die Messdatenerfassung und -auswertung zu stellen. Das
Problem der Messwertaufbereitung liegt besonders in der Bereitstellung der Daten in
den materiellen Punkten, in denen die numerischen Vergleichswerte ermittelt werden
(z.B. in den Knoten des FE-Netzes).

e Durch geeignete Auswahl der Experimente (Probenform, Belastung) konnen ver-
schiedene lokale Lastgeschichten in einzelnen materiellen Punkten der Probe beriick-
sichtigt werden. Die Materialparameter bilden das Ergebnis einer Mittelung {iber
verschiedene (in der Regel mehrdimensionale) Belastungswege. Das Informationsan-
gebot fiir die Losung des inversen Problems ist sehr groff und in seiner Quantitét
leicht beeinflussbar.

Die Verwendung von Proben mit inhomogenen Deformationen zur Ermittlung der Materi-
alparameter ist naturgemafl auch mit spezifischen Nachteilen verbunden:

e So erfordern die Losung eines vollstdndigen Anfangs-Randwert-Problems mit der
FEM und die halbanalytische Sensitivitéitsanalyse zur Ermittlung der Verschiebungs-
gradienten beziiglich der Materialparameter in jedem Optimierungsschritt grofie Res-
sourcen an Speicherplatz und Rechenzeit. Dieses Problem verliert mit der permanen-
ten Weiterentwicklung der Rechentechnik zunehmend an Bedeutung.

e Durch die zeitliche und raumliche Diskretisierung des FE-Problems und die Schach-
telung mehrerer Iterationsverfahren (nichtlineare Optimierung, Inkrementalisierung
der Lastgeschichte, Gleichgewichtsiterationen im Lastinkrement, numerische Integra-
tion des Deformationsgesetzes) ist das Verfahren anfillig fiir numerische Fehler. Diese
kénnen durch den Einsatz zuverlissiger und effizienter numerischer Verfahren in ihrer
Wirkung beschriankt werden.

e Die Schlechtgestelltheit des Operators, der die zu identifizierenden Materialparameter
bei vorgegebenem Belastungsweg der Probe auf die Folge der Verschiebungsfelder ab-
bildet, hat ihre Ursache in fehlenden oder modellinadéquaten (z. B. grobe Messfehler)
Informationen. Sind die Quantitit und/oder Qualitit der Informationen nicht aus-
reichend, kann die Lésung des inversen Problems mehrdeutig oder instabil sein, in
Einzelfillen sogar nicht existent. Da die Informationen immer als endliche, diskrete
Datenmenge vorliegen, ist besonders auf Qualitéit der Daten zu achten (zutreffendes
Materialmodell, vollstéindige Messdaten mit geringen Messfehlern).

e Schliefilich ist die Existenz von Losungen fiir das nichtlineare Optimierungsproblem
als formal mathematische Aufgabenstellung an bestimmte Voraussetzungen, z. B. fiir
die mathematische Struktur des Abbildungsoperators, gebunden. Da der Abbildungs-
operator fiir das inverse Problem der Materialparameteridentifikation nicht explizit
vorliegt, ist es nicht méglich, die Aquivalenz der Eigenschaften des physikalischen
Modells mit den geforderten mathematischen Eigenschaften des Operators nachzu-
weisen.
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Trotz der genannten Nachteile werden die Forschungen zur Materialparameteridentifikation
auf der Grundlage der Analyse inhomogener Feldprobleme weltweit intensiviert. Insbeson-
dere der Vorteil eines mit relativ geringem Aufwand erfassbaren grofien Informationsange-
botes fiir das inverse Problem ldsst diese Methodik gegenwirtig ohne Alternative erschei-
nen, um den hohen Praxisanforderungen nach verbesserten Strukturanalysen gerecht zu
werden, die hauptsichlich durch realitdtsnihere Materialmodelle erreicht werden konnen.
Zudem werden durch die Weiterentwicklung der Deformationsgesetze und modifizierte ex-
perimentelle Methoden die Quantitat und Qualitit der Ausgangsinformationen verbessert,
was die Stabilitdt des Optimierungsverfahrens erhoht. Demgegeniiber sind die Nachteile
der weit verbreiteten Auswertung homogener Zustinde eher prinzipieller Natur und mit
vertretbarem Aufwand kaum zu mildern.

6 Optimierungsmodell

Zur Losung nichtlinearer Optimierungsaufgaben, wie z. B. der Minimierung der Zielfunk-
tion zur Materialparameteridentifikation (52), sind zwei prinzipiell verschiedene Verfah-
rensklassen bekannt — gradientenfreie Methoden und Gradientenverfahren.

Bei den gradientenfreien Methoden wird zur Ermittlung des Optimums lediglich der Wert
der Zielfunktion benutzt, an die mathematische Struktur des Abbildungsoperators A in
(51) werden somit keine besonderen Anforderungen (Differenzierbarkeit u.a.) gestellt. Ne-
ben den rein stochastischen Verfahren, wie der Monte-Carlo-Methode, bei der neue Pa-
rametersitze zufillig ausgewédhlt werden, zdhlen zu den gradientenfreien Optimierungs-
verfahren auch Evolutionsstrategien. Diese Methoden nutzen dem Verhalten biologischer
Systeme &hnelnde Techniken wie Kombination, Selektion und zufillige Mutation, um aus
existierenden Parametersitzen neue zu generieren, die zu kleineren Werten der Zielfunkti-
on fiihren.

Gradientenfreie Verfahren haben den Vorteil, dass sie den Weg zu einem lokalen Minimum
wieder verlassen konnen, wenn bessere Minima existieren. Ihr entscheidender Nachteil liegt
darin, dass eine Vielzahl von Parametersitzen erzeugt werden muss, ehe der geeignetste
ermittelt werden kann. Grofenordnungen von 10°...10° Versuchen sind keine Seltenheit.
Zudem existieren keine aus der mathematischen Struktur der Verfahren ableitbaren Ab-
bruchkriterien. So wird zumeist die Anzahl der Optimierungsversuche eingeschrinkt und
der Parametersatz als optimal angesehen, der bis zu diesem Zeitpunkt den kleinsten Wert
der Zielfunktion erzeugt hat.

Fiir die Materialparameteridentifikation aus inhomogenen Verschiebungsfeldern sind gra-
dientenfreie Verfahren wegen ihres groflen zeitlichen Aufwandes nicht geeignet, da in jedem
Optimierungsversuch ein vollstdndiges Anfangs-Randwert-Problem gelost werden muss. Es
ist auch nicht akzeptabel, dafiir grobere FE-Modelle mit weniger Freiheitsgraden zu nut-
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zen, da in diesem Falle die berechneten Verschiebungen mit unzulissig groflen numerischen
Fehlern behaftet sind.

Die Gradientenverfahren benétigen Ableitungen der Zielfunktion, so dass der Operator
A entsprechend mehrfach stetig differenzierbar sein muss. Trotz dieser Anforderungen und
des zusitzlichen numerischen Aufwandes zur Ermittlung der Ableitungen der Zielfunkti-
on sind diese Verfahren zur Materialparameteridentifikation bei Auswertung inhomogen
verformter Proben zu favorisieren. Die Anzahl der Optimierungsschritte ist wesentlich ge-
ringer als bei gradientenfreien Verfahren, zudem kann die Konvergenz oder Divergenz des
Optimierungsprozesses in der Regel deutlich verfolgt werden.

Gradientenverfahren fiihren die Zielfunktion immer in das néchste lokale Minimum, vor-
ausgesetzt, das Verfahren konvergiert und strebt keinem Sattelpunkt zu. Die Zielfunktion
(52) ist eine vieldimensionale Fliche, bei der nicht ausgeschlossen werden kann, dass sie
iiber mehrere Minima verfiigt. Grundsétzlich ist es das Ziel einer jeden Optimierung, das
globale Minimum zu ermitteln. Mit Gradientenverfahren ist das nicht eindeutig moglich,
da sie immer einer einmal gefundenen Abstiegsrichtung folgen, die in das néchstgelege-
ne Minimum fiihrt. Zur Ermittlung des globalen Minimums sind verschiedene Methoden
denkbar:

e Verwendung stochastischer Verfahren mit einer sehr grofien Anzahl von Versuchen,

e Nutzung von Gradientenverfahren mit unterschiedlichen Startvektoren zur Ermitt-
lung verschiedener Minima,

e Verwendung hybrider Verfahren als Kombination stochastischer und Gradientenver-
fahren.

Mit den genannten Verfahren ist es moglich, eine diskrete Menge verschiedener Minima zu
ermitteln, deren tiefstes als das globale angesehen wird.

Als Vergleichsgrofien fiir die Materialparameteridentifikation werden in verschiedenen Last-
schritten die Verschiebungen Uy, Us und Us an ausgewéhlten Punkten der Oberfliche einer
geeigneten Probe gemessen. Sie bilden die Grundlage fiir die Formulierung folgender Ziel-
funktion:

2p) = 255 S (Walp)ly — {0n},) (53)

mit
U, UyU;s — berechnete Verschiebungsfelder

Uy, Uy U; — gemessene Verschiebungsfelder
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und .
p = (pla ---,pnp) — Materialparameter

n; — Anzahl der Lastschritte
nr — Anzahl der Messpunkte .

Parameter p, welche die Funktion (53) minimieren, gelten als Losung des Optimierungs-
problems. Es ist darauf zu achten, dass bei Messung und FE-Berechnung materielle Punkte
in den gleichen Orten, gleiche Randbedingungen und gleiche Lastschritte betrachtet wer-
den. Die Berechnung kann aus Griinden der Konvergenz der FE-Lésung auch in kleineren
Lastschritten erfolgen, ein Vergleich von Verschiebungen ist jedoch nur auf gleichen Last-
niveaus gestattet.

Fiir die Gradientenverfahren ergibt sich folgendes Iterationsschema zur Ermittlung der
Materialparameter p; ; aus der vorhergehenden Losung p;:

P =D+ ws; (54)

mit der Suchrichtung s;
s =-Q, 'V, (55)

und der Schrittweite w. Der Gradient der Zielfunktion (53) hat folgendes Aussehen:

nr nr 3 _ d U o
Ve, =33 > ({UK(pl)}ij - {UK}ij) % - (56)
i=1 j=1 K=1 I

Er ist laut (56) durch die Struktur der Zielfunktion vorgegeben, die Suchrichtung wird
somit mafigeblich durch die Wahl der Matrix @, beeinflusst. Ihre konkrete Definition fiihrt
zu unterschiedlichen Gradientenverfahren. Im Falle kleiner Verzerrungen hat sich beson-
ders das Verfahren nach Levenberg-Marquardt bewéhrt ([2, 3, 5]). Fiir w = 1 wird die
Suchrichtung s; so ermittelt, dass das Minimum (52) in einem gewissen Vertrauensbereich
(trust-region)

sl <6 (57)

mit einem vorgegebenen Radius ¢ gesucht wird ([8, 13]). Die Matrix Q, ergibt sich aus

Q, = Hgy + I . (58)

Hierbei stellt H gy eine modifizierte Hesse-Matrix (Matrix der zweiten Ableitungen der
Zielfunktion nach den Materialparametern) dar, die nur Produkte der ersten partiellen
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Ableitungen enthélt, und deren Komponenten (Hgy)my, sich fiir das Modell (53) wie folgt
ergeben:

& < 8{UK(p)}ij 8{UK(p)}ij _

(HGN)mn - ZT Z

(59)

i=1 j=1 K=1 pm Opn
Der Wert p wirkt als Ddmpfungsparameter und wird so ermittelt, dass die Losung den
vorgegebenen Vertrauensbereich nicht verletzt

G(u*F) + 6%) G(p"
G(u) = s"s — 6 =yt =pt - (( )g |k52 v (60)
M

mit
G,=-28"Q, " 's; und p° =0. (61)

Fern der Losung ergeben sich grofle Werte fiir p, so dass der Levenberg-Marquardt-Algo-
rithmus dem Gradientenverfahren (Methode des steilsten Abstiegs) dhnelt und eine schnelle
globale Konvergenz in den ersten Suchschritten gewé#hrleistet. Im Laufe der Berechnung
wird p verkleinert, so dass der Iterationsprozess in der Nihe der Losung in das Gauf3-
Newton-Verfahren mit seiner quadratischen Konvergenz iibergeht.

Im folgenden Kapitel soll ein Verfahren zur semianalytischen Sensitivitéitsanalyse vorge-
stellt werden, mit dessen Hilfe die fiir den Gradienten der Zielfunktion benotigten Ab-
leitungen der Verschiebungskomponenten nach den Materialparametern berechnet werden
kénnen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird dabei von der Existenz nur eines Ma-
terialparameters p ausgegangen. Das vorgestellte Verfahren ist dann nach der Losung des
direkten Problems komplett auf jeden zu identifizierenden Materialparameter anzuwenden.

7 Semianalytische Sensitivititsanalyse

Zur Ermittlung der Ableitungen der Verschiebungskomponenten nach den Materialpara-
metern stehen verschiedene Methoden zur Verfiigung:

e Die analytische Ermittlung dieser Ableitungen ist im vorliegenden Fall nicht moglich,
da kein explizit-analytischer funktioneller Zusammenhang zwischen den Verschiebun-
gen und den Materialparametern existiert (U = U [T (p), a(p), E%(p), A(p)])-

e Numerische Verfahren, bei denen die Ableitungen der Verschiebungen nach den Ma-
terialparametern durch Differenzenquotienten ersetzt werden, erfordern einen grofien
Rechenzeitaufwand und erzielen hiufig keine zufriedenstellende Genauigkeit.

e Das Verfahren der semianalytischen Sensitivitdtsanalyse, das auf der impliziten Dif-
ferentiation des Gleichgewichts und des ausiterierten Deformationsgesetzes basiert,
wird im Folgenden ausfiihrlicher vorgestellt. Es hat den Vorteil, analoge numerische
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Strukturen zu nutzen, die bereits bei der Losung des direkten Problems generiert
wurden. Auflerdem besitzen die bendtigten Ableitungen die gleiche Genauigkeit wie
die Losung des direkten Problems (Knotenverschiebungen).

Die Herleitung der Beziehungen fiir die semianalytische Sensitivitéitsanalyse bei finiten
inelastischen Verzerrungen basiert auf einem Vorschlag von Mahnken (]9, 10, 11]). Wird
die Erfiillung des Gleichgewichts zu einem Zeitpunkt ¢ vorausgesetzt, gilt die Darstellung
des Prinzips der virtuellen Arbeit in Koordinatenschreibweise:

[T (U515 + 65) (U v = [ R 6UgdA, + [ o, K¥ 6U vy, (62)
Vo Ao Vo
wobei K die im materiellen Punkt angreifenden Volumenkréifte und R die Randkréfte auf

der Teiloberfliche dV,; des Korpers reprisentieren. Die Herleitung und numerische Realisie-
rung dieser Gleichgewichtsbedingungen im Rahmen der FEM sind in [6] im Detail erldutert.

Die Geschwindigkeitsformulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit ist durch die Bezie-
hung

/[T” (U1, + 8%) + TV UKL, (6T k) 1V, = /RK 5T x dA, +

Vo Ao

+ / 00 KX Uk dV,  (63)

Vo

gegeben. Analog dazu soll eine implizite Differentiation der Gleichgewichtsbedingung nach
einem Materialparameter durchgefiihrt werden. Da die Oberflichen- und Volumenkréfte
weder explizit noch implizit von den Materialparametern abhingen, fiir den 2. Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensor T'(E (p), a(p), E?(p), A(p),p) jedoch keine Einschrén-
kungen gelten, folgt mit

dart’ _ oT" dEunN N arTt’
dp B OFEvN dp dp

(64)

aus (62) die zur materiellen Zeitableitung analoge Parameterableitung des Prinzips der

virtuellen Arbeit:
d
| (%)
J dp

dTIJ d K

/ l n (U%1, + of) + TV g—p
Vo

Dabei wird die Tatsache, dass bei fixierter Zeit unterschiedliche Materialparameter zu un-

terschiedlichen Verzerrungs- und Spannungszusténden fiihren, genutzt, Ableitungen, Inkre-

mente bzw. Variationen nach den Materialparametern zu definieren, die eine mathematisch

vollkommen analoge Struktur und Bedeutung besitzen wie materielle Zeitableitungen. Mit

drT!’
dp

dv, = 0. (65)

1

(66)
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wird der Anteil der vollstdndigen Ableitung des Spannungstensors nach den Materialpara-
metern bezeichnet, der mégliche explizite Abhéngigkeiten der Spannungen von diesen Pa-
rametern und deren impliziten Abhéngigkeiten ausser jenen iiber die Verzerrungen beriick-
sichtigt. Diese Konstruktion soll hier nicht detaillierter untersucht werden, da spéter gezeigt
wird, dass sie in ihrer allgemeinen Struktur aus der impliziten Differentiation des ausite-
rierten Deformationsgesetzes nach den Materialparametern ermittelt werden kann.

Analog zur Variation der materiellen Zeitableitung des Verzerrungstensors
26E1; = (6U7) |5 + (U) 11 + (6UM) [ Untls + UMy (6Un) 15 (67)

sei auch seine Variation der Ableitung nach einem Materialparameter definiert:

5 (%) = (%)), C%),
(o)) e (5 (%)

Mit (68) sowie unter Beriicksichtigung von (64) wird aus (65) nach einigen Umformungen
folgende Parameterableitung des Prinzips der virtuellen Arbeit in Koordinatenschreibweise

(68)

TIJ E E K
[l o)+ ] ()] -
J OFyNy dp dp dp |; dp I
arT’’ dFE
S / 5( ”) dv, (69)
g dp dp

bzw. in symbolischer Darstellung

V/{(Z_;.. ‘%) ..5(‘%) y T l(GRAD (%))T .GRAD (5 (%))H v, =

o

arrT dE
=[G () (70

o

definiert, die eine dhnliche Struktur wie die Geschwindigkeitsformulierung des Prinzips der
virtuellen Arbeit (63) aufweist. Gleichung (70) stellt die Ableitung der globalen Gleich-
gewichtsbeziehung nach einem Materialparameter dar und kann durch ein Ortsdiskretisie-
rungsverfahren (z.B. FEM) in ein System nichtlinearer algebraischer Gleichungen iiber-
gefiihrt werden.
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Nach dem Ubergang von der Tensordarstellung in die Matrixdarstellung des FEM-Steifig-
keitssystems nimmt die Beziehung (70) folgende Form fiir jedes Element des FE-Netzes

) @ ) - (6, (@),
) e o

Dabei reprisentieren dT' /dE die konsistente Materialmatrix, (), x Ableitungen nach den

vy =

globalen Ortskoordinaten und T die Koordinaten des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungs-
tensors in spezieller Matrixform. Zum Verstindnis weiterer Einzelheiten der hier verwen-
deten und aller folgenden FEM-Beziehungen wird wiederum auf [6] verwiesen.

Fiir die ortsdiskretisierte Darstellung von (71) werden unter Beriicksichtigung der Un-
abhéngigkeit der Formfunktionen von den Materialparametern folgende Beziehungen zwi-
schen den Ableitungen der Verschiebungen nach den Materialparametern in jedem Punkt
des Elementes und den FE-Knoten hergeleitet, die wiederum Analogien zu entsprechenden
Zeitableitungen bzw. inkrementellen Formulierungen aufweisen:

dU dU
a o o 2
dp G dp (72)
dE dU
w - B (73)
(£> — G’g (74)
dp ) x dp
5(@) = G (ﬂ) (75)
dp ) x dp
dE dU
sl=—) = B,d|—) .
(@) (@) (76)

Hier werden in Anlehnung an die Darstellung in [6] mit G' die Matrix der Formfunktionen,
G deren Ortsableitungen nach den globalen Koordinaten, B, die Matrix der Verzerrungs-
Verschiebungs-Beziehungen und U die Knotenverschiebungen bezeichnet.

19



Unter Beriicksichtigung von (72)-(76) ergibt sich aus (71)

N T ~

6E2) () () + ()] ore(2)
() 5 ()

bzw. nach einigen Umformungen bei Beachtung der Unabhéngigkeit knotenbezogener Gros-
sen von den Elementkoordinaten

(6 (‘g))T{ V/(BT (%) B, + éT*G) ave
@) {2

Die Beziehung (78) gilt fiir beliebige Werte der virtuellen Ableitungen der Knotenverschie-

bungen nach den Materialparametern. Damit folgen aus (78) Elementsteifigkeitsbeziehungen
der Form

dU0 T
Ke—U:—/Bf T2 ave = pe (79)
dp dp P
Ve
mit der aus der Losung des direkten Problems bekannten Elementsteifigkeitsmatrix
dT _ _
K° = /[Bf (—) B, + GT*G] dve (80)
dE
Vs
und der rechten Seite
e T d’'T e
Pp:—/Bv T2 ave. (81)
Ve dp

o

Nach Akkumulation aller Elementmatrizen und -vektoren folgt das FEM-Gleichungssystem

dU

-~ _p 82
welches als Losung die fiir den Gradienten der Zielfunktion benotigten Ableitungen der
Knotenverschiebungen nach den Materialparametern ergibt und mit den entsprechenden
Beziehungen bei kleinen Verzerrungen identisch ist ([3, 5]). Dabei kann nach der Losung des
direkten Problems in jedem Lastschritt dessen Gesamtsteifigkeitsmatrix erneut verwendet
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werden. Die Randbedingungen fiir das System (82) werden in den Knoten mit vorgegebenen
Verschiebungen durch die Beziehungen

~ —o (83)

charakterisiert.

Fiir den Aufbau der rechten Seite des Systems (82) sind die Ableitungen (66) der Spannun-
gen nach den Materialparametern zu bilden. Dazu wird das ausiterierte, zeitdiskretisierte
Deformationsgesetz (37)-(40) implizit nach den Materialparametern abgeleitet. Aus der
symbolischen Darstellung des Deformationsgesetzes

G(zn(p)aszrl(p)ﬂp) =0 (84)

folgt
PPGny  0G, APz, n 0G 41 dPzp n 0G 41

dp Oz, dp Oz dp op

= 0. (85)

Auch diese Gleichung weist eine direkte Analogie zu den Beziehungen bei kleinen Ver-
zerrungen auf ([3, 5]), wodurch die Verwendung der dort entwickelten Methoden auch
fiir finite inelastische Verzerrungen moglich wird. Mit der Kennzeichnung dP(.)/dp fiir die
vollstandige Ableitung des Deformationsgesetzes nach den Materialparametern wird die
Annahme aus der impliziten Differentiation des Gleichgewichtszustandes unterstrichen,
dass in diesem Anteil implizite Abhéngigkeiten von den Materialparametern iiber den Ver-
zerrungszustand nicht beriicksichtigt werden. Dies ist auch insofern nicht notwendig, da
das Verzerrungsinkrement AC,,; als Losung des Randwertproblems quasi die Belastung
fiir das Anfangswertproblem und somit keine unabhéngige Variable darstellt.

Nach einer geeigneten Umformung von (85)

0G 41 dPzp
8zn+1 dp

APz 41 G APz, 0G4
= (V. . G = — - 86
( Znt1 ) dp 0z, dp op (86)

ergeben sich die geforderten Ableitungen der Spannungen nach den Materialparametern
als Teil der Losung eines Systems linearer algebraischer Gleichungen mit der aus dem Pro-
zess der Integration des Deformationsgesetzes bekannten Jakobi-Matrix (46). Dabei ist die
Jakobi-Matrix des letzten, zur Konvergenz von (45) fiihrenden Iterationsschrittes zu ver-
wenden.

In seiner ausfiihrlichen Darstellung erhilt die Beziehung (86) unter Beriicksichtigung des
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zeitdiskretisierten Deformationsgesetzes folgende Form:

OPF OPF drT
+ (v o707 LB" Proror L“)” 3

> F >PF
— (@) MA D, S 2 | B,+B
S t{4" 8T8a‘n ("aTaa‘n n
OF oF oF
~ -aardp, - Z| 4 (1, 5| B+ B, S| T
(1-a) t{4" BTn+< Tl o T P ar ), ")}

22

T r _ 0G
dp n+1 T ap
o oG
- _ n+1
dp n+1 Ra Bp
(VszrlG) -
dP EP EP
B 0G i1
P i1 Ry — =35
dP’ ) A
= 0G
dp n+1 _78;)—1—1
mit
T L OPF _ LOF
dp
2 2
+adni1 | Totr a%w—g— Bpi1 + Bt 3%— Tp | At+
b n+1 b n+1
0’F 0’F
aGT?—I—l =
dp o 9 (1w 29 | A
l ap n+1 ( ) 8p n
0G
dp o % (1-a) 9Qs| | Ay
p n+1 p n
8G2+1 aF
n+1
sowie
0’ F oF
= I — (1—a)\, At | Dy, - I—| B, + B, I
Ry {4 (1—-a) [4 8T8T‘n+<4 or| Bt n4)+

" 8T8a‘ T”)} B
n

)
dp

n

dPox
dp

(87)

n

(89)



Ro = —(1-a)at 20 .dZ_]’;"nJr{ﬁ_(l_a)At%
_ (1—a)At%n‘§_g‘n

Rpy = —(1—a)At% .ﬁ_zn_(l_amt%n“ﬁ_g
4 degn—(l—a)At%nf_;‘n_

)

n

dPox
dp

_|_

n

(90)

(91)

Sind mehrere Materialparameter zu identifizieren, dann ist in den vorgestellten Beziehun-
gen iiberall p durch p; mit : = 1,..., nparam zu ersetzen.

Fiir ein konkretes Deformationsgesetz ohne Beriicksichtigung der Substruktur mit einer
modifizierten quadratischen FlieBbedingung nach Baltov-Sawczuk seien die wichtigsten
Beziehungen zur Ermittlung der erforderlichen partiellen Ableitungen nach den Materi-
alparametern nochmals zusammengefasst:

F =

Q1:

Qs =

Tr =

p:

_)\\/gBa_F.. Bﬁa_F

(p1, P2y 03, pa)" = (Try,a,n,c)" .

(T_d)..If..

e 9F —2cA K - (T - fx)

oo

oT

Tro + a[(BY +8)" — "]

T

Diese Ableitungen ergeben sich damit zu:

0Q _
op 0
2\ K - (T —a)
2
0 Qs _— 0‘F _ o
op 0TOop 3

23

(T—a)—ngzo

(94)
(95)

(96)

(98)



4 0T,
stears, | (=3Tr

4 oT, n n

oF | 3TrGe | | —3Te((E24+B)" - 8] %)
Op —‘%%% —3Tpal(BL + 8)"In (EL + 8) — " In f§]

—371r Oc

8 Zusammenfassung und Ausblick

Entsprechend der Aufgabenstellung im Teilprojekt D1 des SFB393 der TU Chemnitz wur-
de die Entwicklung der theoretischen Grundlagen der Parameteridentifikation fiir elastisch-
plastische Deformationsgesetze bei grofien Verzerrungen auf der Basis der Analyse inhomo-
gener Verschiebungsfelder dargestellt. Die Identifikation der Materialparameter wurde mit
Hilfe eines deterministischen nichtlinearen Optimierungsverfahrens (Levenberg-Marquardt-
Methode) fiir eine Zielfunktion vom least-squares-Typ realisiert. Kernstiick ist dabei die
Berechnung der numerischen Vergleichswerte (Knotenverschiebungskoordinaten) mit Hilfe
der FEM in jedem Optimierungsschritt.

Dazu wurde fiir das experimentelle parallele FEM-Programm PMHP eine Materialschnitt-
stelle entwickelt, welche die Beriicksichtigung von Deformationsgesetzen fiir grofie elastisch-
plastische Verzerrungen in einer verallgemeinerten Formulierung ermdglicht. Bei der Her-
leitung spezieller Materialmodelle wurde eine thermodynamisch konsistente Formulierung
angestrebt. Im plastischen Teildeformationsgesetz kénnen neben isotroper und kinemati-
scher Verfestigung auch Anfangsanisotropien beriicksichtigt werden. Der elastische Anteil
beschreibt nichtlinear-hyperelastisches Materialverhalten.

Das Deformationsgesetz wurde als Algebro-Differentialgleichungssystem formuliert, dessen
zeitdiskretisierte Form erfolgreich numerisch umgesetzt wurde. Diese Herangehensweise
ermoglicht zugleich die effektive Ermittlung der konsistenten Materialmatrix.

Essentiell fiir eine erfolgreiche Nutzung deterministischer Optimierungsverfahren ist die
zuverlissige Berechnung des Gradienten der Zielfunktion — die Sensitivitdtsanalyse. Es
wurde ein Verfahren der semianalytischen Sensitivitdtsanalyse beschrieben, dessen Grund-
beziehungen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit abgeleitet wurden. Die Ableitungen von
stiitzstellenbezogenen Variablen nach den Materialparametern folgen aus der Lésung eines
Systems nichtlinearer algebraischer Gleichungen, das sich aus einer impliziten Differentia-
tion des Deformationsgesetzes ergibt. Auch hierbei kénnen die analogen Strukturen des
zeitdiskretisierten Materialmodells effektiv genutzt werden.

Zukiinftige Aufgaben sind die Untersuchung verschiedener Einflussfaktoren auf Ergebnis

und Konvergenzverhalten des Optimierungsprozesses und die Einbeziehung einer unterlie-
genden Substruktur [4, 12] in das Deformationsgesetz.
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