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1 Newtonsche Mechanik

1.1 Newtonschen Axiome
Die drei Newtonschen Axiome lauten:
(aus principia mathematica philosophiae naturalis)

[ Jeder Koérper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen
Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krifte gezwungen wird,

seinen Bewegungszustand zu édndern.

IT Die Anderung der Bewegung ist der einwirkenden Kraft proportional

und geschieht léings jener geraden Linie, nach welcher die Kraft wirkt.

ITT Die Reaktion auf eine Aktion ist immer entgegengesezt und gleich, d.h.
die Aktionen (Kraftwirkungen) zweier Koérper aufeinander sind immer

gleich grof und entgegengesetzt gerichtet.

1.1.1 Newton II

Mathematisch formuliert lautet Newton II (fiir Massenpunkte)

S d dp -
F = E(mﬁ) = d_]t? =p mit p=mv Impuls (1.1)
konstante Masse:
. dv -
F = md—z =ma mit Beschleunigung @ = d_tz =7 (1.2)



1.1.2 Newton I
Newton I schreibt sich
F=0 & p=0, p= konst. (Impulserhaltung) (1.3)

Beispiel: Block auf schiefer Ebene, stetige Vergréflerung des Neigungswinkels

Abb. 1: © < O,;; Block fest, keine Beschleunigung = keine Kraft

L zur schiefen Ebene gilt folgende Kraft:

N = Normalkraft der Ebene auf Block, N = W cos ©

|| zur schiefen Ebene gilt die Kraft:

H= Hangabtriebskraft, H = W sin © = f;, = Haftreibung

Erfahrung: Haftreibung kann nicht grofler als ein kritischer Wert py,- N werden

Wsin® = f, < pup-N=pup-W-cos© (1.4)

krit. Winkel: H = Wsin Oyt = fhmaz = W €0S Oy

= ’ Oprit = arctan puy, (1.5)




© > O = Gleiten, Gleitreibung p, < p, (empirisch)

fg:,ug'N<fh (1'6)

= H > f,, beschleunigte Bewegung

1.1.3 Newton III

Newton III wird gemeinhin mit Actio = Reactio zusammengefasst

Wahrnehmung: Wenn ich eine Kraft ausiibe, erfahre ich eine Gegenkraft,

7.B. Tauzichen

F 12 = —ﬁm
f f (1.7)
Kraft von Kraft von
2 auf 1 1 auf 2

—

Die sogenannte Starke Form Fio | =71 — 7 des 3. Newtonschen Gesetzes

gilt zum Beispiel fiir Gravitations- und Coulombkraft.

1.1.4 Anwendung auf Drehbewegungen

(Massenpunkt 7°)

— = d—*
Drehmoment M = ¥ x F = 7 X d_lz
d dr
~——
=0,da parallel



™

-

Abb. 2

Also  Drehmoment M = g—f mit Drehimpuls [=F7x D

1.2 Newtonsche Gesetze fiir Systeme von N Massen-

punkten

°1

Abb. 3

F; = Kraft von j auf i (innere Kriifte)

F@ — suBere Kraft auf i

1

(1.9)



Also ist die Gesamtkraft auf Teilchen :

N 2
ZFij + Fi(a) Newtonl1 mid; = — (m,T}) (1.10)
j=1
JFi

iber alle 7 summieren:

N . . d2
ZFij + ZFi(a) =g mT; (1.11)

i,j=1
N—— F(a) =Gesamtkraft
=0 wg Fjj=—1Fj;
Definition:

Schwerpunkt = Center of Mass (CM)

N
E m;T;

Ortsvektor des Schwerpunktes R=EL

N (1.12)
> m
i=1
N
mit der Gesamtmasse M = Z m;
i=1
Damit:

F@ = MR (1.13)

d.h. der Schwerpunkt verhélt sich wie ein Punktteilchen

Ausblick:

Starrer Korper kann wie Punktteilchen betrachtet werden, des-
sen Masse im Schwerpunkt konzentriert ist (ohne Rotationsbewe-

gung, d.h. Kraft muss im Schwerpunkt angreifen).
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Gesamtimpuls:

N -
p‘zz—;zzm,gzi mﬂ_‘;:M@ (1.14)

d.h. aus (1.13) folgt sofort fiir F(® =0 = P = konst.

Drehimpuls und Drehmoment:

Zur Erinnerung:

[=Fx P
o (1.15)
m=r = —
dt
B} dl’ .
m=0= T 0| Drehimpulserhaltungssatz (1.16)
Bilanz aller Krifte:
N q ‘
N Fj+FEY = —pi=p (1.17)
: dt
7=1
J#i

Schreibweise: Zeitableitungen werden mit einem Punkt gekennzeichnet.

Kreuzprodukt mit 7; bilden:

N
Fox |3 B+ B9 = x (1.18)

= Summe {iiber alle i:

N
DX D EHEY =) i< (1.19)

EONTE
.

Il
—

11



wm(a)
dufleres Drehmoment

Nebenrechnung;:
7 T i) = X PiTTi ;= i XMy T
(73 % i) Pi+ 7 X
dt ——
=0 da Tflm;
Gesamtdrehimpuls:

L= 1= #xp

7

Beitrag der inneren Kriéfte:

N 1 N N 1
N = symmetrisieren N = N =
E TZ'XE]‘ = 5 E Tixﬂj+ E TjX,Fji 25
z',‘j:.l i,}j:Al iaj:,I
] i#] i#]

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

Hinreichend fiir das Verschwinden ist Newton ITI in starker Form, Fi||7; — 7

Dann gilt:

. drL
M@ — ——=
dt

(1.24)

d.h. der Drehimpulserhaltungssatz gilt nur, wenn Newton III in starker Form

erfiillt ist, z.B. nicht fiir bewegte Ladungen < E-Dynamik

12



1.3 Starrer Korper

Im starren Korper bleiben die Abstédnde zwischen einzelnen Teilchen 7; kon-

stant.
Mogliche Bewegung;:
e Translation, alle Massenpunkte haben die gleiche Geschwindigkeit v

e Rotation um eine Achse 7%, alle Massenpunkte haben die gleiche Win-

kelgeschwindigkeit w

Betrachte die Rotation:

Charakterisiert durch normierte Drehachse 'rA?, Winkelgeschwindigkeit w = %‘f

= Definiere vektorielle Winkelgeschwindigkeit ¢ mit (EHT%, w= ‘é—f

Man sieht die 3 Freiheitsgrade der Rotation & = (w,, w,,w.), 3 Freiheitsgrade

der Translation ¥ = (v, vy, vs)

= | Ein starrer Korper hat 6 Freiheitsgrade‘

0

Ursprung

Abb. 4: Rotierender starrer Korper (Translation = 0). Es gilt: v; = pw =

rwsint = U, =W X 1}

13



1.3.1 Gesamtdrehimpuls und Trigheitstensor

L= 1= m(ix5) =Y m; x (& x 7%) (1.25)
(3 7 1 :7"1-25;(,_"1"‘3)?2'
(s. Ubung)

L=y mi(ito— (o)) = o (1.26)

[ = Tragheitstensor  (auf Tensorbegriff wird spéter eingegangen, Merke: I

ist definiert dadurch, dass Gl. (1.26) stimmt)

2 2
Ty — & —ZiYi Tz
= E m; —yiry X2+ 2P YiZ
Al 2 7 7 1~ (1 27)
- )
2 2
T =Y Tty
>
~—
reelle symmetrische Matrix
2 oo il
1, = E ™m; [ri S — 'r’wm,] mit 7; = (?Zi)
i
I Tensor < i.a. L nicht parallel zu &
o]
w

Vereinfachung: Tragheitsmoment beziiglich einer Rotationsachse it =

=> m (f?@-(ﬂﬁ)?) (1.28)

14
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Abb. 5

zur Illustration: Spezialfall Drehachse = Symmetrieachse = z-Achse

L=1I3
(1.29)
= Lj = Z Iz-jwj
Deviationsmomente (nichtdiagonal) I3, I3s:
— Z M2y = Z m;z;x; = 0 fiir symm. Korper (1.30)
Also
- Z:‘_’ 0 I .
L=1u= <13£w3> = Iggw, L <K W, 133 = Zmlp? (131)

p = Abstand von z-Achse

Allgemein gilt I,, = >, m;p? fiir Drehungen um Symmetrieachsen

1.3.2 Kontinuierlicher Kérper

(Aufteilen in kleine Volumenelemente mit Masse Am;)

d
I= Zp?Ami = / P pdV mit p = d_T Massendichte (1.32)

Volumen des
Korpers

15



Annahme: homogener Korper, konstante Massendichte (1 = konstant im

Volumen, p = 0 auerhalb)
I= ,u/deV (1.33)

z.B. Vollzylinder (Drehung um Symmetrieachse)

h R 27
I=p / p2dV=u-/d2/pdp/dsop2
Zylinder 0 0 0
h 2 (1.34)
R
11" R
= 27r,uh/p3dp = 2muh [—,04} = 2ruh—
4" ], 4
0
Zylindervolumen V = wR?h, p = ¥ = —A-
M
= [ = 7R2 (1.35)
Tragheitstensor allgemein:
1, = /dV p(7) [r2d — rurv] (1.36)

1.3.3 Satz von Steiner

Bekannt sei das Tragheitsmoment eines Korpers beziiglich einer durch den
Schwerpunkt gehenden Achse Ig. Der Satz von Steiner erlaubt, ohne neuerli-
che Integration das Trégheitsmoment beziiglich jeder dazu parallelen Achse

14 zu berechnen.

Ein Koérper rotiere um eine durch A gehende Achse. S sei eine dazu parallele,

durch den Schwerpunkt gehende Achse. (Abbildung 6)

16



Abb. 6

1.4 Teilchen in Feldern

Das Kraftfeld F (7, f’, t) ordnet jedem Punkt des R? eine Kraft zu, die auf ein
Teilchen wirkt

Abb. 8: Plattenkond., homogenes Feld

17



Fiir die Bewegung eines Korpers im Kraftfeld ist also Anstrengung vonnéten:

1.4.1 Arbeit
Arbeit fiir infinitesimale Verschiebung
oW = —F.dr (1.37)

Man schreibt W statt dIW, da dWW kein totales Differential sein muf

P,
=
C
dr
P
Abb. 9
Py
Wy — —/ﬁ(jm).df (1.38)
Py

Kurvenintegral, hdngt im allgemeinen ab von:
1. Kraftfeld F
2. Endpunkten P, P,
3. Weg C
4. zeitlichem Bewegungsablauf

Auswertung von Kurvenintegralen = Riickfithrung auf gewohnliche Riemann-

Integrale duch Parametrisierung

18



Abb. 10

C: 7=rla);g <a<a
47
r(oz)da
da (1.39)
g d7(a)
do

d

=
I

do

Damit: Wy = —/ﬁ(f’,ﬁt} :

a1

2B. F = (222 — 3a, dxyxs, 37203)

z

P(1,1,1)

Abb. 11
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2 Wege:
Cy: Gerade 7(a) = (o, o, ),

0
Cy: ) = (o, a?), 0<a<1

o [ @i, c
da (1, 20, 30 ) Cy
7 (202 — 3a, 402, 3a3), C)
(—a?,4a”,3a”), Cy
L dr 3a3 4+ 602 — 3a, C
F.-l = ! (1.40)
da 9a” + 8ab — a2, O,
1
)
We, = — /(3@3 + 60” — 3a)da = 1
0
325
We, = — /(9&7 +8a’ — a*)da = ~18
0

d.h. die Arbeit ist wegabhéngig!

1.4.2 Konservative Krifte

Krifte, fiir die man eine Funktion V finden kann, sodass —F - 7 = LV (7,

heiflen konservativ.
Ausfiihren der Zeitableitung:
ov dﬂ?l oV dSL’Q ov dl’3 I

d
—V = = VvV
@) S e Tamat Temat Y

dh. #-VV = —F .7

20



Eine Kraft ist dann konservativ, wenn sie sich als Gradient eines skalaren
Potenzials schreiben lisst (Krit. 1). D.h. F darf weder von #* noch von ¢
abhéngen,

F=F() =-VV(). (Krit. 1)

(Das negative Vorzeichen ist eine Konvention)

— —

rot F(7) = =V x VV(7) =0, s. Ubung (1.42)

Auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet hat eine Kraft F genau dann
ein Potenzial, wenn rot F = 0, d.h. Bed. (Gleichung 1.42) ist auch hinrei-
chend. (Krit. 2)

Integrales Kriterium:

ov ov ov -
Es gil ) = — —_— —_— = -dr 1.4
s gilt  dV(7) 8$1dx1 + axdeg + 8$3dx3 VV .-dr (1.43)
= %ﬁv -dr = fdv = VEnde — VAnfang =0 (144)

(Dabei ist § ein Kurvenintegral iiber einem geschlossenen Weg.)

Also ist F genau dann konservativ, wenn ¢ F-df = 0 fiir alle moglichen

geschlossenen Wege ist.  (Krit. 3)

21



Eine konservative Kraft F ist konservativ genau dann, wenn
(1) sie sich als Gradient eines skalaren Potenzials schreiben l&sst,
F(7) = =V V(7). Dazu darf die Kraft weder von 7" noch von ¢ abhéingen.
(2) auf einem einfach zusammenhiingenden Gebiet gilt: rot F = 0
(3) sie auf einem geschlossenen Weg keine Arbeit leistet, also ¢ F-dF=0

fiir alle moglichen geschlossenen Wege.

Betrachte Anfangs- und Endpunkt P;, P, und 2 verschiedene Wege zwischen

ithnen:

P,

Abb. 12

Durchlduft man einen von ihnen riickwérts, so erhilt man einen geschlossenen

Weg.

(1.45)
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Ein Kraftfeld ist damit genau dann konservativ, wenn die Arbeit beim Ver-
schieben des Massenpunktes zwischen zwei Raumpunkten wegunabhéingig
ist.

D.h. wenn V x F = 0, kann man das Potenzial iiber einen rechnerisch giins-

tigen Weg ermitteln!

P P
V(P) = /dV = —/ﬁ~df (1.46)
Py Py

Beispiel 1:

linearer harmonischer Oszillator

«—
|
m
Abb. 13
F = —kx = ma = mi (1.47)
DGLdes HO : mi = —kx (1.48)

DGL 2. Ordnung = 2 unabhingige Losungen, spezielle Losung gegeben

durch Anfangswerte von z, &

23



Losen der DGL durch Erraten:

sin(wot
z(t) = (o) mit Wi = —
cos(wot) m

Die spezielle Losung ist dann eine Linearkombination

x(t) = Asin(wot) + B cos(wot) .

Beispiel:
z(t = 0) = xg
T(t=0)=0
=x(t=0) =B = x
(t=0)=A=0
=x(t) = x cos(wyt)

Alternativ lasst sich die allgemeine Losung auch schreiben als

I(t) _ Ceiwot + e iwot mit ZL’(t — 0) — IO,I'(t = O) =0

=a(t=0)=C+k=m

i(t=0)=iw(C—k)=0=C=k=2
=ux(t) = %(em’t + et = 24 cos(wot )

24
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Oder auch
x(t) = acos(wot — 1) mit z(t = 0) = zg,2(t =0) =0
=2(t=0)=acos(—V) =acosv =x
(t=0) (=) 0 (154
(t =0) = —awp sin(—vY) = awgsind =0 =19 = 0,a = zg
=x(t) = xo cos(wot)

d.h. die spezielle Losung ist stets dieselbe.

Wichtig: Eine DGL n-ter Ordnung hat n unabhéngige Losungen.

Der harmonische Oszillator vollfiithrt also cosinusférmige Schwingungen. Ein
Potenzial 148t sich in 1k stets definieren, da jedes physikalische F integrabel
ist. (Es gibt nur einen Weg — | wegunanbhéngig*)

dv 1 k
HO: F = —kx = W = V(z) = 5]{::52, Wy = E(xg —z7)  (1.55)
Beispiel 2:

Dreidimensionaler harmonischer Oszillator (rdumlich isotrop)

=(z,y,2)
(@'dx’ +y'dy’ + 2'd2")
0
y z

b e e [yay+r [20 = St e e = 5

0 0 0

<<
—~
U
I
|
5 o\%l
11
o,
=y
Il
o~

25



1.5 Energie

Teilchen hat kin. und pot. Energie

kin. Energie T' = %mfﬂ

pot. Energie V = V (7, F,t)

In konservativen Kraftfeldern hiangt die pot. Energie nur von 7 ab, V = V (1),
denn sie ist durch das Potenzial definiert.

(siche z.B. Wy = — f2 F-df =V (2) = V(1))

d.h. Energie des Maslsenpunkts:

E=T()+ V() = gﬂ + V() (1.57)

1.5.1 Systeme von Massenpunkten

Abb. 14

F'=F—R = @' =0 —Vou (1.58)

26



kinetische Energie:
T = lz:miv? = lE:mi(f)}' + Veu)?
2 < ! 2 <

1 1 -

Es gilt Zmif} = Zmiﬁ—l-zmiﬂ/

—— —_—— ——
MEB MB 0 (1.59)

Die Zeitableitung der O-Funktion ist ebenfalls 0.

N oz%;mm _ Zmﬂ _ 0

1 2 1 12
= |T = §MVCM + 5277741)1

potenzielle Energie: Alle Kréifte seien konservativ, sodafl V() existiert.

auBere Krafte:

[ 8‘/; - = = =
() = —57 = Vili) = —/F(‘”(n) - dry (1.60)
innere Kréfte:
- oV, oV, -
0T T on T (— 87“]-3) = —F;; (Newton III) (1.61)

Dabei ist V;; die pot. Energie zwischen i-tem und j-tem Teilchen.

Speziell: Wenn V' = V/(|; — 7|) (Coulomb, Gravitation), dann gilt Newton

III in starker Form.

Ly V(E-TD . OV
o o(ri — 7j) "o, o

(in Kugelkoordinaten, winkelabh. Ableitung = 0)
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Die Gesamtenergie ist also
E=T+V
1 9 1 9 1 163
~ v —— J

~
T duBleres Pot. innere Krifte

1.6 Der harmonische Oszillator

Der eindimensionale harmonische Oszillator wurde bereits als Beispiel 1 in
Abschnitt 1.4.2 diskutiert. In der Realitét tritt jedoch immer auch Dampfung

auf.

Annahme: Es wirke noch eine zur Geschwindigkeit proportionale Reibungs-

kraft —233.

DGL des gedampften HO: mi = —kx — 2832, 3 > 0, w? = E >0
m

k
:>:'t+2£¢+—x:0
m m

2

cx =10 mita:£>0

m

=2+ 200 +w

Ansatz z(t) = € mit v € C

(analog zu Losung et !

im ungedampften Fall)
= @(t) = ve', i(t) =%

Also: (72 + 2y + wg) e’ =0 fiir alle ¢
@72+27a+w320
Sy =—at /a2 —w?

(1.64)
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Fallunterscheidung:

(1) Schwache Dampfung o < w,

Ve =—atiy/w?—a?=—-atiw (1.65)
R
we

Wir erhalten folgende allgemeine Losung:

z(t) = Ae™ ! 4 Bem T (1.66)

Die physikalische Lésung muss reell sein:

I(t) — (Aez'wt + A*e—iwt) e—ozt
a (1.67)
= ae " cos (wt — ) mit A = 56’“9, a€eR

X

ANYA NS
v VT

Abb. 15

Die Relaxationszeit 7 = é = % ist die Zeit, innerhalb derer das System auf
% abklingt.
(2) Starke Dampfung a > w,

v+ = —at/a? —w? R zwei reelle negative Losungen

x(t) = ae(_aJr Var-a3)t + be(_a_ o3t mit a,b € R
1 (1.68)
7+ = —— (Relaxationszeiten)

t

T+
= z(t)=ae ™ +be ™
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Abb. 16

Fiir grofle t bestimmt die gréflere Relaxationszeit 7, den exponentiellen Ab-

fall (wenn a # 0).

(3) Aperiodischer Grenzfall o = w,

Die quadratische Gleichung (Gl. 1.64) liefert hier nur eine Losung 7 = —a.
= z(t) = Ae ™
Variation der Konstanten (um eine zweite, linear unabhéngige Losung zu

finden):

(1.69)
(1) = (ii(t) — ait(t) — ais(t) + au(r)) e~

(i(t) — 2au(t) + ou(t)) e

Einsetzen in die Differentialgleichung & + 2 + w2z = 0
= (it — 20 + 0%+ 2extr — 0%+ 0% € = 0
= i(t) =0 = u(t) =a+0bt (1.70)
allgemeine Losung: z(t) = (a + bt)e

Fir t > i = 7 ist der Faktor ¢ unwichtig, die Losung féllt sicher mit der

Relaxationszeit 7 = é =1 ab.

Wo
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Abb. 17

Relaxationszeiten:

Schwache Démpfung | a<w, | 7= é > L

Starke Dampfung a>w, | Ty =—FA—>1

Aperiodischer Grenzfall | a = w, | 7= =1

« Wo

D.h. bei gegebenem w, fallt die Losung im aperiodischen Grenzfall schneller

ab als bei starker oder schwacher Dampfung.
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2 Lagrange - Mechanik

2.1 Prinzipien von d’Alembert (virtuelle Arbeit) und

Hamilton
2.1.1 Freiheitsgrade

Freiheitsgrade = unabhéangige Koordinaten zur Beschreibung des Systems

Beispiele:
e N freie Teilchen im R3 = 3N Freiheitsgrade

e 1 Teilchen auf einer Kurve = 1 Freiheitsgrad
(z.B. Bogenlinge auf der Kurve)
Zwangsbedingungen: fi(z,y,2) = ¢ und fo(z,y,2) = co, Kurve ist

Schnitt dieser Ebenen
o Allg.: Zahl der Freiheitsgrade n = 3N-Zahl der Zwangsbedingungen
e Starrer Korper: alle Absténde zwischen den Massenpunkten sind fest.

Abbildung 18 zeigt den Ubergang von einem Teilchen auf einen starren
Korper aus N Teilchen. Abbildung 19 zeigt ein zweidimensionales Pendel

und seine Freiheitsgrade.

Die Zwangsbedingung wird durch die Zwangskraft aufrecht erhalten, hier
beim Pendel durch Fadenspannung.
Erkenntnis: Die Zwangskraft ist senkrecht zur Bewegung, d.h. Zwangskréfte

leisten keine Arbeit.
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Ziel: Zwangskrifte aus Bewegungsgleichungen eliminieren, dann gibt es statt
3N nur noch n Bewegungsgleichungen.

2.B. Fadenkraft F, Faden. Deim Pendel interessiert nur insoweit, als sie [ kon-
stant hilt, d.h. eine 6konomische Behandlung nutzt die Zwangsbedingung

aus, um Koordinaten zu reduzieren.

N=2 n=6-1=5 (Rotation um
T Verbindungsachse ist
/ 3N 1 Abstand kein Freiheitsgrad!)
fest
N=3 : 3 _ _ i
i3 n=9-3=6 (3 fur Schwerpunkt,
3 fiir Orientierung)
L o 3 Absténde
fi2
N=4 nN=12-6=6 weil Lage des vierten
Teilchens durch Lage der
ersten 3 Teilchen fest ist

Abb. 18

1 n=3-1=2

Abb. 19: 2-dim. Pendel mit konstanter Lénge [. Die beiden Freiheitsgrade

lassen sich durch die Winkel ¥ und ¢ ausdriicken.
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2.1.2 Virtuelle Verriickungen und Zwangsbedingungen

Zur Elimination der Zwangsbedingung benutzt man das Prinzip der virtuellen

Verriickungen.

Definition: Eine virtuelle Verriickung ist eine infinitesimale, instantane Koor-
dinatendnderung 07; zum Zeitpunkt ¢, die mit den angewandten Kréften und
Zwangsbedingungen (d.h. auch Zwangskréften) zum Zeitpunkt ¢ vertréglich
ist.

Die Zwangskrifte stehen senkrecht auf der moglichen Bewegung, d.h. auch

senkrecht auf o7

= or; L ﬁ «— Zwangskraft, ﬁ 201 =0 (2.1)

Newton II mit Gesamtkraft = ]3Z + ﬁ
Dabei ist F; die angewandte Kraft, ﬁ die Zwangskraft.

Fit+fi—pi=0 |-
=S (Fi—5) - 0+ Y fie o7 =0 (2.2)
i \;,_/

0

Prinzip der virtuellen Arbeit (d’Alembert)

(Speziell sind ohne Zwangsbedingungen alle 67 erlaubt,

dh. F;—p;=0 = Newton II)
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0r;, 1 =1,..., N, sind noch 3N voneinander abhéngige Koordinaten.

Ziel war: n = 3N — z unabhéngige Koordinaten

Hierzu fithren wir die generalisierten Koordinaten ¢;,2 = 1,...,n, ein.

Die Elimination der abhéngigen Koordinaten ist mdoglich, falls die Zwangs-

bedingungen durch algebraische Gleichungen der Form f;(7y,...,7n,t) =
0, j=1,...,z beschrieben werden. Solche Zwangsbedingungen heiflen auch
holonom.

z.B. Pendel 22 + 3> + 22— 1> =0

Differentielle Bedingungen miissen gesondert behandelt werden, z.B. Rollen

siehe (Abb. 20)

R(o)

ds = do - R(¢)

ds

Abb. 20: Zwangsbedingung ds = dg - R(p) beim Rollen eines Korpers.

Wenn wir die Zwangsbedingungen eliminieren kénnen, erhalten wir 3N Glei-
chungen fiir 7; = 7;(q1, .. ., qn, t) als Funktion der n unabhingigen generali-

sieten Koordinaten ¢; und der Zeit ¢.
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Klassifizierung von Zwangsbedingungen

holonom: lassen sich durch geschlossene Gleichungen der Form
f(7, ..., 7n,t) = 0 beschreiben.

nicht holonom:  keine Gleichung der Form f(7,...,7n,t) = 0 moglich,
evtl. 1laBt sich differentielle Gleichung aufstellen
doai(rh, .. TN, DA = ag(ry, .. Ty, t)dt

)

skleronom: zeitunabhéngig

rheonom: zeitabhéngig

Was ist eine virtuelle Verriickung?

physikalische Verriickung

" OF; or;
dr; = —— dg; + - dt (2.3)
= an ot
virtuelle Verriickung
L OF L
or; = Do ddg; (Zeit wird festgehalten) (2.4)
— q;
7j=1
virtuelle Verriickung: alle infinitesimalen Verriickungen, die mit den

Zwangsbedingungen zu gegebenem festen Zeitpunkt
vereinbar sind

Zwangsbed. skleronom:  tatsédchliche Verriickungen schliefen virtuelle Verriickungen
mit ein

Zwangsbed. rheonom: tatséchliche Bewegungen dr; unter Umstédnden virtuell

(bei eingefrorener Zeit) nicht erlaubt, dr; # 07
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2.1.3 Euler-Lagrange-Gleichungen

Virtuelle Arbeit der dufleren Krifte

YA o= ZF a” L (2.5)

mit der generalisierten Kraft (); = Z F,

8q]

Noion =Y mid - 67 =Y mi % dq;
' ‘ — 4a;
7 ? &
2.
Prodt&tregelz i TI’LF . % _mf’ . i % 50 ( 6)
= : dt il aq] A dt aqj q]

)

Geschwindigkeit 7, durch generalisierte Koordinaten ausdriicken

Y dm or; dqn or; 87“1 ) 873-
A 2.7
d Z o, At ot Z o0, " T o (27)
Nebenrechnung;:
ov; r;
v _ or (2.8)
an' 8(]]'
denn aus 7 = 7(q1, G2, - - -, Gn,t), i =1,..., N folgt
L O N or; o . o 1)
r, = —(q; - =T yooe s Qn, yo oo y(Qn,
. (2.9)
ary  Or;
an 8%
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Aus Gleichung (2.6) folgt:

. d ov; . d [or;
i 0r =3 | (ma - S —mii; - (5] dg
YTl (ma i) i (5)] o

% ]
Ann.:Dif ferentiation

vertauschbar

_, Ou;

= Mu;v; —

Vg aq]
- | v - . — My, q;

Py dt 3qj 3 '

Produktregel:

(2.10)

Einsetzen in d’Alembertsches Prinzip (n Freiheitsgrade)

0= Z(—ﬁ +7) - O

dor or
= Z [—— — — ()| 6g; + unabhéingige generalisierte Koordinaten

dt 0q;  0Og,
(2.11)
dg; linear unabhéngig voneinander
N8
Jeder Term in der Summe muf3 verschwinden!

d /oT oT

— | — =1,... 2.12

dt (aq) dq; =@ i=len (2.12)
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Spezialfall: konservative Kréifte F

=Es gibt ein Potenzial V = V (71, ..., 7n), ﬁl = ViV

V' nur von Koordinaten abhéngig, V = V(1)

- 0 ov. o ov
- F .=t - _ ) - v
=@ Z " 9g Z ori g 9,
dor 9 (2.13)
Also: = & _ Y _v)= :
s0: a0, aqj( V)=0
~~
0

i ov
= — (T —V), da V nur vom Ort abhéingt, — =0

‘L = T-V ist die Lagrange-Funktion.

(Euler—)Lagrange — Gleichungen

(D)ftir konservative Kréfte

d oL 0L 0. i1
————=0,7=1,....,n
dtdq;  0q;
G (2.14)
mit L=T—-V = L(g;,q;,t) — Lagrangefunktion
(2)allgemein
dor 0T
— - =
dt 9¢;  Oq;
Beispiele:

(1) ebenes Pendel
(Abbildung 21)
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Abb. 21: Das ebene Pendel mit 1 Freiheitsgrad = 1 generalisierten Koordi-

nate. Als Koordinate wéhlen wir den Winkel ¢ zur Vertikalen.

h=1—1lcosp=1(1—cosyp)

1 1
T = §mfv2 = §ml2gb2 (lp = Lange auf Kreisbogen)

V = mgh = mgl(1 — cos )
Da es nicht auf Konstanten im Potenzial ankommt, wéahlen wir einfacher:
V = —mglcosp

1
= L=T-V= éml2¢2—|—mglcosgo

(2.15)
doL oL d o0 [1 0
0=—— = — = —— | =ml*’¢$* | — —(mgl
dtdp  dp  dtdg (2 ) g Mgl cos )
d
= — (ml2gb) +mglsingp = ml>¢ +  mglsing =0 (2.16)
dt ——

generalisierte Kraft

Bewegungsgleichung (¢ + gsinp = 0
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L =T —V hat die Dimension einer Energie, aber die generalisierten Koordi-
naten ¢; brauchen keine Lédngen zu sein = Generalisierte Krafte (); brauchen

nicht die Dimension einer Kraft zu haben.

Zur Losung der Bewegungsgleichung betrachten wir kleine Winkel ¢ < 1

=lp+gp=0
@ ist das 1. Glied der Taylorreihe von sin . (2.17)
=HO: Ip=—gp, ¢= —%w
Die Losung ist eine harmonische Schwingung mit ¢(t) = A cos wyt + B sin wyt

mit wy = ﬂ . A, B sind aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen.

(2) ebenes Pendel mit elastischem Faden

- N

Abb. 22: Wir wihlen einen elastischen Faden und haben nun 2 Freiheits-

grade @, r (generalisierte Koordinaten).
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T = %m (7% + (r¢)?)

1
V = —mgrcosp + Ek(r —7p)?
— (2.18)

elastische Energie des Fadens, k = Federkonst., ro = Ruheldnge

1 1
L=T-V= 5m (7'"2 + (rgb)Q) + mgr cos p — 5/{;(7’ —70)?

Lagrange-Gleichungen

(1)% (8L) oL = mi' — mr¢g? —mgceosg + k(r —rg) =0

ar)  or
d (0L oL d . .
(2)a (%) ~ s =% (mr*¢) + mgrsing (2.19)

= 2mrip + mri@ + mgrsing = 0

Die Bewegungsgleichungen lassen sich nicht analytisch 16sen!

2.1.4 Hamiltonsches Prinzip

Alternative zur Herleitung der Lagrange-Gleichungen

to
Behauptung: Eine Bewegung verlduft so, dass das Integral J = [ L(g;, ¢;, t)dt
t1
extremal ist, d.h. §J = 0. J ist eine Wirkung (Energie - Zeit). (Hamiltonsches

Prinzip)
to
Aufgabe: [ Ldt durch Variation der Pfade ¢;(t) extremal machen.
t1
Wir werden zeigen, dass aus 6. = 0 die (Euler-) Lagrangegleichungen folgen.

Umgekehrt kann man zeigen, dass die Losung der Lagrangegleichung ¢;(t)

die Wirkung J = [ Ldt extremal macht.
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Betrachte ein System mit einem Freiheitsgrad:
« ist Variationsparameter

to to

J— / Lig(t), 4(8), )dt = J(a) = / Llg(t, ), d(t, ), )dt  (2.20)

t1 t1

Abb. 23: Die Variation der Pfade ¢(¢) wird durch Parameter o und Funktion
n(t) mit 7(t1) = n(t2) = 0 erzeugt. ¢(t, a) = q(t,a = 0) + an(t)
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Extremum von J als Funktion von « suchen:
o0J
(a—a) - =0 (wahle: a=0)

Endpunkte fest:
to to
oJ  [OL, . B 0L 0q 0L 0q B
%_/aa(q’q’t)dt _/(8q0a+8q'8a>dt_0
t1 t1

partielle Integration:

t

to to 2
D00y, [OL0 by Lo [ 0y o,
dG oo ) 9q Ot Do N dq O dt \ 9q /) O«

t
1 t1 _,_1/ 1

0, weil Endpunkte fest

<% ist totale Abl., da « nicht involviert)

to
)N TR N AL
Oa azo_ N Jq 0o dt \ 9q ) Oa

1 (2.21)

Multiplikation mit d,, = 0

to

8. L daL\ [dq
9J _ [ (95 _ 4oLy (dq 2.29
<aa) a=0 5a / ( aq dt 8q ) (80[) a=0 5a dt ( )

t1 N———
6J virt. Wirkungsvar. virt. Verriickung dq
fror  dor
0J = — ———1] dq dt=0
/ (aq dt aq) NG
t1 beliebig
(2.23)
= Klammer muss fiir jedes dq 0 sein
doL 0L
= Euler-Lagrange-Gl. aa_q — 0_q =

Wie gesagt, folgt umgekehrt auch das Hamilton-Prinzip aus den Euler-Lagrange-
Gleichungen
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Bei mehreren Freiheitsgraden ¢ = 1,...,n lauft der Beweis genau analog,

q— qi, 71— N, ¢ — g
oJ o 0L 0q;  OL 0¢;
(%)a == /Z <an 90 94, aa> dt

— 8] = (aL —iaL> o dt=0 (2.24)

8%’ dto Gi ~~~
bel., unabh.

d [OL oL
— — = ,=1,...
= & (&ji) a4, 0 Vi R )

Beispiel fiir Variationsrechnung;:

Kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten auf einer Ebene

P

Abb. 24

Weg = J _/ds_/\/M—/@/ dy dx—/ <y,dy,)d

Py

d
Also: F (y,d—i,x) entspricht L( dz t)

(2.25)
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Ubersetzungsvorschrift L— F

q(t) — y(z)
dy
dz

t—

(2.26)
q(t) —

Damit wird die Lagrangegleichung:

afor\ or
dx ag—y oy
AN

OF dy\
— =0,da FF=4/1+ ) nicht explizit y — abhéngig
dy dx
d <8F> d & 0
de \ g% dx a2 |
ar L+ ()
dy
dz = = Konstante
d
L+ (5)

(2.27)

Das geht nur wenn j—g = a = konstant

= y = ax + b Gerade, a,b nach Py, P, festlegen

Beispiel fiir Variationsprinzip in der Mechanik

Ziel: ndherungsweise Losung eines mechanischen Problems durch einen An-

satz fir ¢;(t) mit freien Parametern {a;}.
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=L(q;, Gi, t, a;) berechnen
to
=J = /L(Qiaqi7t,aj)dt berechnen
t1
i J ) .
=optimale Parameter aus (a—aj)o = 0 fiir alle j ausrechnen (d.h. Extremum von J)

(2.28)

Problem: Mathematisches Pendel mit anharmonischem Term

Abb. 25: Mathematisches Pendel p(t = 0) =0, ¢(t = 0) = vy

L:T—V:%ZQ¢2—mgl(1— Cos )

———
Taylorentw., s.u.
~ @l%? — mygl 9’2 — £4 (2.29)
2 2 24

anharm. Term
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Nebenrechnung: Taylorentwicklung von cos ¢ um ¢ = 0:

flp)= cosp— f0)= 1 1
flle)= —sinp—  f(0)= 0 = cosp 1400 gt o (<1) -
') = —cosp— [f'0)= -1 +%.o.¢3+%.1.¢4
["e)= sinp— ["(0)= 0 - % . %;_4
()= cosp— f"0)= 1

Ansatz einer speziellen Losung:

@(t) = ay sin(wt) + ag sin(2wt) + az sin(3wt) + . ..

. 3T\ . T | T 3
plt= e olt= 1 =0 = ajwcos (5) +2asw cos(m) +3azw cos 5 + ...

N . ,
Def. v. T S——— 1 ———
bzw. w 0 0

= alle geraden Terme miissen ay, = 0 haben

O (t) = ajw? cos® wt + 6a;azws cos(wt) cos(3wt) + 9azw? cos®(3wt)
(2.31)
T T A
J:/Ldt:ﬂ/ 2 —gl(?— 2 )| at (2.32)
2 12
0 0
T

Jetzt folgt eine grofie Rechnerei, aber alle Integrale sind von der Form [ (cos(wt))"dt
0
und losbar.
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Wir nehmen an: a; > a3 (kleine Anharmonizitit) und vernachlissigen Terme

von mehr als quadratischer Ordnung in as

202 l 2 2 [ 3 1 3
azw :|_mg T (ﬂ + %)_I_@T (—aéll + —ail)’a?) + 5@%@%

m a’w?
= J=—_IPT |2 9
2 { 2 + 2 2 2 2 24 8 2
(2.33)
Wirkung extremal:
0J m mgl mgl 3 3
O — a—a/l = EIQT(]& 2 — TT 1 ﬂT (ia:l)’_'_ - 1@3 + 3 a/3>
Weglassen‘;vg a1>a3
wZZM Tal_z.ég?’ 3 1
2 12 2°') m [2Ta,
. a% (2.34)
AN P—
- %)

harmon. Term

2
w<wy=>T= SN Ty , d.h. Schwingungsdauer wird ldnger

\ 1
\ 1
I
1
1
1

N

Pendel schwingt weiter als
mit rein harmonischem Term,

d.h. T wird langer
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Auflerdem héngt die Schwingungsdauer jetzt von der Amplitude ab. Die Be-
wegungsgleichung ist nichtlinear und das Superpositionsprinzip (Summe von

Losungen = Losung) gilt nicht mehr. Berechnung von a3 aus <% = 0>

2.2 Generalisierter Impuls. Symmetrien und Erhaltungssétze
und als Anwendung: Planetenbewegung und Streu-

ung
2.2.1 Invarianzen

Lagrangefunktion fiir 1-dim. Bewegung L =T — V = smi?® — V(z)

Lagrangegleichung:
d [OL oL d ov
| — ) = — = — ! — = r —F = 2.35
d (asg> TR R e (2.35)
~~~ P
-F
Newton I
Allgemein heifit p; =: g—; der zur generalisierten Koordinate ¢; gehorige

kanonisch konjugierte generalisierte Impuls.
d (0L oL
— (=)= =0 (2.36)
dt \dq; ) 0q;
Pj
Ein generalisierter Impuls p; ist genau dann erhalten, wenn die zugehdrige
Koordinate g; nicht als unabhéngige Variable in der Lagrangefunktion auf-

tritt, denn dann ist

oL d
30, -0 = " (pj) =0 < p; = konstant (2.37)

Generalisierte Koordinaten ¢;, von denen L nicht abhéngt, heiflen zyklisch.
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Die Abwesenheit einer generalisierten Koordinate in L ist Folge einer Symmetrie.

z.B. Translationsinvarianz, Rotationsinvarianz

Translationsinvarianz

Betrachte eine Koordinate ¢; (z.B. Koordinate eines Punktteilchens, Schwer-
punktkoordinate R), die die Translation des gesamten Systems in eine be-

stimmte Richtung beschreibt.

v

0 qj q; +dq;
NG
dqj
Abb. 27

q; zyklisch = V, L unabhéngig von ¢,
das ist genau Translationsinvarianz; das System merkt gar nicht, wenn es
verschoben wird.

Betrachte konservative Krafte g—; = 0.
J

4q;

d /0L oV .
aw\aa. )~ "og . =Y F-——"=0 fiir zyklische Koord.g;
dt <(9(jj> an * \Q,j./ ; Oa. ur zyklische Koord.q;

general.
Kraft

Also: ¢; zyklisch < F=0« p; = 0, P = konst.
& Translationsinvarianz

(2.38)

zum Beispiel:

L:%;mi¢f+%ZV(|ﬁ—ﬁ)|

7, =7 +dR V, dndert L nicht!

(2.39)
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Rotationsinvarianz

Ein (bestimmtes) dg; beschreibe den Rotationswinkel des gesamten Systems

um eine feste Achse 77 (konservatives System).

d [0L oV
— | =p,=———=0Q; 2.4

Behauptung: Q); ist die Komponente des angewandten Drehmoments entlang

der Achse ﬁ, d.h. Q; = i M

Abb. 28

|dr;| = r;sinv;dg;

or; -
= T7;S1V;
dq; (2.41)
L S o, o
dr;Lr; A drln = =1 X7
9q;
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- 87:; = - zykl. vert. 2 =
Q=Y F- ot =3 B (ix ) MY d (7 x B
itx M; =i M mit M = ZM’ = Behauptung
oT 0 1
verallgemeinerte Impulse p, = — = — —mv?
! an an Z 2
. 0y Lo . (; H)
= m;v; « —— = m;v; « — = m;v; - [N Xr;
Zi: 04; zz: 04; i
~— ~—
or X
Bq]-

zykl.:vert. Zﬂﬁ (77; % 171’) _ Zﬁ ) l_; _ ﬁ
i

dabei ist: m; - (7; X ¥;) = Z

und 77 - L = Komponente des Drehimpulses L entlang der Drehachse it

(2.42)
Falls die Lagrangefunktion L nicht vom Drehwinkel um eine Achse abhéngt,

also um diese Achse invariant ist, bleibt L-i erhalten, denn

o V. _d oLy _
a 8(]j_dt aq] _p]

2.2.2 Anwendung: Das Zweikorperproblem

(2.43)

= reduzieren auf Zentralfeld

= Planetenbewegung, Rutherfordstreuung
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Abb. 29

miT1 + Moo

R= (2.44)
my + mgy
. . r ., 1 .
kin. Energie T' = §m1r1 + §m27‘2
.. 1. = 1 -
(s. Ubungen) = ~MR*+  —pui?
2 2 __ (2.45)
Tom kin. Energie der
Relativbewegung
mit der reduzierten Masse yu = e
mi1 + mo

1 5 1 . -
L=T-V= §MR2 + —pr? — V(7) « nicht abh. vonR nach Voraussetzung

2
d oL . - Lo
= AL OR, 0=PFP, = P= MR ist erhalten, der Schwerpunkt

bewegt sich gleichférmig mit konst. Geschw.
(s. auch nach Newton: F(@ = MR mit F® = 0)
(2.46)
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Ter ist eine Konstante, auf die es bei der Relativbewegung nicht ankommt,

Tens = 0.

1 .
= |L= §m—"2 — V() Also 1 Teilchen im Zentralpot. (2.47)

b) Losung des Problems ,, Teilchen im Zentralpotenzial“

Annahme: V =V (|r]) = V(r) nur vom Betrag von r abhngig.
(zum Beispiel: Gravitation, Coulombpotenzial)

= L= % w;“ 2 — V(r) hat sphiirische Symmetrie, es ist unter Rotation um
beliebige Achsen invariant.

= [=Fx p'= pr x ¥ ist erhalten (Richtung und Betrag)
FJJ7 U= %Lf = Bewegung verlduft in einer Ebene, die von 7 und dr

aufgespannt wird. Die Ebene steht senkrecht zu L.

D.h. die anfinglichen 6 Freiheitsgrade sind auf 2 reduziert. Fiir diese benutzen
wir ebene Polarkoordinaten (7, )

Zur Erinnerung

y z = rcosv
y =rsind
P
oder
r
r=+z?+y>
) ¥ = arctan 4
T
X Funktionaldeterminante
. 9@y
Abb. 30 a(r, V)

(2.48)
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. dr dr ] ]
7 di (x) . (x) _ i
dt dt U i
) 2 . 2

= (7’” costy — rdsin 19) + (7’“ sin — r9 cos 19)

— 72 cos? ) — 27 sin ¥ cos ) + 1292 sin? 9 + 72 sin? 9 + 279 sin ¥ cos ¥ + 1292 cos? ¥

= 72 4 r2)? (Insbesondere 7?4 7"2!)

1 )
= L=T=V = p(i*+ %) - V(r)

2
oL . . .
Py = % ist konstant, da 9 zyklisch ist.

Py = w"219 ist genau der Betrag des Drehimpulses [ = T X U

(2.49)
Bewelis:
rcos v 7 cost) — rid sin ¥
FX U= |rsing | x | 7sing + rdcos?
0 0
0
= 0
r cos v (i‘sinﬁ + 7’19(:0819) —rsin?d (7"(:0819 — rﬁ‘sinﬁ)
(2.50)
=é,- [7’7‘ cos U sin g + 120 cos® ¥ — ri cos ¥ sin 9 + 120 sin? ?9]
=e,- r20
Also:
I =m|Fx o] = mr?)
dl d /.,
= 0=rg ()
= Flédchensatz, auch:
[ = mr2% = [dt = mr?dd (2.51)

dt
56



r 2nd9r

L Flache
ds nr’d9

Abb. 31

Das ist das 2. Keplersche Gesetz: Der Fahrstrahl zwischen Sonne und Plane-

ten iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléchen.

Bewegungsgleichung fiir r:

1 )
L=5p (ﬁ + r2192> —V(r) (2.52)
Lagrangegleichung
d oL 0L . )%
S S R i 2.53
dor or MTHUTG (2:53)
Wir wissen bereits:
| = pr? = konstant (2.54)
oV [2 0 [2
=t — = —— 2.
= ui o + e o V(r)+ 2y (2.55)
——
Zentrifugal-
potenzial

J/

~
effektives Pot. Vy ¢

d.h. wir miissen uns nur noch um die radiale Bewegung (r) kiimmern:

it = _ ey analog Newton II mi = F = _ov (2.56)
or ox
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zur Losung mit 7 multiplizieren

i = Vs A
&/ n or dt
3 3¢ (1?)
Integrieren
1 d .9 (‘ﬂéff_ d’f’
—— dt = — —
[ 3 0 o

1
2

l2
2412

1

tu? — kin. Energie der Radialbewegung

2}% — kin. Energie der Winkelbewegung

1 (dr)® 12
“ul=) =E— —
la (dt) vir) 2pr?

—pur? + V5. (r) = E « Integrationskonstante

= F| Energiesatz

dr 2
]2 E- _
T \/u( vir) 2ur?

dr
=

\/5 <E—V(r)—m

integrieren mit Anfangsbed. r(tg) = ro

t r

/dt’:t—toz/

to

dﬁ—f}— ! liefert 9(¢) mit 9(to)
dt () ’

beliebig genau

dr’
; \/g (B-Vv() - 55)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

d.h. man kann die komplette Losung in Abhéingigkeit von r(to), ¥(to), E,

berechnen
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Energie im Zentralfeld

z.B. Gravitation, Coulombkraft:

Fo=0G = —— d Fo = —_— = ——
¢ 72 r R ¢ 4 Ey r? or
vo‘:—l
Rechnung fiir %—Potenzial V= —é = —G™2 fiir Gravitation

k 2 1 12
Vipgp=—— 4+ —— —ui?4+V =F

1 r * 2mr? 2,ur V) + 2pr?

———

Verr(r)
r

Veff
Veff, min

Abb. 32

E > Vegpmin, weil 3002 >0, Vogpmin = E liefert Kreis, da 7 = 0

s.Skizze

(2.62)

(2.63)

0> FE > Vifpmin = Es gibt einen kleinsten Abstand 7y (Perihel) und

einen grofiten Abstand ro (Aphel), d.h. es handelt sich um eine gebundene

Bewegung

fiir £ > 0 ist 7o = 00, d.h. ungebundene Bewegung
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Bahnkurve berechnen (Gravitationspozential)

Wir gehen aus von

d dv
dt = L und dt = T/MQ
2
\/g (B-v() - 52)
t eliminieren
dr dd
= = 7/1/7*
JiE-vio- o)
Lo — ldr B ldr
wty[2(B-Vi =) oy fa (B -V - )
B ldr B dr
P2\J2E 2V (r)— g2\ JHE v
/ d
:>z9—19’:/d19”:/ L
; o
fiir Coulomb- u. Gravitationspot., V=—
/ r2 \/2uE % _ L
Substitution r = —, dr = —r?du
u’
Bronstein— Pu
= 9 =10 - / integrabel o recos | —2& -
E | 2ubu 2E1
\/ [ 2tk _ g2 1+ 2
nach r = — auﬂosen
u
pk 2E1?
S= 14+ 4/1+ e cos (¥ —10")
(2.64)
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Polardarstellung eines Kegelschnitts mit einem Brennpunkt im Ursprung,

allgemein:

L 4 Ecos@—)

.
2.65)
k 2E1? (
C = /;—2, E=/1+ P (Exzentrizitat)

Es gibt 3 Arten von Kegelschnitten

e Ellipse
e Parabel
e Hyperbel

Ellipse:
Menge aller Punkte P der Zeichenebene, fiir die die Summe aller Absténde
zu zwei gegebenen Punkten F; und F, gleich 2a ist. Die Punkte F} und F,

heiflen Brennpunkte.

Nebenscheitel
S
a
a b
S e L ¢€ S
’ F, Ml\i/’lttelpunkt Fi 1

S,

Abb. 33: (a ist durch Ea definiert)

Hauptscheitel Sy, Sy = Punkte mit groffitem Abstand zum Mittelpunkt

61



b = kleine Halbachse

lineare Exzentrizitit = Abstand der Brennpunkte von Mittelpunkt, e =

va? — b? nach Pythagoras
_ Va2-b?

numerische Exzentrizitat £ = g = Y=

grofle Halbachse M S) hat Lénge a, denn:
|F151] + |F»S1| = 2a  nach Definition
= ‘MSl‘ — e+ ’FQSll = 2a
=|MS)| —e+e+ |MS| =2a

:>|M51| = a

Konstruktion z.B. nach Gartnerkonstruktion

1
— =C (14 Ecos(¥ — 1)) beschreibt fiir 0 < £ < 1 eine Ellipse

r

Spezialfall £ = 0: Kreis, F; und F; fallen zusammen

1 1 2
. . OVers
Bewegung findet im Potenzialminimum statt, —— =
2 2 2
Myr 0 (k, PN__ kPP
or or ro 2ur? r2 o urd wk
Ellipse: 0 < £ < 1
1
—=C(1+Ecos(¥ —1))
r
1
d.h. 7y = 7y fiir 9 =9, = C(1+¢)
rmax:mﬁirﬁ:ﬁ’iﬂ,r =C(1-¢)
1
= =C(1-¢&
>N =Gayey 2008
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y
)
P *
r‘ r l9~8 P 8‘
Y
N o
2
¥ <
< 2
9 28\
<a
Abb. 34

Die rote Linie stellt die Menge aller Punkte dar, fiir die gilt:

L o1+ Ecos(i — )

" ) (2.70)
Ecos(V—1)=——1
rC

z.Z.: Die Summe der Absténde jedes Punktes auf dem Umfang von den bei-
den Brennpunkten ist eine Konstante 2a.
Ein beliebiger Punkt P habe Abstande r,r’ von den Brennpunkten.

Ziel: " abhéngig von r berechnen (Kosinussatz)
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zur Erinnerung: Kosinussatz, gegeben sind zwei Seiten a,b und der einge-
schlossene Winkel ~

— ¢ = a®+ b* — 2abcos~ fiir die dritte Seite.

r'? = 1?4 4€%a* + dar € cos(V9 — ') da cos(d —¥') = —cos (7 — (¥ — 1)),

———
- |
rC
(2.71)
wobei das a hier durch die Lange £a definiert wird.
CL:T’mm—i-gCL: mﬁ‘(‘kl
sal—f) =t g
S O(1+&) - O(1—&?)
482 4r 1
L2 2 -
Also: 7 =r* + C2(1 = &) +C’(1—52) (TC 1)
2 482 n 4 A
B C2(1—£2)2  C2(1-&2)2 C(1-&?)
~ g (2.72)
482 +4(1- &%) 4
02(1 — £2)2 B 02(1 _ 52)2
9 4r 4
=r

TCi-& o —ep

= r4+r' =2 O

Koordinatentransformation auf Hauptachsensystem, Urspung im Mittelpunkt

" =rcos(d — )+ Ea
"= rsin(d — )
2.73)

(
b:\/az—é'?a?:a\/l—gz:;: ﬁ:\/a. ﬁ
cyi—& \cC ik
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Flache der Ellipse

T r=[C(14E cos ¥)] "

W f 1/2m
A=2 [ dvY rdr'=2 [ dvd |=r
2 o
0

0

3
2

0
f 1 ronstein 1 * 12
:/d19 Bronstein_—_ T :aﬁ—wab—wm —
C
0

2(1 + € cosv)? C?(1-¢g2)2 C wk

(oo
-4

3. Keplersches Gesetz

(2.74)

Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die Kuben

der grofien Achsen der Ellipsen, also T2 o a®.

l2 T= Umlaufzelt dA l
Tz / — dt=—T
dt 21

== nach Fldchensatz

(2.75)
= T:27m§\/7—27ra31/
m1 + m2

(my = Sonne, mg <K Mmy)

d.h. T?  a? fiir alle Planeten mit praktisch gleicher Proportionalititskon-

stante.
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Zusammenfassung Keplersche Gesetze

1. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die
Sonne steht.

2. Der Fahrstrahl von der Sonne zum Planeten {iberstreicht in gleichen Zeiten
gleiche Fléachen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die Ku-

ben der groflen Achsen der Ellipsen.

Wichtige Begriffe:

Perihel = sonnennéchster Punkt der Planetenbahn
Aphel = sonnenfernster Punkt der Planetenbahn

(~hel von griechisch helios = Sonne)

Die ungebundene Bewegung - £ > 1, Hyperbel

Eine Hyperbel ist definiert als die Menge aller Punkte der Zeichenebene, fiir
die die Differenz der Abstédnde zu zwei gegebenen Punkten, den sogenannten

Brennpunkten £} und F5, konstant gleich 2a ist.

LD
mX

Abb. 35
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Bahnkurven fur C=1, -J =C(1+Ecos (9-9%))
%- €>1 Hyperbel
24 &E=1 Parabel
1+E 1 0<E<1 Ellipse
1 €=0
0 + + + + .
I T 3n 21 9-9
2 2
S - — — — — — — K flr anziehendes
erlaubt verboten, r<0 erlaubt Potential
b o mm—————— = e , fur abstoRRendes
verboten erlaubt verboten Potential

Abb. 36: Fiir anzichendes Potenzial gilt V = —%, E>0,C= ’;Tk > 0. Fiir
abstoflendes Potenzial wird die obige Skizze an der x-Achse gespiegelt. Es
gilt V = —%, k<0 C= ‘;—2’“ < 0. = nur Hyperbel hat erlaubte (r > 0)

Bereiche; Kreis, Ellipse, Parabel nicht méglich

Gesucht: Funktion fiir Streuwinkel © =7 — &

Hyperbelgleichung

1
o= C(1+E&cos?), €>1 (2.76)

d.h. der erlaubte Bereich endet bei é = 0, siche Abb. 38

= daraus ® herleiten:

1 ) () )
O—E—l%—gcos(ﬂ—g) —1—80085—1—551115
——

fir v =mn— % wird r — oo , siehe Skizze (2.77)

1
St inkel |sin— = <
reuwinkel |sin o = -
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Attraktives Potential k>0 Repulsives Potential k<0

/
// Hier halt sich
das Teilchen
niemals auf!

Abb. 37: Attraktives Potenzial & > 0: Die Bahnkurve ist zum Streuzentrum

gekriimmt, das Streuzentrum ist der nahe Brennpunkt, der Streuwinkel © =
m — ®. Stofparameter (b) ist der senkrechte Abstand des Streuzentrums von

der Anfangsrichtung der Teilchen. Repulsives Potenzial k < 0: Streuzentrum

im fernen Brennpunkt der Hyperbel

ok

24 1+€cos 9

0 N/ o

Abb. 38
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Berechnung des Rutherfordquerschnitts, d.h. des Wirkungsquerschnitts fiir ein %—Potenzial

Definition des (differentiellen) Wirkungsquerschnitts = do

d Zahl der in ein Raumwinkelelement df) gestreuten Teilchen (2.78)
o= .
Zeit - Intensitét

d.h. wir nehmen einen isotropen Teilchenstrom aus einer bestimmten Rich-
tung an (Richtung egal wegen sphérischer Symmetrie). Zu jedem FE und b

gehort eine Bahn mit einem bestimmten Streuwinkel ©.

Annahme:

Bei gegebener Energie gehort zu jedem Streuwinkel © genau ein Stoipara-
meter b (wahr fiir repulsive Potenziale).

= alle Teilchen, die in einen Winkelbereich zwischen © und © — d© gestreut

werden, sind durch einen Kreisring zwischen b und b + db gekommen.

Allgemein gilt: [= ur’ x v und asymptotisch [ = pvgb
mit vp= asymptotische Geschwindigkeit

Asymptotisch nur kin. Energie £ = %/wg

Zahl der einfallenden Teilchen  (Teilchen-)Strom
Flache x Zeit B Flache

Intensitat I =

Zahl der Teilchen durch Kreisring

- = [ x Flache = Strom =
Zeit

| do do .
= 2nbdb I = Ido= Id—QdQ = 27rld—Q sin ©dO
Fliche des nach
Kreisrings Annahme

db
do

do b

= d_Q:sin®

immer wahr, solange ©(b) umkehrbar eindeutig ist

(2.79)
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Teilchenbahn

6-do

Streifen mit Dicke db

Kreisring zwischen
Streuwinkel 6-d6 und 6,
Flache dQ=27 sin 6d6

Abb. 39
repulsives Potenzial
db do b db
2o 2o L2 2.80
T a6 T T a0 sn6do (2:80)
Strategie:
L1 .
©(b) ausrechnen (fiir —Potenzial)
r
{ Umkehrfunktion? eindeutig
b(O) (2.81)
U
@
de
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—— siehe Gleichung 2.77
1+ 2E2

> =p vgb2 = 2uEb?

1 2F
(s = 4-2)

- (2.82)
amit:
sin
2 \/1 2u€?€22E \/1 2Eb
= O(b) = 2arcsin

o

01

%

Abb. 40
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Die Funktion lésst sich also eindeutig umkehren.

e 1 L 26b\ > 1
Sl — = ——— =
2 )2 k sinzg

2Eb
14 (22

2Fb\ 2 1 . 1 sin? % cos? % 2 S
= — = — = = CO _
k sin® 2 sin? 9 sin? 9 sin® 2

k| . ©

= b= cot —

2F 02

b 1k 1
6~ 220 5@
do b |db
dQ ~ sin® |d6

|k[cos§ 1 1k 1

- 2F sin% . sin® 22F sin?

[k 2 cos % 1
 \2F 2 sin © sin® &
N—— 2

sin 2a=2sin « cos «
<— 2sin = cos %

2
do (kN1 1
aQ  \2E) 4 sin*9
/
ergibt den Rutherfordschen Streuquerschnitt mit k = 4qqg
o
(2.83)

2|@

Bei © — 0 divergiert der Rutherfordquerschnitt so stark, dass auch der

totale Streuquerschnitt divergiert.

< unendliche Reichweite des %—Potenzials

™

do . do

o= / mdﬂ = 27T/d@ sin @m (2.84)
4am 0

Davon merkt man wegen der Abschirmung der positiven durch die negativen

Ladungen nichts. Das klassische Ergebnis ist gleich dem relativistischen.
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Abb. 41

Was ist der Streuquerschnitt?

z.B. Fuflballtor: Rein geometrisch ist das Treffen eines grofien Tors leichter
als das eines kleinen.

= Streuquerschnitt = Flache

Aber steht ein (noch so kleiner) Torwart drin, trifft man immer den

= Streuquerschnitt eines Torwarts > Flache

=, Torwartpotenzial“?

Betrachten wir die Streuung harter Kugeln:

Behauptung: Man kann ©(b) und damit den Wirkungsquerschnitt geome-

trisch ausrechnen, ohne Bewegungsgleichungen zu losen.
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Abb. 42

a = ai+ ag
b= asina = asin T_9
o a 2 2
-
= COS2
db_ ey ®
e 2%
Gleichung (2.79):
do b db ) S C)
0" "meid und sm@—?smacosa

alles einsetzen:

do a cos % 6 a?
sin — = —

a
E_+2sm%cos%2 2 4

totaler Streuquerschnitt:

0—/—dQ—47T—:7ra2

(2.85)

Das ist genau die Flache, auf der die Kugeln etwas voneinander ,,sehen®!
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Zusammenfassung Streuung:

Die Reichweite eines Potenzials wird durch den sogenannten Streuquerschnitt
ausgedriickt, der im Falle von , harten Kérpern® der Streufldche entspricht.
Fiir das (unabgeschirmte) Coulombpotenzial divergiert der totale Streuquer-

schnitt. Der differentielle Streuquerschnitt ist der von Rutherford gefundene,
do 1/ k\* 1
= (2 ) — 2.86
dQ 4 (QE) sin* 2 (2.86)
2.2.3 Variationsrechnung mit Nebenbedingungen

Berechnung von Zwangskraften, einige nichtholonome Systeme

zur Erinnerung:
Eine holonome Zwangsbedingung ist durch algebraische Gleichungen f(7,...,7y) =0
ausdriickbar. Man kann unabhéngige Koordinaten wéhlen, die die Zwangs-

bedingung beriicksichtigen.

Jetzt betrachten wir allgemeinere differentielle Zwangsbedingungen
Zalkqu—l—altdtzo, l:1,...,m
k=1

(m = Anzahl der Zwangsbedingungen, n = Anzahl der Koordinaten)

(2.87)

Bei virtuellen Verriickungen wird die Zeit festgehalten.

n

Zalkéqkzo, lzl,...,m (288)
k=1

Die dq;. sind durch die Zwangsbedingung nicht mehr voneinander unabhéngig.

Die Herleitung von Gleichungen erfolgt weitgehend analog zu vorher.
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Wir finden so das Hamiltonsche Prinzip

to
oL d OL
_ oL 4L — 2.
5J / Z( T aq‘k) Sqrdt = 0 (2.89)
t1

Sind die dg, unabhéngig voneinander, folgen daraus direkt die Lagrangeglei-

chungen
oL doL
Oqe  dt g,
Da das jetzt nicht mehr geht (d¢g, abhéngig voneinander), muss die Methode

(2.90)

der Lagrange-Multiplikatoren angewandt werden.

Variationsrechnung mit Nebenbedingungen, Lagrange-Multiplikatoren

Wiéhle m zeitabhéngige Funktionen \;(t), die sogenannen Lagrange-Multiplikatoren,

mit
=1

Dieser Ausdruck wird jetzt zum oben genannten Hamiltonschen Prinzip (Glei-

chung 2.89) addiert.

/Z [a—qk Y (aL) + i Azam] Oqrdt =0 (2.92)

Gy,

Es gibt m Zwangsbedingungen.
Von den n dg sind n — m unabhéngig, z.B. k=1,....,n —m.

m 0q sind durch die Zwangsbedingungen bestimmt.

Wahle \; so, dass gilt:

0L

- — + ANay, = 0, n—m+1),...,n 2.93
iy (aqk) > — ) (2.03)
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Im Variationsprinzip verbleiben die ersten n — m Summanden mit den un-

abhéngigen dqx, k=1,....,n—m
frnlon dorL &
_— = A oqpdt =0 2.94
t1 - -

Die dqy, sind jetzt voneinander unabhéngig.

oL d oL o
S — E A =0, k=1,....n— 2.95
= Dar  didds + 2 1Q7k ) ) y—1m ( )

Die Gleichungen 2.93 und 2.95 ergeben zusammen:
oL d JL
————— 4> Nag=0, k=1....n (2.96)
=1

d.h. wir haben n Gleichungen fiir n Koordinaten g (¢) und m Lagrangepara-
meter A\ (), dazu kommen m Zwangsbedingungen.

n

Z alkqu + apdt =0 |—dt

k=1

" (2.97)
#Zalqu—l—altzo, lzl,...,m
k=1

Holonome Zwangsbedingungen f;(q, ..., qx,t) = 0 kann man durch Differen-

zieren in eine differentielle Form bringen.

— Oy dfi

0=df, = —dgp +—=dt, [=1,....m 2.98
i - Y dk ot ( )
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Physikalische Bedeutung der Lagrange-Multiplikatoren:

Vergleiche
d (0L oL i
— ) —=—= A k=1
dt (aqk) 8Qk ; 1 Qg ) y
mit
d /0T B or 0
At \0g) Odg "

(Lagrangegl. fiir nichtkonservatives System )
= \ay, sind generalisierte Kréfte, ndmlich die Zwangskrafte!

(2.99)

Beispiel: Zylinder rollt auf schiefer Ebene
Betrachte einen Hohlzylinder, Triigheitsmoment I = M R?

3 = Drehwinkel

Abb. 43

Zwangsbedingung Rollen Rd¥ = dx

1 1 . 1
T= QM:i‘2 +§MR2192 (Rotationsenergie §]w2)

—— —_——
Translation Rotation (2 1 00)

V=Mg(l —x)sing
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a) konventionelle Losung: Zwangsbedingungen mit Zwangskraft eliminieren

dy  1dzx
dt  Rdt
. M, MQ:i’Q_ 9
= L=T-V =Mi*— Mg(l — x)sinp
2.101)
doL oL d (
Bewegungsgleichung: 0 = —— — — = — (2M2) — Mgsingp

dtoxr Or dt
& 2Mi =+Mgsing

(i)a'é':—f—gsingp

b) Rechnung mit Lagrange-Multiplikatoren: jetzt mit expliziter Beriicksich-

tigung der Zwangsbedingung

1 1 :
L= §Mr2 + §MR2192 — Mg(l — z)singp

Zwangsbed.: RdY —dx =0

analog: Z apdqr +apdt =0, [,...,m
k=1
aydr + ayd?d + a,dt =0
a; =0, ayg = R, a, = —1, {Qk} = {xvﬁ}
d /oLy 0L _ \a doL JL \a (2.102)
a\oi) oz TF  dtgy ov 7

=Mi— Mgsinp=—-\ MR =\R
Zwangsbed. 2 x nach Zeit ableiten: R = i
einsetzen in MR?) = AR = Mi =\

=>Mi— Mgsinpg =—-\=—-Mz

. g .
=5 ==
x sin ¢
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gleiches Ergebnis, langere Rechnung, ABER wir haben jetzt auch Informa-

tionen iiber die Zwangskraft:

M
Zwangskraft Q, = \a, = —Mi = _Tg sin ¢ (Rollreibungskraft)

M
Tg sinp < uN = pumg cos ¢ (Bedingung fiir Rollbewegung)
(2.103)

Anders ausgedriickt:
r-Komponente der Zwangskraft aus der ,Rauhigkeit“der Unterlage, die das
Fass zum ,,Rollen* bringt (ohne Reibung wiirde es die Ebene runterrutschen).

P

Qﬁz)\CLﬁ:MR2R

MR% sin (2.104)

— durch die Rauhigkeit der Unterlage aufgezwungenes Drehmoment

2.3 Bewegung starrer Korper - Trigheitstensor und

Ahnlichkeitstransformation

Bei physikalischen Gesetzen, die sich als Gleichungen zwischen Skalaren,
Vektoren oder Tensoren ausdriicken lassen, darf es nicht darauf ankommen,
beziiglich welchen Koordinatensystems die Komponenten von Vektoren oder
die Matrixelemente von Tensoren genommen werden.

= Beide Seiten von Gleichungen miissen sich gleich transformieren, d.h. bei

Gleichungen miissen auf beiden Seiten gleiche Typen stehen.
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2.3.1 Transformation physikalischer GréBen beim Ubergang zwi-

schen Koordinatensystemen - Tensoren

Unter einem Tensor k-ter Stufe in einem n-dimensionalen Raum versteht
man eine n*-Tupel von Zahlen (Fj1 0 i, i; = 1...n), das sich bei Koordi-
natendrehungen nach bestimmten Gesetzen linear transformiert. Sie tragen

k Indizes, von denen jeder von 1...n lauft.

Fiir uns interessant: n =1,2,3, k=0,1,2

k=0:
e Skalar. 2’ (neues Koordinatensystem) = x (altes Koordinatensystem)
e 7.B. Lichtgeschwindigkeit ¢
e Es gibt nur wenige echte Skalare in der Physik!

k=1:

e Vektor, n = 3 Komponenten (in 3D), fiir die bei einer Koordinatendre-

N—1

hung gilt ¥ = D™'%
e Drehmatrix 5:
— FEigenschaften:
x Orthonormalitét von Zeilen und Spalten

* Determinante = +1

81



e 7.B. Drehung um 2-Achse um Winkel ¢:

cosp —sing 0
D=1 sing cosp 0 (2.105)
0 0 1

0

Vektor X =1\ drehen
0

N%
1
Abb. 44
cosp —sing 0 1 cos
Di=| sn o cosp 0 0 | =] sing (2.106)
0 0 1 0 0
in Komponenten: z; = Zc_lwil?; (2.107)
J

k=2:

e Tensor 2. Ordnung, z.B. Tréigheitstensor I

—
—

o [ =D ']

S
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Betrachte z.B.:

['=7% = L=D"'L' =15
_ D 'PDD\S (2.108)
i

Tensoren 2. Stufe lassen sich immer als quadratische Matrizen schreiben. Ein
Tensor ist eine Abildung, d.h. in der Gleichung L = I& brauchen L und &

nicht parallel zu stehen.

Tréagheitsmoment um Achse 7n:

. o o = 2.109
— "D D7 = 7T = I'  Skalar! ( )
=D

Offensichtlich gibt es geschicktere und weniger geschickte Koordinatensyste-

me = D so wahlen, dass I diagonal ist.

2.3.2 Hauptachsentransformation

Behauptung: Jede reelle, symmetrische Matrix (z.B. Trigheitstensor) kann
durch eine orthogonale Transformation (Drehung) auf Diagonalgestalt ge-
bracht werden.

Allgemeiner: Jede hermitesche (=selbstadjungierte) Matrix kann durch eine
unitédre Transformation auf Diagonalgestalt gebracht werden.

Definition: Ein Hauptachsensystem ist ein System, in dem die Matrix diago-

nal ist.

A

~

[=A"'T"A (Ahnlichkeitstransformation) (2.110)
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—
—

hermitesches I':

I, = I fiir die Elemente

I:"/ _ ft* _ ]:T (2.111)
N~~~
adjungierte
Matrix
d.h. erwiinscht:
i 0 0
AT=T-AmitI=| 0 1, 0
0 0 Iy (2.112)
Iy = 01y

I; sind die Eigenwerte.

j — l-tes Element berechnen:

*
E ek = E il = a1 "ajm| E
J

k
*
E ajmljkakl:]l E ajmajl
ik J
D ——
j,k vertauschen
ey (2.113)

Z akmfk]aﬂ 1 Z a]ma]l lkomplex konjugieren

E £ *
E Ao, J a; =1 E Ajmaj
J

—I’ , da
I hermltesch

7 — m-tes Element:

/
E 'kakm - aijm
_ *
= E aﬂ e = Iy E a1 @im
J

(2.114)
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0= (I = 1)) _ a}ajm (2.115)

J

Fallunterscheidung:

l=m =0= (I - 1) Za;lajl

J
N——

=%[az|">0,
wenn rjlicht alle a;;=0 (2116)

= I; = I Alle Eigenwerte sind reell.

l#m = 0= ([l—Im)Zajlajm
J

Fall i) [, # I,

= Z aajm =0
j
Die Spalten der Matrix /f stehen senkrecht aufeinander. Diese sogenannten
Eigenvektoren sind nur bis auf einen Faktor ¢ € C bestimmt.
= Eigenvektoren normieren, so dass gilt: 3~ lau)* =1
= ; a5y ajm = Oim !
In Matrixschreibweise XTE = j*t . j =1
d.h. AT = A1 unitire Transformation
Spezialfall fi: = A:* = jt = /ill orthogonale Transformation
Ein Spezialfall davon ist die Drehung (det = 1). Ist det = —1, liegt eine

(Dreh-)Spiegelung vor. Diese Operation ist auf einen starren Korper physi-

kalisch nicht anwendbar.

Fall ii) [; = I,,, fir L #m

— symmetrischer Koérper

— Eigenvektoren orthonormiert wéhlen
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2.3.3 Hauptachsen und Symmetrie

z.B. Quader, 3-achsiges Ellipsoid

/\Z

<V

X

Abb. 45: Hauptachsen liegen entlang der Schnittgeraden von Symmetrie-

ebenen.

Die Deviationsmomente (nichtdiagonale Elemente) des Trégheitstensors ver-

schwinden aus Symmetriegriinden.

I3y = —Zmﬂsifﬁm’ = —P/dxl/d@/dx?’ Taly = \O/-/

aus Symmetriegriinden,
Volumen Integrand ungerade

(2.117)

Sind 2 der 3 Haupttragheitsmomente gleich, so ist eine der Quaderflaichen

quadratisch.
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Abb. 46

a, und @y konnen in der zu ds orthogonalen Ebene beliebig gewéhlt werden.
Rotationen um die 3-Achse dndern den Tragheitstensor nicht.

Beweis (Abb. 47):
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N2

2/\
X, \ X
‘Ixzs“\Q
X,
X) 0 3
o IRV .
v %,
‘I\«GOS *\Q|X;
|\
o, ’S(P \1
X, X, -

Ty = x1 COS @ + T 8in

Tg = —x18INQ + T CO8

o (2.118)
cose sinp 0

F=A-7, A=| —sing cosp 0

0 0 1
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Ahnlichkeitstransformation:

I=A-T-A'=A.1.A

cosp singp
= | —sing cosy
0 0
cosp singp
= | —sing cosyp

0 0

L 0 0
- 0 Il 0
0 0 I3

d.h. entartete (gleiche) Eigenwerte [;, I; des Tragheitstensors < Axialsym-

0

0

0
1

I

Iy
0
Iy cosp

0 cosp —sing 0
singp cosp 0

I3 0 0

—Iysingp 0

Iysing Iycosp 0

0

I cos? o + I sin? ¢

= | —Iisingcosyp + 1 cos psin g

0 I3

1

—I;sinpcosy + [y cospsing 0

I sin® o + I cos? ¢
0

metrie des Tragheitstensors um die k-te Achse.

Merke: Axialsymmetrie des starren Korpers (z.B. Rotationsellipsoid) impli-
ziert entartete Eigenwerte von /. Die Umkehrung gilt nicht! (z.B. Quader)

Sind alle 3 Eigenwerte entartet, so éandert eine Drehung um eine beliebige

Achse den Trigheitstensor nicht (Kugel, Wiirfel).
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2.3.4 Allgemeine Bewegung eines starren Korpers

Definiere einen festen Punkt O, der sich mit Geschwindigkeit o, relativ zu
Oy, dem Ursprung eines Inertialsystems, bewegen soll. Der starre Koérper
rotiere mit Winkelgeschwindigkeit ¢’ um diesen Punkt.

Erklarung der Koordinatensysteme (Abb. 48):

) 3

Inertialsystem

~

Abb. 48: | Griines“ Koordinatensystem bewegt sich mit Punkt O mit.
(mit starrem Korper),Rotes” (gestrichenes) Koordinatensystem ist zusétz-
lich noch verdreht, kann z.B. korperfestes System sein.Alle Komponenten

von vp,, W' etc. werden im gestrichenen System genommen.
Geschwindigkeit des i-ten Massenpunkts:

T =0+ & X7 (2.120)

K3 K3
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Gesamte kinetische Energie bez. des Inertialsystems:

1 / 1
T = 5;7712171 2: 5;7712(’(70/4—&/ XT_’;'/)Q

1 /
252”% [770 P4 (@ x ) 200" (@ x )

1, 1.3
= _M32+ =FT'd + 7, - (Fx mi!

S MG+ 5 b ( Z ) (2.121)

h\ﬂ/—/
MRIC']W

T B i,

= 5Miio " + & I + Mo - (J} X R’CM)
Ttrans Trot Ttra:zgf'rot

. — AV — — . .
mit: Y m; (&' x 7)" = J'I'd nach lingerer komponentenweiser Rechnung *

(2

Bemerkungen:

i)

ii)

iii)

iv)

Ursprung O muss beziiglich des Korpers zeitlich konstant sein, d.h. sein

Abstand |7;’| zu allen Massenpunkten ist zeitlich konstant.

Der Korper darf auch beziiglich des 1-2'-3'-Momentansystems rotieren.
Tut er das nicht, so ist das 1’-2’-3'-System korperfest und die 7" und

damit I’ und ﬁ’c u bleiben zeitlich konstant.

o' ist die Geschwindigkeit von O und damit wegen des konstanten
Abstands aller Massenpunkte von O auch die lineare Translationsge-
schwindigkeit aller Massenpunkte im starren Korper relativ zum Iner-

tialsystem.

Da die kinetische Energie ein Skalar ist und sich zu gegebener Zeit das

1’-2’-3/-System und das x-y-z-Inertialsystem nur durch die Orientierung

!Die vollstindige Rechnung ist zum Beispiel zu finden in: W. Nolting, Grundkurs Theo-

retische Physik 1: Klassische Mechanik, Springer Verlag Berlin

(siehe Literaturempfehlung)
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unterscheiden, kénnen alle Vektoren, Tensoren usw. auch durch ihre

Komponenten im Inertialsystem ausgedriickt werden.

1 w1
Tirans = §M170 7 = §M170 2 (2.122)

o = Geschwindigkeit von O relativ zu Oy in Komponenten relativ zum
x-y-2-(Inertial-)System. Fiir die anderen Terme 7T,.o; und Typans—ror Wire
das ungeschickt, weil dann der Trégheitstensor und der Schwerpunkt-

vektor zeitabhéngig werden.

v) &' = (Jy,d), ;) misst die Winkelgeschwindigkeit des Korpers relativ
zum Inertialsystem. Die Komponenten sind entlang der momentanen

Richtungen des 1’-2'-3’-Momentan-Systems genommen.

vi) ' und v’ dndern sich im Lauf der Zeit sowohl relativ zum Momentan-

system wie auch relativ zum Inertialsystem.

vil) Tt = 3 (ljw? + Lwy? + Iiwy?), wenn das kérperfeste System als ein
Hauptachsensystem gewéhlt wird, so dass I diagonal ist. Das ist immer

moglich.
viil) Spezialfille

(a) Ein Punkt ist sowohl relativ zum Korper als auch relativ zum
Inertialsystem fest. Wenn dieser Punkt als O (Ursprung des Inte-
rialsystems) gewidhlt wird, ist 7o’ = 0 und es verbleibt eine reine

Rotation um O: T = T,.;.

(b) Der Koérper rotiert um seinen Schwerpunkt, d.h.

0= CM: ﬁbM = 07 Tirans—rot = 0 und damit 7' = Trot + Tirans
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2.3.5 Der Kreisel

Aufgabe: Beschreibung der zeitabhéingigen Rotation eines korperfesten Sys-

tems relativ zum Inertialsystem

Rotation wird durch 3 Parameter (J) beschrieben.
(Starrer Korper hat insgesamt 6 Freiheitsgrade, davon 3 Translation, 3 Ro-
tation; oder Matrixdarstellung einer Rotation im R?® hat 9 Eintrige und 6

Orthogonalitdtsbedingungen = 3 Freiheitsgrade)

Euler-Winkel
Das zum Inertialsystem in O parallele System geht durch 3 (instantane)

Rotationen in das kérperfeste System iiber. (Abbildung 49)

Die zeitabhéngige Rotation des korperfesten 1’-2'-3'-Systems und damit des
starren Korpers wird durch o(t),9(t),1(t) beschrieben.

Frage: Wie hiangt o' = (w],w), ws) mit den Eulerwinkeln und ihren Ablei-
tungen zusammen?

w setzt sich zusammen aus einer Komponente fiir jeden Eulerwinkel:

W= Wy, + Wy + Wy

Da ¢ eine Rotation um die 3'-Achse beschreibt, gilt ¢ = (wy)zr, wy = (§}>’
¥ = (wy)e ist eine Drehung um die {’-Achse. Erwiinscht ist wy im korperfes-

ten 1’-2'-3'-System. Dies geht aus dem & —n' — (’-System durch eine Rotation
C()) um Winkel ¢ um die ¢’-Achse hervor.

(wg)ys ) costy siny 0 0] ¥ cos

(wo)y | =C@W)] 0 | = —sinyy cosyp 0 0 |=]| —dsine

(wo)s 0 0 0 1 0 0
(2.123)
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Abb. 49: 1. Drehung um Winkel ¢ um die 2-Achse = (-Achse, 2. Drehung
um Winkel ¢ um die £-Achse = £’-Achse, 3. Drehung um Winkel ¢) um die
(’-Achse = 3/-Achse

¢ = (w,) um die Inertial-z-Achse. Das 1'-2'-3'-System geht durch 3 Rotatio-

nen aus dem z-y-z-System hervor.

A(p) um die z-Achse
B(¥) um die £’-Achse
C(v) um die ¢’-Achse
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vorher weggelassen,
dndert w nicht

CWBO)  Aly) (
1
0
0

cos® siny 0 cosep singp 0
—siny cosy 0 cos?  sinv —sing cosy 0
0 0 1 —sind cosv 0 0 1
cosy siny 0 0 Y sind sin ¢
—siny cosy 0 psind | = | $sindcosy
0 0 1 pcosv pcosv
Wy (wWe)y + (W) + (wWy)y @sin 1 sin e + 0 cos ¥
wy | = | W)y + (we)y + (wy)y | = | ¢sindcosty — ¥ sin 1)
Wy (We)y + (Wo)y + (w)y cost) + 1)
(2.124)

Lagrangefunktion eines starren Korpers mit einem festen Punkt in O, vp = 0

Als korperfestes 1-2/-3'-System verwenden wir das Hauptachsensystem. Die

Eulerwinkel (p,4,1)) fithren zum korperfesten System. Sie werden als gene-

ralisierte Koordinaten verwendet.

Striche beim gestrichenen System weglassen!

Hauptachsen-
system 1

g = 3 ([ + Lw) + [3w3)

(Iw? + Lws + Isws) — V(p, 9,1)

er ————— = —

dor or v
dt g O o
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zu 1) gehorige generalisierte Kraft (Drehmoment)
=M3, Drehmoment um die 3-Achse

(2.126)
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L= 040+ 1- Tyws = Lzws

- Liw, (gp sin ¥ cos ) — ﬁsinz&) +Iowy (—gbsinﬂsinz/) — 1900819) +0

[ J/ J/
v e

w2 —w1

= W12 ([1 - ]2)

d oV

Also: & (IgWg) — ([1 — 12) wiwe = My = _%
: ov
= w3 — (I — L) wywy = M3 = —%

(2.127)

Da die 3-Koordinate nicht ausgezeichnet ist, miissen die Gleichungen auch

bei zyklischem Vertauschen der Indizes gelten.

Loy — wawy (Is — I) = My # —2Y
. wr (I = 1) 2 7 o keine Lagrangegleichungen fiir ¢,

[1(,;)1 — WaoWws3 (IQ — [3) = Ml # —g—:;
(2.128)
Das sind die Euler-Gleichungen!
2.3.6 Kriiftefreier Kreisel (M = 0)
Der Kreisel sei axialsymmetrisch um die 3-Achse, I1 = I5.
[1(4')1 — WoWws3 ([2 —13) — WoW3 ([1 —Ig) (1)
Ihwy = wsw (13 - Il) = —Wswi ([1 - [3) (2) (2‘129)

Igd)g = W1Wo ([1 — IQ) =0 (3)
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(1) differenzieren, (2) einsetzen:

I, — I I, — I3)? I, — I
i 3w3w2:——( ! 7 3 wiw; = —Q%wy, Q:—( 1[ 3)
1 1

= wy(t) = Asin (Qt 4 0)

w3

(2.130)

wa(t) = Acos (2t + 0)

Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit & = (w1, ws, ws) rotiert mit

Q= 11[_1]3 w3 < wg um die korperfeste Symmetrieachse, und diese dreht sich
gegeniiber dem Inertialsystem.
Der gesamte Drehimpuls L ist erhalten (M = 0).

Tiwy

L= Liw, | in Komponenten beziiglich des korperfesten Systems.

Isws

Fallunterscheidung:

-

el

1,>1, oblat

i

I,<I, prolat 2

Abb. 50

Da L = Lw, Ly = LLws, liegen die 3-Achse, L und & in einer Ebene. Be-
wegungsablauf: Es laufen 3 Kegel ineinander ab. Im Inertialsystem ist L fest

und die Symmetrieachse (3-Achse) beschreibt den Nutationskegel um L.
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Abb. 51

e Nutations- (Prézessions-) Kegel beschreibt Umlauf der 3-Achse um L
e Polkegel beschreibt Umlauf von & um 3-Achse
e Spurkegel beschreibt Umlauf von & um L

Inertialsystem: z-Achse in Richtung von L

w3 = 1) —+pcost (2.131)

~~—~ S——
Polkegel  Spurkegel

C

-
-

Abb. 52: momentane Winkelgeschwindigkeit w und Figurenachse f préaze-

dieren synchron um L



Anwendungsbeispiel kriftefreier Kreisel:

die Erde = abgeplatteter, symmetrischer Kreisel, I; = I, < I3 mit (I3 —
L)/I; ~1/300

Figurenachse und Winkelgeschwindigkeit haben nicht dieselbe Richtung =-

Préazession mit

T_ 2T 2wl
wo  (Is=1h)ds (2.132)
5 .
Tﬂleag = T ~ 300 Tage
w3

Experimentell: 7" = 430 Tage (da Erde kein starrer Kérper), Amplitude einige
Meter (Chandler-Flattern), aber auch jéhrliche Komponente durch Wechsel
der Jahreszeiten — Luftbewegung

# astronomische Prézession aus Anziehungskraft von Sonne und Mond (26.000

Jahre)

2.3.7 Schwerer symmetrischer Kreisel I, = I,

Es wirkt eine duflere Kraft auf den Schwerpunkt, der nicht der feste Punkt

O ist. (Abbildung 53)

Beim schweren Kreisel ist es giinstiger, mit den Lagrangegleichungen fiir die
Eulerwinkel als gereralisierte Koordinaten zu rechnen.

Bewegung in (¢ = Prézession
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Abb. 53: 1 = Abstand Schwerpunkt - Auflagepunkt

Bewegung in ¥ = Nutation
1 1
L=T-V = 511 (Wi +w3) + ifgwg — Mgl cosv
wy = @sindsiny + J cos
way = psindd cos ) — V¥ sin 1 (2.133)
wsy = pcost + 1
1 .2 .. 9 02 13 . -\ 2
L 2511 ((p sin“ ) + ¢ ) + 5 (gocos19+1p> — Mgl cos v
Welche Erhaltungsgrofien gibt es?
¢ und % sind zyklisch, also

oL ;
Py = % — [, sin® do + I3 ((p cos) + gb) cos? = konst.
P (2.134)
oL ) ;
pd} = @ = 13 (QOCOSﬁ +1/}> = konst.
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auflésen nach ¢ und ¢ und in L einsetzen

= effektiv nur noch ein Freiheitsgrad
Py — Py COSU ¢:@_p¢—pwcosﬁ
I sin® o I I sin* 9

1 — pycost) > .
L=-1 ((M) sin219+192>—|—

»= cos v

2 I sin? 9

I3 (py — pycost Dy Dy — Dy COSU 2
T T cost) + 2 — 2P " cos) ) — Mglcosd
( I, sin? 9 cosv I3 I, sin? 9 o8 greos

(2.135)

Man erhilt die Lagrangefunktion L (9, 9, Doy D)

= Finsetzen in die Lagrangegleichung %% = g—f,j =0

= Bewegungsgleichung aufstellen, mit ¢ multiplizieren, integrieren
= Energiesatz

BT v = by Pempocosh® Py (2.136)
= = — — COS .
o' 27, sin® ¥ or, Y

N J/

~
effektives Potenzial U (%)

Annahme: p, # py, = U(¥) hat Pole bei ¥ = 0,9 ==

U(9) i
i Nutations-
E Nutation | bewegung
1 zwischen
| 9,und 9,
0 9, 9, m

Abb. 54

Bei gegebener Energie bewegt sich die Figurenachse zwischen 1, < 9 <

U9 (Nutation des schweren Kreisels). Die Prizession (Bewegung im ¢, d.h.

101



Drehung der Figurenachse 3 um die Vertikale z) fithrt zusammen mit der
Nutation zu 3 Bewegungstypen, siche Abbildung 55:
Bei F = min. U(J) = U(Yo) gibt es keine Nutation mehr.

Bewegung der Figurenachse auf der Einheitskugel (Locuskurve)

jeweils ¥
sei py, py > 0
¢ > 0 (eigentlich nur konst. VZ)
also ist p, — py cos vy > 0
Py — Py costy >0

cos vy /< Pe

Py
9 Pe
1/2> arccos —-
P
(2.137)
bei 9; : p <0

bei dy : 9 >0 (2.138)
¥y > arccos Po o Iy
Py
¢ () =0 = p,—pycosth =0
erhédlt man, wenn man die
Figurenachse bei ¢ = 94
aus der Ruhe (z) =)= ())

losléisst (aber ¢ # 0,

sonst fallt der Kreisel um).

Abb. 55 (2.139)
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Minimum:

()=

(pp — py cOs 19)2 pfb

UW) = — + Mgl cos?

() ol sy | ap, T greos

AU  2(p, — pycos) - (+pysind) - 21y sin® ¥ — (p, — py cos 9)? - 21, - 2sin 0 cos

dy 417 sin* 9

— Mglsin 9 =0 Bestimmungsgleichung fiir 9!
(2.140)
Minimum oder Maximum?

d*U - . : :

0 > 0 Minimum (Kreisel bleibt stabil stehen)

d® / , (2.141)

< 0 Maximum (instabil)

Ubergang vom schweren zum freien Kreisel:

[ — 0 < Schwerpunkt — Ursprung

Es wirkt kein Drehmoment mehr = L erhalten, keine &uflere Richtung
ausgezeichnet.

Lege das Inertialsystem mit der z-Achse entlang E, so dass L, = L, = 0.

2.4 Beschleunigte Bezugssysteme
2.4.1 Lineare Beschleunigung

Gestrichenes Koordinatensystem bewegt sich mit linearer Geschwindigkeit @
relativ zu einem Inertialsystem (ungestrichen), Teilchen hat die Geschwindig-

keit ¥ im Inertialsystem, Geschwindigkeit im gestrichenen System ' = ¢'—.
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Lagrange-Funktion:

L (7 v,t) =

Zahlenwert der potenziellen Energie unabhéingig vom Koordinatensystem

1 / 1
= —m¥ >+ mi’ b+ §mu_)'2—V'(F’)

2
= L' (7', 0",1)
(2.142)
generalisierter Impuls im gestrichenen System
5 O =m (V' + W) =mi=p= oL
o' N N T
dndert sich nicht, p” = p, aber p’ # mv”’ (2.143)
generalisierter Impuls # kinetischer Impuls
Lagrangegleichung im gestrichenen System
doL’ oL d , ov’
_ — = — 3 0 — 0
ato o a5
~—
— F' Kraft im gestrichenen System
(2.144)

= abgedndertes Newtonsches Gesetz

dv’ 5 dw
T F' —md| mit @ = — Beschleunigung des gestrichenen Systems

m

A\

md = Scheinkraft

(2.145)
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Gewichtsmessung im beschleunigten Fahrstuhl

Beschleu-
nigung

9| =a

Abb. 56: W = mg = Gewicht

Gesucht wird die Federkraft T
Beziiglich des Fahrstuhls hat die Masse m keine Beschleunigung.

O=mg+T —mda = T =—m(j—a) (2.146)
—_——
Gesamtkraft F/

2.4.2 Rotation

Gestrichenes System rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit Q relativ
zum ungestrichenen Inertialsystem.
Waihle die Rotationsachse als z-Achse.
Lagrangefunktion in Kugelkoordinaten:
U(t) = 7€, + 1y + rsinvpe, (s. Zettel)
72 = 7% 4+ 2% + r? sin? 9¢?
1

1 :
L=T-V = §m272 - V(r) = 3m (1’”2 + 7292 + r? sin? 19ng) — V(7

(2.147)
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Ubergang zu gestrichenen Koordinaten (Abb. 57):

N
N z=7"
P
¢ yK r=r
¢ Ot , 9 — 9
y (2.148)
/
o =p—0t
Inertialsystem K
./ .
X = @ =9
Xl
Abb. 57
Einsetzen in L:
L =T =V =2 (#0202 40 (¢ + Q) sin? 0 ) = V! ()
= (7 4 2020 Qsin? 0 4 207 sin? 0 ) — V' (7)
2 —_— T (2.149)
(G ) (Gxir)?
Coriolisterm Zentrifugalterm

(19 ist der Winkel zwischen € und F)
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Beweis:

r’ sin ¢’ cos ¢’
7= 1'sin® sing’
' cos V'
0 ' sin ¥’ cos ¢’ — Q' sin ¥’ sin ¢’
Ax7 =] 0 | x| +sindsin O | =1 +Qrsind cos ¢’
Q ' cos v’ 0

= 2 ’ ’
(Q X T ') = Q%r?sin® ¥’ (sin® ¢’ + cos® ') = Q*r ?sin®
7' sin ' cos ¢’ + 1’9 cos ¥ cos ¢’ — 1’ sin ' sin ¢’

—/ 5 . . . 0 . . .
vi=7r"= | 7sindsing + r'v cos ¥ sin ¢’ + 1’ sin ¢ cos ¢’

7 cos V' — 1’ sin
v’ <§ X 'F’) = Q' sin? [— sin ¢’ <7’" sin®’ cos ¢’ + 0 cos ' cos o' — ' sin ¥'¢’ sin gp’) +
+ cos ¢’ (7'"' sind’ sin g’ + "0 cos ' sin ' 4+ 1’ sin '’ cos go’)}
= Qr'sind’ [’ sind'¢’ (sin® ¢’ + cos® ¢') ]
= r'?sin® W'y

(2.150)

107



Geometrische Interpretation (Abbildung 58):

Q
. Qdt/_. _
2 o Qxr'dt
r'sinS
(Flache=Radius-Winkel)
g /T
[\

Abb. 58: Betrachte Ortsdanderung im Zeitintervall dt¢

Lagrangegleichung;:

dt \or' )  or
oL oV’ o~ md /= a2
57 = g T x5 ()

(2.151)
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Nebenrechnung;:

Analog fiir y, z = % {(Q X F’)2] =2 [(Q X F’) X Q]

Damit gilt also:

oL ov’ = = =
o =~ A mi x G (G x ) x 0
oL . =, d /oL dv”’ ~
557 =mv’ +mQ x 7, g (877’) =m— +m x v’
Lagrangegleichung;:
v’ 8’ —/ oV’ —/ S ) —/ S
m +m XUV = ——— +mu xQ—i—m(er)xQ
dt or’
N——
Kraft F
do”’ ov’ =

me = _ & +2mU’xQ+m(ﬁxF’>xQ
dt 87”/ e

Corioliskraft ~~
Zentrifugalkraft

N J/

Schei;lrkréifte

(2.152)

(2.153)

(2.154)

Corioliskraft: 1835 hergeleitet von Gaspard Gustave de Coriolis (siehe auch

Wikipedia)

Bewegung erscheint in K’ so kompliziert, dass sie in K geradlinig ist.

Anwendung: Bewegung tangential zur Erdoberfliche
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Abb. 59: v’ tangential zur Erdoberflache, O zeigt auf der Siidhalbkugel in
die Erde.

Behauptung:
Corioliskraft fithrt auf der Nordhalbkugel zu einer Rechtsabweichung, auf der

Stidhalbkugel zu einer Linksabweichung.

Erdoberflache

Abb. 60

Corioliskraft hat eine horizontale und eine vertikale Komponente. Die vertika-
le Komponente ist klein gegen die Gravitation (z.B. am Aquator mit Schall-
geschwindigkeit fliegendes Flugzeug wird um Wloo seines Gewichts leichter

(nach Osten) oder schwerer (nach Westen)).
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Tangentialkomponente von v/ x 0

fzﬁ’XQ—ﬁ-[(U’XQ)-ﬁ]

(. J/

Projetion (2.155)
i — Vertikalrichtung
neE= 0
AxZ= fix (U’xﬁ) — (ﬁﬁ) o (ﬁ 17’)
— (2.156)

i x <5><E> :B(a-a—e(a.b>

-0 >0 auf der Nordhalbkugel
n <0 auf der Siidhalbkugel

anderes VZ von ¢/ = anderes VZ der Corioliskraft, d.h. sie wirkt immer

nach rechts/links

Wetter:

Corioliskraft fithrt auf der Erdhalbkugel zu Drehung der Luftmassen im Uhr-

zeigersinn bei Hochdruckgebieten, im Gegenuhrzeigersinn bei Tiefdruckgebie-

ten

Foucaultsches Pendel:

Auf der Nordhalbkugel wird Schwingungsebene duch Corioliskraft nach rechts

gezogen.

= Schwingungsebene dreht sich
Badewanne:

aus ,,DIE ZEIT* 26/1997, Autor Christoph Drosser:
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Seltsamer Strudel

Auf der Stidhalbkugel der Erde dreht sich der Badewannenstrudel andersrum
als auf der Nordhalbkugel - Stimmts?

Stimmt nicht. Die Legenden iiber die wundersamen Auswirkungen der Corio-
liskraft sind vielfiltig. So berichtet ein Afrika-Tourist von einem geschickten
Eingeborenen eines am Aquator gelegenen Dorfes, der das folgende Kunst-
stiick vorfiithrt: Er hélt eine Schiissel mit Wasser, auf dem Blétter schwimmen.
Durch ein Loch am Boden flieit das Wasser ab. Stellt er sich ein paar Me-
ter nordlich des Aquators hin, so wirbeln die Blitter in der einen Richtung,
ein paar Meter siidlich des Aquators dreht sich der Strudel in der anderen
Richtung. Steht der Mann genau auf dem Aquator, dann flieBt das Wasser

strudellos ab.

Wenn die Geschichte wahr ist und nicht selber eine Legende, dann ist der
Mann ein geschickter Taschenspieler, der dem Wasser durch heimliche, un-
merkliche Rotationsbewegungen die jeweils richtige Drehrichtung verpasste.
Um die Corioliskraft wirksam werden zu lassen und andere Storkréifte dabei
auszuschalten, hitte er (nach den Berechnungen eines Lesers einer amerika-
nischen Wissenschaftszeitschrift) die Schiissel auf eine Millionstel Bogense-

kunde genau (das sind 0,0000000003 Grad) waagerecht halten miissen.

Die Corioliskraft ist eine Tragheitskraft, die in allen rotierenden Systemen
wirksam wird, und auf der Erde wirkt sie sich tatséchlich auf Strudel aus: Sie
sorgt zum Beispiel dafiir, dass auf der Nordhalbkugel die Winde alle Hoch-
druckgebiete im Uhrzeigersinn umwehen und alle Tiefdruckgebiete gegen den
Uhrzeigersinn - auf der Stidhalbkugel ist es dann genau umgekehrt. Dass die
Corioliskraft in diesem Fall sichtbar in Erscheinung tritt, liegt vor allem an

der groBen Ausdehnung von Hoch- und Tiefdruckgebieten: Der nordliche und
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der siidliche Rand sind einfach weit genug voneinander entfernt, um einen
Tragheitsunterschied wirksam zu machen. In der Badewanne dagegen iiber-
trifft die Wirkung aller zufalligen Bewegungen, die durch die Wirbel beim
Wassereinlassen (und beim Baden) entstanden sind, die der Corioliskraft um
mehrere Grofienordnungen (Professor John McCalpin von der University of
Delaware schéatzt den Faktor auf etwa 10 000). Um die Corioliskraft zu be-
merken, miisste man nach Berechnungen des Mathematikers Michael Page
von der australischen Monash University die Badewanne um den Faktor 500

vergroBern und das Wasser einige Tage zur Ruhe kommen lassen.
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3 Hamilton-Jakobi-Mechanik

3.1 Hamilton-Gleichung, Kanonische Transformation
3.1.1 Hamiltonfunktion und Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Voraussetzung:
Krifte konservativ, F = —VV(7)
L =T — V nicht explizit zeitabhéngig, L = L(q, q)

dt & dg; At aqj dt dt qu dg; dt
J ~— J
4 (%)
nach Lagrange-
gleichung

Produktregel _ i a_L LA
umgekehrt T dt | da 5
j @
sozusagen %(LfL)
7\

d . 0L d .
J ~— J

J/

Pj Erhaltungsgrofie H

H = Z pj¢; — L | Hamilton-Funktion

(3.1)

Was ist H?
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Annahme:
Die Transformationsgleichungen von den kartesischen auf die generalisierten

Koordinaten seien zeitunabhéingig.

i =T ()
Lo dr; or; . N drj
/Ui = — = . _
at ~ Zeag, T
J v

=0

1 or; ’
T = EZm —Zm, [28 qJ] (3.3)

1 or; 373- ..
= =) mi— GGk
2 zj; dq; Oq

~
hom. quadr. Form in den
generalisierten Geschwindigkeiten

Dann gilt der Satz von Euler:

Z az 8ql (3.4)

Aus Gleichung (3.2) folgt:

H=2T—-(T—-V)=T+YV = Energie (3.5)

Die Hamiltonfunktion ldsst sich vollig analog auch fiir eine zeitabhingige
Lagrangefunktion definieren.

Beispiel: Masse an Feder auf rotierender Stange (siehe Abbildung 61)

ebene Polarkoordinaten:

T—Q(r + r’w?)

1
V = mgrsinwt + =k (r —ro)?
—_—— 2

. | S ——
Gravitation Fodder (3 ) 6)

k
L=T-V = % (#* + r’w?) — mgr sinwt — 5(7"—7‘0)2

=L (r,7t)
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Stange

\ o=ot

Abb. 61: Masse an Feder auf Stange, Stange bewegt sich im Schwerefeld

mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w

Es gilt keine Energieerhaltung, da L explizit zeitabhéngig ist. r ist der einzige

Freiheitsgrad.
oL .
Pr= gy s
— _ M2 29 : k 2 (3.7)
H—prr—L—E(r —Tw)+mgr81nwt+§(r—r0) .

ist keine Erhaltungsgrofe!

Rechnung ohne Gravitation, g = 0
= H ist erhalten, aber H # T 4+ V da Zeitabhéngigkeit der Koordinaten-

transformation.

Lagrange L = L (q,q,t)

oL
(3 ’Legendre—Transformation mit p = 5 (3.8)

q

Hamilton H = H (q,p, t)
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Legendre-Transformation = Ubergang von einem Set unabhiingiger Koordi-

naten auf ein anderes, hier: (¢,q,t) — (g¢,p,t)

H (g,p,t) Zplqz ¢.p,t) = L(q.4i (¢,p,1) )

totales Differential bilden

OH OH . OH
aH =3 g+ 3 Cldp, + Snar
dg +2i:8p,~ T
oL oL
- 7 zd (. a ;T 5 Ji — _dt
/ﬁ{nLZq Pi=d. G )5 o
(2 (2 \ /
i o4,
oH OH . OH oL
g+ 5 Lap + Zlat =5 gudps — 3 prdg; — Lot
: aqu+zi:6pip+8t zi:qp D> pide; =
(3.9)

Durch Koeffizientenvergleich (unabh. Koordinaten) folgen die Hamiltonschen

Bewegungsgleichungen:
. OH
q; = Op;
0OH
) = — 3.10
=5 (3.10)
OH 0L
ot ot
bei n Freiheitsgraden:
Hamilton = 2n DGL 1.0rdnung
Lagrange = n DGL 2.0rdnung
Beispiel: Harmonischer Oszillator:
m ., k , :
Lz;x — 3% = L(z, ) (3.11)
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Im Hamiltonformalismus muss & durch p, ersetzt werden.

oL . Da
Py = 7 =mT, T =—
oz m
2 2
: P moo ko, pr ko
H=ip,—L=-—+*—— - z
w m 22" Tt
%
Hamiltonsche Bewegungsgleichungen:
i OH _ ps
~ Op,  m
oH oV

)y = —— = —— = —k
Pe ox ox v

(3.12)

(3.13)

e keine zusétzliche Information gegeniiber Lagrangeformalismus

e grundsétzliche Bedeutung, z.B. Analogien zur Quantenmechanik

(Hamiltonoperator oder ”Hamiltonian™)

Geometrische Bedeutung und Eindeutigkeit der Legendretransformation

L(q)

Pg

Abb. 62: H (p) = pd — L(g), p sei Parameter

Extremum von pg — L (¢) als Funktion von ¢:

oL oL

_ __ Definition des kanonisch
- EY =0 < p= O — konjugierten Impulses
q q
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eindeutige Auflosbarkeit von ¢ (p), falls L (¢) genau ein Extremum hat, d.h.
keine Wendepunkte, (3927’; £ 0

Bei mehreren Freiheitsgraden lautet die entsprechende Bedingung
2L
det (aqiaqj> #0

Behauptung: Die Hamiltonfunktion H (¢;, p;, t) hiangt, wenn {iberhaupt, nur

explizit von der Zeit ab.

Beweis:
dH OH OH OH O0OH
_ 5 ) 9 98 1
=2 ( 20 1" oy, pl) Yo T (3.15)
Z . .
—Pi qi

D.h. H ist eine Erhaltungsgrofie, wenn es nicht explizit von der Zeit abhéngt.
Sind die Transformationsgleichungen zeitunabhéngig, so ist H die Energie.
Ist ¢; zyklisch, so ist p; eine Erhaltungsgrofie:

)
Pi = 04;

=0 < p; = konstant (3.16)

3.1.2 Invarianz der Hamiltongleichung unter einer kanonischen

Transformation

Voriibung: Invarianz unter einer Punkttransformation
(z.B. karthesisch — sphérisch)
Wir zeigen, dass aus der Lagrangegleichung in alten Koordinaten die Lagran-

gegleichung in neuen Koordinaten folgt!
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d - i oL &QJ 0L 0Q; | 0L ot )

=0 Zeit ist Parameter,
nach Vor. Geschw. unabhéngig

_d 8_L<‘LC?J'] sene N [ @%}

NR: @Q; =Qj (g 1)
Z @QJ (9@] abl. nach d; 0Q); _ 0Q;

8% 8%
d /0L : B dL 9Q;
de (aqi (Q”Q”t)) o dt [ —~ 00); 04;

o [d oL\ o9Q, 0L d [0Q
_;[dt (a@) 8q5+aQ dt(@qu)}
———

an
9q;
(3.17)
Fiir die alten Koordinaten gilt die Lagrangegleichung;: % (g—) g{i
oL : L 0Q; 0L 9Q;
—(0Q:,0,,t) = + —
g (@ 2t) =2 (an o0 00, 0,
(3.18)

al (3.17) d (0L \0Q; 0L dQ;
= — - + —
; <dt (6@) a%’ aQJ aQi

Da die Vorfaktoren gleich sind und die % unabhéngig, muss gelten:

aac? ) = 8@ , d.h. die alte Lagrangeglelchung ist genau gleich der neuen.

Es miissen nur die neuen Variablen eingesetzt werden.

Bei einer allgemeinen Transformation werden Ort und Impuls transformiert.
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3.1.3 Kanonische Transformationen

Qj = Qj (%?plat)

P' = P 79 i?t
J J (i, i t) (3.19)
2n+1 unabh. Variable

t=1,---,n n Freiheitsgrade 2n Transformationsgleichungen

Solche Transformationen heiflen kanonisch, wenn es eine transformierte Ha-
miltonfunktion K(Q, P,t) gibt, so dass wieder die Hamiltonschen Gleichun-

gen gelten. Deshalb heiflen die Hamiltonschen Gleichungen auch kanonische

Gleichungen.
. oK
Q=50
oF; 3.20
b 0K (3.20)
J an
Was ist K?

Hamiltonsche Gleichungen < Lagrangegleichung < Hamiltonsches Prinzip

(koordinatenfrei)

to to

5/L(q,q,t)dt:O:5/ (Zqipi—H(q,p,t)> dt =0 (3.21)

t1 t1
Hieraus sind durch Variation von ¢, p die Hamiltonschen Gleichungen direkt
herleitbar.

Damit muss auch gelten:

to

i | [ZQ@—K(@P@

t1

dt =0 (3.22)
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Im Hamiltonschen Prinzip sind die Integranden (d.h. die Lagrangefkt.) nur

bis auf die totale Zeitableitung einer Funktion F' bestimmt.

/ CLdt = 6 (F (ty) — F (1)) = 0, glaydic Variation an den (3.23)
Also gilt:
dF
szql H = ZP QJ K -l— — (3.24)

F konnte eine Funktion sein von F'(q,p, @, P,t). Von den 4n + 1 Variablen
sind 2n + 1 unabhéngig. I’ heifit erzeugende Funktion. Man unterscheidet 4

Klassen von Transformationen:

(1) Fl(q7Q7t>

AF, ~—(OF.  OF .\ . 0F
S (G + 500:) + 57 (325)
Einsetzen:
. oF; . (9F . OF'
ZPiQi—H(%P, ZPQz K(Q, P,t) +Z — i+ o= Qi ) +
(3.26)

Alte und neue Koordinaten sind fiir sich jeweils linear unabhéngig, H, K

héngen von Geschwindigkeit nicht ab, Koeffizientenvergleich vor ¢;, Q;

__ OF
bi = 8q11 <q Q’ t) 2n implizite
= 9 Fl Transformationsgleichungen
pi=—35-(¢,Q,1) (3.27)
0F,

Zusammenhang zwischen alter

K(Qa Pa t) - H(q7 p; t) + W und neuer Hamiltonfunktion

Zusammenhang zwischen alten und neuen Impulsen:

<8pi ) _ R 'R (apj) (1) (3.28)
Qi) ¢, Qpyt  9Qi0%  00:0Q; 90 ) Qua
N——

sind konstant
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Beispiel fiir Erzeugende F7:

oF,
F1:ZQiQi :>pi:8_(;:@i
i ' (3.29)
P__@Fl o
i = an‘ = —q;

Dieses F) vertauscht (bis auf Vorzeichen) Koordinaten mit Impulsen, d.h.
was man Koordinate und was Impuls nennt, ist willkiirlich. Koordinaten und
Impulse spannen zusammen den 2n-dimensionalen Phasenraum auf.

Wendet man dieses F; = ) ¢;Q; auf (1) an, so erhilt man Gleichungen fiir

Fy = Fy(p, P.t).
(g%) - (gﬁ) (4) (3.30)

Alle Gleichungen fiir F; kann man somit aus F; herleiten.

(2) F2 (q7 P7 t)
Erinnerung: Legendre-Transformation:

. ) oL
L(q,q,t) mit p = 9d,
J

| (3.31)
H(g,p,t) = Y pidi— L

Hier gleiches Problem:

or,
- 0Q;
! (3.32)

Fy(q, P,t) = Fi(q,Q,t) + > PQ;

Fl(Q7Q7t) mit Pz -
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Dieses F, setzen wir ein in:

dFy

ZP;QZ H— ZPQZ K+_
| dF,
= ZpiQi_H(q?p’ ZPQz QPt)_i_E__(ZPQ)
dF; oF, — OF, ; OF
E:Z;(a—qlc_lz‘|’a_plpl)+W

(ZPQ) Z(PQ,+PQ)

(3.33)
Finsetzen:
sz% (¢,p,t /M—K(Q,R 0+ (861;2(].1' + gl;j Pz->+aF2 (Z/d ZPQZ
| | (3.0
Koeffizientenvergleich:
Glieder mit ¢; : %];j =p;
Clieder mit P, : g];f = Q; (3.35)
OF:
K=H+ a—;

Analog zu F erhélt man durch zweimaliges Ableiten und Vertauschen

(312;) - (aigi,) - (%%) (2) (3.36)
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Beispiel:

= Zqui

0F, o0Fs
= F;, i= e = G
0q; @ ) ¢

Fiir F3(p, @, t) erhdlt man durch Vertauschen von (q,p) < (Q, P)

()~ (53) ©

Zusammenfassung der erzeugenden Funktionen

Di = erzeugt die Identitét

(3.37)

Erzeugende | Zusammenhang neuer

und alter Koordinaten

FQ(QvP7t) l_%§j7Qz_%

F4(p7 P7 t) qi = —oh Ql - 8F4

op; ?

(
(%)

Fop, Q1) | 0= 28, P=-25 | (32) = (%)
(%)
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Beispiel: Harmonischer Oszillator

2 2
D mw’ 9
g-£2 k=
om 2 1 e
kanonische Transformation mit erzeugender Funktion F; =
8F1
= muwq cot *
P= 50 qeotQ ()
8F 2
P = L mw;] nach ¢ auflosen
250’ Q
2P 2P
= q= \/ sin Q sin ()
mw

einsetzen in (x)

= V2mwP cos ()

K(Q,P)= H(q,p), da H, Fy nicht explizit zeitabhéngig, H, K = Gesamtenergie E

X
K(Q,P) = 2%{~2mwpcoszQ+pZd jTZsm Q

= wP (sin® Q + cos® Q) = wP

Q ist zyklisch, d.h. P ist erhalten.

Gesamtenergle :

Pysikalisch liegt dies daran, dass P = o ist.
. 0K
Q—a—P—w = @ =uwt+a

2P 2F
q:\/—st \/ — sin(wt + @)
mw mw

%w(f cot Q)

(3.38)

(3.39)

D.h. die Transformation F} fiihrt auf einen neuen Impuls P, der eine Erhal-

tungsgrofe ist. Die Bewegungsgleichungen werden sehr einfach. Wir werden

uns noch mit der Frage befassen, ob das immer geht.
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3.1.4 Poissonklammern

Behauptung: Orthogonale Punkttransformationen Q; = » a;,q, werden durch
- k
Fy =Y ai Pqy. erzeugt.
ik
Beweis:

0F;
Qi = op, zk:aiqu q.e.d. (3.40)

Betrachte f(q,p, 1)
totale zeitliche Ableitung

of . of
Z( i) + 5
OH . OH
8]92'7 b= aqz‘

[ of O0H B of OH g
B Z (a% Op;  Op; aqi) * ot

Hamiltonsche Gleichungen ¢; =

Definition: Poissonklammer [f, ¢

" :z”: 0f 99 0f 0y
g,p —»unabhang. “~\qg; Op; ~ Op; Jg;

Variablen

df of
- H hat
dt s Hloy + ot
(3.41)
Hamiltongleichungen mit Poissonklammern schreiben:
ff: qi- oH Z:f: " aH (3-42)
E:%:apl [Q27H] _pz— [”H]
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Beispiele fiir Poissonklammern:

gl =3 (3%‘ 0g; g %) _
v ar — \9a  Opx Opr O
=0, da p,q
unabhingig

Analog [pi,pj]q’p =0 (3.43)

dg; Op;  g; apj) Li=y
QZapj Z ( =0y = o
- aC_Ik: 32% ~ Opi gy 0,i %

51’19 5jk

Zu zeigen: Invarianz von [f, g| unter kanonischer Transformation
Benutze [¢;, p;| = 0i;
Weg zum Ziel: geometrische Formulierung (Hilfsmittel der LA)

Definiere einen Vektor im 2n-dimensionalen Phasenraum

5t
. Y1
j= 1=l " 1= : (3.44)
p p1
. Yon
Pn
Hamiltonsche Gleichungen
. OH OH
4 = = U = , 1=1...n
. OH oy OH '
pi = 8% Yn+i 8yz
= 0 1,
Wir definieren I = (Transportmatrix /symplektische Matrix)
-1, 0
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und konnen damit schreiben:

20H
y=1— 3.46
y=1%5= (3.46)
Eigenschaften von I: 2= —1, und [t = —1
Gesucht wird jetzt die Matrix M einer kanonischen Transformation.
j=|"1 T (3.47)
14 P

¥ = @ (y) ist i.a. keine lineare Funktion von ¢, d.h. die Abbildung ist nicht
durch eine Matrix darstellbar. Die Abbildung kann jedoch linearisiert werden

durch Betrachtung der infinitesimalen Abbildung.

8I,-
ow; = 9 0y; = Z M;;0y;
j j
= |0 = M&jj mit M;; = 9 (3.48)
9y;
. . . _»,1 - -1 8yi
inverse Transformation: dy = M~ 0%, (M ) v
1 x]
Eigenschaften einer kanonischen Transformation
(1) opi _apk 2) Opi  0Qy
(3) op; o g (4) 0Q); o _3% '
e 9Q; opr 0P,
kompakte Schreibweise
33 33 t
_IM = (JM—1> (3.50)
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Beweis:

== 0 1 2Q  0Q
linke Seite: — IM = — - 9 op
-1 0 opP 9P
= dq dp
_9orp _ 0P
— | T T ) e ann, 29 = (9%
dq op
22 \! [ 0 1 9q  9q '
rechte Seite: (IM_1> = = 9Q oP
-1 0 op  Op
L = oQ  oOP
t t t
o Op Op _(%a
_ 9Q opP ) _ (acz) <8Q)
o] o] ap\! da\1t
~%G “op (Gp)  —(35)
(3.51)
Vergleich der linken und rechten Seite:
OP;  Op,
links oben — 90, = a_gl (1)
oP;  0qg;
rechts oben _ 99 (3)
Ipj Qi
(3.52)
links unten 0Q; — Op; (2)
0Q; d0q;
rechts unten a(jj = —a—% (4)
Konsequenz:
>3 23 t = t = = t =
IM=— (JM-1> _ (M‘1> It = (M—1> T (3.53)

Also:

_— (3.54)



d.h. jede infinitesimale kanonische Transformation lésst die symplektische

Matrix [ invariant.

- - -

Menge M: = {M : M'IM = [D} ist eine Gruppe im R?" und wird symplek-
tische Gruppe Spa,(R) genannt.

Priifung der Gruppeneigenschaften:

Abgeschlossenheit:
a) Gegeben seien: ]\?ll, ]\?[2 € Span
z.7.: ]\?[3 = ]\?2 . ]\?1 € Span
B A

Existenz der 1:

b) z.7.: 1,, € Span
Beweis: 1t I 1= i
Existenz des Inversen:
c) z.2.: ]\?_1 € Spy, wenn ]\? € Span
Beweis: (]\?_1>t13]\?[_1 = ]:
& M- (z\?l)t [-M' M =T
~—— 1
1
& I=M'IM

D.h. Beweis folgt bei Schlussfolgerung

in umgekehrter Reihenfolge.
(3.55)
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I definiert eine Metrik im Phasenraum

ij

Eigenschaften der Metrik:
a) (X,Y) ist schiefsymmetrisch: (X,Y) = —(Y, X)

Beweis:

()?’ }7> - in[ijyj = ij[jiyi =
ij r
=~ Y it =~ Y ulor, = - (7. %)
ij r

(3.57)

b) (X,Y) ist invariant unter kanonischen Transformationen M € Spay:

)= (X.,Y)

—

(MX, M

Beweis:

T (3.58)

Jetzt zu zeigen: Invarianz der Poissonklammer unter kanonischen Transformationen
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o
af ”
8§11 8_37 ;ZTgn
of _ ‘
& o
aj”p 8g> ﬂ
<__n a_g» aql
L [f 9l Z )
Es gilt: [f a_f) I(@y ﬂ |
of @) =\ 37 ) :
: (a_?f ay af) ( -1 0 %
of @_f,...,apn ;
<0f ..-,8_%7 apl :
— 8_q17
99
dq1
g
Oqn
of aqg
of af"'a_qn i
D 2 B '
<_ﬁ.. o 8g
B dp1 i
9w
of ag‘) ~f
(81‘ g? - Op; 0

i

(3.59)

133



- _(of 99\ (@
Analog gilt: [f, glop = (8:17:” 692") , = e
of =0f 9dg  =0g Qe e
und 8y_’_M(35’ Gg_Mﬁf weil 07 = Moy
, _(9f 99\ _ (29 299\ _
Also: [f;g]qp— <a_g’ 8_gj> = (Mﬁ_f’M% =
af 9y
= (5 5%) = 1-lor

Man kann also schreiben:

. da in jeder beliebi Basi th
[f: 91y = [f: 9lgp = [, 9] wenn ap Q. kanonische Transformation

Man kann auch zeigen:

(3.60)

(3.61)

Eine Transformation ist genau dann kanonisch, wenn die fundamentalen

Poisson-Klammern erhalten bleiben.

Eine Transformation ist genau dann kanonisch, wenn

[Q’ia Qj}qp =0 [Pm ]Dj]qp =0 [Qla Pj]qp = 6zj

(3.62)

3.2 Symmetrien und Erhaltungsséitze

3.2.1 Infinitesimale kanonische Transformationen

Qi=¢ +dg, P =p;+dp;
dg;, dp; seien klein (< Taylorentwicklung)

Die Transformation werde erzeugt durch:

FQ(QaP7t) = Z%Pz +& G(qa-P)t)
; —_——

N , Erzeugende fiir

¢ di infinitesimale
erzeugt die Transformation
Identitét

¢ ist klein, von der Ordnung wie dq, dp

134

(3.63)



Vereinfachung: Linearisierung, d.h. alle Effekte der Ordnung 0 (¢™), n > 1,

werden vernachléssigt!

0F;, oG oG
i = = b = P —p=dp = —

g 9q; " 88%’ P P anz‘

C)-@— ._|_€a_GN .+58G
denn P; ~ p; in Termen 0 (¢') von der Ordnung e, (3.64)
da der Unterschied schon von der Ordnung ? ist.
oG

! 63}%‘

G ~ G (q,p,t), d.h. bei infinitesimalen kanonischen Transformationen sind

alte und neue Koordinaten verwechselbar.

Effekt der infinitesimalen kanonischen Transformation auf f(q, p,t)

df = f(¢g+dg.p+dp,t+dt) — f(qg.p, 1)

= Z <8f dg; + ﬁdpi> + ﬁdt

0 Ip; ot
oy (2106 o106y o, (3.65)
B — \0q; Op;i ~ Opi g ot
0
= df:»s[f,G]jLa—{dt

Zusammenhang Hamiltonsche Bewegungsgleichung < kanonische Transformationen

df af ) )
— =|f H|+—=
q Lf, H] + T (bereits hergeleitet)
df f . G365 of
d - 5, — H - = —
f dtdt dt[f, ]+é)tdt E[f’G]+8tdt
= ‘H ist Erzeugende einer infinitesimalen kanonischen Transformation.‘

(3.66)
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Speziell:

H
dg; = [g;, H] dt = ¢;dt = g -dt
pi (3.67)

oH
Energieerhaltung
OH OH dH O0H
dH = |H,H|dt + —dt = —dt d.h. — = — .
L(,_l i ot ot dt ot (3.68)

=0

H ist, wenn iiberhaupt, nur explizit von der Zeit abhéngig.
% = 0 gilt, wenn H nicht explizit von ¢ abhéngt.
< Energieerhaltung, H = Energie, wenn Transformation auf generalisierte

Koordinaten nicht explizit zeitabhéngig.

3.2.2 Erhaltungsgréflen, Symmetrien und Invarianzen

Sei G = G(q, p) nicht explizit von ¢ abhingig,

dann gilt folgende Aquivalenz: % =0 & [G,H] =0 < G erhalten.

aber auch: G(q, p) ist Erzeugende einer infinitesimalen kanonischen Transfor-

mation.
Betrachte:
¢ — Qi ZQiﬂL&gg; pi — 3—822 (3.69)
Anderung von H:
H(qi,pi) — H (%’ + 52—2, pi — 532)
(3.70)

=H (¢i,pi) + €[H,G]
——
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Wenn G Erhaltungsgroe ist, ldsst es H invariant, dH = 0 (,,Symmetrie-

transformation®).

umgekehrt: Sei G = Symmetrietransformation, d.h. dH4 =0 = [H,G| =
0 = G ist Erhaltungsgrofie

Beispiele:
G Symmetrie
(1) H Zeit-Translation
(2) P Raum-Translation
(3) L-n Drehung um Achse 7
(4) Pt — MR | Galilei-Transformation
zu (1)
OH
G:Hv H(Qap7t):H<Qap7t+dt)7 - =0
ot (3.71)
= dH = [H,H]dt =0
zu (2)

G =P mit P = Z p; = Poy Schwerpunktimpuls, Gesamtimpuls

dp; = —e2F =
2 ST . .
9ai Verschiebung im Ortsraum um &
dg; =22 = ¢
v Opi

P ist Erzeugende einer Translation.

umgekehrt sei H (¢; +€,p;) = H (q;, p;) (3.72)
0H 0P OH
= 2 0= [PH=-
dH=0
P
und dP = [P, H]dt + or dt =0 Impulserhaltung
N—— ot
=0 ~~

=0, nicht
explizit zeitabh.
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zu (3)G:E-7A_i

L= > 7 x pi Gesamtdrehimpuls
i
z.7. G = L -1 erzeugt eine Drehung des Koordinatensystems

Vereinfachung: Drehung um die z-Achse

x X =xcos?d —ysind
=1y | = | Y=xsind+ycosd
z 4=z
infinitesimale Transformation, ¥ < 1 = cosv ~ 1, sind ~ 9
X=x—yd dx:—ﬁyéﬁgﬁ
=| Y=x0+y = dyzﬁxéﬁg—g (3.73)
Z =z dz:Oéﬁ%

=G =ap, —yp, = (xp), =1L,

analog fiir z;,y;, 2;, gleicher Winkel ¥ fiir alle ¢

_ o Erzeugende der infinitesimalen
=G = E : l%Z - LZ Drehung um die z-Achse
7

Verallgemeinerung: G' = L1 ist die Erzeugende der Drehung um beliebige

Achse 77

Drehinvarianz von Skalarprodukten
77 L,] =0
Beweis:
r? =2 +y° +2°
[F Fa Lz] = [232 + y2 + 22,$py - ypx] =

0 0 (3.74)
=2 5 (@ +y'+ ) oy, (P~ ups) =

=2r-(—y)+2y-2=0 qed.
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analog kann man zeigen:

(77, Ly = [ 7, L] =0

d.h. _FQ, L. 7%} =0, Achse 77 beliebig
- (3.75)

S
—_
I
o

analog |p?, L

Alle Skalarprodukte aus Orten und Impulsen sind drehinvariant (trivial, da

Skalarprodukte nach Definition drehinvariant sind).

Drehinvarianz von H:

[H,E-ﬁ]:()@HZH(ﬁ'ﬁ,ﬁ'@',@'@') (3.76)

~
nur Skalarprodukte

Dreh- und Translationsinvarianz:

H=H((7; —75) - (Fk —71), (75 = 75) - D Di - D) (3.77)
H darf nur eine Funktion von Skalarprodukten mit Differenzen in 7; sein.

Drehinvarianz von Drehungen:

[Lr7 Ly] = [ypz — ZPy, ZPx — xpz] =
nur zp. g‘gmeinsam

0 0 0 0
- & (ypz - Zpy) a_pz (pr - xpz) - % (Zp:r: - mpz) % (ypz - Zpy)

= +pyt — psy = L,
Also: [L,,L,| =L,
(3.78)
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Zyklisch vertauschbar:

[Lm, Ly] =L,
Drehimpuls-Algebra

[L,,L.] = L, (3.79)
= Lie-Algebra der Drehgruppe S03

[Lza LI] =L,

Also [L,,L,] # 0, d.h. Drehungen sind nicht drehinvariant und nicht ver-

tauschbar, Reihenfolge der Drehungen ist wichtig.

zu (4) Galilei-Invarianz

Bewegung mit infinitesimaler gleichférmiger Geschwindigkeit &= dv
(symbolische Vektordarstellung)

System aus N Teilchen, Translationsinvarianz

A7, = tdi = acjdﬁ
Op;
Ap; = m;dv = —adeﬁ
aT’Z‘

integ;eren é _ Z (ﬁ;t . mlf;)

5 o = m;

Poy = E Pi, Reom = EZ Mﬁ‘

= G = ﬁCMt — MﬁCM, dh. G héngt explizit von der Zeit ab!
G 14 oG oG 0H oG oH -
— = H] — = E —_——— — — P

Mg L

= Z <_mi7%; + tﬁz) + Pear = —MRea + tPoa + Peyr

Peyr =0 wegen Translationsinvarianz (Voraussetzung)

dG

= & MRoy+ P
1 cm + Fom

dG = — 5
wenn —-- = 0 < G Erhaltungsgrofie < Poy = M Rey

(3.80)
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Anderung der Hamiltonfunktion unter Galilei-Transformationen

dH = £[H,G] = a7 - [H,G) = —a7 |G, H| = d5- MEoy 551

Behauptung:
Die Anderung der Hamiltonfunktion unter einer Galileitransformation be-
trifft nur die kinetische Energie

Beweis:

dH =dv Z i 24T = Anderung der kinetischen Energie

_ Z (7, + m;do)? v

ar = - 2m; B - 2m; -
N Z L . P 212 -
- i 2m; [Pi/Z +2m;p; - dv 4+ midu pﬂ

O(dvz)

vernachléssigen

~ Z p; - dv  (infinitesimale Transformation, nur bis lineare Ordnung entwickeln)
i

q.e.d.
(3.82)

Also gilt:
Bei Galileiinvarianz ist dV = 0, d.h. die potenzielle Energie darf hochstens

von Geschwindigkeitsdifferenzen abhéngen.

V =V (v; — v;) Vi,j wenn nicht unabhéngig von Geschwindigkeit (3.83)

Bei Translations-, Galilei- und Drehinvarianz gilt (zusammen):

V' kann nur abhéngen von
(3.84)
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3.2.3 Satz von Poincaré und Satz von Liouville
Phasenraum

Harmonischer Ostzillator: ¢ = A sinwyt
(3.85)

P = mwyA cos wpt

T
1

Abb. 63: periodische Bewegung = geschlossene Bahn im Phasenraum

p

Abb. 64: freies Teilchen: p=konstant

Satz von Poincaré:

Das Volumen im Phasenraum bleibt unter kanonischen Transformationen

erhalten.

d.h. mit @ = Q(q,p, 1)
P = P(q,p1)

gilt /dql...dqndpl...dpn:/|J|dQ1...dQndP1...dPn mit |J| =1
r r
(3.86)
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mit Funktionaldeterminante (Jakobi-Determinante):

gi gi

Q P

g . S 9@ g pr--pa)
' ' (0Q1...Q, P... P
8}777, apn
O O

Exkurs iiber Funktionaldeterminanten - Erweiterung der Kettenregel

(3.87)

Gegeben seien n Funktionen f; (x;) von m Variablen x;. Die m z; sind Funk-

tionen von m unabhéngigen ;.

filey .. xp),i=1...n
0fz 0fi 0z; |
Z 8% \,-/ Z axj 8tk
0%
ofi
und df; = Zk: Bty dty
. 0fi df; Ox;
D = e/}
it atl Z 8acj atl
Matrixschreibweise:
of _ 0f o
ot oz Ot
——
Matrixprodukt
Sein=m

= Funktionaldeterminante aus Matrix

k

of ... 9A
ot Oty
NIV AR
ot O(t...tn)
Ofn ... Ofn
oty oty
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Da sich bei Matrizenmultiplikation die Determinanten auch multiplizieren
(A=B-C = detA = detB-det(), gilt fiir die Funktionaldeterminante

auch:

Oty ...t,)  Olwy...w,) O(ty...1,)

Man darf also ,,erweitern®.

(3.91)

Beweis des Satz von Poincaré

Betrachte die Funktionaldeterminante einer kanonischen Transformation

9(q1-.-gn p1.--Pn)
J = 0 (Q1 - fgn P1-- pn) _ 0(q1---qn P1...Pp) (3 92)
0(Q1...Qn Pi...P,)  9Qu1..QuPr..Py) :

o(q1...qn P1...Py)

Damit gilt:

<68((p1---pn)) >

P...Py

J= A Calonst (3.93)
(8(Q1-..Qn)

O(q1---qn) )P konst.

Bewelis: det g—f fiir x; = t; berechnen

dzy . ... Om
ot .
a(l’l...,t]’,...l’n) ot ot
= = =1 0 3.94
O(th....tj,... 1) oty 0 at, 10 0 ( )
ot 5

nach j-ter Zeile entwickeln
= j-te Zeile + Spalte konnen gestrichen werden, Rang erniedrigt sich um 1,
bei Bildung der {ibrigen partiellen Ableitungen muss t; festgehalten werden.

a(xltjxn) _ <8(x1...xj_1 Ij+1...In>) (395)
O(ty...t;.. .t Ot tj1tipr..ta) /, '

J
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Fortsetzen fiihrt auf partielle Ableitung

%: % :8(mj,t1...tl_1tl+1...tn)
alle t; mit ¢ # [

oty ot Ot ty . tis tipr .. tn)
festhalten
o0z o0z
g (90 _9@ut) | on o (3.96)
o Oty ‘ 8(t2,t1) oty Ot1
1 Oto ot1
otq otq
P gund 22 =1
ot "o

Gleichung (3.93) folgt aus Gleichung (3.92) durch n-fache Anwendung der
obigen Regel.

Berechne das i — j-te Element der Zdhlerdeterminante. Die kanonische Trans-

formation sei durch die Erzeugende F, charakterisiert.

OF:
9 0 (8_q-2> Ableitung
( Di ) o "/ Qi Pt vertauschen
8P] Pk;éj,q,t 8P]
Pk;ﬁ]7q’t
9 (ai) (3.97)
B OP; Przj.q:t o (aQJ) _
qk¢i7P7t

= j — 1 — tes Element der Nennerdeterminante

Die Determinante im Nenner ist die Determinante der transponierten Zahler-

matrix, d.h. die beiden Determinanten sind gleich.

O(q1---Gnp1---Dn)
0(Qr...Qn Pr...P,)

=1 qed. (3.98)
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Zu fester Zeit befindet sich jedes physikalische System an einem festen Punkt

im 2n-dimensionalen Phasenraum. (Abbildung 65)

q

r
(q(t+At),p(t+At),(t+At))

zeitliche Entwicklung < kanonische
Transformation mit H als Erzeugender

(ai(®).pi().1)

Abb. 65

Statistische Mechanik: Betrachte ein Ensemble (Schar, Gesamtheit) gleich-
artiger (gleiche H-Funktion) Systeme und mache Aussagen iiber die zeitliche
Entwicklung von Mittelwerten.

Aussage des Satzes von Poincaré: Das Phasenraumvolumen I' eines Ensem-
bles bleibt erhalten (zum Beispiel unter Zeitentwicklung = kanonische Trans-
formation mit Erzeugender H).

Die Zahl der Systeme in I' (Phasenraumpunkte) bleibt auch erhalten, d.h.

die Phasenraumdichte p(q, p,t) ist erhalten,

Zahl der Systeme

= Liouvill .
plap:t) Volumen im Phasenraum ¢ [ Satz von Liouville | (3.99)
Satz von Liouville: p(q, p,t)= konstant
dp ap dp
—=pH|+ 5 = — =—[p,H 1
& =i+ o =0 5 [p, H] (3.100)

Beispiel: Teilchen im Strahl eines Beschleunigers (Abbildung 66)
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P Aq'
«—>
P’ IAp’
<A—q>
p IAp
q q’ q
Abb. 66

Energiesatz:

obere Teilchen

1 Ap\? 1 Ap\?
_ =P [ P
2m(p+2)+ 2m(p+2>

(3.101)
untere Teilchen
1 Ap\ 2 I\ 2
- _=Pp + A= L / Ap
2m 2 2m 2
Klammern ausmultiplizieren, Gleichungen voneinander abziehen:
pAp = p'Ap’
Ap p :
= = <1 (Beschleunigung) (3.102)
Ap 7
d.h. Impulsverteilung wird schmaler
Wegunterschiede: Nach dem Satz von Liouville muss gelten
AGAp' = AgAp
Ad A / (3.103)
€ =P _ L > 1 Aufweitung im Ortsraum
Ag Ap' p
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3.3 Hamilton-Jakobi-Theorie, periodische Bewegungen,

Winkel- und Wirkungsvariable
3.3.1 Hamilton-Jakobi-Theorie

Annahme: Hamiltonfunktion mit n Freiheitsgraden sei autonom, d.h. nicht
explizit zeitabhéngig. (spater wird gezeigt: nicht-autonome Hamiltonfunktion

lasst sich auf autonome mit n + 1 Freiheitsgraden zuriickfiithren)

Ziel in der Hamilton-Jakobi-Theorie:

Man suche eine kanonische Transformation Fy(q, P) derart, dass die neuen
Impulse Konstanten sind, P; = a; = konstant.

= Hamiltongleichung _ngai =P =0

Also kann K nur von den P; abhingen und nicht von den @Q;, K = K (P,),

und ist damit selber eine Konstante.

E
Sei K = K(P) =P, =a; = H(q,p) +%
8 =0 nach Annahme

Neue Koordinaten

aK ]-aZ:l let—i_ﬁl
=

& 0, sonst Qi=p0i, 1 #1

(3.104)

Problem: Erzeugende F) finden, die die P; konstant macht.

FQ(Q,P,X):W(Q,O[)
oW (_ O0Fy

Eliminiere in H(q,p) = a; mit Hilfe von p; = B (— B

H <q, %) = «a; Hamilton-Jakobi-Gleichung = partielle DGL in n Variablen

) die Impulse:

von 1. Ordnung.
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Beispiel:

2 2
0% 0%
2 2 5 + {5

P1tp (‘9 > (3 >

H(q,p) = 12m 2+ g = o = = 2

+ q1q2 (3.105)

Die vollstéandige Losung der Hamilton-Jakobi-Gleichung enthélt n Konstan-
ten, von denen eine rein additiv ist, weil mit W immer auch W + a; eine
Losung ist. Die restlichen n — 1 Konstanten as ... a, und «; konnen als die

neuen konstanten Impulse P; = «; aufgefasst werden.

oW
QL =t+ 0 = @(q’a)

ow
Qi =i = @(%0‘)7 i# 1

(3.106)

Durch Auflésen dieser Gleichung erhélt man ¢;(¢) und dann durch %?: = pi(t),

d.h. die Losung des Problems.

Losungsverfahren nach Hamilton-Jakobi

1. H(q,p) aufstellen

ow
2.p—> a—q

3. Losung von H (q, %—VZ) = « = geht fast nie!

4. Vollstandige Losung W(q, «) enthélt n Integrationskonstanten, die mit

den neuen Impulsen identifiziert werden, P, = «;

t4 Br,i=1
5. Neue Koordinaten @; = 9% = b
' 6172 7é 1
6. Inversion der Gleichungen liefert ¢;(¢) als Funktion der 2n Konstanten
a, 3
_
7. Impulse berechnen aus p; = s
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Beispiel: Teilchen im Zentralfeld
Wiéhle ebene Polarkoordinaten wegen Drehimpulserhaltung, Bewegung in der

Ebene.

(zu 1)
L (pz n p—g) Vi) =H (3.107)

ﬁ <(%_3/)2 + % (aa_vqgvy) LV = (3.108)

(zu 3) Losung der Gleichung (2) Kritisch!

(zu 2)

multiplizieren mit 2mr?, umordnen

oW\ oW\
(W) = 2mr* (ay — V(r)) —r? (W) (3.109)
Funktg)n h FunI(ftion ’

d.h. beide Seiten miissen konstant sein (Separationsansatz)

2
(%_Vg) —ay = Wy = yagd (3.110)

omr? (a; — V(r)) — 1 (a—W)2 = ay

or
= 2m (ay — V(1)) — % - (%—Vf)z (3.111)

(zu 4) Berechnung der erhaltenen generalisierten Impulse P = ay, P» = ay

W (r, 9, a1, ) = Wy+W, = \/04_219—1-/ \/Qm (g = V(1) — %dr’ (3.112)
0
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(zu 5)

ow / mdr’
" Doy —t4+ 8 — liefert r(t
Ql 8041 / \/zm (al _ V(T/)) — Oé_% 61 lerer ’r’( )

,r,/

o, W _ 1 0_] dr’
T 0oy 2y 22\ /2m (a; — V(")) — 5

r

= [y — liefert ¥(t)
(3.113)

Zeit eliminieren = r(v)

Bestimmung der Konstanten aus den Anfangsbedingungen

po =9 = /az = a ist das Quadrat des Drehimpulses, ap = L

U.8.W.

< Integraldarstellung der Losung ¢;(t), p;(t) = infinitesimale Anderungen

der Anfangsbedingungen fithren zu infinitesimalen Anderungen der Losung

Wann ist die Hamilton-Jakobi-Gleichung losbar?

Integrabilitit < Separabilitdt der Hamilton-Jakobi-Gleichung, dafiir ist er-

forderlich: n Separationskonstanten, die von den Erhaltungsgréfien abhéngen.

Es gilt:
Ein System ist integrabel, wenn es n Erhaltungsgrofien P; gibt, die in Invo-

lution stehen, d.h. alle Poissonklammern zwischen ihnen verschwinden.

[P, P]=0 Vi,j=1...n (3.114)
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Beispiele (kein Beweis):
(i) n =1 das System ist integrabel, wenn der Energiesatz gilt.

(ii) Teilchen im R? und Zentralpotenzial, n = 3
Erhaltungssétze: Energie, Drehimpuls [
[f, H} =0 und [L,0,] =1 4
aber 3 Erhaltungssiitze in Involution H, %1, weil [I2,1,] =0
(iii) Mehr als 2 Korper:
6 Erhaltungssitze in Involution: H,[?,1,, ﬁCM < Anzahl der Freiheits-

grade = 3. Anzahl der Kérper

= nur noch fiir kleine Schwingungen, d.h. lineare Kréfte, integrabel

Behauptung: Ein autonomes System H(q,p) mit n + 1 Freiheitsgraden ist
Al
dquivalent zu einem zeitabhédngigen Problem mit n Freiheitsgraden.

»<=" Hamiltonsches Prinzip
to n
5/ <sz-q'i — H(q,p, t)) dt =0 (3.115)
7o\i=1

Statt der Zeit ¢ wird ein neuer Parameter 7 eingefiihrt, der wie ¢ von der

Variation nicht beeinflusst wird.

to to
5 i — H(q,p,t) |dt =6 L g U ) dr (3.116
/(qu (q.p )) /(Zp - JL dT) T (3.116)
t1 i=1 Funktion t1 =1 ull’llglllj%.
von ¢q,p,t Variable .
T (Pi)

Man darf £ und —H als die (n + 1)-te generalisierte Koordinate bzw. als ge-

neralisierten Impuls auffassen.

Pl:pz; Ql:ql7 izl...n
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PnJrl:_Hu Qn+1:t7 i=n+1
Die ganze Transformation kann man also auffassen als kanonische Transfor-

mation mit Erzeugender

Fy(q, P,t) = Z P,q;—Ht (dabei ist —Ht der (n+1)-te Impuls -(n+1)-te Koordinate)
i=1

——

Identitit
(3.117)
neue Hamiltonfunktion
or,
——— ~
Vorschrift \lflz?r?abk})ll'e
neue Hamiltonsche Gleichung
0P, . oK 00Q; B 0K
or  0Q;,, or OP
t1=n-+1:
dH dPy 0K 0K (3.119)
dr — dr  0Q,. = Ot
dt d@, 11 B 0K B 0K

& dr omy,  om LT =T
»,=" Sei H(q,p,x) = E eine erhaltene Hamiltonfunktion mit n + 1 Freiheits-
graden.
Setze P; = p; und Q; = ¢;, i = 1...n, und l6se den Erhaltungssatz H(q,p) =
E fiir puy1 = pos1 (@, P guyr, ).
Setze K = pp11, T = ¢ne1 = reduzierte Beschreibung in n Freiheitsgraden
mit den dynamischen Variablen (@, P) und dem zeitanalogen Parameter 7

und der 7- und E- abhéngigen Hamiltonfunktion K(Q, P, 7, E).
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3.3.2 Periodische Bewegungen. Winkel- und Wirkungsvariable

Es gibt zwei Arten von periodischer Bewegung. (Abbildung 67 und 68)

D Libration

q

Abb. 67: Libration: p — ¢g— Kurve im Phasenraum geschlossen = p,q

periodische Funktion der Zeit mit gleicher Periode

P Rotation

Yo

q

Abb. 68: Rotation: p ist periodische Funktion von ¢ mit Periode ¢q, ¢ kann

unbeschrankt anwachsen
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Beispiel: Ebenes Pendel

/
_/ 1 292
or .
= —=ml*) (3.120
m b oV ( )
Py
2ml?
Abb. 69
P
H=E=T+V =-—"" _mglcos?, E erhalten

2ml? (3.121)
— pg = £/2mi2 (E + mgl cos 9)

Vv .
Energie E,, Uberschlag
e -TT It T 9
2 2
E, C0S J,,..= m£g1I
“mgl =-mgl cos 9
Abb. 70
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Energ|e E, , Rotation

V\KE hyperbolischer Fixpunkt
ellipt.
-1 \@@J/
Separatrlx

Abb. 71

Bifurkation = bei Verschiebung eines Kontrollparameters (hier: Energie F)
andern sich Struktur un Zahl der speziellen Losungen,

hier: bei £ = mgl, Schwingung — Rotation

Periodische Bewegung bei n Freiheitsgraden

Annahme: Problem vollstindig separabel

= Z Wz (ql, (0%
=1

oW
@(qa a) = 613t + B; (3.122)

ow B ow; '
dq; B dg; — b

Fiir eine periodische Bewegung definiert man eine nicht von den ¢; abhéngige

Wirkungsvariable

1 oW,
imge f pda=g- § G @a)da = Ha)  (3129)

1 Periode

D.h. man erhdlt n unabhéngige Konstanten J(a) mit der Dimension einer

Wirkung, [p;dg;] = [g—édqi] = Energie - Zeit
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Charakteristische Funktion W(q, o) = W (g, ..., qn,c1(J),...,an(J)) =
S(q, J) ist abhéngig von den J.

Es gilt p; = %V;i = gi" (gi, J)

Die zu J; konjugierte Koordinate lautet:

0; = 82(¢,J)  Winkelvariable
neue Hamiltonfunktion

K=H=a,(J)=K(J)=K(J...J,) (3.124)

Hamiltonsche Gleichungen

. K

J; = _gﬁi =0 = J; = konstant

. K
¥ = gj = w;(J) zeitlich konstant (3.125)

9i(t) = wit + G

Die w; sind die Grundfrequenzen der Bewegung (hier kein Beweis).
Beispiel: 2-dimensionaler harmonischer Oszillator

2 Lk 2
_ % éqi ;%+32q§ — ist separabel

WV vV
Hi(q1,p1) Hz(q2,p2)

ow ow
H=H (ql, G2, —— ) (Schritt 2 aus dem Losungsverfahren)

oq’ 8_q2
(3.126)
Hamilton-Jakobi-Gleichung
1 (o2 (N ki, ke
— AP+ 22 =a,=F 12
2m<(8q1)+(8q2) +2Q1+2€12 Qaq (3.127)
mit dem Ansatz W = W (g1, ) + Wa(ge, )
oW\ oWy \?
kigi =m (2F — kag3) — 3.128
(8(]1) + mik1qq \m( 2q2) (a(h ) ( )
a2 a2
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v _ p1 = +4/as —mkig} = Umkehrpunkte (Nullstellen) ¢i° = + a2
oq mky

Betrachte das positive Vorzeichen

W, = /\/062 mlel d‘h

Wy :/\/QmE—&g mkgq dgs,

0
1 oW \/mk
Jp = %j{pld% - ld ! % - ql dgy

Iq
a
:2-/1/?73—21—q%dq1, da fiir ¢ — ¢4 gilt p > 0 und fiir ¢ — q_ gilt p
o
(&%)

2\/ mk:1
Analog:

2mE — (6%)

2vmk,

k 2 k
nach E auflssen: K = E = E (Jy, Jy) = 4/ 2Jz =1/ 2J2 \/ 1J1
/k;1 /kQ
w
w1 = aJl 2 =

FE = w1J1 -+ WQJQ

Jy =

(3.129)

Charakteristische Funktion in den Wirkungsvariablen &« — J

Hier: w = wy 4+ w9 nur von ay abhéngig

S =51 (q1, 1) + 52 (q2, Jo)

7 (3.130)
/ \/Qmwl Jy — mkyq? dg| + / \/Qmw2J2 — mkag? dg,

q0 q
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Winkelvariable:

ai

N 95; dg; .4y — o

;= — = w;it + B; = mw; / L — = arcsin ’

aJ;  0J; V2mw;J; — mk;q;? 2J;

q0,i mw;
(3.131)

Durch Invertieren folgt fiir ¢;:
20 n @il — to) + 5, (3.132)
P — i = S1n Wy — i .
4i — 4o, s 0

Bei geeigneten Anfangsbedingungen und rationalen Frequenzverhéltnissen
erhédlt man sogenannte Lissajous-Figuren.

wypiwg=2:1

Q. P:
t=0

Q. P

Abb. 72

aus: Wikipedia, 18.10.2010

Lissafous-Figuren sind Kurvengraphen, die durch Uberlagerung harmo-
nischer Schwingungen entstehen. Sie sind benannt nach dem franzosischen
Physiker Jules antione Lissajous (1822-1880). Einen besonders faszinierenden
Anblick bietet die Kurve bei geringfiigiger Abweichung zwischen den Schwin-
gungen, weil durch die langsam rotierende Figur ein 3D-Eindruck entsteht.

In jiingerer Zeit spielten sie zum Beispiel bei der Ausbildung zum tieferen
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Verstéandnis von Wechselstromen mit Hilfe des Oszilloskops eine Rolle.
Mathematisch handelt es sich um parametrische Schaubilder von Funktionen

der Form
Ax sin(wlt -+ (bl)

Ay sin(wat + ¢o)

t —

. te0,00) (3.133)

Eine solche Funktion ist genau dann periodisch, wenn das Frequenzverhéltnis

p=t M (3.134)

w2 na
rational ist, sich also in einen ganzzahligen Bruch umwandeln lésst. In diesem

Falle erhélt man eine geschlossene Figur.

Bei irrationalen Frequenzverhéltnissen wird der Phasenraum durch die Tra-
jektorie voll ausgefiillt, d.h. nach hinreichend grofler Zeit kommt man jedem

Punkt beliebig nahe (Ergodizitét).
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4 Relativistische Mechanik freier Teilchen

4.1 Einfiihrung in die Relativitéitstheorie

4.1.1 Invarianz-Transformationen zwischen Koordinatensystemen

in der Physik

wichtig in der Physik: Invarianz der Bewegungsgleichung

F=mi (Newton II) (4.1)

unter Transformationen von einem Inertialsystem K auf ein anderes Inertial-
system K'. Es gibt vier Klassen von Transformationen, unter denen Newton

1T invariant ist:

a) Translation des Koordinatensystems um konstanten Vektor a

zugehoriger Erhaltungssatz: linearer Impuls

K!
K -,
X X
a
Abb. 73: 7' =7 —ad
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b) Richtungsdnderung (Abbildung 74)

K

K!

x|

Abb. 74: ' = AZ, wobei A eine Drehung beschreibt und (in 3D) von 3

Parametern abhéngt, z.B. Eulerwinkel

A kann nicht von der Zeit abhéngen, sonst wire K’ kein Inertialsystem

zugehoriger Erhaltungssatz: Drehimpuls

¢) Galilei-Transformation, K’ bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit o

relativ zu K

K’

i

Abb. 75: ' =1 —U't

zugehoriger Erhaltungssatz: Bei einem Vielteilchensystem ist P =MV er-

halten.
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d) Zeittranslationsinvarianz t' =t — ag

zugehoriger Erhaltungssatz: Energieerhaltung

Newton II ist invariant unter a — d und damit unter jeder Kombination

derselben.

Dann gilt fiir die neuen Koordinaten

B
I
e

Q15T *I'IYL —a
j=1
3
Ty = Zagjl'j *I‘QYL —a9
j=1
B 4.2
rh= > asjxr;  —usl —ag (42)
j=1
t/ = t —Aao
Drehung Galilei Translation
Die Zeit wird unsymmetrisch behandelt.
=7 —ut
dz @ N o (4.3)
T v Vektoraddition der Geschwindigkeiten

163



4.1.2 Axiome der Relativititstheorie

Michelson: Galilei-Invarianz stimmt nicht. (Abbildung 76)

?c-v?
Stern
X
(Annahme:
Fixsternhimmel
ruht)
Erde
v=30kms™
?2ctv?
Abb. 76

Interferenz-Experiment, hohe Prazision = Lichtgeschwindigkeit immer ¢!!!

Einstein 1905: Spezielle Relativitéitstheorie

(speziell, da sich Inertialsysteme mit konstanter Geschwindigkeit gegenein-

ander bewegen)

1. Die Naturgesetze sind in allen Koordinatensystemen, die sich mit gleichférmi-

ger Geschwindigkeit gegeneinander bewegen, gleich.

2. Die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ ist dieselbe in allen Koordinaten-
systemen und unabhéngig von der Geschwindigkeit des emittierenden

Korpers (# Galilei-Invarianz).
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Ky K

Wellenfront einer von 0
ausgehenden Kugelwelle

X,

X

Abb. 77: Der Ursprung von K’ bewege sich mit einer Geschwindigkeit
U = wvé, gegeniiber dem Ursprung von K. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sollen der
Ursprung von K und von K’ iibereinstimmen. In beiden Inertialsystemen
muss die zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Ursprung ausgesandte Wellenfront eine

Kugelwelle ergeben.

r=ct = 1] =t

(4.4)
auf der gesamten Wellenfront
x% + :Eg + x§ = 2t?
o+ 2+ 2f = PP (4.5)

242 2 02 2 2u2 2 202
O=ct"—a] —a5 —a5=C"t" —a] —x5 — T4

Neue Geometrie: Die Linge von Vektoren y/z% + 23 + 23 und die Zeit ¢ sind

nicht mehr separat invariant, sondern nur noch gemeinsam. = 4-er Vektor
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4.1.3 Mathematische Grundlagen der Relativitidtstheorie

Minkowski-Raum

Es gibt kontravariante 4-er Vektoren mit Komponenten

AHF = AO, Al, A2, A3 (4.6)
und kovariante 4-er Vektoren

3
A, = Z guwA” =g, A” (Summenkonvention)

v=0
10 0 0
(4.7)
0O -1 0 0
Guv =
0 0 -1 0
0 0 0 -1
Konvention:  griechische Indizes laufen von 0 bis 3.
lateinische Indizes laufen von 1 bis 3.
kontravariant (A%, A, A% A%) = (ct, x1, T, 3)
kovariant (Ag, Ay, Ay, A3) = (A%, — AL, — A% —A3) = (ct, —x1, — T2, —13)
Skalarprodukt im Minkowskiraum
AB = A,B" = A,B,g"" = A"B"g,, (4.8)

Transformationen auf ein anderes Koordinatensystem werden beschrieben

durch 4 x 4 -Matrizen mit Elementen a” ,

A = g¥ A" (4.9)
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Forderung: Das Skalarprodukt muss invariant gegeniiber einer Transformati-

on auf neue Koordinaten sein.

A B¥=a",a",B° A, = A,B"
B (4.10)

= a”a", =0, Kroneckerdelta

Ko- und kontravariante Komponenten eines Vektors:

Die linear unabhiingigen Vektoren @;,7 = 1,2,3, a; € R3, @ normiert, bilden

eine Basis des R3. Jeder Vektor 7 lisst sich danach entwickeln,
3
i=1

mit reellen kontravarianten Komponenten c.

Der Vektor 7 ldsst sich auch auf die @; projizieren.

J

a;-a; ¢ =g, =c; kovariantes ¢;! (4.12)
——"
metrischer

ensor

(Kovariant, weil sich ¢; unter Koordinatentransformationen bei festen 7 wie

die @; verhalt.)

zum Beispiel: Schiefwinkliges Koordinatensystem im R?

(Abbildung 78)

c1=c' +c?cos?
co = c'cosV + ¢? (4.13)

= g1 = g2 = 1, g12 = go1 = cosV
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Abb. 78: parallel zu Achsen, senkrecht zu Achsen

d.h. fiir ¥ = 90° gilt g;; = 9,5, ko- und kontravariante Komponenten sind

gleich.

Minkowski-Raum: Basisvektoren sind orthonormal, der nullte hat das Langen-

quadrat 1, die anderen haben das Langenquadrat -1. (Es gibt verschiedene
Konventionen, auch mit imagindrer nullter Komponente.)

Gesucht: Lorentztransformation fiir ein K’, das sich (gleichformig) mit v
entlang der z-Achse von K bewegt (Boost) (U zeige 0.B.d.A. entlang der z-
Achse, sonst kann man K entsprechend drehen).

Da v entlang der z-Achse zeigt, werden die y- und z-Komponente nicht

verdndert. = 2% = 22, 2 = 23

Transformationsmatrix fiir kontravariante Vektoren

a’y a®y 0 0
aty a7y 0 0
a, =" (4.14)
0 0 1 0
0 0 01
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Berechnung von a” , iiber a” , = g,, a’ » g™ aus a*,
Zur Berechnung betrachten wir 2 x 2 -Matrizen, da die y- und z-Komponente

invariant sind.

Qo 0 Qo 1 1 0 CLO 0 ao 1 1 0
a10 CL11 0 —1 Cng CLll 0 —1
G,OO CLO 1 1 0 a o —a
—al 0 —al 1 0 —1 —al 0 CLl 1
(4.15)
Einsetzen in a,”a", = 0", liefert 3 Beziehungen fiir die 4 nichttrivialen
Elemente:
v=0c=0:ay'a’o+a;’aty= (a00)2 - (a10)2 =1 (1)
v=c=1: a9 a1 +a,'a", :—(a01)2+(a11)2:1 (2)
v=10=0 (4.16)
— ap'd’o+atalg=ap" a1 +a,%a",
v=0,o0=1
= —aol a00+a11 CLlo =0 (3)
4. Beziehung / Bestimmungsgleichung
Der Ursprung 0/ von K’ (z'' = 0) bewegt sich mit v in K.
2l =t =" Y, (4.17)
c
deswegen gilt
Oéx'lzalux“:aloxojtallxl =
v
= (ato+ = a'1)a"=0 (4.18)
= a 9= —E at 1 (4)
c
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Abkiirzung in der Relativistik: £ = (3
(4) in (3) einsetzen

_aol aoo—ﬁ(a11)2 =0 (5)

(4) in (1) einsetzen

nach (5) gilt

in (2) einsetzen

kiR
& = ()" + (a"1)" (%) = (a%0)°

& () [=0(")" + (a0)’] = (@)’

N J/

=1 wg. (6)
o () = ()’

Positive Wurzelziehung, da bei § — 0(v — 0)

Lorentztransformation in Galileitransformation iibergehen muss.

O0@—1 =
V1—=p3?

5 4
a01(:)—57(:)6110

:>CL11:CL
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v =By 00

— 00
at, = by Boost entlang x-Achse
0 0 10
(4.23)
0 0 01
Firg - 0=~ -1 = a", — &,
det (a*,) =~* — 3*y* =1 eigentliche Lorentztransformation
Ausfihrlich: 2" = a* , 2"
' =ct' =ad", 2" = (ct — pa')
1 A YE
= —— (ct—yx) 5 et
/1 2 ¢
c2
o =2 =a', 2" =5 (v — Bet)
] (4.24)
= (x—vt) S° z—ot
l- &

=g =y
=2 =2

4.1.4 Léangenkontraktion und Zeitdilatation

Langenkontraktion (Fitz-Gerald):

Ein Beobachter im ungestrichenen System misst zu einer Zeit ¢ die Lénge
eines Stabes (d.h. gleichzeitig die Position beider Enden), der im gestrichenen
System ruht. Im gestrichenen, dem Ruhesystem des Stabes, ist die ,,wahre*
Lange des Stabes:

A/l :x/le —Illa :7(1,18 —ﬁct) —V(xla—ﬁct) :7@16 _xla) ZVAxl

———
Axl

(4.25)
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Also ist die gemessene Lénge

—1y/ UQ/ /
L=y =15l <l (4.26)

Zeitdilatation:
Im gestrichenen System werden an einem festen Punkt 2t , = 2!, ein Zeit-
intervall ', — ', = At gemessen.
At =t ,—t,=~ (te—ta— p (:Ele—xla))
c
-2t =7 (wle —xt, — Belt, —ta)) =
vt —aty = Be(te—ty) = v(te — ta) = VAL
——
At
= At :7<te—ta—é (xle—xla)>
N e
At —vAt=FcAt
At 1
=~ (At —F2At) =~7At (1 -3 = —, day = ——
(a0 ar) =i (1 57) = 2 e
At
= At = — < At
8

(4.27)

Invarianz des 4-er Wegelements At' Azt Ax? Az"® = %y At yAzt Az? Ax? =
At Azt Az? Ax?
Also cAt' Ax' Ay’ Az = cAt Ax Ay Az.
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Probleme zum Nachdenken iiber die Léngenkontraktion

(Diskussion in den Ubungen):

a)

Das ,,Garagen-Paradoxon*: Passt ein sehr schnell bewegtes Auto in ei-

ne viel zu kleine Garage?

Fiir den Fahrer des Autos hat sich die Lange seines Autos nicht veréndert,
fiir ihn sind die Entfernungen verkiirzt, die es zuriickzulegen hat, ins-
besondere auch die Lange der Garage. Aus seiner Sicht passt das Auto
also nicht in die Garage. Im Bezugssystem der Garage ist die Lénge

des Autos kontrahiert, so dass es hinein passt.

Explosion?: Ein U-férmiges Werkstiick aus dem hértesten Stahl enthélt

den Ausloser einer Sprengkapsel. Ein T-formiges Werkstiick aus dem
gleichen harten Stahl passt genau von oben in das U hinein, der langere
senkrechte Balken des T ist aber etwas zu kurz, um den Ausloser zu
erreichen, wenn beide Bauteile in Ruhe sind.

Nun wird das T-férmige Bauteil weit nach oben gezogen und auf eine
hohe Geschwindigkeit beschleunigt. Es erfdhrt eine Lorentz-Kontraktion
léings seiner Bewegungsrichtung. Als Folge davon ist der senkrechte Bal-
ken des T nicht lang genug, um beim Zusammenstof3 beider Bauteile
den Ausloser der Sprengkapsel zu erreichen. Es wird daher keine Ex-
plosion erfolgen.

Berachten Sie dieselbe Situation jedoch im Bezugssystem des T-férmi-
gen Werkstiicks. In diesem Bezugssystem hat der senkrechte Balken
des T seine Ruhelénge, wihrend die beiden Schenkel des U-férmigen
Werkstiicks der Lorentzkontraktion unterliegen. Der senkrechte Balken
des T wird also mit Sicherheit auf den Ausloser der Sprengkapsel pral-
len und es wird zu einer fiirchterlichen Explosion kommen.

Wird es eine Explosion geben oder nicht?
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Definition Eigenzeit: A7 = At' = % d.h. die Zeit, die auf einer mit dem

Korper mitbewegten Uhr vergeht. Die Eigenzeit ist wie die Vakuumlichtge-

schwindigkeit ein Skalar.

Lingenquadrat: (cdr)? = dz,da* = Adt? — (dz")? = (da?)® — (dz?)?, im

Ruhesystem dz’* = 0 fiir k = 1,2,3, dr = % im bewegten System.
Ruhesystem:
daf,daf, = Adr* — 0 = dr? (4.28)

bewegtes System:

dz,dz" = *dt* — da? — daj — daj

= Adt? — v3dt? (4.29)
2 242
= Adt? <1 - U—z) = - — = c*dr?
c 0!

dx,dz* ist sichtbar ein Lorentzskalar.

Fiir die Lorentztransformation gilt

at=a", ¥ (4.30)

Fiir die inverse Transformation gilt dann

t=a, 2 =a", a”, 2" (4.31)
K
Also:
T, a’, = 0", (4.32)
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Fiir a” ,, hatten wir auch folgende Orthogonalitéit gefunden

v 14
a”, a', =0",

v A v
N a’y o0, =a",

14 —0 —
Berechne a” ) a” , a” , =

51/ - ao’ L — au L
(4.33)
Dabei ist: @’y a’, = 6", und a’\ga"u = 5AM
= a’,=a",
auu = Qo CLU)\ g/\u
Fiir eine Transformation mit der Geschwindigkeit 3 = 2 entlang der -
Richtung gilt also
v By 00
00
o (4.34)
0 0 10
0 0 01

D.h. wie erwartet entspricht die Umkehrtransformation der Transformation
mit v — —v, f — —f.
K/

urspriingliche Transformation K 5,
LK

Umkehrtransformation K’

4.1.5 Zeit-, raum- und lichtartige Vektoren

Lichtkegel
Betrachte ein Ereignis an einem Weltpunkt = = (ct, 7). Der Abstand zu einem

zweiten Ereignis y ist unabhingig vom Bezugssystem.

§? = (x) —yu) (2t —y) = AN — (AF)2 (4.35)
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Mogliche Falle:
(i)  s*>0: Abstand zeitartig
(i) s*=0: Abstand lichtartig
(i) s? < 0: Abstand raumartig
(sieche Abbildung 79)

ct
zeitartig
Zukunft

ct=I7l
Lichtkegel

raumartig

2
~.Gegenwart*

zeitartig
Vergangenheit

Abb. 79

Fall (i):

Im Prinzip kann ein Massenpunkt bei beiden Ereignissen anwesend sein.

A2 1/2 2
U:( T) —Jr— T <o (4.36)

At2 AR

Ein kausaler Zusammenhang zwischen beiden Ereignissen ist moglich. Es
kann dagegen kein Inertialsystem geben, in dem beide Ereignisse gleichzeitig

sind, dann wire At =0 = 2= —(AP)> <0 4

Fall (iii):
Es gibt ein Inertialsystem, in dem beide Ereignisse gleichzeitig sind. Ein

kausaler Zusammenhang ist hingegen nicht maoglich.
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Fall (ii):

, Lichtkegel“ separiert zeitartige und raumartige Bereiche und trennt zwei
getrennte zeitartige Bereiche ab: ,,Zukunft“ und ,, Vergangenheit®. Die kau-
sale Reihenfolge ist stets eindeutig: Wenn Ereignis x Ereignis y beeinflussen

kann, dann nicht umgekehrt!

Graphische Veranschaulichung - Minkowski-Diagramm

N

ct

Lichtsignal (s*=0)

cty|--
Winkelhalbierende

Eichhyperbel

/]
A\ 4

Abb. 80: Jeder Punkt P des Minkowski-Raumes stellt ein bestimmtes Er-

eignis dar.

Jetzt Ubergang in neues Koordinatensystem K — K
Koordinatenurspriinge sollen zur Zeit ¢t = ¢’ = 0 iibereinstimmen.
= K'-Zeitachse ist definiert durch

1
Oéz’:fy(z—vt)iz:vt, Ct:BZ (4.37)

Gerade mit der Steigung % > 1, liegt stets zwischen Zeitachse und Lichtsignal
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= K’-Raumachse ist definiert durch

| v
O:t/:ﬂy(t—c—22> = ct =z (4.38)
Gerade mit der Steigung (3 < 1, liegt stets zwischen Raumachse und Lichtsi-

gnal

Eichung der Achsen:

s =c*? — 2% —y? — 2% ist eine Lorentzinvariante, z,y gleich in K, K’

2

= §? =t — 2% andert sich nicht

2

?=—-1= 2

= (ct)> +1 = FEichung Raumachse
§? =1 = (ct)* =2 +1 = Eichung Zeitachse

(4.39)

Weltlinie = Bahnkurve eines materiellen Koérpers in der Raumzeit bzw. Ver-
lauf eines Signals. (ct, ) muss lokal zeitartig sein, d.h. ds* > 0 entlang der

Kurve.

Eigenzeit = Bogenldnge entlang der Weltlinie dr = %

Weltgeschwindigkeit
(r) dx dt dr
ur)=—=\c-—, —
dr dr’ dr
. dr .
mit dt = yd7 = ——— folgt u(7) = (y¢, Yv)
/1 v
. R (4.40)
Langenquadrat der 4-er Geschwindigkeit
1
u, ' = ? (62 —172) =12 (02 —1)2) =
T2

Lorentzvariante
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4.2 Relativistische Mechanik

Frage: Was tritt an die Stelle der bisherigen mechanischen Gesetze, z.B. New-
ton II?7 Gesucht ist eine sogenannte kovariante Formulierung, d.h. das Natur-

gesetz muss unter Lorentztransformationen forminvariant sein.

Relativistisches Kraftgesetz:
Gesucht: Kraftgesetz fiir ein einzelnes Teilchen der Geschwindigkeit ¢

Forderungen:
(i)  Im Grenzfall ¢ — 0 soll Newton II herauskommen

(ii) Gesetz soll kovariant sein (Vierervektor-Gleichung)

Ansatz:
du#

dr (4.41)
Minkowski-Kraft, noch zu bestimmen

K* =m
~—
Nichtrelativistisch kann man das Trégheitsgesetz auch schreiben als:

d
F=—P, i=123 4.42

d.h. Impulserhaltung, falls keine dufleren Krifte wirken.

Frage: lorentzinvariante Impulserhaltung?

d d t
K; = mgui = mya (yv;)  mit u; = yv; und T = ; (4.43)

Durch Vergleich legen wir fiir die Raumkomponente fest:

P= 2 =y,
V1=
I (4.44)
K; =~F;, = v

Vi-
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Zeitkomponente:

Ktu, =K'’ —K @ =m (Lu)u’ —m(La
=imd (W’ — 7 a)
- %m% uuy,
2
=imL =0
= Ktu, =~K% —~F- -ty =0
= K = VF%U
Also lautet die Minkowskikraft
F.
K" = <7 o VE:, vy, 7F2>
physikalische Bedeutung der Zeitkomponente:
F.7 d d (10)
=m—u =my—(yc
K dr T
d 2
= F e

E=win

Arbeit, die die Kraft F pro Zeiteinheit
an dem Teilchen der Masse m leistet
= Anderung der kinetischen Energie

= d
= F-uv=—T1T,
dt
mc?
relativistische _ _ 2
= Kinetische Energie 7 — 2 =ymc
v
2
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Grenze kleiner Geschwindigkeiten = Taylorentwicklung nach g = £

g - 2 (1— 52)% (=26)
_ Bmc?
(1623 (4.48)
d*T, mc? Bmc?

3
e Ta—py
2

1
T, =mc®+ 0+ §mczv—2 + 0 (53)
c

= mc* + %va +0 (53)

d.h. T, reduziert sich nicht auf den nichtrelativistischen Ausdruck 7" = %mv?

rL1 1
T. = mc®+ §mv2

(4.49)

Dabei ist mc? eine Konstante, unbedeutend fiir die Kinematik eines Massen-

punktes. Aber mc? stellt sich als die Ruheenergie des Massenpunktes heraus.

Wir definieren den Vierer-Impuls

P = mut = my (e, 9)

(me) = (%o7) .
- —, Ymv | = —, Pr
C C

Die Masse taucht stets in der Kombination ym auf. Man kann eine ,relati-

vistische Masse “ definieren:

m(v) = ym = ——— (4.51)

= Experimentalphysik, Populdrwissenschaft
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Norm des Viererimpulses

2
o _Tr = 2 2, 1 _ 2.2
ppu—c—2—pr =muu, =m-c

(4.52)
C2ﬁr 2 + m204

Da der Viererimpuls die Energie enthalt, gilt in der Relativitétstheorie:
Impulserhaltung < Energieerhaltung
Nichtrelativistisch gilt das nicht! (z.B. Granate)

= In der Relativitiitstheorie muss die Anderung der Ruhemasse die Ande-

rung der kinetischen Energie kompensieren.

= Einsteins Aquivalenz von Masse + Energie
(4.53)

Beispiele:
1. Massenzuwachs, wenn man 100kg um 1km in die Hohe hebt:

Am = 10"2kg

2. Paarerzeugung: Zerfall eines masselosen Photons in ein Elektron e~
und ein Positron et ist moglich, wenn £, < 2m.c? = 1,022MeV
Die Energiedifferenz I, —2m.c? erscheint als kinetische Energie von e~

und et.
3. Masseverlust der Sonne durch Energieabstrahlung 42 ~ 4 - 1012

4. Atombombe: Massenverlust von etwa 0,1%
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4.3 Relativistische Lagrangefunktion fiir freie Teilchen
L muss ein lorentzinvarianter Skalar sein, der héchstens abhéngen kann von
ah,ut T

Hamiltonsches Prinzip: L kann nur von den Eigenschaften des freien Teilchens

abhéngen, d.h. Masse m (Ladung im feldfreien Raum uninteressant) Ansatz:
Ly = —mdc? (4.54)

in Hamiltonsches Prinzip einsetzen 2
2 2
0= —me 5/ds = —mc5/ V datdz, (4.55)
1 1

Vollsténdige Herleitung siehe Landau-Lifschitz II (E-Dynamik)

Im Unterschied zur klassischen Mechanik wird jetzt auch das Eigenzeitinter-
vall mitvariiert.

Schritte beim Ausfiithren der Variation:

a) 6dz, = ddz,

b) 6z, = 0 an den Endpunkten

2Vollstndige Herleitung siehe L. Landau, E. Lifschitz: Lehrbuch der Theoretischen Phy-
sik, Bd. 2, Klassische Feldtheorie, Verlag Deutsch (Harry), 12., iiberarbeitete Auflage,
1997

183



¢) partielle Integration

2 2
i
0= —mc5/ Vdardz, = —mc dafode), =
1

Vdztdx, = cdT B
I e——
ds

2
= —m/uu doz, =
1

partielle Integration (4.56)

2 2

b du®

. —i—m/du“éacu = m/F(SxﬂdT
1 1

= —m u;0xt
—_——

=0, da Variation an
Endpunkten verschwindet

du®
Da 0z, beliebig, folgt mdi = 0 Newton II
T

Masse - 4er-Beschleunigung = 0

Die relativistische Mechanik kann also analog zur klassischen Mechanik im

Lagrangeformalismus hergeleitet werden.
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A Rechenregeln fiir grad, div, rot, A

Es seien ®, ¥ skalare Felder, A, B Vektorfelder, f(x) eine differenzierbare

Funktion, \ eine Zahl.

Der Ausdruck B-gradA = (B-grad) A ist z.B. in kartesischen Koordinaten ge-

geben durch B-gradA = (B-V)A = > € ((B10/0x1 + B30/ 0xy + B30/0xs)

Gradient

grad(® + V) = grad® + grad¥
grad(A®) = Agrad®
grad(®V¥) = Wgrad® + dgradW¥

gradf(®) = f'(P)grad®

—

grad(A - E) = B-gradA + A - gradB + B x rotA + A x rotB

Divergenz

Laplace

Rotation

AP+ V) =AD+ AV
AND) = A\AD

A(PV) = PAV + 2gradd - grad¥ + VAP

rot(A + B) = rotA + rotB
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-,

rot(AA) = Arot A

rot(®A) = drotA + (grad®) x A
rot(A x B) = B - gradA — A - grad B + AdivB — BdivA
Verschiedenes

div grad® = AP
rot grad® = 0
div rotA = 0

—

Sy

- gradA = % {rot(ff x B) + grad(A - B) + BdivA — AdivB — B x A — A x roté}
. T o .

A-gradA = §gradA2 — A xrotA

AA = grad divA — rot rot A
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B Differentialoperationen in krummlinigen or-

thogonalen Koordinaten

B.1 Allgemein

. or or or
r=ruv,w) s gui=l5el 00 = 1] gw =150
_lor . 1orf 107
€y = —— 5,6y = ;% y Cw 1= g—w%>
Es seien ® = ®(u, v, w) ein skalares Feld und A(u, v, w) = Ay(u, v, w)é, +

Ay(u, v, w)é, + Ay (u, v, w)é, ein Vektorfeld.

Gradient:
1® 18<I>H+18(I>H 1 09
ra = Gy T — €y T — 7€y
& Gu Ou Gy OV G OW
Divergenz:
> 0 0 0
d‘ A = ~ Yo wAu a Yu wAv a \Yu vAw
WA= [T ) + ) + ()
Laplace:
1 0  GvGuw 0P 0, Guwgy 0P 0  Gug, 0P
A0 (G0 4 O (B2 (B2,
JuGolGw |OU" g, Ou ov: g, Ov ow" g, Ow
Rotation:
Gulu  Go€y  Gulu
- 1
_ d 3 )
ot = GuGoGw | 0 v

guAu g’UA’U gwAw
B.2 Zylinderkoordinaten

Esist gp=1,9o=p,9.= 1.

0P 1
doé=— d,®=—-——
grad, ap,grad, p

187



o 10(pA,) | 184,  0A,

divA = —
T p8¢+82
L 104, 9A, . 04, 9A, - 19pA, 104
t A=— E— t A= """ _ tLA == _ Y
TOb p 0¢ 8z 10 0z op TR p Op p 09
0P 1020 0%

_1o

AD T+
pﬁp(p@pH p?* 0¢? grE

B.3 Kugelkoordinaten

Esist g, =1,99 =7 ,94 = rsind.

divA = %8(7;:1 2k rsiln0%(sm 0o) + rsilngz_jjf
e 1t 10080
o= (150 - ]
19, ,00 19, 0D 1 _oe

AP =

sin 60—
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Kartesische Koordinaten

Ebene Polarkoordinaten

Zylinderkoordinaten

Kugelkoordinaten

g P
P ¢ P N
7 2(y) R Z
g€ 4 X 2
e
<9
= 1(x) 5 1
X 1 1
Einheitsvektoren | €, = (1,0,0) €, = (—sing,cos ) €, = (cosg,sin¢p,0) é, = (sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin p, cos )
ey =(0,1,0) €, = (cos p,sin p) €, = (—sin¢y, cos ¢, 0) @y = (cosv cos @, cos ¥ sin ¢, — sin )
e, =(0,0,1) e, =(0,0,1) €, = (—siny, cos ¢, 0)
dr dr = dré, dr’ = dre,. 4 r dpe, dr’' = dpe, + pdye, + dze, | dif = dre,. + rdidéy + rsinddepe,
dA dA = dxdy dA = rdrde dA = pdpdy dA = 72 sin ¥ddde
dA = pdepdz
dVv dV =dzdydz dV = pdpdepdz dV = 72 sinddr didep
o 0 0 0 0 0 10 0 0 10 1 0
Nabla-Operat = = (=, -= = (= - = === —
abla-Operator ) V (&v ay’ 82) v (87”7"390) (8p’p8gp’8z> (8r’r819’rsin195‘g0)
Zeitliche Ableitung =0 € = Pey €, = Y€y &, = ¥€y + sin Ve,
der & =0 €y = —&, €y = — €, €y = ¢ cos V8, — Ve,
Einheitsvektoren é’ =0 ez =0 e@ —p cos ey — sin e,
7(t) m(t) = z(t)ey + y(t)éy, + z(t)e. | 7(t) = r(t)e, 7(t) = p(t)e, + z(t)e. 7(t) = r(t)e.
U(t) U(t) = &(t)e, + y(t)ey + 2(t)e. | U(t) = rer + ree, U(t) = pe, + ppe, + Z€, F(t) = 7€, + 1€y + rsin 9PE,
at) a(t) = a(t)e, + j(t)e, + 2(t)e. | a(t) = arér + apéy a(t) = ap€, + a,€, + a.€. | d(t) = a,€, + ay€y + ay €y
ap =T — 1P a, =p— pp? ay = 7 — 2 — rsin® 92
=rQ+ 2rp o = PP +2pp 9 = 10 + 279 — 7 sin 9 cos V>
a, =% ay = 78N IP + 2sin Vi 4 2r cos 9




