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Kurzfassung

In dieser Dissertation werden verschiedene Methoden zur Simulation der Dynamik der optischen Moden
einer Fabry-Pérot-Laserdiode diskutiert. Experimentell lässt sich hierbei der Effekt des Modenrollens oder
Modenhüpfens beobachten. Hier sind zu einem gegebenem Zeitpunkt nur ein oder zwei longitudinale Moden
aktiv, dabei wechseln sich die Moden in einem bestimmten Wellenlängenbereich ab. Eine Erklärung für
diesen Effekt sind Vibrationen der Ladungsträgerdichten in den aktiven Schichten bzw. den Quantenfilmen.
So werden in der ersten betrachteten Methode die Ladungsträgerdichten bzw. die Besetzungsfunktionen
zunächst als ortsabhängig betrachtet, um die Ladungsträger-Vibrationen direkt zu bestimmen. Bei diesem
Vorgehen wird eine hohe Rechenzeit benötigt, welche bei einer anderen Methode mithilfe eines effektiven
Modenwechselwirkungsterms allerdings erheblich reduziert wird. Im ersten Teil dieser Arbeit wird gezeigt,
dass diese beiden Methoden sehr ähnliche Ergebnisse liefern, außerdem wird der effektive Modenwechsel-
wirkungsterm unter Berücksichtigung verschiedener Streuprozesse hergeleitet. Bei Strukturen mit mehreren
Quantenfilmen oder größeren Stegbreiten spielt der Transport der Ladungsträger von den Kontakten zu
den Quantenfilmen eine große Rolle, welcher in dieser Arbeit mithilfe der Drift-Diffusions-Gleichungen
untersucht wird. Abschließend wird die Modendynamik mithilfe des Traveling-Wave-Modells simuliert. Im
Gegensatz zu den bisher in dieser Arbeit verwendeten Methoden wird das optische Feld hierbei nicht mehr
in die einzelnen Moden aufgeschlüsselt, sondern es wird partielle Differentialgleichung gelöst.

Schlagworte: Galliumnitrid, Laserdiode, Halbleiterlaser, Kantenemittierender Halbleiterlaser, Quantenwell-
Laser, Modendynamik, Modenwettbewerb, Halbleiter-Bloch-Gleichungen, Festkörperphysik
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Abstract

In this thesis different methods for the simulation of the mode dynamics in Fabry-Pérot laser diodes are
discussed. These laser diodes show the effect of mode rolling, where the currently active longitudinal mode
changes over time. This effect can be observed experimentally and can be explained by beating vibrations of
the carrier densities in the quantum wells. In the first method used in this work the location dependence of
the carrier densities and the distribution functions is considered. This procedure requires a lot of computing
time, which is significantly reduced in another method using an effective mode interaction term. In the
first part of this thesis it is shown that these two methods give very similar results, and the effective mode
interaction term is derived taking into account various scattering processes. For structures with multiple
quantum wells or broad ridge widths the transport of the charge carriers from the contacts to the quantum
wells is important, which is examined in this work using the drift-diffusion equations. Finally, the mode
dynamics is simulated using the traveling wave model. In contrast to the methods used so far in this work the
optical field is no longer broken down into the individual modes, instead a partial differential equation is solved.

Keywords: gallium nitride, laser diode, semiconductor laser, edge-emitting semiconductor laser, quantum
well laser, mode dynamics, mode competition, semiconductor Bloch equations, solid state physics
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Kapitel 1

Einleitung

Bei einem Laser werden Photonen mittels des Prozesses der stimulierten Emission erzeugt. Um einen Laser
zu betreiben, muss die stimulierte Emission gegenüber der Absorption überwiegen und weitere Photonen-
Verluste in der Diode kompensieren. Da für jedes erzeugte Photon ein Elektron von einem angeregten in
einen nicht angeregten Zustand übergeht, muss das Lasermedium gepumpt werden, damit sich genügend
Elektronen in den angeregten Zuständen befinden. Es gibt viele verschiedene Arten von Lasern, welche
mit unterschiedlichen Lasermedien, Pump-Methoden und Wellenlängen arbeiten. Zum Beispiel gibt es
Gaslaser [1–3], Farbstofflaser [4–7] und Festkörperlaser [8–11]. In dieser Arbeit werden aber Halbleiter-Laser
behandelt, speziell Laserdioden.

Bei Laserdioden besteht das aktive Medium aus einer Halbleiterschicht, deren Material eine kleinere
Bandlücke aufweist als das umliegende Material. Die Dicke der aktiven Schicht beträgt oft nur wenige Nano-
meter, daher wird hier auch von einem Quantenfilm gesprochen. Weil die Ladungsträger sich in diesem Fall
nur in zwei Raumrichtungen frei bewegen können, weicht die Zustandsdichte von der des Bulk-Materials ab.
Es ist auch möglich in einer Laserdiode anstelle eines Quantenfilms mehrere Quantenfilme zu verwenden [12],
diese werden dabei durch entsprechende Barriere-Schichten getrennt. Bei Laserdioden wird die aktive Schicht
über einen p-n-Übergang elektrisch gepumpt. Es gibt viele verschiedene Arten von Laserdioden, welche sich
zum Beispiel in ihrer Größe und der Art, wie das Licht durch die Diode geleitet wird, unterscheiden.

Zu den kleineren Laserdioden gehören zum Beispiel VCSEL (“Vertical-Cavity Surface-Emitting Laser”),
hier breitet sich das Licht senkrecht zu den Quantenfilmen aus. Die kreisförmigen Quantenfilme in diesen
Dioden haben einen Durchmesser in der Größenordnung von wenigen Mikrometern, dementsprechend sind
die Schwellstromstärken niedrig und liegen im Bereich von 1 mA [13]. Aufgrund der guten Energie-Effizienz,
der Temperatur-Stabilität und der großen Datenübertragungsraten ist ein wichtiger Anwendungsbereich
dieser Art von Laserdioden die optische Kommunikation [14–22].

In dieser Arbeit sollen jedoch Laserdioden behandelt werden, bei denen das Licht parallel zu den Quan-
tenfilmen geleitet wird. Zu diesem Zweck wird bei Kantenemittern ein Wellenleiter benutzt, in dessen Mitte
die Quantenfilme eingebettet werden. Das Licht wird an den beiden Enden des Wellenleiters reflektiert. Auf
der einen Seite wird meist ein dielektrischer Spiegel verwendet, um möglichst das gesamte Licht zurück zu
reflektieren. Dieser besteht wie ein Bragg-Spiegel aus einer Abfolge von dielektrischen Schichten und wird
für die verwendete Laserwellenlänge optimiert. Auf der gegenüberliegenden Seite kann die Reflektivität je
nach Anwendung angepasst werden, zum Beispiel mit verschiedenen Beschichtungen [23]. Für diese Art von
Laserdioden gibt es eine Vielzahl vonAnwendungen, zumBeispiel Laser-Displays [24–27], Projektion [28–30],
Belichtung [31, 32], Materialbearbeitung [33] und Unterwasser-Kommunikation [34–36].

Die Größe der Bandlücke des Quantenfilms bestimmt die Laser-Wellenlänge einer Laserdiode, daher
spielt die Wahl des Materials eine wichtige Rolle. Zum Beispiel werden oft Arsenide und Phosphide benutzt,
allerdings sind hier aufgrund der kleinen Bandlücke nur infrarote und rote Laserdioden möglich [37]. Für
blaue und grüne Laserdioden werden heutzutage Nitride verwendet, welche wesentlich höhere Bandlücken
aufweisen (3.3 eV für Galliumnitrid [38]). Allerdings unterscheiden sich Gitterkonstanten der Nitride stark,
beispielsweise a = 3.545Å für InN und a = 3.189Å für GaN [39]. Dies muss bei der Konstruktion der
Laserdioden berücksichtigt werden, da es sonst zu großenVerspannungen undRissen imBauteil kommen kann.
Außerdem erwies sich die p-Dotierung zunächst als schwierig [40, 41], dennoch gelang es S. Nakamura, H.
Amano und I. Akasaki im Jahr 1989, die ersten GaN-basierten blauen Leuchtdioden (LEDs) herzustellen [42–
44]. Kurz darauf in 1996 folgten auch die ersten violetten Laserdioden [45–47]. Bis zu den ersten grünen GaN-
basierten Laserdioden dauerte es allerdings noch über 10 Jahre [28, 48–50].
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Abbildung 1.1: Streak-Camera-Messung einer grünen Nitrid-Laserdiode mit einer Resonatorlänge von
300 µm. Dargestellt ist das Laserlicht aufgeschlüsselt nach Wellenlänge und Zeit. Gemessen von Lukas
Uhlig aus der AG Schwarz an der TU Chemnitz, entnommen aus Ref. [51].

Die Resonatorlänge einer Laserdiode bzw. die Länge des Wellenleiters liegt für Kantenemitter meistens
in der Größenordnung von mehreren hundert Mikrometern. Aufgrund dieser großen Resonatorlänge können
beim Laserbetrieb mehrere optische longitudinale Moden aktiv sein. Um dies zu verhindern, kann eine
periodische dielektrische Struktur entlang der aktiven Region verwendet werden, wie zum Beispiel bei
“Distributed Feedback Lasern” (DFB) [52]. Bei Fabry-Pérot-Laserdioden hingegen gibt es keine solche
periodische Struktur und der Wellenleiter zusammen mit den zwei teildurchlässigen Spiegeln bildet einen
Fabry-Pérot-Resonator. Dadurch können mehrere longitudinale Moden an der Laserdynamik beteiligt sein. Es
stellt sich heraus, dass die Photonenzahlen dieser longitudinalen Moden eine interessante zeitliche Dynamik
aufweisen. Experimentell kann diese zeitliche Dynamik mithilfe einer Streak-Camera untersucht werden,
wobei das Laserlicht nach Zeit und Wellenlänge aufgeschlüsselt werden kann [51, 53–55]. Ein Beispiel für
eine grüne Laserdiode ist in Abb. 1.1 gezeigt. Dabei kann der Effekt des Modenrollens oder Modenhüpfens
beobachtet werden. Hier sind zu einem gegebenem Zeitpunkt nur ein oder zwei longitudinale Moden aktiv,
dabei wechseln sich aber die Moden in einem bestimmtenWellenlängenbereich ab. Nachdem zum Beispiel
eine Mode für einen Zeitraum in der Größenordnung von 100 ns den größten Beitrag zum Laser-Output
liefert, tut dies danach die benachbarte longitudinale Mode mit der höheren Wellenlänge.

Eine theoretische Erklärung für Halbleiter-Laserdioden geht auf M. Yamada und M. Ahmed zurück [56–
60]. Sie führen dieses Verhalten auf nichtlineare Effekte in der optischen Verstärkung und Vibrationen
der Ladungsträgerdichte in der aktiven Schicht zurück, welche durch die Überlagerung der verschiedenen
longitudinalenModen angeregt werden. Um dies in Ratengleichungen zumodellieren, verwenden sie effektive
Moden-Wechselwirkungsterme. Bei ihrer Arbeit ging es ihnen vor allem um die Untersuchung von Rauschen,
was zum Beispiel beim Schreiben oder Auslesen von Daten auf optischen Datenträgern wichtig sein kann [61].

Das Ziel dieser Arbeit ist die Simulation der Modendynamik von Fabry-Pérot-Laserdioden mithilfe ver-
schiedener Methoden. Die Ergebnisse der verschiedenen Methoden werden dabei miteinander verglichen
und es wird diskutiert, welche Effekte berücksichtigt werden müssen, um die Modendynamik korrekt zu
beschreiben. Die verwendeten Methoden werden dabei ausgehend von den Maxwell-Gleichungen und dem
Hamilton-Operator für einen Halbleiter hergeleitet. Im ersten Teil der Arbeit wird die Dynamik des optischen
Feldes über Photonenzahlen beschrieben, welche angeben, wie viele Photonen sich einer bestimmten Mode
zuordnen lassen. Die Bewegungsgleichung der Photonenzahlen folgt aus der Heisenberg-Bewegungsgleichung
für den Hamilton-Operator eines Halbleiters. Für die Elektronen im Quantenfilm liefert die Heisenberg-
Bewegungsgleichung die Halbleiter-Bloch-Gleichungen [62, 63], welche die Dynamik der Ladungsträger
in einem optischen Feld beschreiben. Zur besseren Beschreibung der Modendynamik in Laserdioden ist
es notwendig, auch die Ortsabhängigkeit der Ladungsträger zu berücksichtigen. Die entsprechenden orts-
abhängigen Halbleiter-Bloch-Gleichungen wurden zum Beispiel von O. Hess und T. Kuhn hergeleitet und
diskutiert [64].

Ein Vorteil der Halbleiter-Bloch-Gleichungen liegt in der Möglichkeit, Vielteilcheneffekte verschiedener
Art zu berücksichtigen. Zu diesen Vielteilcheneffekten gehören die Coulomb-Streuung [65–69] und die
Streuung der Ladungsträger mit Phononen [62, 70–72]. Die Einbindung von verschiedenen Streutermen und
deren Einfluss auf Absorptionsspektren wurde schon viel untersucht [62, 70, 73, 74]. In dieser Arbeit soll der
Einfluss dieser Terme auf die effektiven Modenkopplungsterme und damit auf die Modendynamik betrachtet
werden.
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In dieser Arbeit werden die Halbleiter-Bloch-Gleichungen verwendet, um effektive Moden-Wechsel-
wirkungsterme herzuleiten, die verwendet werden können, um die Modendynamik einer Laserdiode zu
simulieren. Dabei wird der Einfluss verschiedener Vielteilcheneffekte diskutiert. Wird die Streuung der
Ladungsträger im Quantenfilm durch eine konstante Streuzeit beschrieben, dann stimmt der Wechselwir-
kungsterm mit dem von Yamada et. al. [56–60] überein. Für kompliziertere Streuterme gibt es allerdings
qualitative Abweichungen im Verhalten der Moden-Wechselwirkung und die Photonendichte am Ort des
Quantenfilms muss in der Rechnung berücksichtigt werden.

Bei der Untersuchung der Laserdynamik einer Laserdiode spielt natürlich auch der Pump-Prozess eine
entscheidende Rolle. Die Frage ist hier, wie viele Ladungsträger von den Kontakten in bestimmte Regionen
der aktiven Schicht gelangen. Zur Beschreibung solch eines Transportprozesses in einem Halbleiter gibt
es unterschiedliche Möglichkeiten. Beispielsweise gibt es Monte-Carlo-basierte Methoden [75] und Green-
Funktions-basierte Methoden [76]. In dieser Arbeit werden aber die Drift-Diffusions-Gleichungen [77–81]
verwendet, welche in der Literatur schon für viele Laser-Simulation eingesetzt wurden, zum Beispiel für
VCSEL [82–84], aber auch für andere Laserdioden [85–88]. Diese Methode wird in dieser Arbeit verwendet,
um die Stromdichten, mit denen die einzelnen Quantenfilme gepumpt werden, zu bestimmen. Das ist
zum Beispiel für Laserdioden mit mehreren Quantenfilmen wichtig, um die Ladungsträgerdichten und
damit die optischen Eigenschaften der verschiedenen Quantenfilme festzustellen. Auch bei Strukturen mit
großen Stegbreiten spielen diese Stromdichten eine große Rolle. Hier sind sehr viele optische Moden an
der Modendynamik beteiligt und die Stromdichten haben einen Einfluss darauf, welche Moden für die
Laserdynamik relevant sind.

Im letzten Teil dieser Arbeit soll die Modendynamik anhand der Traveling-Wave-Methode [89–92]
diskutiert werden, wo das optische Feld klassisch betrachtet wird. Dazu wird die Wellengleichung für das
Feld gelöst, statt Bewegungsgleichungen für die Photonenzahlen der einzelnen Moden zu verwenden. Diese
Methode findet vor allem Anwendung in sehr großen Laserdioden [93, 94], bei denen sehr viele optische
Moden für die Laserdynamik relevant sind und sich die Aufschlüsselung in einzelneModen schwierig gestaltet.
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Kapitel 2

Optische Moden in der Laserdiode

Bei der Simulation einer Laserdiode muss sowohl die Dynamik der Elektronen und Löcher im Bauteil als auch
die Dynamik des elektromagnetischen Feldes berücksichtigt werden. In diesem Kapitel werden dazu zunächst
die Eigenschaften der optischen Moden, die für den Betrieb einer Laserdiode wichtig sind, diskutiert. Zu
diesem Zweck wird in diesem Kapitel zunächst die Struktur der Fabry-Pérot-Laserdioden vorgestellt, die
in dieser Arbeit simuliert werden sollen. Anschließend werden die Maxwell-Gleichungen genutzt um eine
Differentialgleichung zur Beschreibung der optischenModen in einemWellenleiters herzuleiten, siehe hierzu
auch Ref. [95]. Die numerische Lösung dieser Gleichung wird danach anhand zweier verschiedener Dioden-
Strukturen diskutiert. Die Lösung der Modengleichung liefert auch einen effektiven Brechungsindex, welcher
die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes imWellenleiter bestimmt.

2.1 Struktur einer Fabry-Pérot-Laserdiode

Bei einer Laserdiode wird das Licht durch stimulierte Emission in einem oder mehreren Quantenfilmen
erzeugt. Bei diesem Prozess rekombinieren ein Elektron und ein Loch zu einem Photon. Damit der Laser
funktioniert, müssen diese Ladungsträger konstant in den Quantenfilm (QW) gepumpt werden. Bei den
Kantenemitter-Laserdioden, wie sie in dieser Arbeit diskutiert werden, wird dies durch einen p-n-Übergang
realisiert. Hierbei wird der Bereich zwischen Quantenfilm und einem Kontakt p-dotiert und der Bereich
zwischen Quantenfilm und dem anderen Kontakt n-dotiert. Wird dann eine Spannung angelegt, fließen
Elektronen von der einen Seite zum Quantenfilm und Löcher von der anderen Seite zum Quantenfilm. Der
Quantenfilm besitzt eine kleinere Bandlücke im Vergleich zum umliegenden Material, daher sammeln sich
die Ladungsträger im Quantenfilm, wo sie rekombinieren können.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist das Verhalten des elektromagnetischen Feldes in der Laserdiode. Im
Gegensatz zur spontanen Emission wird bei der stimulierten Emission ein Photon benötigt, um ein weiteres
Photon zu erzeugen. Dementsprechend ist es wichtig, dass die Photonen die Laserdiode nicht sofort verlassen,
sondern eine längere Zeit in der Laserdiode verbleiben. Bei den Kantenemitter-Laserdioden wird deswegen
einWellenleiter verwendet, an dessen beiden Enden teildurchlässige Spiegel angebracht sind. DerWellenleiter
besteht dabei aus einemMaterial, dessen Brechungsindex größer ist als die Brechungsindizes der umliegenden
Materialien, um die räumliche Ausdehnung der elektromagnetischen Moden möglichst zu beschränken.

  -Mantelschicht

Quantenfilme

Substrat

Isolatorschicht Steg

-Wellenleiter

-Wellenleiter

-Kontakt

-Kontakt

-Mantelschicht

Abbildung 2.1: Skizze des Querschnitts einer Laserdiode
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Das Maximum der Wellenleiter-Moden befindet sich möglichst in der Nähe der Quantenfilme, um eine
möglichst effiziente stimulierte Emission zu gewährleisten. Bei Fabry-Pérot-Laserdioden, wie sie in dieser
Arbeit betrachtet werden, gibt es keine Änderungen der Struktur in Ausbreitungsrichtung des optischen
Feldes. Bei anderen Kantenemitter-Laserdioden wie DFB-Lasern wird hingegen eine periodische Struktur
imWellenleiter verbaut, sodass die Leitung bestimmter optischer Moden bevorzugt wird.

Die Struktur der hier betrachteten Laserdioden ist in Abb. 2.1 skizziert. Dabei ist anzumerken, dass die
Strukturen heutzutage verwendeter Laserdioden komplexer sind, zum Beispiel ist die Region in der Nähe
der Quantenfilme in der Regel nicht dotiert, siehe auch Kapitel 9.7 im Anhang. Die Konvention für das
Koordinatensystem, welches im Folgenden benutzt wird, ist hier auch dargestellt. Die Laserdiode besteht
aus verschiedenen Schichten und die Richtung senkrecht zu diesen Schichten bzw. die Wachstumsrichtung
ist durch die z-Achse gegeben, wie in der Halbleiter-Theorie üblich. In der Literatur bezüglich Wellenleiter
ist die z-Richtung die Ausbreitungsrichtung der Photonen im Wellenleiter, da diese Richtung aber schon
vergeben ist, wird im Folgenden die y-Koordinate hierfür verwendet. Übrig bleibt die x-Koordinate, diese
wird in der Literatur auch als laterale Koordinate bezeichnet. Bezüglich der x-Achse wird der Koordinaten-
Nullpunkt in die Mitte der Diode gelegt.

Wie in Abb. 2.1 dargestellt, wird bei Kantenemitter-Laserdioden oft ein Steg verwendet. Dieser Steg
bewirkt zum einen zusätzliche Beschränkung der Wellenleiter-Moden in x-Richtung. Außerdem gewähr-
leistet eine Isolatorschicht, dass die Löcher nur vom Steg aus in den Quantenfilm gelangen können. Die
Ladungsträgerdichte im Quantenfilm direkt unterhalb des Stegs ist dementsprechend auch wesentlich größer
als in den anderen Teilen der Laserdiode. Aufgrund der Kombination dieser beiden Effekte werden wesentlich
kleinere Stromstärken benötigt, um den Laser zu betreiben.

In Kapitel 9.7 im Anhang sind die Parameter der Strukturen, welche in dieser Arbeit simuliert werden,
dargestellt. Die Resonatorlänge bzw. die Länge des Wellenleiters liegt hier in der Größenordnung von 1 mm
und ist in den hier betrachteten Strukturen damit viel größer als die Höhe und Breite der Laserdioden, welche
in der Größenordnung von 10 µm liegen.

2.2 Maxwell-Gleichungen

Für eine gegebene Laserdioden-Struktur bleibt die Frage, wie sich das optische Feld in dem Wellenleiter
ausbreitet und welcheWellenlängen erlaubt sind. Den Ausgangspunkt hierfür stellen die Maxwell-Gleichungen
dar, welche in der klassischen Elektrodynamik verwendet werden, um die Dynamik des elektromagnetischen
Feldes zu beschreiben. Die Maxwell-Gleichungen lauten im Vakuum [96]

rotE=−∂B
∂t

,

rotB=µ0j+µ0ϵ0
∂E
∂t

,

∇·E= ρ

ϵ0
,

∇·B= 0.

Statt dem elektrischen Feld E und dem magnetischen Feld B können auch das skalare Potential φ und das
Vektorpotential A verwendet werden. Die Maxwell-Gleichungen für die Potentiale lauten

−∆φ− ∂

∂t
∇·A= ρ

ϵ0
,

rotrotA+ 1
c2

∂2

∂t2 A+ 1
c2 ∇

∂φ

∂t
=µ0j,

wobei die Felder aus

B= rotA,

E=−∇φ− Ȧ

berechnet werden können. Während die Felder physikalische Observablen sind, ist es möglich, bei den
Potentialen eine Eichung zu wählen, um die Gleichungen für das vorliegende Problem möglichst einfach
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zu gestalten. In der Halbleiter-Theorie wird dazu die Coulomb-Eichung benutzt, bei der die Divergenz des
Vektorpotentials verschwindet [97]:

∇·A= 0.

Damit vereinfachen sich die Maxwell-Gleichungen zu

∆φ=− ρ

ϵ0
,

1
c2

∂2

∂t2 A−∆A+ 1
c2 ∇

∂φ

∂t
=µ0j,

dementsprechend gilt selbst im zeitabhängigen Fall immer noch die Poisson-Gleichung für das skalare Poten-
tial. Außerdem ist der optische bzw. transversale Anteil des elektrischen Feldes allein im Vektorpotential
enthalten [96, 97]:

Eopt =−Ȧ.

Innerhalb eines Bauteils geltenmit der dielektrischen Funktion ϵ(r) diemakroskopischenMaxwellgleichungen

∇· (ϵE)= ρ

ϵ0
,

rotB=µ0j+µ0ϵ0
∂(ϵE)
∂t

,

beziehungsweise gilt für die Potentiale

−∇· (ϵ∇φ)− ∂

∂t
∇· (ϵA)= ρ

ϵ0
,

rotrotA+ ϵ

c2
∂2

∂t2 A+ ϵ

c2 ∇
∂φ

∂t
=µ0j.

Daher muss die Coulomb-Eichung entsprechend angepasst werden, sodass die Poisson-Gleichung immer
noch gilt. Die generalisierte Coulomb-Eichung lautet [97]

∇· (ϵA)= 0.

Mit dieser Eichung folgt die modifizierte Poisson-Gleichung

∇· (ϵ∇φ)=− ρ

ϵ0
.

Besitzt die dielektrische Funktion ϵ(r) nur eine schwache Ortsabhängigkeit, verschwindet näherungsweise
die Divergenz des Vektorpotentials wie bei der Coulomb-Eichung im Vakuum. Damit lässt sich wieder eine
Wellengleichung für das Vektorpotential herleiten:

ϵ

c2
∂2

∂t2 A−∆A+ ϵ

c2 ∇
∂φ

∂t
≈µ0j. (2.1)

2.3 Wellenleiter-Theorie

Für die Beschreibung des optischen Feldes in der Lasersimulation ist es sinnvoll, das Feld inModenfunktionen
zu entwickeln. Diese Moden erfüllen näherungsweise die Maxwell-Gleichungen und können schon vor der
Lasersimulation für die Struktur der Laserdiode untersucht werden. Das Ziel ist nun, für eine gegebene
Struktur die optischen Moden und deren Ausbreitungsgeschwindigkeit imWellenleiter zu bestimmen. Bei
der Simulation der Laserdynamik ist es ausreichend, die Dynamik der Modenkoeffizienten zu betrachten, was
die numerische Komplexität stark verringert. Für das Vektorpotential lautet diese Entwicklung
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A(r)=∑︂
p

√︄
ħ

2ωpϵ0

[︂
Bpup(r)+u∗

p(r)B∗
p

]︂
. (2.2)

Bei dieser Entwicklung werden die einzelnen Moden mit p nummeriert. Die Modenfunktionen up(r)
enthalten die Ortsabhängigkeit und die Zeitabhängigkeit ist in den komplexen Modenkoeffizienten Bp enthalten.
DieModenkoeffizienten oszillieren mit der Modenfrequenz ωp: Bp ∝ e−iωp t [97]. Eine Ableitung von Gl. (2.2)
nach der Zeit ergibt das optische elektrische Feld

Eopt(r)=∑︂
p

i

√︄
ħωp

2ϵ0

[︂
Bpup(r)−u∗

p(r)B∗
p

]︂
. (2.3)

Die Modenfunktionen sind bezüglich der dielektrischen Funktion normiert und müssen natürlich die
generalisierte Coulomb-Eichung erfüllen:

∇· (ϵup)= 0,
∫︂

d3rϵ(r)u∗
p(r) ·uq(r)= δpq. (2.4)

Der Vorfaktor in Gl. (2.2) wurde so gewählt, dass das Betragsquadrat der Modenkoeffizienten gerade der An-
zahl an Photonen in der Mode entspricht, was für die quantenoptische Behandlung wichtig ist [97]. Nun fehlt
noch eine Gleichung zur Bestimmung der Modenfunktionen und der Modenfrequenzen. In den Strukturen,
wie sie im Folgenden betrachtet werden, ist die Resonatorlänge viel größer als die Ausmaße der Diode in den
Richtungen senkrecht dazu. Für die Modenfunktionen ist es daher sinnvoll, die Ausbreitung in Resonator-
richtung zu separieren. Außerdem werden die zwei möglichen Polarisationsrichtungen getrennt voneinander
behandelt. Die Ausbreitungsrichtung wird im Folgenden immer mit y bezeichnet, dementsprechend sind x
und z als Polarisationsrichtung möglich. Als transversalelektrische (TE-) Moden werden Moden bezeichnet,
deren Polarisationsrichtung parallel zum Quantenfilm ist, dies wäre hier die x-Richtung, siehe Abb. 2.1. In
diesem Fall lautet der Ansatz der Modenfunktion:

uTE
p (r,ω)=

(︂
exux

p(x, z,ω)+eyuy
p(x, z,ω)

)︂
eikp(ω)y . (2.5)

Die Ortsabhängigkeit in Ausbreitungsrichtung wird als longitudinale Modenfunktion bezeichnet und wird hier
durch eine Exponentialfunktion beschrieben, es ist aber auch möglich eine Sinus- oder Cosinus-Funktion
zu verwenden. Dieser Separationsansatz ist exakt für einen unendlich langen Wellenleiter, in diesem Fall
gibt es auch ein kontinuierliches Spektrum an erlaubten Frequenzen. Daher hängt im obigem Ansatz alles
von der Frequenz ω ab, und mit p werden alle Moden bezüglich dieser Frequenz nummeriert. In einem
endlich langen Wellenleiter sind aufgrund von Randbedingungen nur bestimmte Frequenzen erlaubt, dies
wird im nächsten Unterkapitel genauer diskutiert. Die Funktion ux

p(x, z,ω) beschreibt die Ortsabhängigkeit
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung und wird im Folgenden als transversale Modenfunktion bezeichnet. Wie
in Gl. (2.5) gezeigt, muss diese Mode außerdem auch in Ausbreitungsrichtung polarisiert sein, damit die
generalisierte Coulomb-Eichung erfüllt sein kann. Dies wird durch die Funktion uy

p(x, z,ω) beschrieben,
einsetzen in Gl. (2.4) ergibt

ϵ(x, z,ω)ikp(ω)uy
p(y, z,ω)=− ∂

∂x
(ϵ(x, z,ω)ux

p(x, z,ω)).

FürWellenlängen in derGrößenordnung von 100 nm und einerWellenleiterbreite vonmehrerenMikrometern
gilt | ∂

∂x ux
p|≪ kp|ux

p|, daher ist im Normalfall die longitudinale Komponente viel kleiner als die transversale
Komponente und wird im Folgenden nicht weiter diskutiert.

Ist die Mode in z-Richtung polarisiert, senkrecht zum Quantenfilm, wird von einer transversalmagneti-
schen (TM-) Mode gesprochen und der Ansatz für die Modenfunktion hat die Form

uTM
p (r,ω)=

(︂
ezuz

p(x, z,ω)+eyuy
p(x, z,ω)

)︂
eikp(ω)y .

Zur Bestimmung der transversalen Modenfunktion und der Wellenzahl kp(ω) kann die Wellengleichung
aus Gl. (2.1) verwendet werden. Falls die Stromdichte verschwindet und das skalare Potential zeitlich konstant
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ist, lautet die Wellengleichung für das Vektorpotential

ϵ

c2
∂2

∂t2 A−∆A= 0. (2.6)

Diese Gleichung soll von jeder Mode erfüllt werden. Für TE-Moden folgt

ω2

c2 ϵ(x, z,ω)ux
p(x, z,ω)−k2

p(ω)ux
p(x, z,ω)+

(︃
∂2

∂x2 + ∂2

∂z2

)︃
ux

p(x, z,ω)= 0.

Wie zuvor schon erwähnt, wurde hierbei angenommen, dass die Modenkoeffizienten mit der Modenfrequenz
oszillieren: B ∝ e−iωt. Mit der Vakuumwellenzahl k0(ω)=ω/c und einer effektiven dielektrischen Funktion
ϵeff,p(ω)= k2

p(ω)/k2
0(ω) ergibt sich

(︃
∂2

∂x2 + ∂2

∂z2

)︃
ux

p(x, z,ω)+k2
0(ω)ϵ(x, z,ω)ux

p(x, z)= k2
0(ω)ϵeff,p(ω)ux

p(x, z,ω). (2.7)

Dies ist eine Eigenwertgleichung und die Lösung für eine gegebene dielektrische Funktion ϵ(x, z,ω) lie-
fert neben den transversalen Modenfunktionen ux

p(x, z) auch die dazugehörigen effektiven dielektrischen
Funktionen ϵeff,p(ω). Die Wurzel der effektiven dielektrischen Funktion wird als effektiver Brechungsindex
bezeichnet:

neff,p(ω)=
√︂
ϵeff,p(ω).

Dieser effektive Brechungsindex stellt einen Zusammenhang zwischen der Frequenz und demWellenvektor
kp(ω) innerhalb der Diode her:

ω= c
neff,p(ω)

kp(ω).

Falls der Brechungsindex nicht von der Polarisationsrichtung abhängt, werden TE-Moden und TM-
Moden durch die gleiche Eigenwertgleichung beschrieben. Allerdings müssen an Grenzflächen zwischen
verschiedenen Materialien unterschiedliche Grenzbedingungen erfüllt werden. Diese lauten [96]

E∥
1 =E∥

2 ⇒ u∥
p,1 =u∥

p,2

ϵ1E⊥
1 = ϵ2E⊥

2 ⇒ ϵ1u⊥
p,1 = ϵ2u⊥

p,2.

Die Felder und dielektrischen Funktionen auf der einen Seite der Grenzfläche werden mit 1 bezeichnet, und
mit 2 die Felder und dielektrischen Funktionen auf der anderen Seite. Die Anteile der Felder parallel zur
Grenzfläche werden mit ∥ bezeichnet und die senkrechten Anteile mit ⊥.

In Abbildungen 2.2 und 2.4 sind die Lösungen der TE-Eigenwertgleichung für zwei Beispiele gezeigt,
einmal für eine grüne Laserdiode mit kleiner Stegbreite und einmal für eine grüne Laserdiode mit etwas
größerer Stegbreite. Statt der Frequenz wurde hier zur besseren Veranschaulichung die Vakuum-Wellenlänge
λ= 2πc/ω verwendet. Die genauen Parameter der Strukturen sind im Anhang in Kapitel 9.7 gegeben. Für die
dielektrische Funktion der verschiedenen Nitride wird die Parametrisierung von Goldhahn et. al. [98] verwen-
det. Diese erlaubt es, die frequenzabhängige dielektrische Funktion fürMaterialien der FormAlxInyGa1−x−yN
relativ genau zu bestimmen. Bei kleineren Laserdioden scheinen nur zwei laterale optische Moden für die
Lasersimulation relevant zu sein, die Maxima der anderen beidenModen liegen im Substrat. Bei der breiteren
Laserdiode ist zu sehen, dass viel mehr laterale Moden eine Rolle spielen können. Die effektiven Brechungsin-
dizes sind in Abbildungen 2.3 und 2.5 abgebildet und liegen im relevanten Wellenlängenbereich bei ungefähr
2.4, also ähnlich den Brechungsindizes der hier verwendeten Nitride.

2.4 Frequenzabstände der longitudinalen Moden

Die Lösung der Eigenwertgleichung aus dem vorherigen Kapitel ist für jede Frequenz ωmöglich, daher bleibt
noch die Frage, welche Frequenzen in einer Laserdiode erlaubt sind. Dies hängt zum Beispiel von der Länge
der Laserdiode und den Spiegelreflektivitäten ab. Wird zum Beispiel eine stehende Welle angenommen,
dass heißt die Modenfunktion verschwindet an den beiden Enden der Laserdiode, muss ein Vielfaches der
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Abbildung 2.2: Lösung der Eigenwertgleichung der optischen Moden für eine Diode mit einer Stegbreite
von 2 µm und einer Gesamtbreite von 10 µm. Die Struktur wird in Kapitel 9.7 im Anhang als Struktur A
bezeichnet. Hier sind die Betragsquadrate der ersten vier Modenfunktionen für eine Vakuum-Wellenlänge
von 527 nm gezeigt. Die orangene Linie in der Mitte der Diode zeigt die Position des Quantenfilms.
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Abbildung 2.3: Für dieMode der niedrigsten Ordnung aus Abb. 2.2 sind hier der frequenzabhängige effektive
Brechungsindex sowie der Gruppenbrechungsindex ngr dargestellt. Zur Veranschaulichung wurde anstelle
der Frequenz ω die Wellenlänge λ = 2πc

ω
verwendet. Der Gruppenbrechungsindex wurde wie in Gl. (2.9)

berechnet.
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Abbildung 2.4: Lösung der Eigenwertgleichung der optischen Moden für eine Diode mit einer Stegbreite
von 10 µm und einer Gesamtbreite von 30 µm. Die Struktur wird in Kapitel 9.7 im Anhang als Struktur C
bezeichnet. Hier sind die Betragsquadrate der ersten vier Modenfunktionen für eine Vakuum-Wellenlänge
von 527 nm gezeigt. Die orangene Linie in der Mitte der Diode zeigt die Position des Quantenfilms.
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Abbildung 2.5: Für dieMode der niedrigsten Ordnung aus Abb. 2.4 sind hier der frequenzabhängige effektive
Brechungsindex sowie der Gruppenbrechungsindex ngr dargestellt. Zur Veranschaulichung wurde anstelle
der Frequenz ω die Wellenlänge λ = 2πc

ω
verwendet. Der Gruppenbrechungsindex wurde wie in Gl. (2.9)

berechnet.
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Wellenlänge der Mode imMedium gerade 2L ergeben, wobei L die Resonatorlänge ist. Für die Wellenzahl
bedeutet dies

2L = nλp(ωn)= 2πn
kp(ωn)

⇒ kp(ωn)= π

L
n.

In der folgenden Betrachtung soll nur eine transversale Mode mit Index p behandelt werden, daher wird
der Index p im folgenden weggelassen. Die Betrachtungen sind aber für jede transversale Mode gleich. Die
Frequenzen der verschiedenen longitudinalen Moden werden mit n indiziert und die erlaubten Frequenzen
lauten

ωn = c
neff(ωn)

k(ωn)= n
πc

Lneff(ωn)
.

Dader effektiveBrechungsindex auch von der Frequenz abhängt,muss hier dementsprechend eine nichtlineare
Gleichung gelöst werden. Der Frequenzabstand zwischen zwei benachbarten Moden ist

∆ωn =ωn+1 −ωn = (n+1)
πc

Lneff(ωn+1)
−n

πc
Lneff(ωn)

= n
πc
L

(︃
1

neff(ωn+1)
− 1

neff(ωn)

)︃
+ πc

Lneff(ωn+1)
.

Falls sich der effektive Brechungsindex nicht sehr stark ändert, liefert eine Taylor-Entwicklung

1
neff(ωn+1)

− 1
neff(ωn)

≈−∆ωn

∂neff(ωn)
∂ωn

n2
eff(ωn)

.

Der Frequenzabstand lautet

∆ωn ≈−n
πc
L
∆ωn

∂neff(ωn)
∂ωn

n2
eff(ωn)

+ πc
Lneff(ωn+1)

∆ωn≪ωn≈ −ωn∆ωn

∂neff(ωn)
∂ωn

neff(ωn)
+ πc

Lneff(ωn)

⇒∆ωn = πc
L

1

neff(ωn)+ωn
∂neff(ωn)
∂ωn

= πc
Lngr(ωn)

. (2.8)

Der Frequenzabstand wird dementsprechend durch den Gruppenbrechungsindex ngr bestimmt, welcher
durch

ngr(ω)= c
∂k
∂ω

= ∂

∂ω
(ωneff(ω))= neff(ω)+ω∂neff(ω)

∂ω
(2.9)

definiert ist. Wie zuvor schon erwähnt, funktioniert diese Formel für den Frequenzabstand nur, falls
der effektive Brechungsindex schwach von der Frequenz abhängt. Außerdem muss die Resonatorlänge der
Laserdiode groß genug sein, damit der Frequenzabstand klein genug ist. Dementsprechend müssten bei
Laserdioden mit sehr kleinen Resonatorlängen gegebenenfalls höhere Ableitungen berücksichtigt werden.
In diesem Fall muss aber auch die Separierbarkeit der Moden in transversale und longitudinale Anteile
hinterfragt werden.

Der Frequenzabstand hängt außerdem mit der Zeit T zusammen, die ein Wellenpaket benötigt, um die
Resonatorlänge zweimal zurückzulegen: T = 2L/vgr = 2Lngr/c = 2π/∆ω. Diese Zeit ist unabhängig von der
genauen Form der Moden und es ist daher anzunehmen, dass die obige Gleichung für den Frequenzabstand
auch gilt, wenn die Modenfunktionen nicht durch stehendeWellen beschrieben werden. Dies ist zum Beispiel
der Fall, wenn sich die Reflektivitäten der Spiegel an den beiden Enden des Resonators stark von 1 unter-
scheiden. Zur Untersuchung diese Problems eignet sich die Traveling-Wave-Methode, welche in Kapitel 7
näher diskutiert wird.
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Abbildung 2.6: Beispiel für eine Laser-Simulation mit der Methode und den Parametern aus Kapitel 4.9 und
einer Stromstärke von 100 mA. (Links) Zeitabhängigkeit der Ladungsträgerdichte im Quantenfilm und der
Zahl der Photonen in der Laserdiode. (Rechts) Zeitliche Änderung des Brechungsindex.

2.5 Effektive eindimensionale Gleichung

In den Lasersimulationen ändert sich die Ladungsträgerdichte in den Quantenfilmen und natürlich auch
der entsprechende Brechungsindex, ein Beispiel dafür ist in Abb. 2.6 dargestellt. Hier ist zu sehen, wie vor
allem beim Anschalt-Vorgangs des Lasers sich die Ladungsträgerdichte stark ändert und damit auch der
Brechungsindex. Daher müssten bei einer Lasersimulation die Modenfunktionen jedesmal neu berechnet
werden, wenn sich die Ladungsträgerdichte ändert. Da dies natürlich sehr aufwendig ist, wird dieser Effekt im
folgenden entweder nicht oder nur näherungsweise berücksichtigt. EineMöglichkeit für eine solche Näherung
ist die Lösung einer effektiven eindimensionalen Eigenwertgleichung [99]. Diese effektive Eigenwertgleichung
folgt zum Beispiel aus der zweidimensionalen Eigenwertgleichung in Gl. (2.7) unter Vernachlässigung der z-
Abhängigkeit:

∂2

∂x2 ũx
p(x)+k2

0ϵ1D(x)ũx
p(x)= k2

0ϵeff,p ũx
p(x).

Die Funktion ϵ1D(x)= ϵ0(x)+δϵ(x) bezeichnet hier eine effektive dielektrische Funktion, welche sich aus
zweiAnteilen zusammensetzt.Der eineAnteil, ϵ0(x), ist zeitunabhängig undhängt nur vonder Struktur ab.Der
andere Anteil, δϵ(x), enthält die Änderungen δϵQW(x, z) der dielektrischen Funktion in den Quantenfilmen.
Sind diese Änderung klein, liefert die Störungstheorie

δϵ(x)=
∫︂

dz |u0(x, z)|2δϵQW(x, z),

hier ausgewertet mit der Modenfunktion der niedrigsten Ordnung aus einer Referenzrechnung, bei der die
zweidimensionale Eigenwertgleichung gelöst wurde. Die Änderung der dielektrischen Funktion ist nur im
Quantenfilm ungleich 0, daher ergibt das Integral

δϵ(x)≈ δϵQW(x)
∫︂
QW

dz |u0(x, z)|2 = δϵQW(x)Γ(x).

Der x-abhängige Confinement-Faktor Γ(x) wird hierbei oft durch das Integral

Γ(x)≈
∫︂
QW

dxdz |u0(x, z)|2

angenähert. Bei der Referenzrechnung wird das Problem für eine bestimmte Referenzladungsträgerdichte
nref(x) gelöst, die Änderung der dielektrischen Funktion lautet

δϵQW(x)= ϵQW(n(x))−ϵQW(nref(x))

Die Abhängigkeit der dielektrischen Funktion von der Ladungsträgerdichte n(x) wird im nächsten Kapitel
genauer diskutiert. Nun bleibt noch die Wahl des zeitunabhängigen Anteils ϵ0(x). Eine erste Möglichkeit
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neff ngr

2DModen-Solver 2.382 2.716
Mittelung mit Gauss-Funktion 2.384 2.750
Mittelung über gesamten Bereich 2.385 2.745
1D Eigenwertgleichung 2.702 3.453

Tabelle 2.1: Vergleich der Brechungsindizes mit dem Ergebnis des 2D-Moden-Solvers

ist die Mittelung der dielektrischen Funktion für jede x-Koordinate mit der 2D-Modenfunktion aus der
Referenzrechnung in z-Richtung:

ϵ0(x)=
∫︁
dz |u0(x, z)|2 ϵ(x, z)∫︁

dz |u0(x, z)|2 .

In der numerischen Implementierung ist die Diskretisierung die 1D-Modenfunktion im allgemeinen Fall
unabhängig von der Diskretisierung der 2D-Modenfunktion. Das obige Ergebnis wird daher mit einer Gauss-
Funktion in x-Richtung gefaltet um eine glatte Funktion für jede mögliche x-Koordinate zu erhalten:

ϵ0(x)=
∫︂

dx′
1⎷

2πσx
e
− (x−x′)2

2σ2
x

∫︁
dz

⃓⃓
u0(x′, z)

⃓⃓2
ϵ(x′, z)∫︁

dz |u0(x′, z)|2 .

Eine andere einfachereMöglichkeit ist dieMittelung über bestimmte Bereiche, zum Beispiel bis zur Stegbreite
wSteg:

ϵSteg =
∫︁ wSteg/2

0 dx
∫︁
dz |u0(x, z)|2 ϵ(x, z)∫︁ wSteg/2

0 dx
∫︁
dz |u0(x, z)|2

,

ϵRest =
∫︁ wDiode/2

wSteg/2 dx
∫︁
dz |u0(x, z)|2 ϵ(x, z)∫︁ wDiode/2

wSteg/2 dx
∫︁
dz |u0(x, z)|2

,

ϵ0(x)=

⎧⎪⎨⎪⎩
ϵSteg für |x| ≤ wSteg

2
ϵRest für

wSteg
2 < |x| ≤ wDiode

2
1 sonst .

Hierbei wurde angenommen, dass die Struktur-Laserdiode in x-Richtung eine Spiegel-Symmetrie aufweist.
Die dritte Möglichkeit ist ein Lösung einer eindimensionalen Eigenwertgleichung in z-Richtung für jeden x-
Wert:

∂2

∂z2 g(z)+k2
0ϵ(x, z)g(z)= k2

0ϵ0(x)g(z). (2.10)

In Abbildungen 2.7 bis 2.9 und Tabelle 2.1 werden die verschiedenen Möglichkeiten für das Beispiel
aus dem vorherigen Kapitel verglichen. Die ersten beiden Methoden liefern eine gute Übereinstimmung
mit dem effektiven Brechungsindex und dem Gruppenbrechungsindex der Referenzrechnung, während
die letzte Methode ein stark abweichendes Ergebnis liefert. Dies liegt wohl daran, dass bei der letzteren
Methode der effektive Brechungsindex vor allem durch der Quantenfilm bestimmt wird und damit viel zu
hoch ausfällt, ein Beispiel für die Lösung für eine Lösung der Eigenwertgleichung in z-Richtung ist in Abb. 2.9
gezeigt. Die eindimensionalen Eigenfunktionen der verschiedenen Methoden sind in Abb. 2.8 dargestellt.
Hier ist gut zu sehen, dass die Modenfunktionen in allen Fällen gut mit der Lösung der zweidimensionalen
Eigenwertgleichung übereinstimmen.

Für die Kopplung der Quantenfilme mit den optischen Moden ist vor allem die Modenfunktion am Ort
des Quantenfilms wichtig. Diese folgt durch Multiplikation der eindimensionalen Lösung mit einem Faktor:

ux
p(x, zQW)= Cũx

p(x),
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wobei der Vorfaktor C entsprechend gewählt werden muss. In Abb. 2.8 wurde zum Vergleich der Vorfaktor so
gewählt, dass die Funktionen bei x = 0 übereinstimmen. In den Rechnungen in den folgenden Kapiteln wird
dieser Faktor aber so gewählt, dass gilt:∫︂

QW
dxdz

⃓⃓⃓
ux

p(x, z)
⃓⃓⃓2 = C2dQW

∫︂
QW

dx
⃓⃓⃓
ũx

p(x)
⃓⃓⃓2

.

2.6 Hamilton-Operator

Um quantenmechanische Effekte wie spontane Emission zu berücksichtigen, müssen die Vektorfelder A
und E durch Operatoren ersetzt werden. Dementsprechend werden aus den komplexen Koeffizienten Bp in
Gleichungen (2.2) und (2.3) nun auch Operatoren, welche den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren für
Photonen der jeweiligen Moden entsprechen. Die Operatoren der Vektorfelder lauten

Â(r)=∑︂
p

√︄
ħ

2ωpϵ0

[︂
B̂pup(r)+u∗

p(r)B̂†
p

]︂
,

Êopt(r)=∑︂
p

i

√︄
ħωp

2ϵ0

[︂
B̂pup(r)−u∗

p(r)B̂†
p

]︂
. (2.11)

Der Hamilton-Operator für freie Photonen lautet [97]

Ĥ0
ph =

∑︂
p
ħωp

[︃
B̂†

pB̂p + 1
2

]︃
. (2.12)

und entspricht dem eines harmonischen Oszillators für jede Mode. Die Vorfaktoren in Gl. (2.11) wurden hier
so gewählt, dass der Operator der Photonenzahl durch

Ŝp = B̂†
pB̂p

gegeben ist.
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Abbildung 2.7: Vergleich der Methoden zur Bestimmung des effektiven Brechungsindex für die Diode aus
Abb. 2.2. Hier ist die Ortsabhängigkeit des effektiven Brechungsindex dargestellt. Der graue Bereich zeigt die
Position des Stegs an.
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Abbildung 2.8: Vergleich der 1D-Modenfunktionen der verschiedenen Näherungen mit dem Ergebnis des
2D-Moden-Solvers
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Abbildung 2.9: Beispiel der Lösung der Eigenwertgleichung in z-Richtung für x = 0, siehe Gl. (2.10)



Kapitel 3

Beschreibung der Quantenfilme

Bei einer Laserdiode werden die meisten Photonen durch stimulierte Emission der Ladungsträger in den
Quantenfilmen erzeugt. Um die Dynamik des optischen Feldes richtig zu beschreiben, ist es daher wichtig,
auch die Dynamik dieser Ladungsträger mit einzubeziehen. Dazu wird ein Hamilton-Operator benötigt,
welcher auch die Wechselwirkung von Ladungsträgern und optischem Feld enthält. Dieser Hamilton-Ope-
rator wird in der zweiten Quantisierung aufgestellt, für eine detaillierte Beschreibung siehe zum Beispiel
Ref. [97]. Eine wichtige Größe in der Dynamik der Ladungsträger sind die Besetzungsfunktionen, welche
den Erwartungswert der Besetzung eines Zustandes angegeben. Mithilfe des Hamilton-Operators und den
Heisenberg-Bewegungsgleichungen kann die zeitliche Entwicklung dieser Besetzungsfunktionen und anderer
Größen bestimmt werden.

Bei Halbleitern werden die entsprechenden Bewegungsgleichungen Halbleiter-Bloch-Gleichungen ge-
nannt, welche hier auch für den ortsabhängigen Fall kurz hergeleitet werden sollen, siehe hierzu auch Ref. [64].
Um die Halbleiter-Bloch-Gleichungen zu verwenden, werden die Bandstruktur in der Nähe der Bandlücke des
Quantenfilms und entsprechende optische Matrixelemente benötigt. Eine Möglichkeit ist die k ·p-Methode,
welche imFolgenden fürNitride auch kurz vorgestellt wird. EinVorteil derHalbleiter-Bloch-Gleichungen liegt
auch darin, dass Vielteilcheneffekte wie Coulomb-Streuung berücksichtigt werden können. Diese Streueffekte
können einen großen Einfluss auf die optischen Eigenschaften haben, deswegen werden im Anschluss kurz
die Coulomb-Streuung und die Elektronen-Phonon-Streuung beschrieben. Eine weitere Schwierigkeit liegt in
der Berücksichtigung der spontanen Emission, welche beim Anschalten der Laserdiode eine wichtige Rolle
spielt. Eine genaue Beschreibung dieses Effekts benötigt eine aufwendige quantenoptische Beschreibung,
daher wird am Ende dieses Kapitels eine mögliche Näherung hierfür diskutiert.

3.1 Hamilton-Operator

Der gesamte Hamilton-Operator des Systems kann zunächst als eine Summe von drei Termen geschrieben
werden [97]:

Ĥ = Ĥe+ V̂ + Ĥ0
ph. (3.1)

Der Term Ĥe enthält die elektronischen Anteile ohne Coulomb-Wechselwirkung:

Ĥe =
∫︂

d3rΨ̂†(r)
[︃

(p̂+ eÂ(r))2

2m0
+U(r)

]︃
Ψ̂(r), (3.2)

hierbei bezeichnen Ψ̂†(r) und Ψ̂(r) die Elektronen-Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Die Elektronen
koppeln über den Operator des Vektorpotentials Â mit dem optischen Feld. Der Impulsoperator p̂ hat im
Ortsraum die übliche Form p̂=−iħ∇ und das gitterperiodische Potential U(r) liefert die Bandstruktur.

Der mit V̂ bezeichnete Term enthält die Coulomb-Wechselwirkung:

V̂ = 1
2

∫︂
d3r

∫︂
d3r′ Ψ̂†(r)Ψ̂†(r′)

e2

4πϵ0ϵb

1
|r−r′|Ψ̂(r′)Ψ̂(r),

25
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die Konstante ϵb enthält alle statischen Beiträge zur dielektrischen Funktion und sorgt für eine Verringerung
der Coulomb-Wechselwirkung imMaterial. Die Abschirmung der freien Ladungsträger im Halbleiter ist stark
frequenzabhängig und hier noch nicht enthalten.

Der dritte Term Ĥ0
ph ist der freie Hamilton-Operator des elektromagnetischen Feldes aus Gl. (2.12). Für

die Laserdynamik sind nur optische Übergänge zwischen Leitungsband und Valenzband relevant, dazu ist es
zweckmäßig, das Quadrat in Gl. (3.2) auszuführen:

Ĥe =
∫︂

d3rΨ̂†(r)
[︃

p̂2 + e2Â2(r)+ ep̂ · Â(r)+ eÂ(r) · p̂
2m0

+U(r)
]︃
Ψ̂(r)

=
∫︂

d3rΨ̂†(r)
[︃

p̂2

2m0
+U(r)+ e2

2m0
Â2(r)+ e

m0
Â(r) · p̂+ e

2m0
[p̂,Â(r)]

]︃
Ψ̂(r).

Der Â2-Term enthält den Impuls-Operator nicht und deswegen vor allem wichtig für Übergänge innerhalb
eines Bandes. Im Folgenden wird dieser Term daher ignoriert. Des Weiteren gibt es noch einen Term der
Form [p̂,Â(r)]∝∇· Â(r). Dieser verschwindet in Coulomb-Eichung und ist in der generalisierten Coulomb-
Eichung immer noch hinreichend klein. Daher lautet das Ergebnis:

Ĥe ≈
∫︂

d3rΨ̂†(r)
[︃

p̂2

2m0
+U(r)

]︃
Ψ̂(r)⏞ ⏟⏟ ⏞

Ĥ0
e

+
∫︂

d3rΨ̂†(r)
[︃

e
m0

Â(r) · p̂
]︃
Ψ̂(r)⏞ ⏟⏟ ⏞

Ĥe-ph

Dr elektronische Hamilton-Operator wurde nochmal aufgespalten in einen freien elektronischen Anteil Ĥ0
e

und einenTerm Ĥe-ph, welcher dieWechselwirkung der Elektronenmit demoptischen Feld beschreibt. Da nur
die Zustände in der Nähe der Bandlücke berücksichtigt werden sollen, ist es zweckmäßig, die Feldoperatoren
zunächst in einer geeigneten vollständigen Basis zu entwickeln:

Ψ̂(r) =∑︂
α

âαφα(r), Ψ̂†(r)=∑︂
α

â†
αφ

∗
α(r).

Die Zustände φα sind orthonormal und die Operatoren â†
α und âα sind die dazugehörigen Erzeugungs- und

Vernichtungsoperatoren. Als Basis werden die Eigenfunktionen des freien elektronischenHamilton-Operators
Ĥ0

e benutzt, dieser hat die Form

Ĥ0
e =

∑︂
λk
ελkâ†

λkâλk,

hierbei bezeichnet λ den Bandindex und k ist ein Wellenvektor aus der ersten Brillouin-Zone. Im Bulk-
Material sind diese Eigenfunktionen die Blochwellen:

φλk(r)= uλk(r)

√︄
1
V

eik·r .

Dabei sind die uλk(r) die gitterperiodischen Blochfunktionen. Im Quantenfilm haben die Eigenfunktionen
die Form

φλk(r)= uλk(r)
√︃

1
A

eik·r∥ ξλ(z). (3.3)

Der Wellenvektor k ist zweidimensional und in z-Richtung hängt die Wellenfunktion von der Einhüllenden
ξλ(z) ab.

In dieser Basis lautet der Elektron-Photon-Wechselwirkungsterm

Ĥe−ph =
∫︂

d3rΨ̂†(r)
[︃

e
m0

Â(r) · p̂
]︃
Ψ̂(r)

= ∑︂
λλ′

∑︂
kk′

â†
λkâλ′k′

1
A

∫︂
d3r ei(k′−k)·r∥ ξ∗λ(z)

e
m0

Â(r)ξλ′ (z)u∗
λk(r)

[︁ħk′+ p̂
]︁
uλ′k′ (r)

≈ ∑︂
λλ′

∑︂
kk′

â†
λkâλ′k′

1
A

∑︂
R

ei(k′−k)·R∥ ξ∗λ(Z)
e

m0
Â(R)ξλ′ (Z)

∫︂
ΩEZ

d3ru∗
λk(r)

[︁ħk′+ p̂
]︁
uλ′k′ (r).
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Im letzten Schritt wurde das Integral über das ganze Volumen des Halbleiters aufgeteilt in Integrale über
die Einheitszelle an jedem Gitterpunkt R. Dabei wurde angenommen, dass das Feld und die Einhüllenden
konstant über die Ausdehnung der Einheitszelle sind. Unter der Annahme, dass die Blochfunktionen nur
schwach von k abhängen und daher durch Blochfunktionen am Γ-Punkt ersetzt werden können, hat der
Wechselwirkungsterm die einfache Form

Ĥe−ph ≈ ∑︂
λλ′

∑︂
kk′

â†
λkâλ′k′Âλλ′

k−k′
ep̂λλ′

m0
,

dabei bezeichnen pλλ′ die entsprechenden Impuls-Matrixelemente der Blochfunktionen

pλλ′ =
−iħ
ΩEZ

∫︂
ΩEZ

d3ru∗
λ0(r)∇uλ′0(r),

welche für λ=λ′ verschwinden [97]. Das optische Feld geht über den Term Âλλ′
k−k′ ein, was einer zweidimen-

sionalen Fourier-Transformation über den Quantenfilm entspricht:

Âλλ′
q = 1

A

∫︂
d2r∥ e−iq·r∥

∫︂
dzξ∗λ(z)ξλ′ (z)Â(r)= 1

A

∫︂
d2r∥ e−iq·r∥ Âλλ′ (r∥)

Hierbei wird zunächst das Feld mit den Einhüllenden in z-Richtung integriert. Ist das Feld konstant über
die Ausdehnung des Quantenfilms, ergibt diese Integration Âλλ′ (r∥)= Sλλ′Â(r∥, zQW). Der Beitrag ist also
proportional zum Überlapp

Sλλ′ =
∫︂

dzξ∗λ(z)ξλ′ (z)

der Einhüllenden, was physikalisch sinnvoll erscheint. Um die Gleichungen zu vereinfachen, wird außerdem
angenommen, dass sich auch die Polarisationsrichtung über die Ausdehnung des Quantenfilms nicht ändert:
Â(r)= Â(r)ep. Die Impuls-Matrixelemente werden ersetzt durch das Skalarprodukt mit der Polarisations-
richtung multipliziert mit dem Überlapp:

pλλ′ = Sλλ′pλλ′ ·ep (3.4)

Der Wechselwirkungsterm hat nun die Form

Ĥe−ph ≈∑︂
λλ′

∑︂
kk′

â†
λkâλ′k′ Âk−k′

epλλ′
m0

=∑︂
λλ′

∑︂
kk′

â†
λkâλ′k′

epλλ′
m0

.
1
A

∫︂
d2r∥ e−i(k−k)·r∥ ˆ̃A(r∥), (3.5)

hierbei ist ˆ̃A(r∥)= Â(r∥, zQW).
Analog ergibt das Einsetzen der Basis in den Operator der Coulomb-Wechselwirkung

V̂ = 1
2A

∑︂
kk′q

∑︂
λλ′

Vλλ′
q â†

λkâ†
λ′k′ âλ′k′+qâλk−q.

Dabei wurde wie oben angenommen, dass die Einhüllenden konstant über die Ausdehnung der Einheitszelle
sind. Die Matrixelemente Vλλ′

q haben die folgende Form

Vλλ′
q = e2

2ϵ0ϵb

1
q

∫︂
dz

∫︂
dz′ |ξλ(z)|2 ⃓⃓

ξλ′ (z′)
⃓⃓2 e−

⃓⃓
q(z−z′)

⃓⃓
⏞ ⏟⏟ ⏞

Fλλ′
q

(3.6)

Sie bestehen also aus der Wechselwirkung in zwei Dimensionen V 2D
q und einem Formfaktor Fλλ′

q , welcher
immer zwischen 0 und 1 liegt.
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3.2 Besetzungsfunktionen und Ladungsträgerdichte

Des Zustand eines quantenmechanischen Systems wird im Allgemeinen durch die Wellenfunktion oder
durch die Dichtematrix beschrieben. Die Zeitentwicklung dieser Größen ist durch den Hamilton-Operator
bestimmt, allerdings ist die Anzahl der Teilchen in einer Laserdiode viel zu hoch, um diese Größen direkt
berechnen zu können. Allerdings ist bei der Simulation einer Laserdiode der genaue Zustand des Systems
nicht von Interesse, sondern nur die Erwartungswerte bestimmter Operatoren. Beispiele hierfür wären die
Anzahl der Ladungsträger im Quantenfilm oder die Anzahl der Photonen im Wellenleiter. In der zweiten
Quantisierung wird der Erwartungswert eines Einteilchen-Operators folgendermaßen berechnet:

Â =∑︂
i j

A i j â
†
i â j ⇒ A = ⟨︁

Â
⟩︁=∑︂

i j
A i j

⟨︂
â†

i â j

⟩︂
=∑︂

i j
A i jρ ji(t).

Ist also die Einteilchen-Dichtematrix ρ i j(t) bekannt, kann der Erwartungswert von jedem Einteilchen-Ope-
rator zu jedem Zeitpunkt bestimmt werden. Auf der Diagonalen der Einteilchendichtematrix stehen die
mittleren Besetzungen der Zustände f i =

⟨︂
â†

i âi

⟩︂
, welche für Fermionen immer zwischen 0 und 1 liegen. Im

thermodynamischen Gleichgewicht werden die Besetzungen duch die Fermi-Dirac-Verteilung beschrieben:

f i = 1
eβ(εi−µ)+1

(3.7)

Hierbei istβ= 1/(kBT) die inverseTemperatur und µ ist das chemische Potential. DieNichtdiagonalelemente der
Einteilchen-Dichtematrix enthalten die mikroskopischen Polarisationen ψi j =

⟨︂
â†

i â j

⟩︂
, welche zu Übergängen

zwischen Zuständen i und j führen können. Für einen Quantenfilm hat die Einteilchen-Dichtematrix hat die
Form

ρλk,λ′k′ = ⟨︁
ρ̂λk,λ′k′

⟩︁= ⟨︂
â†
λ′k′ âλk

⟩︂
,

hierbei bezeichnet ρ̂λk,λ′k′ den dazugehörigen Operator. Matrixelemente mit k ̸=k′ beschreiben eine Ortsab-
hängigkeit der Besetzungen bzw. der mikroskopischen Polarisation. Dies wird durch eine Fourier-Transfor-
mation deutlich gemacht:

ρλλ′k(r∥, t)=∑︂
q

eiqr∥ ρλk+ q
2 ,λ′k− q

2
=∑︂

q
eiqr∥

⟨︃
â†
λ′k− q

2
(t)â

λk+ q
2
(t)

⟩︃
.

Die Elemente mit λ=λ′ sind die ortsabhängigen Besetzungen und entsprechend die Elemente mit λ ̸=λ′ die
ortsabhängigen Polarisationen:

f λk (r∥, t)=
⟨︂

f̂ λk (r∥, t)
⟩︂
= ρλλk(r∥, t)=∑︂

q
eiqr∥

⟨︃
â†
λk− q

2
(t)â

λk+ q
2
(t)

⟩︃
,

ψλλ′
k (r∥, t)=

⟨︂
ψ̂λλ′

k (r∥, t)
⟩︂
= ρλ′λk(r∥, t)=∑︂

q
eiqr∥

⟨︃
â†
λk− q

2
(t)â

λ′k+ q
2
(t)

⟩︃
,

mit den dazugehörigen Operatoren f̂ λk und ψ̂λλ′
k . Diese Ortsabhängigkeit ist normalerweise schwach, das

heißt nur Beiträge mit kleinen q spielen eine Rolle. Verschwinden alle Matrixelemente mit k ̸=k′, hängen
wie erwartet Besetzungen f λk (r∥, t) und mikroskopische Polarisationen ψλλ′

k (r∥, t) nicht vom Ort ab.
In einer Laserdiode gibt es verschiedene Streu-Prozesse wie beispielsweise die Coulomb-Streuung und die

Streuung von Elektronen mit Phononen, welche dafür sorgen, dass sich ein thermodynamische Gleichgewicht
einstellt. Diese Streuprozesse wirken auf sehr kleinen Zeitskalen, zum Beispiel liegen typische Streuzeiten
in einer Größenordnung von 100 fs [100, 101]. Die Dynamik von Laserdioden findet aber auf einer Nanose-
kunden-Skala statt. Deswegen ist anzunehmen, dass die Abweichung der Besetzungsfunktionen zu Fermi-
Dirac-Verteilungen klein ist. Die Fermi-Dirac-Verteilung aus Gl. 3.7 hängt ab von der inversen Temperatur
β= 1/(kBT) und dem chemischen Potential µ. Um die k-abhängigen Besetzungsfunktionen zu bestimmen,
ist auch eine Kenntnis der Bandstruktur nötig:

f λ,FD
k = 1

eβλ(ελk−µλ)+1
.
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Im thermodynamischen Gleichgewicht sind die chemischen Potentiale und Temperaturen gleich, bei der La-
serdynamik kann es aber vorkommen, dass sich nur ein Quasi-Gleichgewicht einstellt und sich die chemischen
Potentiale und Temperaturen von Band zu Band unterscheiden. In dieser Arbeit wird für die Temperatur im
Folgenden die Gittertemperatur verwendet, βλ =β= 1/(kBTGitter), welche als Parameter in die Simulation
eingeht.

Da normalerweise mit der Ladungsträgerdichte statt dem chemischen Potential gearbeitet wird, muss
noch eine Verbindung zwischen den beiden Größen hergestellt werden. Die Ladungsträgerdichte kann durch
eine entsprechende Summe über alle k-Werte berechnet werden:

nλ =
2
A

∑︂
k

f λ,FD
k = 2

A

∑︂
k

1

eβ(ελk−µλ)+1
= 2

(2π)2

∫︂
d2k

1

eβ(ελk−µλ)+1
(3.8)

mit einem Faktor 2 aufgrund der Spinsummation. Wird eine Dichte vorgegeben, muss dementsprechend
eine nichtlineare Gleichung für das chemische Potential µλ gelöst werden. Außerdem kann das Integral auf
der rechten Seite nur in einigen Spezialfällen analytisch gelöst werden, zum Beispiel für eine parabolische
Bandstruktur in zwei Dimensionen [62].

Generell können im Halbleiter mehrere Leitungsbänder oberhalb der Bandlücke und mehrere Valenzbän-
der unterhalb der Bandlücke für optische Prozesse relevant sein. Da bei Nitriden die Energien des zweiten
Leitungsbands am Γ-Punkt viel größer sind als die des ersten Leitungsbandes, wird im Folgenden nur ein
Leitungsband mit λ= c berücksichtigt. Daher kann für die Elektronen im Leitungsband Gl.(3.8) verwendet
werden, um das chemische Potential zu bestimmen. Bei den Valenzbändern in Nitriden ist jedoch der Ener-
gieabstand zwischen den Bändern in der Nähe der Bandlücke klein und so sind zwei oder mehr Valenzbänder
für die Laserdynamik relevant. Allerdings ist im Normalfall nur die Summe der Dichten aller Valenzbänder
bekannt. Daher sind weitere Annahmen erforderlich, hier wird angenommen, dass alle Valenzbänder das
gleiche chemische Potential besitzen. Die zu lösende nichtlineare Gleichung lautet

nv =
∑︂
λ∈v

nλ =
2

(2π)2
∑︂
λ∈v

∫︂
d2k

1

eβ(ελk−µv)+1
. (3.9)

Die Besetzungen der Valenzbänder weichen normalerweise nur in der Nähe vom Γ-Punkt stark von 1 ab,
daher ist es bequemer, im Elektron-Loch-Bild zu arbeiten. Hierbei werden die Besetzungen der Valenzbänder
f v
k durch die entsprechenden Loch-Besetzungen 1− f h

−k ersetzt, und die Energien εv
k entsprechend durch

−εh
−k. Für die Elektronen im Leitungsband gibt es keine Änderungen, daher werden im Elektron-Loch-Bild

die Leitungsband-Besetzungen f c
k durch f e

k ersetzt. Analog werden die Leitungsband-Energien anstelle von
εc

k mit εe
k bezeichnet. Im Folgenden wird, wennmöglich, immer das Elektron-Loch-Bild verwendet, in diesem

Fall werden alle Größen mit e und h indiziert. Manchmal ist es aber dennoch notwendig, mit dem Bild von
Leitungs- und Valenzelektronen zu arbeiten, in diesem Fall werden zur Unterscheidung alle Größen die
das Leitungsband betreffen mit c indiziert, und die Größen der Valenzbänder entsprechend mit v. Für das
chemische Potential der Lochbänder µh =−µv folgt aus Gl. (3.9) die Gleichung

nh = 2
A

∑︂
λ∈v

∑︂
k

(︂
1− f λ,FD

k

)︂
= 2

(2π)2
∑︂
λ∈h

∫︂
d2k

1

eβ(ελk−µh)+1
,

wobei ελk nun die Energien der Löcher sind.

3.3 Halbleiter-Bloch-Gleichungen

Für die Simulation einer Laserdiode ist es nun wichtig zu wissen, wie sich die Elemente der Einteilchendich-
tematrix, wie beispielsweise die Besetzungsfunktionen, zeitlich entwickeln. Für den Quantenfilm muss diese
Zeitabhängigkeit durch den Hamilton-Operator bestimmt sein, wie er in Kapitel 3.1 diskutiert wurde. Eine
naheliegende Möglichkeit zur Herleitung von Bewegungsgleichungen ist die Heisenbergsche Bewegungsglei-
chung [62]:

d
dt

Â =− i
ħ

[︁
Â, Ĥ

]︁
.

Für Operatoren mit expliziter Zeitabhängigkeit im Schrödinger-Bild gibt es einen zusätzlichen Term. Weil
jedoch alle Operatoren, die im Folgenden betrachtet werden, diese explizite Zeitabhängigkeit nicht besitzen,
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wurde dieser zusätzliche Term hier nicht aufgeführt. Die resultierenden Bewegungsgleichungen für die
Besetzungsfunktionen und mikroskopischen Polarisationen in einen Halbleiter werden Halbleiter-Bloch-
Gleichungen genannt und im Folgenden für den ortsabhängigen Fall hergeleitet. Im Heisenberg-Bild hängen
alle Operatoren natürlich von der Zeit ab, zur Vereinfachung der Notation wird diese Zeitabhängigkeit aber
nicht explizit angegeben.

Vor der Auswertung der Kommutatoren ist es zweckmäßig, zunächst den Anteil der Coulomb-Wechsel-
wirkung umzuschreiben:

V̂ = V̂HF + ĤStreu

Hierbei ist V̂HF der Hartree-Fock-Anteil

V̂HF = 1
2A

∑︂
kk′q

∑︂
λλ′

Vλλ′
q

[︂⟨︂
â†
λkâλk−q

⟩︂
â†
λ′k′ âλ′k′+q +

⟨︂
â†
λ′k′ âλ′k′+q

⟩︂
â†
λkâλk−q

−
⟨︂

â†
λkâλ′k′+q

⟩︂
â†
λ′k′ âλk−q −

⟨︂
â†
λ′k′ âλk−q

⟩︂
â†
λkâλ′k′+q

]︂
,

bei dem die Elektronen nur über ein effektives Potential miteinander wechselwirken. Die Differenz ĤStreu
zwischen dem tatsächlichen Wechselwirkungsoperator und dem Hartree-Fock-Term enthält Coulomb-Streu-
terme, welche versuchen, das System zurück in das thermodynamische Gleichgewicht zu treiben. Im Folgen-
den werden bei der Herleitung der Halbleiter-Bloch-Gleichungen diese Streuterme zunächst vernachlässigt.
Damit hat der Hamilton-Operator die Form:

Ĥ = Ĥ0
ph+

∑︂
kk′λ

E λ
k,k′ â†

λkâλk′ +
∑︂

kk′,λ̸=λ′
Û λλ′

k,k′ â†
λkâλ′k′

Dabei enthält E λ
k,k′ die freien Energien und derenRenormierung durch denHartree-Fock-Term. ImFolgenden

wird nur der Austauschterm betrachtet, da zum Beispiel die freien Energien ελk den Hartree-Beitrag im
Grundzustand schon enthalten sollten:

E λ
k,k′ = ελkδkk′ − 1

A

∑︂
q

Vλλ
q ρλk+q,λk′+q + 1

A

∑︂
k′′λ′

Vλλ′
k−k′ρλ′k′′+k−k′,λk′′⏞ ⏟⏟ ⏞

≈δkk′Vλλ
q→0

1
A

∑︁
k′′ f λk′′

≈ ελkδkk′ − 1
A

∑︂
q

Vλλ
q ρλk+q,λk′+q.

Der Term Û λλ′
k,k′ enthält die Wechselwirkung mit dem optischen Feld:

Û λλ′
k,k′ = epλλ′

m0
Âk−k′ − 1

A

∑︂
q

Vλλ′
q ρλk+q,λ′k′+q.

Für Fermionen gelten die Vertauschungsrelationen{︂
âi, â

†
j

}︂
= âi â

†
j + â†

j âi = δi j,
{︂
âi, â j

}︂
=

{︂
â†

i , â
†
j

}︂
= 0.

Damit lautet die Heisenberg-Bewegungsgleichung eines Vernichtungsoperators:

d
dt

âλk =− i
ħ

[︁
âλk, Ĥ

]︁=− i
ħ

∑︂
k′

E λ
k,k′ âλk′ − i

ħ
∑︂
k′λ′

Û λλ′
k,k′ âλ′k′ .

Ein Adjungieren ergibt die Bewegungsgleichung für die Erzeugungsoperatoren. Zusammen folgt für die
Elemente der Einteilchendichtematrix die Bewegungsgleichung

d
dt
ρ̂λ′k′,λk = d

dt
â†
λkâλ′k′ =− i

ħ
∑︂
k′′

[︂
E λ′

k′,k′′ â†
λkâλ′k′′ −E λ

k′′,kâ†
λk′′ âλ′k′

]︂
− i
ħ

∑︂
k′′λ′′

[︂
Û λ′λ′′

k′,k′′ â†
λkâλ′′k′′ − Û λ′′λ

k′′,kâ†
λ′′k′′ âλ′k′

]︂
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⇒ d
dt
ρ̂λ′k′,λk =− i

ħ
∑︂
k′′

[︂
E λ′

k′,k′′ ρ̂λ′k′′,λk −E λ
k′′,kρ̂λ′k′,λk′′

]︂
− i
ħ

∑︂
k′′λ′′

[︂
Û λ′λ′′

k′,k′′ ρ̂λ′′k′′,λk − Û λ′′λ
k′′,kρ̂λ′k′,λ′′k′′

]︂
.

Daraus folgt die Bewegungsgleichung für die ortsabhängige Einteilchendichtematrix:

d
dt
ρ̂λ′λk(r∥)=− i

ħ
∑︂
k′q

eiqr∥
[︃
E λ′

k+ q
2 ,k′ ρ̂λ′k′,λk− q

2
−E λ

k′,k− q
2
ρ̂λ′k+ q

2 ,λk′

]︃
− i
ħ

∑︂
k′qλ′′

eiqr∥
[︃
Û λ′λ′′

k+ q
2 ,k′ ρ̂λ′′k′,λk− q

2
− Û λ′′λ

k′,k− q
2
ρ̂λ′k+ q

2 ,λ′′k′

]︃
.

Aufgrund der Summen über k′ und q ist es möglich die Koordinatentransformation

q→q+ q̃, k′ →k+ q̃
2
− q

2
durchzuführen. Dies führt auf

d
dt
ρ̂λ′λk(r∥)=

− i
ħ

∑̃︂
qq

ei(q+q̃)r∥
[︃
E λ′

k+ q̃
2 +

q
2 ,k+ q̃

2 −
q
2
ρ̂
λ′k+ q̃

2 −
q
2 ,λk− q̃

2 −
q
2
−E λ

k+ q̃
2 −

q
2 ,k− q̃

2 −
q
2
ρ̂
λ′k+ q̃

2 +
q
2 ,λk+ q̃

2 −
q
2

]︃
− i
ħ

∑︂
q̃qλ′′

ei(q+q̃)r∥
[︃
Û λ′λ′′

k+ q̃
2 +

q
2 ,k+ q̃

2 −
q
2
ρ̂
λ′′k+ q̃

2 −
q
2 ,λk− q̃

2 −
q
2
− Û λ′′λ

k+ q̃
2 −

q
2 ,k− q̃

2 −
q
2
ρ̂
λ′k+ q̃

2 +
q
2 ,λ′′k+ q̃

2 −
q
2

]︃
.

Um die Terme auf der rechten Seite wieder durch die ortsabhängige Dichtematrix auszudrücken, muss
zunächst eine Taylor-Entwicklung ausgeführt werden. Zum Beispiel wird bei dem ersten Beitrag für die
Dichtematrix die folgende Entwicklung verwendet:

ρ̂
λ′k+ q̃

2 −
q
2 ,λk− q̃

2 −
q
2
= ∑︂

n=0

1
n!

(︂
−q

2
·∇q

)︂n
ρ̂
λ′k+ q̃

2 +q,λk− q̃
2 +q

⃓⃓⃓⃓
⃓
q=0

= ∑︂
n=0

1
n!

(︂
−q

2
·∇k

)︂n
ρ̂
λ′k+ q̃

2 ,λk− q̃
2

Die Terme mit E oder U werden genauso entwickelt. Die zusätzlichen q- oder q̃-Faktoren sorgen bei dem
jeweils anderen Term in jedem der vier Beiträge zu einer Ortsableitung. Dies führt insgesamt auf [64]

d
dt
ρ̂λ′λk(r∥)=− i

ħ
∑︂
mn

(︂
∇r′∥

∇k
)︂n (︁∇r∥∇k′

)︁m

(2i)n+mn!m![︃
(−1)mε̃λ

′
k (r∥)ρ̂λ′λk′ (r′∥)− (−1)nε̃λk(r∥)ρ̂λ′λk′ (r′∥)

−(−1)m ∑︂
λ′′

ħΩ̂λ′λ′′
k (r∥)ρ̂λ′′λk′ (r′∥)+ (−1)n ∑︂

λ′′
ħΩ̂λ′′λ

k (r∥)ρ̂λ′λ′′k′ (r′∥)
]︃⃓⃓⃓⃓
⃓
r∥=r′∥,k=k′

. (3.10)

Hierbei wurden die ortsabhängigen Energien definiert als

ε̃λk(r∥)=
∑︂
q

eiqr∥ E λ

k+ q
2 ,k− q

2
= ελk − 1

A

∑︂
q

Vλλ
q ρλλk+q(r∥), (3.11)

und die ortsabhängigen Rabi-Frequenzen lauten

ħΩ̂λλ′
k (r∥)=−∑︂

q
eiqr∥ Ûλλ′

k+ q
2 ,k− q

2
=− epλλ′

m0

ˆ̃A(r∥)+
1
A

∑︂
q

Vλλ′
q ρλλ′k+q(r∥). (3.12)

In nullter Ordnung in der Ortsabhängigkeit m = n = 0 ergeben sich die Bewegungsgleichungen

d
dt
ρ̂λ′λk(r∥)=− i

ħ
[︂
ε̃λ

′
k (r∥)ρ̂λ′λk(r∥)− ε̃λk(r∥)ρ̂λ′λk(r∥)

]︂
+i

∑︂
λ′′

[︂
Ω̂λ′λ′′

k (r∥)ρ̂λ′′λk(r∥)− Ω̂λ′′λ
k (r∥)ρ̂λ′λ′′k(r∥)

]︂
.
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Daraus ergeben sich die Bewegungsgleichungen für die Besetzungen und die mikroskopischen Polarisationen,
der Übersicht halber wurden die Ortsabhängigkeiten nicht mit angegeben:

d
dt
ψ̂λλ′

k = iΩ̂λ′λ
k

(︂
f̂ λk − f̂ λ

′
k

)︂
− i
ħ

(︂
ε̃λ

′
k − ε̃λk

)︂
ψ̂λ

k + d
dt
ψ̂λλ′

k

⃓⃓⃓⃓
Streu

,

d
dt

f̂ λk = 2
∑︂
λ′

Im
{︂
ψ̂λ′λ

k

(︂
Ω̂λλ′

k

)︂∗}︂
+ d

dt
f̂ λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

. (3.13)

Die Streuterme in Gl. (3.13) enthalten alles, was über die Hartree-Fock-Näherung und die nullte Ordnung in
der Ortsabhängigkeit hinausgeht. Diese Bewegungsgleichungen werden auch Halbleiter-Bloch-Gleichungen
genannt.

Wie im letzten Unterkapitel schon diskutiert wurde, sind bei der Laserdynamik für Nitride mehrere
Valenzbänder beteiligt, allerdings nur ein Leitungsband. Die optischen Übergänge zwischen Valenzbändern
sind bei der Laser-Simulation auch nicht weiter von Interesse, daher sind nur die Polarisationen ψ̂cλ

k zwischen
dem Leitungsband und den verschiedenen Valenzbändern relevant. Zur Vereinfachung der Notation werden
daher die folgenden Abkürzungen verwendet:

ψ̂λ
k = ψ̂cλ

k , Ω̂λ
k = Ω̂λc

k , pλ = pλc = p∗
cλ. (3.14)

Damit nehmen die Halbleiter-Bloch-Gleichungen im Elektron-Loch-Bild die folgende Form an:

d
dt
ψ̂λ

k = iΩ̂λ
k

(︂
1− f̂ λk − f̂ e

k

)︂
− i
ħ

(︂
ε̃e

k + ε̃λk
)︂
ψ̂λ

k + d
dt
ψ̂λ

k

⃓⃓⃓⃓
Streu

,

d
dt

f̂ e
k = 2

∑︂
λ∈h

Im
{︂
ψ̂λ

k

(︂
Ω̂λ

k

)︂∗}︂
+ d

dt
f̂ e
k

⃓⃓⃓⃓
Streu

,

d
dt

f̂ λk = 2Im
{︂
ψ̂λ

k

(︂
Ω̂λ

k

)︂∗}︂
+ d

dt
f̂ λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

,

dabei werden die verschiedenen Lochbänder mit λ und das einzelne Leitungsband mit e indiziert.
Es fehlen noch Bewegungsgleichungen für das optische Feld, bzw. für die Modenkoeffizienten B̂p. Diese

können auch mit den Heisenberg-Bewegungsgleichungen hergeleitet werden. Mit dem Hamilton-Operator
aus Gl. (2.12) und (3.5) lautet die Bewegungsgleichung für den Photonen-Vernichtungsoperator

d
dt

B̂p =− i
ħ

[︁
B̂p, Ĥ

]︁
=−iωpB̂p − i

ħ
∑︂
λλ′

∑︂
kk′

â†
λkâλ′k′

[︁
B̂p, Âk−k′

]︁ epλλ′
m0

=−iωpB̂p − i

√︄
1

2ωpϵ0ħ
1
A

∑︂
k

∑︂
λλ′

epλλ′
m0

∫︂
d2r∥ ψ̂λλ′

k (r∥)u∗
p(r∥, zQW)

=−iωpB̂p +
√︄

ωp

2ħϵ0

∫︂
d2r∥ u∗

p(r∥, zQW)P̂(r∥,ωp) (3.15)

Hierbei wurde der Operator der makroskopischen Polarisation P̂ des Quantenfilms definiert als

P̂(r∥,ω)=−∑︂
λλ′

iepλλ′
ωm0

1
A

∑︂
k
ψ̂λλ′

k (r∥)=
∑︂
λλ′

dλλ′ (ω)
1
A

∑︂
k
ψ̂λλ′

k (r∥),

mit dem Dipolmoment dλλ′ (ω) = −iepλλ′ /ωm0. Für ein Leitungsband und mit den Abkürzungen aus
Gl. (3.14) hat die Polarisation die Form

P̂(r∥,ω)=∑︂
λ

dλ(ω)
1
A

∑︂
k
ψ̂λ

k(r∥)−
∑︂
λ

d∗
λ(ω)

1
A

∑︂
k

(︂
ψ̂λ

k(r∥)
)︂†

.

Bisher wurden die Bewegungsgleichung nur für die Operatoren aufgestellt. Wird davon der Erwartungs-
wert gebildet, führt das auf
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d
dt
ψλ

k = iΩλ
k

(︂
1− f λk − f e

k

)︂
− i
ħ

(︂
ε̃e

k + ε̃λk
)︂
ψλ

k + d
dt
ψλ

k

⃓⃓⃓⃓
Streu

,

d
dt

f e
k = 2

∑︂
λ

Im
{︂
ψλ

k

(︂
Ωλ

k

)︂∗}︂
+ d

dt
f e
k

⃓⃓⃓⃓
Streu

,

d
dt

f λk = 2Im
{︂
ψλ

k

(︂
Ωλ

k

)︂∗}︂
+ d

dt
f λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

d
dt

Bp =−iωpBp +
√︄

ωp

2ħϵ0

∫︂
d2r∥ u∗

p(r∥, zQW)P(r∥,ωp). (3.16)

Hierbei wurde die Näherung
⟨︂

B̂p â†
λkâ

λ′k′
⟩︂
≈ ⟨︁

B̂p
⟩︁⟨︂

â†
λkâ

λ′k′
⟩︂
verwendet, welche für klassisches Licht

exakt ist. Dabei werden dementsprechend Quanteneffekte wie spontane Emission vernachlässigt, welche
separat beschrieben werden, siehe Kapitel 3.10. In der klassischen Näherung lautet die Bewegungsgleichung
für die Photonenzahl

d
dt

Sp = d
dt

⟨︂
B̂†

pB̂p

⟩︂
≈ d

dt
B∗

pBp = d
dt

⃓⃓
Bp

⃓⃓2 =Re

{︄
B∗

p

√︄
2ωp

ħϵ0

∫︂
d2r∥ u∗

p(r∥, zQW)P(r∥,ωp)

}︄
.

Die Bewegungsgleichung für die Phase ϕp von Bp lautet dementsprechend

d
dt
ϕp = 1

Sp
Im

{︃
B∗

p
d
dt

Bp

}︃
=−ωp + 1

Sp
Im

{︄
B∗

p

√︄
2ωp

ħϵ0

∫︂
d2r∥ u∗

p(r∥, zQW)P(r∥,ωp)

}︄
.

Die Bewegungsgleichungen können noch weiter vereinfacht werden, indem die Zeitabhängigkeit be-
stimmter Größen ausgenutzt wird. Zum Beispiel gilt näherungsweise für die Modenkoeffizienten und die
mikroskopischen Polarisationen

ψλ
k ∝ e−

i
ħ t

(︁
εe

k+ελk
)︁
, Bp ∝ e−iωp t .

Eingesetzt in die Bewegungsgleichung der Besetzungsfunktionen ergeben sich zwei Terme mit den Zeitab-
hängigkeiten

Im
(︂
e−

i
ħ t

(︁
εe

k+ελk+ħωp
)︁)︂

und Im
(︂
e−

i
ħ t

(︁
εe

k+ελk−ħωp
)︁)︂

.

Die Größen εe
k +ελk und ħωp entsprechen beide näherungsweise der Bandlücke, daher ist die Frequenz des

ersten Terms viel größer als die Frequenz des zweiten Terms. Mit der Bandlücke EG liegt die Periodendauer
des ersten Terms liegt bei näherungsweise 4πħ/EG, also in einer Größenordnung von 1 fs. Da sich aber zum
Beispiel die Beträge der Modenkoeffizienten und der mikroskopischen Polarisationen nur auf wesentlich
größeren Zeitskalen ändern, ist der erste Term nach einer zeitlichen Mittelung über eine Zeitspanne von
zum Beispiel 10 fs oder mehr vernachlässigbar. Daher ist es eine gute Näherung, nur den zweiten Term in der
Dynamik zu berücksichtigen. Diese Näherung kann in ähnlicher Weise auch in den anderen Bewegungsglei-
chungen durchgeführt werden, dies wird auch als“RotatingWave Approximation” (RWA) [62, 97] bezeichnet
und führt auf eine Vereinfachung der makroskopischen Polarisation und der Rabi-Frequenzen aus Gl. (3.12):

P(r∥,ω)≈− iepλ
ωm0

2
A

∑︂
λk
ψλ

k(r∥)

ħΩλ
k =− ep∗

λ

m0

∑︂
p

√︄
ħ

2ωpϵ0

[︂
Bpup(r∥, zQW)+B∗

pu∗
p(r∥, zQW)

]︂
+ 1

A

∑︂
q

V cλ
q ψλ

k+q

≈− ep∗
λ

m0

∑︂
p

√︄
ħ

2ωpϵ0
Bpup(r∥, zQW)+ 1

A

∑︂
q

V cλ
q ψλ

k+q. (3.17)

Hierbei wurde eine zweifache Entartung der Bänder aufgrund von Spin angenommen. In ähnlicher Schreib-
weise lauten die Hartree-Fock-Energien aus Gl. (3.11)

ε̃λk = ελk − 1
A

∑︂
q

Vλλ
q f λk+q. (3.18)
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3.4 k ·p-Theorie

Zur Simulation der Dynamik einer Laserdiode mithilfe der Halbleiter-Bloch-Gleichungen werden verschie-
dene Größen wie die Ein-Teilchen-Energien, die Coulomb-Formfaktoren und der Impuls-Matrixelemente
benötigt. Eine Möglichkeit zur Bestimmung dieser Größen stellt die k ·p-Methode dar, welche im Folgenden
für Wurtzit-Kristalle kurz vorgestellt wird. In der Herleitung von Gl. (3.4) wurde angenommen dass zu jedem
Band nur eine gitterperiodische Funktion uλ(r) und damit eine Einhüllende ξλ gehört. Allerdings ist es bei
Halbleitern so, dass die Quantenfilm-Wellenfunktion eines Valenzbandes eine Linearkombination der der
Blochfunktionen mehrerer Valenzbänder des Bulk-Materials ist [97]. Daher wird für jede relevante Bloch-
funktion eine eigene Einhüllende benötigt. Das heißt die Basis in Gl. (3.3) muss folgendermaßen modifiziert
werden:

φλk =
√︃

1
A

eik·r∥ ∑︂
α

uαk(r)ξαλ(z).

Hier nummeriert λ die zweidimensionalen Bänder des Quantenfilms und mit α werden die Bänder des Bulk-
Materials indiziert. Die Impuls-Matrixelemente in Gl. (3.4) müssen folgendermaßen berechnet werden:

pλλ′ =
∫︂

dz
∑︂
αβ

ξ∗αλ(z)ξβλ′ (z)ep ·pαβ (3.19)

Gilt ξαλ(z) = δαλξλ(z) folgt wieder Gl. (3.4). Eine Möglichkeit dafür stellt die k ·p-Theorie dar. Bei der
k ·p-Theorie wird von einem Hamilton-Operator für die entsprechende Kristallstruktur ausgegangen. Die
meisten III-V-Halbleiter kristallisieren in einer Zinkblende-Struktur [95], welche eine kubische Elementarzelle
besitzt. Die natürliche Kristallstruktur der Nitride ist hingegen die hexagonale Wurtzit-Struktur [102]. Diese
weist keine Inversionssymmetrie auf, daher muss der Effekt der Piezoelektrizität berücksichtigt werden. Für
Halbleiter mit einer Wurtzit-Kristallstruktur ist eine Möglichkeit für den Hamilton-Operator k ·p-Theorie
ist der Chuang-Chang-Hamiltonian [103, 104]. Dieser besitzt die Form

Ĥ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

F −H∗ −K∗ 0 0 0
−H λ H∗ ∆ 0 0
−K H G 0 ∆ 0
0 ∆ 0 G −H∗ −K∗
0 0 ∆ −H λ H∗
0 0 0 −K H F

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.20)

besitzt und nur für die Valenzbänder gilt. Die Matrixelemente lauten

F =∆1 +∆2 +λ+θ, K = ħ2

2m0
A5

(︁
kx + iky

)︁2 +D5ϵ+,

G =∆1 −∆2 +λ+θ, H = ħ2

2m0
A6kz

(︁
kx + iky

)︁+D6ϵz+,

λ= Ev + ħ2

2m0

[︂
A1k2

z + A2(k2
x +k2

y)
]︂
+λϵ, ∆=

⎷
2∆3,

λϵ = D1ϵzz +D2(ϵxx +ϵyy), ∆1 =
⎷

2∆cr,

θ = ħ2

2m0

[︂
A3k2

z + A4(k2
x +k2

y)
]︂
+θϵ, ϵ± = ϵxx ±2iϵxy −ϵyy,

θϵ = D3ϵzz +D4
(︁
ϵxx +ϵyy

)︁
, ϵz± = ϵzx ± iϵyz.

Hierbei sind kx, ky und kz die entsprechenden Komponenten des dreidimensionalen Wellenvektors, ϵi j
die Komponenten des Dehnungstensor und der Rest sind Materialparameter. Für die Parameter gilt in der
kubischen Näherung

A1 − A2 =−A3 = 2A4, A3 +4A5 =
⎷

2A6, ∆2 =∆3 = 1
3
∆so,

D1 −D2 =−D3 = 2D4, D3 +4D5 =
⎷

2D6.

Für eine detaillierte Diskussion der Parameter siehe Ref. [103], so wird zum Beispiel die energetische Auf-
spaltung der Valenzbänder durch die ∆-Parameter dargestellt. So beschreibt der Parameter ∆so den Einfluss
der Spin-Bahn-Wechselwirkung und ∆cr die Aufspaltung aufgrund des Kristallfeldes.
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Für einen Quantenfilm wird kz durch die Ableitung −i ∂
∂z ersetzt und die Schrödinger-Gleichung

Ĥψ= Eψ

gelöst [105]. Im Folgenden wird nun ein Wurtzit-Kristall betrachtet, der in z-Richtung gewachsen wurde. Die
nichtverschwindenden Komponenten des Dehnungstensors im Quantenfilm lauten

ϵxx = ϵyy = a0 −a
a

, ϵzz =−2C13

C33
ϵxx,

hierbei sind Ci j die entsprechenden Komponenten des Elastizitätstensors, a0 ist die Gitterkonstante des
Substrates und a die des Quantenfilms. Die Materialparameter sind im Anhang in Kapitel 9.4 gelistet [39]
und können mittels Interpolation für jedes Material der Form AlxInyGa1−x−yN bestimmt werden. Da die
Bandlücke des Quantenfilm-Materials kleiner ist als die des umliegenden Materials, bleibt noch die Frage
nach der Angleichung der Bandkanten für Elektronen und Löcher. Ist E0

G die Bandlücke des Substrates und
EG die Bandlücke des Quantenfilm-Materials, werden die Energien am Γ-Punkt folgendermaßen modifiziert:

Ec = E0
c − (E0

G −EG)η,

Ev = E0
v + (E0

G −EG)(1−η),

sodass Ec −Ev = EG . Die Größe η ist ein Parameter wird zu 2
3 gewählt [105]. Da der Hamilton-Operator aus

Gl. 3.20 nur für die energetisch-höchsten Valenzbänder gilt, wird noch ein entsprechender Hamiltonian für
die Leitungsbänder benötigt. Wird nur das erste Leitungsband berücksichtigt, lautet der Hamiltonian

Ĥe = Ec +∆1 +∆2 +Pcϵ+ ħ2

2mz
e

k2
z +

ħ2

2mp
e

(︂
k2

x +k2
y

)︂
,

Pcϵ = aczϵzz +act
(︁
ϵxx +ϵyy

)︁
. (3.21)

Die Materialparameter mz
e und mp

e sind die effektiven Massen des Leitungsbands in z-Richtung bzw. in
Richtungen senkrecht dazu. Die Parameter acz und act bestimmen die Verschiebung der Bandkante aufgrund
einer Dehnung des Materials.

Mit den hier gemachten Annahmen hängt die Bandstruktur nur vom Betrag des zweidimensionalen
Wellenvektors k ab und jedes Band ist zweifach entartet.

Im Vergleich zu vielen anderen Kristall-Strukturen wie beispielsweise die Zinkblende-Struktur, muss
bei Wurtzit-Kristallen zusätzlich der Effekt der Piezoelektrizität berücksichtigt werden [69]. Aufgrund der
Dehnung des Materials innerhalb des Quantenfilms, entsteht dort eine Polarisation, welche durch die ent-
sprechenden Piezo-Konstanten bestimmt wird [102]:

P(z)= Psp +2d13

(︃
C11 +C12 − 2C13

C33

)︃
ϵxx,

dabei gehen neben denKomponenten des Elastizitätstensors auch zwei weitereMaterialparameter Psp d13 ein.
Die Polarisation innerhalb des Quantenfilm unterscheidet sich von der des umliegenden Materials, dadurch
entstehen Ladungen an den Flächen zwischen den Materialien:

ρ(z)= ∂

∂z
P(z).

Eine Lösung der Poisson-Gleichung [96]

∂

∂z
ϵr(z)

∂

∂z
φ(z)=−ρ(z)

ϵ0

liefert ein elektrostatisches Potential, welches die Bandkanten modifiziert:

E′
c(z)= Ec − eφ(z)

E′
v(z)= Ev − eφ(z)

Die Ladungsträger im Quantenfilm richten sich entsprechend aus und schwächen so das Feld im Quantenfilm
ab. Um diesen Effekt zu berücksichtigen, wird eine Annahme für die Verteilungsfunktion der Ladungsträger
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benötigt. Hier wird eine Fermi-Dirac-Verteilung verwendet, wobei die Temperatur bzw. die inverse Tempera-
tur β und die Ladungsträgerdichte n0 vorgegeben werden, siehe auch Kapitel 3.2. Das chemische Potential
muss so gewählt werden, das gilt:

ne = n0 = 2
A

∑︂
k

1

eβ(εe
k−µe)+1

= 2
A

∑︂
k

f e,FD
k ,

nh = n0 = 2
A

∑︂
λk

1

eβ(ελk−µh)+1
= 2

A

∑︂
λk

f λ,FD
k .

Hier wurde die zweifache Entartung aufgrund des Spins durch den Faktor 2 schon berücksichtigt. In der
Poisson-Gleichung muss noch die zusätzliche Ladungsdichte ρQW(z) berücksichtigt werden, für die gilt:

ρQW(z)= ρe(z)+ρh(z), ρe(z)=−2e
A

∑︂
k

⃓⃓
ξe

k(z)
⃓⃓2 f e,FD

k , ρh(z)= 2e
A

∑︂
λαk

⃓⃓⃓
ξh
λαk(z)

⃓⃓⃓2
f λ,FD
k .

Dabei sind ξe
k und ξh

λαk Eigenfunktionen der Hamilton-Operatoren aus Gl. (3.20) und (3.21), und εe
k bzw. ελk

entsprechen den dazugehörigen Eigenwerten. Allerdings hängt der Hamilton-Operator vom elektrostatischen
Potential ab, daher muss das gesamte Problem selbstkonsistent gelöst werden.

Zu diskutieren sind noch die Randbedingungen, in der Schrödingergleichung wird dazu einfach ξ(z = 0)=
ξ(z = LZ)= 0 angenommen, LZ ist hierbei die Länge der Simulationszelle. Für die Poisson-Gleichung ist dies
schwieriger, da hier aufgrund der verschiedenen Ladungen sich das elektrostatische Potential bei z = LZ von
demWert bei z = 0 unterscheidet. Daher werden die Randbedingungen ∂φ(z=0)

∂z = ∂φ(z=LZ)
∂z = 0 verwendet,

sodass das Ergebnis unabhängig von der Länge der Simulationszelle ist. An dieser Stelle ist es auch möglich
ein externes elektrisches Feld zu berücksichtigen, dann muss die Null in den Randbedingungen durch die
elektrische Feldstärke ersetzt werden.

Nun müssen noch die Impuls-Matrixelemente bestimmt werden, dazu wird Gl. (3.19) verwendet. In der
Basis aus Gl. (3.20) koppeln die Komponenten 3 und 6 mit dem elektromagnetischen Feld in z-Richtung.
Dies ist bei TM-Moden der Fall, wo die Polarisation größtenteils senkrecht zum Quantenfilm ist. Die anderen
Komponenten sind wichtig für die Kopplung mit den TE-Moden, wo die Polarisation dementsprechend
parallel zum Quantenfilm ist. Das Ergebnis lautet

Sλα =
∫︂

dz
(︁
ξe

k(z)
)︁∗
ξh
λαk(z),⃓⃓⃓

pTM
λ

⃓⃓⃓2 = |pz|2
[︁|Sλ3|2 +|Sλ6|2

]︁
,⃓⃓⃓

pTE
λ

⃓⃓⃓2 = |px|2
2

[︁|Sλ1|2 +|Sλ2|2 +|Sλ4|2 +|Sλ5|2
]︁
.

Die Materialparameter px und pz werden meistens in der Form Epx = 2|px|2
m0

gegeben, und haben die Einheit
einer Energie.

Ein Beispiel ist in Abb. 3.1 für einen InGaN-Quantenfilm gezeigt, die Parameter hierzu sind in Tabelle 9.12
im Anhang dargestellt. Der Einfluss des Piezo-Effektes auf das elektrostatische Potential ist dabei leicht
zu sehen. Mit den hier gewählten Randbedingungen bildet sich ein elektrisches Feld im Quantenfilm aus,
welches aber außerhalb des Quantenfilms verschwindet. Aufgrund dieses Feldes haben die Wellenfunktionen
der Elektronen und Löcher ihre Maxima auf verschiedenen Seiten des Quantenfilms. Eine entsprechende
Lösung der Schrödingergleichung für jeden Wert von k liefert die zweidimensionale Bandstruktur, in diesem
Fall hängen die Energien aber nur vom Betrag von k ab. In Abb. 3.1b) sind außerdem die Ladungsdichten
dargestellt. In der gesamten Ladungsdichten sind die Piezo-Ladungen an den Oberflächen anhand zweier
scharfe Maxima gut erkennbar und die Ortsabhängigkeiten der Ladungsträger-Beiträge zeigen das gleiche
Verhalten wie die dazugehörigen Wellenfunktionen.

Die Bandstruktur ist in Abb. 3.2 gezeigt. Die höchsten Lochbänder treten hier immer in Paaren auf, das
obere Band ist immer das Schwer-Loch-Band und das untere Band ist das Leicht-Loch-Band. Während das
Schwer-Loch-Band eine größere effektive Masse in der besitzt und noch vergleichsweise parabolisch ist,
hat das das Leicht-Loch-Band einen Knick in der Nähe von 0.5 nm−1. Gezeigt ist außerdem das optische
Matrixelement der einzelnen Bänderpaare für TE-Moden. Hierbei ist das optische Matrixelement für die
ersten beiden Bänder am größten. Aufgrund der ungeraden Loch-Wellenfunktion ist bei den nächsten beiden
Bändern ist das optischeMatrixelement im Vergleich sehr klein. Bei den nächsten beiden Bändern liegt wieder
eine gerade Wellenfunktion vor und das Matrixelement ist wieder größer. Aufgrund der wesentlich kleineren
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(b) (Oben) Elektrostatisches Potential und gesamte Ladungsdichte (Unten) Beiträge der Elektronen und Löcher im Quantenfilm zur
gesamten Ladungsdichte

Abbildung 3.1: Selbstkonsistente Lösung der k ·p-Schrödingergleichung für einen InGaN-Quantenfilm
welcher in GaN eingebettet wurde. Der Indium-Anteil im Quantenfilm beträgt hierbei 0.22 und für die
gesamte Ladungsträgerdichte im Quantenfilm wurde 1013cm−2 angenommen. Die grauen Bereiche stellen
hierbei den Quantenfilm dar.
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Abbildung 3.2: (Links) Bandstruktur für den InGaN-Quantenfilm aus Abb. 3.1. Gezeigt sind hier neben
dem untersten Leitungsband die ersten 6 Valenzbänder. Für jedes Valenzbandpaar sind außerdem optischen
Matrixelemente für TE-Moden dargestellt. (Rechts) Coulomb-Formfaktor für den InGaN-Quantenfilm aus
Abb. 3.1 mit denWellenfunktionen bei |k| = 0. Für die Löcher wird hier das Verhalten für das energetisch-
höchste Valenzband gezeigt.

Energie sind diese Bänder aber nicht für die Laserdynamik relevant. Die Lösung der Schrödingergleichung
liefert auch die Wellenfunktionen, welche verwendet werden können, um zum Beispiel die Coulomb-Form-
faktoren aus Gl. (3.6) zu berechnen. Diese sind in Abb. 3.2 gezeigt. Aufgrund der größeren Ausdehnung der
Elektronen-Wellenfunktionen ist hier die Wechselwirkung nicht so stark wie bei den Löchern. Auf Grund
des vergleichbar kleinen Überlapps ist die Wechselwirkung zwischen einem Elektron und einem Loch am
schwächsten ausgeprägt.

3.5 Näherung der effektiven Massen

In den folgenden Kapiteln wird öfter die Näherung der effektiven Massen verwendet, um die Laserdynamik
an einem möglichst einfachen Beispiel zu diskutieren. Die Einteilchen-Energien lauten hierbei

ελk = ελ0 +
ħ2k2

2mλ
.

Für jedes Band werden die Energie bei k = 0 und die jeweiligen effektiven Massen mλ als Parameter benötigt.
Wichtig sind auch die optischen Matrixelemente, welche die Wechselwirkung mit dem optischen Feld bestim-
men. Während diese bei der k ·p-Methode mithilfe der Wellenfunktionen berechnet werden können, sind bei
der Näherung der effektiven Massen die Wellenfunktionen nicht bekannt. Die optischen Matrixelemente
haben die Form

|pλ|2 = S2 |p0|2 ,

wobei S die Größe des Überlapps der Wellenfunktionen angibt und p0 das Matrixelement im Bulk-Material
bezeichnet. Da die Wellenfunktionen hier nicht bekannt sind, geht der Überlapp S als weiterer Parameter in
die Simulationen ein.

3.6 Beschreibung der Streuterme

In der Herleitung der Halbleiter-Bloch-Gleichungen wurden alle Beiträge, die über die Hartree-Fock-Nähe-
rung hinausgehen, nicht berücksichtigt. Diese daraus resultierenden Beiträge in den Bewegungsgleichungen
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spielen aber in der Dynamik der Ladungsträger eine wichtige Rolle, so sorgen zum Beispiel dafür, dass sich
nach größerer Zeit ein thermodynamisches Gleichgewicht einstellt. In diesemUnterkapitel sollen zunächst ein
paar allgemeine Eigenschaften der Streuterme diskutiert werden, während in den nächsten zwei Unterkapiteln
die Streuterme für Elektron-Elektron-Streuung und Elektron-Phonon-Streuung explizit behandelt werden.

In Gl. (3.16) wurden alle Streuterme zunächst in den beiden Termen

d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

,
d
dt
ψλ

k

⃓⃓⃓⃓
Streu

beinhaltet. Eine wichtige Eigenschaft dieser Streuterme ist, dass sie die Ladungsträgerdichte nicht verändern:

d
dt

nλ

⃓⃓⃓⃓
Streu

= 2
A

∑︂
k

d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

= 0. (3.22)

Die Streuterme sind außerdem verantwortlich für die Wiederherstellung des thermodynamischen Gleich-
gewichts, bei dem die Verteilungsfunktionen durch Fermi-Dirac-Verteilungen gegeben sind. ImGleichgewicht
müssen daher die Streuterme verschwinden:

d
dt

f λ,FD
k

⃓⃓⃓⃓
Streu

= d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

(︂{︂
f λk = f λ,FD

k

}︂)︂
= 0. (3.23)

In der Nähe vom Gleichgewicht kann eine Taylor-Entwicklung durchgeführt werden

d
dt

(︂
f λ,FD
k +δ f λk

)︂⃓⃓⃓⃓
Streu

= d
dt
δ f λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

≈−∑︂
k′

Jλ
kk′δ f λk′ , (3.24)

solange die Abweichungen vom Gleichgewicht δ f λk nicht allzu groß sind, wie das bei den Laserdioden,
die hier betrachtet werden, eigentlich immer der Fall ist. Die Streumatrix Jλ

kk′ kann natürlich von der
Ladungsträgerdichte und der Temperatur abhängen. Eine mögliche Näherung ist die Nutzung einer Streuzeit,
die Streumatrix hat die einfache Form

Jλ
kk′ = δkk′

1
τs

, (3.25)

mit einer Streuzeit τs, welche hier als Parameter eingeht. Wird Gl. (3.24) für die gesamte Besetzungsfunktion
formuliert, erhalten wir

d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

≈−∑︂
k′

Jλ
kk′

(︂
f λk′ − f λ,FD

k′
)︂
,

Hierbei besitzt die Fermi-Dirac-Verteilung f λ,FD
k die selbe Ladungsträgerdichte wie die Besetzungsfunktion

f λk . Bei derCoulomb-Streuungwird nurEnergie zwischenElektronen übertragen, das heißt dieGesamtenergie
der Elektronen ändert sich nicht. Die Temperatur der Fermi-Dirac-Verteilung muss so gewählt werden, dass
dies der Fall ist. Bei der Streuung der Ladungsträger mit Phononen hingegen findet ein Energieaustausch statt
und führt dazu, dass sich die Temperatur der Elektronen der Temperatur des Kristallgitters anpasst. Daher
kann hier die Temperatur der Fermi-Dirac-Verteilung einfach auf die Gittertemperatur gesetzt werden.

Die Streumatrix besitzt ein paar wichtige Eigenschaften, zum Beispiel muss wegen Gl. (3.22) gelten

d
dt

nλ

⃓⃓⃓⃓
Streu

= 0=− 2
A

∑︂
kk′

Jλ
kk′

(︂
f λk′ − f λ,FD

k′
)︂
.

Für die Streuzeit-Näherung ergibt das

− 2
A

1
τs

∑︂
k

(︂
f λk − f λ,FD

k

)︂
= 0.

Dies ist hier immer erfüllt, da f λ,FD
k und f λk die gleiche Ladungsträgerdichte liefern. Eine weitere wichtige

Eigenschaft der Streumatrix folgt durch Ableiten von Gl. (3.23) nach der Dichte:

∂

∂n
λ

d
dt

f λ,FD
k

⃓⃓⃓⃓
Streu

= 0=∑︂
k′

∂ f λ,FD
k′

∂n
λ

∂

∂ f λ,FD
k′

(︃
d
dt

f λ,FD
k

⃓⃓⃓⃓
Streu

)︃
=−∑︂

k′

∂ f λ,FD
k′

∂n
λ

Jλ
kk′ =−∑︂

k′
Jλ

kk′
∂ f λ,FD

k′

∂n
λ

.

(3.26)
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Daher muss im Gleichgewicht jede Streumatrix den Eigenvektor
∂ f λ,FD

k
∂n

λ
mit Eigenwert 0 besitzen. Für die

Streuzeit-Näherung ergibt die linke Seite

− 1
τs

∂ f λ,FD
k
∂n

λ

und kann deswegen die obige Gleichung nicht erfüllen.
Im thermodynamischen Gleichgewicht verschwindet die mikroskopische Polarisation, daher muss der

Streuterm in der Bewegungsgleichung entsprechend einen Abbau dieser Polarisation bewirken. Für kleine
Polarisationen kann daher dieser Streuterm wie folgt geschrieben werden:

d
dt
ψλ

k

⃓⃓⃓⃓
Streu

=−∑︂
k′

Γλkk′

ħ ψλ
k′ , (3.27)

mit einer Dephasierungsmatrix Γλkk′ . Eine einfache Näherung für die Dephasierungsmatrix ist das Nutzen
einer Dephasierungskonstanten:

Γλkk′ = δkk′γ.

In diesem Fall fällt die Polarisation exponentiell ab.

3.7 Coulomb-Streuung

Ein Beispiel für einen Streu-Prozess ist die Elektron-Elektron-Streuung, bei der zwei Elektronen mithilfe der
Coulomb-Wechselwirkung gestreut werden. Bei der Herleitung der dazugehörigen Streutermemüssen Terme
in den Heisenberg-Bewegungsgleichungen berücksichtigt werden, die über die Hartree-Fock-Näherung
hinausgehen. Dazu werden zum Beispiel die Bewegungsgleichungen von Zweiteilchenoperatoren betrachtet
und die rechte Seite durch eine Cluster-Entwicklung entsprechend angenähert. Diese Bewegungsgleichungen
werden wieder näherungsweise gelöst und die Lösung in die Einteilchenbewegungsgleichungen eingesetzt.
Dies wird zum Beispiel in Ref. [67] beschrieben. Alternativ kann auch die Keldysh-Theorie verwendet werden,
um die Streuterme herzuleiten. Diese Herleitung ist lang und daher soll nur das Ergebnis angeben werden.
Für die Besetzungsfunktionen lautet der Streuterm

d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
Coulomb

= 4π
A2ħ

∑︂
λ′qk′

|Wλλ′
q (ωλkq)|2δ

(︂
ελk+q −ελk −ελ′k′+q +ελ′k′

)︂
[︂
(1− f λk ) f λk+q(1− f λ

′
k′+q) f λ

′
k′ − f λk (1− f λk+q) f λ

′
k′+q(1− f λ

′
k′ )

]︂
.

Der erste Term in eckigen Klammern beschreibt hierbei einen Streuprozess, bei dem ein Teilchen in den
Zustand hineingestreut wird, und der zweite Term einen Streuprozess, bei dem ein Teilchen aus dem Zustand
herausgestreut wird. Hierbei findet immer ein Impuls- und Energieaustausch mit einem anderem Teilchen
in Band λ′ mit Wellenvektor k′ statt. Die Delta-Funktion gewährleistet die Energieerhaltung, außerdem
werden die Streuprozesse mit den entsprechenden Besetzungsfunktionen gewichtet, um zum Beispiel das
Pauli-Prinzip nicht zu verletzen. Des Weiteren spielt hier auch das abgeschirmte Coulomb-Matrixelement
|Wλλ′

q (ωλkq)|2 eine große Rolle, welches am Impulsübertrag q und am Energieübertrag

ωλkq =
ελk+q −ελk

ħ

ausgewertet wird. Zusätzlich werden noch die Beiträge zu den Bewegungsgleichungen der Nichtdiagonalele-
mente der Dichtematrix benötigt. Hier werden nur Terme erster Ordnung in ψλ

k berücksichtigt, das Ergebnis
lautet
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Abbildung 3.3: Dynamische Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung für die k ·p-Bandstruktur aus
Abb. 3.2 einer Ladungsträgerdichte von 1013cm−2 und einer Verbreiterung δ in Gl. (3.28) von 5meV. (Links)
Elektron-Elektron-Wechselwirkung (Rechts) Loch-Loch-Wechselwirkung für das energetisch-höchste Va-
lenzband.

d
dt
ψλ

k

⃓⃓⃓⃓
Coulomb

= 2
A2ħ

∑︂
qk′

λ′λ′′∈{e,λ}

|Wλ′λ′′
q (ωλ

′′
k′q)|2

[︂

g
(︂
ελ

′
k+q −ελ′k −ελ′′k′+q +ελ′′k′

)︂
ψλ

k+q

[︂
(1− f λ

′
k )(1− f λ

′′
k′+q) f λ

′′
k′ + f λ

′
k f λ

′′
k′+q(1− f λ

′′
k′ )

]︂
− g

(︂
ελ

′
k −ελ′k+q −ελ′′k′ +ελ′′k′+q

)︂
ψλ

k

[︂
f λ

′
k+q(1− f λ

′′
k′+q) f λ

′′
k′ + (1− f λ

′
k+q) f λ

′′
k′+q(1− f λ

′′
k′ )

]︂]︂
.

Die Funktion g(x) ist hierbei definiert als

g(x)= i
x+ iδ

,

dabei ist δ in der Simulation ein Parameter, welcher in der Simulation möglichst klein gewählt wird.

Nun wird noch eine Formel für die abgeschirmten Coulomb-Matrixelemente benötigt. Diese können
auch mit der Vielteilchen-Keldysh-Theorie [106] diskutiert werden, für eine Herleitung siehe Kapitel 9.2 im
Anhang. Das Ergebnis für diese Matrixelemente ist das folgende Gleichungssystem, welches für jedes ω und
q gelöst werden muss:

Wλλ′
q (ω)=Vλλ′

q +∑︂
λ′′

Vλλ′′
q Pλ′′

q (ω)Wλ′′λ′
q (ω)

Dabei bezeichnet Pλ′′
q (ω) die Polarisation, welche mithilfe der Lindhard-Formel berechnet wird:

Pλ
q(ω)= 2

A

∑︂
k

f λk+q − f λk
ħω−ελk +ελk+q + iδ

, (3.28)

die Größe δ ist in der Simulation ein Parameter und wird dabei möglichst klein gewählt. Um den Einfluss der
Abschirmung an einem Beispiel zu diskutieren, ist in Abb. 3.3 das Verhältnis von abgeschirmter und nicht-
abgeschirmter Wechselwirkung für die Elektron-Elektron-Wechselwirkung mit der Bandstruktur aus Abb. 3.2
bei einer bestimmten Ladungsträgerdichte gezeigt. Hier ist gut die Plasmon-Dispersion zu erkennen, welche
in zwei Dimensionen größtenteils linear verläuft und im Urprung beginnt.



42 KAPITEL 3. BESCHREIBUNGDER QUANTENFILME

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

qz in nm−1

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Ph
on

on
-F
or
m
-F
ak

to
r∣ ∣ ∣gλ q z

∣ ∣ ∣

Elektronen
Löcher

Abbildung 3.4: Phonon-Formfaktoren für die k ·p Bandstruktur aus Abb. 3.2

3.8 Phonon-Streuung

Um Phononen und deren Wechselwirkung mit den Elektronen zu berücksichtigen, müssen zum Hamilton-
Operator in Gl. (3.1) noch zwei weitere Terme hinzugefügt werden [97]:

ĤPhonon =
∑︂
q
ħωq

(︃
D̂†

qD̂q + 1
2

)︃
−

∫︂
d3rΨ̂†(r)

[︃∑︂
n
∇U(r−R0

n)∆R̂n

]︃
Ψ̂(r),

Hier wird die Rechnung zunächst nur für longitudinale akustische Phononen durchgeführt, da transversale
Phononen nur sehr schwach mit den Elektronen koppeln. Der erste Term ist der Beitrag der Phononen
zur Gesamtenergie, welcher die gleiche Form hat wie der Beitrag der Photonen, und ωq ist die Frequenz
eines Phonons mit Wellenvektor q. Der zweite Beitrag beschreibt die Kopplung von Phononen mit den
Elektronen über kleine Änderungen des gitterperiodischen Potentials. ∇U bezeichnet hierbei die Ableitung
des gitterperiodischen Potentials nach der Position der Atomkerne und ∆R̂n ist der Operator welcher die
Abweichung der Atomkerne von der Gleichgewichtsposition angibt. Dieser lautet im einfachsten Fall

∆R̂n =∑︂
p

i
⎷
ħ2NMωp

(︂
D̂pep − D̂†

−pe−p
)︂
,

hierbei ist M die Masse der Atomkerne, N ist die Anzahl und ep gibt die Richtung der Auslenkung an.
Einsetzen der Wellenfunktionen aus Gl. (3.3) ergibt den Hamiltonoperator

ĤPhonon =
∑︂
q
ħωq

(︃
D̂†

qD̂q + 1
2

)︃
+ ∑︂
λkq

Gλ
q

[︂
D̂q + D̂†

−q

]︂
â†
λkâλk−q∥ ,

mit den Matrixelementen [97]

Gλ
q = |q|Fλgλqz

√︄
ħ

2NMωq
= Fλgλqz

√︄
ħ|q|

2VρcLA
=G3D

q gλqz ,

Hier bezeichnet ρ die Dichte des Materials und es wurde eine lineare Dispersion für die longitudinalen
Phononen angenommen: ωq = cLA|q|, cLA ist hier die entsprechende Schallgeschwindigkeit. Die Deformati-
onskonstanten Fλ können mithilfe der Bloch-Funktionen und der Ableitung des gitterperiodischen Potentials
berechnet werden, in Simulationen werden sie oft als Parameter angegeben. G3D

q sind hier dieMatrixelemente
im Bulk-Material, der Unterschied zu den Quantenfilm-Matrixelementen ist im Phonon-Formfaktor gλqz
enthalten:

gλqz =
∫︂

dz |ξλ(z)|2 eiqz z .

Für die k ·p-Bandstruktur aus Abb. 3.2 sind diese Formfaktoren für Elektronen und Löcher in Abb. 3.4
gezeigt. Hier ist die Kopplung für die Löcher stärker, da die Wellenfunktionen weniger ausgedehnt sind.

Neben den akustischen Phononen spielen auch optische Phononen eine Rolle. Für diese Phononen ist die
Dispersion näherungsweise konstant: ωq ≈ωLO und die Matrixelemente lauten [62]

Gλ
q =G3D

q gλqz = gλqz

√︄
ħωLO

2

(︃
1
ϵ∞

− 1
ϵω→0

)︃
V 3D

q = gλqz

√︄
ħωLO

2

(︃
1
ϵ∞

− 1
ϵω→0

)︃
e2

Vϵ0q2 . (3.29)
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Das Endergebnis für den gesamten Hamilton-Operator lautet dementsprechend unter Berücksichtigung von
beiden Phononentypen

ĤPhonon =
∑︂
αq

ħωαq

(︃
D̂†
αqD̂αq + 1

2

)︃
+ ∑︂
αλkq

Gαλ
q

[︂
D̂αq + D̂†

α(−q)

]︂
â†
λkâλk−q∥ ,

dabei werden die verschiedenen Phononbänder mit α nummeriert. Die Herleitung der entsprechenden
Streuterme erfolgt ähnlich wie bei der Coulomb-Wechselwirkung. Auch soll nur das Ergebnis angegeben
werden. Zum Beispiel lautet der Phononen-Streuterm für die mikroskopische Polarisation [62]

d
dt
ψλ

k

⃓⃓⃓⃓
Phonon

= ∑︂
αk′qz

q∥=k′−k

|Gαλ
q |2
ħ
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e )ψλ
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k)+nαq f e
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e )ψλ
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e )ψλ
k
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(nαq +1)(1− f e
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+ g(∆E−

λ )ψλ
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[︂
(nαq +1)(1− f λk )+nαq f λk
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+ g(∆E+

λ )ψλ
k′

[︂
nαq(1− f λk )+ (nαq +1) f λk

]︂
− g(−∆E+

λ )ψλ
k

[︂
(nαq +1)(1− f λk′ )+nαq f λk′

]︂
− g(−∆E−

λ )ψλ
k

[︂
nαq(1− f λk′ )+ (nαq +1) f λk′

]︂]︂
,

mit der Funktion

g(x)= i
x+ iδ

, und der Energie-Differenz ∆E±
λ = ελk′ −ελk ±ħωαq.

Die Dynamik der Phononenbesetzungsfunktionen nαq wird an dieser Stelle nicht weiter betrachtet und es
wird eine Bose-Einstein-Verteilung angenommen:

nαq = 1
eβħωαq −1

.

Die inverse Temperatur β der Verteilung wird durch die Gittertemperatur bestimmt: β= 1/(kBTGitter). Der
entsprechende Streuterm für die Besetzungsfunktion lautet [62]

d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
Phonon

= 2π
ħ

∑︂
αk′qz

q∥=k′−k

|Gαλ
q |2

[︂
δ(ελk′ −ελk −ħωαq)

[︂
f λk′ (nαq +1)(1− f λk )− (1− f λk′ )nαq f λk

]︂

+δ(ελk′ −ελk +ħωαq)
[︂

f λk′nαq(1− f λk )− (1− f λk′ )(nαq +1) f λk
]︂]︂

.

Hier beschreiben die zwei Terme mit positiven Vorzeichen in den eckigen Klammern einen Streu-Prozess in
den betrachteten Zustand hinein, einmal durch Absorption und einmal durch Emission eines Phonons. Die
anderen beiden Terme beschreiben dementsprechend eine Streuung aus dem betrachteten Zustand heraus.

Nun bleibt noch die Frage nach der Wahl der Parameter für die Dispersion der Phononen und deren
Wechselwirkung mit den Elektronen. Dabei wird die Dichtefunktional-Störungstheorie (DFPT) verwendet.
Die Berechnung der Phonon-Eigenschaften für GaN erfolgt dabei zunächst mit demQUANTUMESPRESSO
Paket [107–109] auf einem groben q-Gitter und wird anschließend mit dem EPW-Code [110, 111] mithilfe
von Wannier-Interpolation auf einem feineren Gitter untersucht. Verwendet wird das PBE-Funktional [112,
113] und die SG15-Pseudopotentiale [114], die Cutoff-Energie der ebenen Wellen liegt bei 2.15 keV. Die
resultierende Phonon-Bandstruktur und die Matrixelemente sind in Abb. 3.5 dargestellt. Die Wechselwirkung
zwischen Phononen und Elektronen ist für das höchste transversal-optische Phononen-Band besonders stark
und kann durch Gl. 3.29 beschrieben werden. Ein Fit liefert hier für das höchste Valenzband in x-Richtung
die Konstante ϵ̃h = (1/ϵ∞−1/ϵω→0)−1 ≈ 28.88. Ein Fit in z-Richtung liefert einen sehr ähnlichen Wert, daher
wird hier im Folgenden auch derWert für die x-Richtung verwendet. Für das niedrigste Leitungsband erhalten
folgt einen kleinerer Wert von ϵ̃e ≈ 14.45. Benötigt wird außerdem die Frequenz des Phononen-Bandes für
q → 0, dafür wird auch der Wert in x-Richtung von ħωLO ≈ 91meV verwendet.
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Abbildung 3.5: (Links) Phonon-Bandstruktur für GaN berechnet mit der DFPT-Methode und dem QUAN-
TUM ESPRESSO Programmpaket [107–109] (Rechts) Elektron-Phonon-Matrixelemente abhängig vom
Phononen-Impuls q für das höchste Valenzband bei k= 0. Die rote Linie entspricht hier in beiden Fällen dem
höchsten transversal-optischen Phononenband. Die anderen 11 blauen Linien stellen alle anderen Phononen-
Bänder dar. Im rechten Bild zeigt die gestrichelte Linie einen Fit mit demMatrixelement aus Gl. (3.29).

3.9 Suszeptibilität

Eine wichtige Größe in der Laserdynamik ist die optische Suszeptibilität, welche die Antwort des Systems
auf ein kleines externes elektrisches Feld E beschreibt. Dieses Feld erzeugt eine Polarisation P. Ist das Feld
genügend klein, ist die Polarisation proportional zu dem externen Feld:

P(r, t)= ϵ0

∫︂
d3r′

∫︂
dt′χ(r,r′, t− t′)E(r′, t′). (3.30)

Hierbei ist die Suszeptibilität χ im Allgemeinen ein Tensor zweiter Stufe. Für ein ortsunabhängiges Feld in
einem isotropen Bulk-Material ergibt eine Fourier-Transformation in der Zeit

P(ω)= ϵ0χ(ω)E(ω).

Die Suszeptibilität χ(ω) hängt über die Gleichung

ϵr(ω)= 1+χ(ω)

mit der dielektrischen Funktion ϵr(ω) des Materials zusammen. Diese dielektrische Funktion kann wie-
derum verwendet werden um den frequenzabhängigen Brechungsindex n(ω) und die Absorption α(ω) zu
bestimmen [62]:

n(ω)=
√︁
ϵr(ω), α(ω)= ω

Ren(ω)c
Imϵr(ω),

dabei bezeichnet c die Lichtgeschwindigkeit imVakuum. Für die Laserdynamik spielt die optischeVerstärkung
g(ω) eine große Rolle, diese entspricht der negativen Absorption:

g(ω)=−α(ω).

Die Lichtgeschwindigkeit im Material wird durch den Realteil des Brechungsindex bestimmt. Für viele
Halbleiter ist der Imaginärteil der Suszeptibilität wesentlich kleiner als der Realteil [62], in diesem Fall lautet
der Realteil des Brechungsindex

Ren(ω)≈
√︁

Reϵr(ω).

Dementsprechend ist der Realteil der optischen Suszeptibilität ausschlaggebend für den Realteil des Bre-
chungsindex und die Absorption bzw. die optische Verstärkung wird in erster Linie durch den Imaginärteil
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der Suszeptibilität bestimmt. In dem restlichen Kapitel soll die Suszeptibilität eines Quantenfilms mithilfe
der Halbleiter-Bloch-Gleichungen berechnet werden.

Für einen Quantenfilm muss die Ausdehnung in z-Richtung berücksichtigt werden. Dementsprechend
werden zunächst neben einer Fourier-Transformation in der Zeit auch Fourier-Transformationen in x- und y-
Richtung von Gl. (3.30) durchgeführt:

Pq(z,ω)= ϵ0

∫︂
dz′χq(z, z′,ω)Eq(z′,ω). (3.31)

Bisher wurde statt dem elektrischen Feld immer das Vektorpotential A benutzt. Wenn die Zeitabhängigkeit
des externen Feldes nur durch eine Frequenz ω bestimmt wird, gilt

Â(t)∼ e−iωt ⇒ Ê(t)=− d
dt

Â(t)= iωÂ(t)

Wird nun ein Dipolmatrixelement dλ =− ie
m0ω

pλ eingeführt, hat die Rabi-Frequenz aus Gl. (3.12) die einfache
Form

ħΩλ
k = d∗

λE(zQW)+ 1
A

∑︂
q

V cλ
q ψλ

k+q. (3.32)

Wird angenommen, dass sich das elektrische Feld über die Ausdehnung des Quantenfilms nicht ändert, lässt
sich Gl. (3.31) noch weiter vereinfachen. Außerdem wird angenommen, dass sich die Polarisation in der
Richtung der elektrischen Feldes ausrichtet. Für q= 0 ergibt sich

P(ω)=
∫︂

dz P(z,ω)= ϵ0χ(ω)E(zQW,ω).

Die Polarisation des Quantenfilm ist in Gl. (3.17) und entspricht einer Summe über die mikroskopischen
Polarisationenψλ

k. Zur Berechnung der Polarisation muss daher zunächst die Bewegungsgleichung der mikro-
skopischen Polarisation in Gl. (3.16) gelöst werden. Eine Fourier-Transformation dieser Bewegungsgleichung
führt auf

i
[︂
−ħω+ ε̃e

k + ε̃λk
]︂
ψλ

k = iħΩλ
k

(︂
1− f e

k − f λk
)︂
+ħ d

dt
ψλ

k

⃓⃓⃓⃓
Streu

,

hierbei wurde angenommen, dass das optische Feld nicht von r∥ abhängt. Außerdem wurde ausgenutzt, dass
die Besetzungsfunktionen nicht von der Zeit abhängen, da die Änderung der Besetzungsfunktionen schon
quadratisch im externen Feld ist und nur die lineare Antwort des Systems berücksichtigt werden soll. Mit
einem Streuterm wie in Gl. (3.27) kann die Gleichung umgeschrieben werden zu∑︂

k′
Λλ

kk′ (ω)ψλ
k′ =−d∗

λE(zQW,ω)
(︂
1− f e

k − f λk
)︂
,

hierbei bezeichnet Λλ
kk′ (ω) die Matrix

Λλ
kk′ (ω)= δk,k′

(︂
ħω− ε̃e

k − ε̃h
k

)︂
+ iΓλkk′ + 1

A

(︂
1− f e

k − f λk
)︂
V cλ

k′−k. (3.33)

Die Lösung dieses linearen Gleichungssystems liefert die mikroskopische Polarisation:

dλψ
λ
k =−|dλ|2 E(zQW,ω)

∑︂
k′
Λ
λ,−1
kk′ (ω)

(︂
1− f e

k′ − f λk′
)︂

= E(zQW,ω) |dλ|2χλk(ω),

hierbei beschreibt χλk(ω) den Anteil der Suszeptibilität, der zumWellenvektor k gehört:

χλk(ω)=−∑︂
k′
Λ
λ,−1
kk′ (ω)

(︂
1− f e

k′ − f λk′
)︂
. (3.34)

Der Ausdruck für die mikrokospische Polarisation kann benutzt werden, um die makroskopische Polarisation
P zu berechnen:

P(ω)= 2
A

∑︂
kλ

dλψ
λ
k(ω)= ϵ0E(zQW,ω)

1
ϵ0

2
A

∑︂
kλ
χλk(ω) |dλ|2 ,
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mit einem zusätzlichen Faktor 2 aufgrund der Spin-Entartung. Damit ergibt sich für die Suszeptibilität:

χ(ω)= 1
ϵ0

2
A

∑︂
kλ
χλk(ω) |dλ|2

=− 1
ϵ0

2
A

∑︂
kk′λ

|dλ|2Λλ,−1
kk′ (ω)

(︂
1− f e

k′ − f λk′
)︂

=− 2
A

∑︂
kk′λ

e2 |pλ|2
ϵ0ω2m2

0
Λ
λ,−1
kk′ (ω)

(︂
1− f e

k′ − f λk′
)︂
. (3.35)
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Abbildung 3.6: Realteil und Imaginärteil der elektrischen Suszeptibilität für verschiedene Ladungsträgerdich-
ten. Hierbei wurde die k ·p-Bandstruktur aus Abb. 3.2, Coulomb-Streuung mit dynamischer Abschirmung
und Streuung mit optischen Phononen berücksichtigt, siehe auch Tabelle 9.12 im Anhang. Auf der linken
Seite wurde die Suszeptibilität ohne die Hartree-Fock-Korrekturen in Gl. (3.18) und Gl. (3.32) berechnet,
während sie auf der rechten Seite berücksichtigt wurden.

Die Suszeptibilität für die k ·p-Bandstruktur aus Abb. 3.2 ist mit und ohne Hartree-Fock-Korrekturen in
Abb. 3.6 gezeigt. Diese Hartree-Fock-Korrekturen beziehen sich dabei auf die Renormierungen der Energien
in Gl. (3.18) und der Rabi-Frequenz in Gl. (3.32). Für die Dephasierung wurde die Coulomb-Streuung mit
dynamischer Abschirmung sowie die Streuung von Elektronen mit optischen Phononen berücksichtigt. Alle
Parameter sind auch in Tabelle 9.12 im Anhang aufgeführt. Wie erwartet ist der Imaginärteil für kleine
Ladungsträgerdichten immer positiv, das heißt, es liegt nur Absorption vor. Außerdem verschwindet der Ima-
ginärteil für Wellenlängen oberhalb der Bandlücke. Für größere Ladungsträgerdichten wird der Imaginärteil
immer kleiner und ab einer bestimmten Ladungsträgerdichte sogar negativ in einem bestimmten Wellenlän-
genbereich. Hier liegt negative Absorption vor, also Gain. Dies ist für die Laserdynamik entscheidend, da
optische Moden innerhalb dieses Wellenlängenbereichs verstärkt werden. Der Realteil der Suszeptibilität
hängt mit dem Brechungsindex zusammen und wird für größere Ladungsträgerdichten immer kleiner, von
sehr kleinenWellenlängen abgesehen. Für sehr kleine Ladungsträgerdichten wird die Dephasierung sehr klein,
daher sind hier jeweils zwei Maxima beobachtbar, welche mit den zwei energetisch-höchsten Valenzbändern
identifiziert werden können. Unter Berücksichtigung der Hartree-Fock-Korrekturen verkleinert sich die
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Bandlücke und dementsprechend verschiebt sich das Maximum der optischen Verstärkung zu größeren
Wellenlängen. Außerdem ändert sich das Verhalten der Suszeptibilität in der Nähe der Gain-Maxima bezie-
hungsweise Gain-Minima aufgrund von exzitonischen Effekten, welche in Hartree-Fock-Näherung schon
teilweise enthalten sind.

3.10 Spontane Emission

Bislangwurde angenommen, dass das optischeFeld klassisch ist und daher dieModenkoeffizienten inGl. (2.11)
komplexe Zahlen sind. Dabei werden allerdings Quanteneffekte wie die spontane Emission vernachlässigt. Die
spontane Emission ist allerdings beim Anschalten der Laserdiode wichtig, wenn angenommen wird, dass sich
am Anfang noch keine Photonen in der Laserdiode befinden. In diesem Kapitel soll daher eine Möglichkeit
vorgestellt werden, die spontane Emission zumindest näherungsweise in den Bewegungsgleichungen zu
berücksichtigen.

Mit Gl. (3.15) folgt für die Bewegungsgleichung für den Operator der Photonenbesetzungszahl in einer
Mode lautet:

d
dt

Ŝp = d
dt

B̂†
pB̂p =

√︄
2ωp

ϵ0ħ
∫︂

d2r∥Re
{︂
u∗

p(r∥, zQW)B̂†
pP̂(r∥,ωp)

}︂
.

Um den Anteil der stimulierten Emission von dem Anteil der spontanen Emission zu trennen, wird die
Gleichung nach dem Bilden des Erwartungswertes umgeschrieben zu

d
dt

Sp =
√︄

2ωp

ϵ0ħ
∫︂

d2r∥
1
A

∑︂
λλ′k

Re
{︂
dλλ′ (ωp)u∗

p(r∥, zQW)B∗
pψ

λλ′
k (r∥)+dλλ′ (ωp)u∗

p(r∥, zQW)πλλ
′

k,p(r∥)
}︂

.

Der erste Term enthält die stimulierte Emission und der zweite Term die spontane Emission. Dabei beschreibt
πλλ

′
k,p die Korrelationen von mikroskopischer Polarisation und Photonenerzeuger [97]:

πλλ
′

k,p(r∥)=
⟨︂
ψ̂λλ′

k (r∥)B̂†
p

⟩︂
−ψλλ′

k (r∥)B∗
p.

Aus Gl. (3.12), (3.13) und (3.15) folgt die Bewegungsgleichung für diesen Term:

d
dt
πλλ

′
k,p(r∥)=− i

ħ
(︂
ε̃λ

′
k − ε̃λk −ħωp

)︂
πλλ

′
k,p(r∥)−

∑︂
k′

Γ̃λλ
′

kk′

ħ πλλ
′

k′,p(r∥)

− iepλ′λ
ħm0

(︂⟨︂
B̂†

p
ˆ̃A(r∥)

(︂
f̂ λk (r∥)− f̂ λ

′
k (r∥)

)︂⟩︂
−B∗

p Ã(r∥)
(︂
f λk (r∥)− f λ

′
k (r∥)

)︂)︂
√︄

ωp

2ħϵ0

∫︂
d2r̃∥ up(r̃∥, zQW)

(︂⟨︂
P̂†(r̃∥)ψ̂λλ′

k (r∥)
⟩︂
−P∗(r̃∥)ψλλ′

k (r∥)
)︂
,

die Matrix Γ̃λλ
′

kk′ enthält neben der Dephasierungsmatrix auch den Hartree-Fock-Anteil der Rabi-Frequenz:

Γ̃λλ
′

kk′ =Γλλ′kk′ − i
ħA

(︂
f λk − f λ

′
k

)︂
Vλ′λ

k′−k.

Falls kein Feld verhanden ist (Ã = 0), verschwindet der Term in der zweiten Zeile und nur der Term in der
dritten Zeile kann diese Korrelationen erzeugen. Hier taucht der Term⟨︂

P̂†(r̃∥)ψ̂λλ′
k (r∥)

⟩︂
−P∗(r̃∥)ψλλ′

k (r∥)

unter einemOrtsintegral auf, für den eine geeignete Näherung gefunden werdenmuss. Dieser Term beinhaltet
Korrelationen der mikroskopischen Polarisation an verschiedenen Orten, welche vernachlässigt werden. Dazu
wird der Quantenfilm zunächst in kleinere Quantenfilme aufgeteilt, welche mit i indiziert werden und in
denen jeweils die mikroskopische Polarisation konstant ist. Die einzelnen Quantenfilme besitzen die Flächen
A i und Mittelpunkte ri

∥. Die Polarisation P̂ hat die Form

P̂(ω,ri
∥)=

1
A i

∑︂
kλλ′

dλλ′ (ω)ψ̂λλ′
k (ri

∥)
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und die Bewegungsgleichung für πλλ
′

k,p(ri
∥) lautet

d
dt
πλλ

′
k,p(ri

∥)=− i
ħ

(︂
ε̃λ

′
k − ε̃λk −ħωp

)︂
πλλ

′
k,p(ri

∥)−
∑︂
k′

Γ̃λλ
′

kk′

ħ πλλ
′

k′,p(ri
∥)

+
√︄

ωp

2ħϵ0

∑︂
j

A jup(r j
∥, zQW)

(︂⟨︂
P̂†(r j

∥)ψ̂
λλ′
k (ri

∥)
⟩︂
−P∗(r j

∥)ψ
λλ′
k (ri

∥)
)︂
.

Werden die Korrelationen der mikroskopischen Polarisation an verschiedenen Orten vernachlässigt, folgt

d
dt
πλλ

′
k,p(ri

∥)≈− i
ħ

(︂
ε̃λ

′
k − ε̃λk −ħωp

)︂
πλλ

′
k,p(ri

∥)−
∑︂
k′

Γ̃λλ
′

kk′

ħ πλλ
′

k′,p(ri
∥)

+
√︄

ωp

2ħϵ0
up(ri

∥, zQW)
∑︂

k′λ′′λ′′′
d∗
λ′′λ′′′ (ωp)

(︃⟨︃(︂
ψ̂λ′′λ′′′

k′ (ri
∥)

)︂†
ψ̂λλ′

k (ri
∥)

⟩︃
−

(︂
ψλ′′λ′′′

k′ (ri
∥)

)︂∗
ψλλ′

k (ri
∥)

)︃
.

Unter Benutzung der Hartree-Fock-Näherung ergibt der Korrelationsterm⟨︃(︂
ψ̂λ′′λ′′′

k′ (ri
∥)

)︂†
ψ̂λλ′

k (ri
∥)

⟩︃
−

(︂
ψλ′′λ′′′

k′ (ri
∥)

)︂∗
ψλλ′

k (ri
∥)

=
⟨︂

â†
λ′′′k′ âλ′′k′ â†

λkâλ′k
⟩︂
−

⟨︂
â†
λ′′′k′ âλ′′k′

⟩︂⟨︂
â†
λkâλ′k

⟩︂
= δλλ′′δkk′

⟨︂
â†
λ′′′kâλ′k

⟩︂
−

⟨︂
â†
λ′′′k′ â

†
λkâλ′′k′ âλ′k

⟩︂
−

⟨︂
â†
λ′′′k′ âλ′′k′

⟩︂⟨︂
â†
λkâλ′k

⟩︂
≈ δλλ′′δkk′δλ′λ′′′

[︂⟨︂
â†
λ′kâλ′k

⟩︂
−

⟨︂
â†
λ′kâλ′k

⟩︂⟨︂
â†
λkâλk

⟩︂]︂
= δλλ′′δkk′δλ′λ′′′ f λ

′
k (ri

∥)
(︂
1− f λk (ri

∥)
)︂
.

Wird dieses Ergebnis in die Bewegungsgleichungen eingesetzt und wird wieder zurück zu ortsabhängigen
Größen übergegangen, resultiert

d
dt
πλλ

′
k,p(r∥)≈− i

ħ
(︂
ε̃λ

′
k − ε̃λk −ħωp

)︂
πλλ

′
k,p(r∥)−

∑︂
k′

Γ̃λλ
′

kk′

ħ πλλ
′

k′,p(r∥)

+
√︄

ωp

2ħϵ0
up(r∥, zQW)d∗

λλ′ (ωp) f λ
′

k (r∥)
(︂
1− f λk (r∥)

)︂
.

Näherungsweise lautet die Lösung der Gleichung√︄
2ωp

ħϵ0
dλλ′ (ωp)πλλ

′
k,p(r∥)≈−iup(r∥, zQW)χλλ

′k
SE (ωp,r∥), (3.36)

wobei χλλ
′k

SE hierbei die folgende Gleichung erfüllt:

∑︂
k′

[︂
δkk′

(︂
ħω− ε̃λ′k + ε̃λk

)︂
+ iΓ̃λλ

′
kk′

]︂
χλλ

′k′
SE (ω,r∥)=−|pλλ′ |2 e2

ϵ0m2
0ω

f λ
′

k (r∥)
(︂
1− f λk (r∥)

)︂
.

Eingesetzt in die Bewegungsgleichung für die Photonenzahl ergibt sich

d
dt

Sp

⃓⃓⃓⃓
SE

=
∫︂

d2r∥
⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 ImχSE(ωp,r∥),

hierbei ist χSE das Photolumineszenz-Spektrum und entspricht der Summe

χSE(ωp,r∥)=
1
A

∑︂
kλλ′

χλλ
′k

SE (ω,r∥).

Dominant sind Beiträge für die λ′ ein Leitungsband und λ ein Valenzband indiziert. Wird wie bisher ange-
nommen, dass nur ein Leitungsband für die optischen Prozesse relevant ist, dann lautet die Gleichung für das
Photolumineszenz-Spektrum im Elektron-Loch-Bild:

χSE(ωp,r∥)=
2
A

∑︂
kλ
χλk

SE(ω,r∥),
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dabei wurde die zweifache Entartung aufgrund des Elektronen-Spins mit dem zusätzlichen Faktor 2 berück-
sichtigt. Das lineare Gleichungssystem für die Summanden lautet im Elektron-Loch-Bild:

∑︂
k′

[︂
δkk′

(︂
ħω− ε̃e

k − ε̃λk
)︂
+ iΓ̃λkk′

]︂
χλk′

SE (ω,r∥)=−|pλ|2 e2

ϵ0m2
0ω

f e
k(r∥) f λk (r∥).

Nun wird noch eine Näherung für die Ladungsträger-Verluste durch spontane Emission benötigt. Der
entsprechende Anteil zu den Bewegungsgleichungen der Besetzungsfunktionen lässt sich analog zu der
Gleichung für die Photonenzahlen herleiten. Das Ergebnis lautet

d
dt

f λk (r∥)
⃓⃓⃓⃓
SE

=−Im

{︄
epλ
m0

∑︂
p

√︄
2

ħωpϵ0
u∗

p(r∥, zQW)πλk,p(r∥)

}︄
.

Wird nun wieder das Ergebnis aus Gl. (3.36) verwendet, ergibt sich

d
dt

f λk (r∥)
⃓⃓⃓⃓
SE

=−∑︂
p

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 Imχλk
SE(ωp,r∥).

Zur Berechnung der Ladungsträger-Verluste muss dementsprechend über alle Moden summiert werden,
auch Moden, die für den Laser-Betrieb keine Rolle spielen. Da die Verluste nur näherungsweise behandelt
werden sollen, wird nun die Summe für einen unendlich ausgedehnten Quantenfilm ausgeführt, welcher
in ein Material mit sehr ähnlicher Dielektrizitätskonstante eingebettet wurde. Eine mögliche Basis für die
optischen Moden wären ebene Wellen:

uαq(r)= eαq
1⎷
V

eiq·r

Hierbei wurde mit der Summe α auch berücksichtigt, dass es für jeden Wellenvektor q zwei mögliche
Polarisationen gibt, welche beide behandelt werden müssen. In diesem Fall wird eine Polarisationrichtung so
gewählt, dass sie parallel zum Quantenfilm ist (α= 1). Die andere Polarisationsrichtung ist dementsprechend
senkrecht dazu (α= 2). Der Verlustterm lautet

d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
SE

=− 1
V

∑︂
αq

Imχλk
SE(ωq)

⃓⃓
ep ·eαq

⃓⃓2 =− 1
(2π)3

∑︂
α

∫︂
d3qImχλk

SE(ωq)
⃓⃓
ep ·eαq

⃓⃓2 .

Der Faktor
⃓⃓
ep ·eαq

⃓⃓2 beschreibt hier den Einfluss der Polarisationsrichtung. Bisher war dieser Faktor immer
gleich 1, da nur TE-Moden betrachtet wurden. Die Frequenzen lauten

ωq = c
nQW

|q|,

hierbei ist nQW der Brechungsindex des Materials in der Nähe des Quantenfilms. Dieser entspricht nähe-
rungsweise dem effektiven Brechungsindex des Moden-Solvers aus Kapitel 2, daher wird im Folgenden der
effektive Brechungsindex für nQW verwendet um keinen zusätzlichen Parameter einzuführen. Ein Übergang
zu Kugelkoordinaten ergibt

d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
SE

=− 1
8π3

∫︂ ∞

0
dq q2Imχλk

SE(ωq)
∫︂

d2Ω
∑︂
α

⃓⃓
ep ·eαθ

⃓⃓2
=−

n3
QW

c38π3

∫︂ ∞

0
dωω2Imχλk

SE(ω)
∫︂

d2Ω
∑︂
α

⃓⃓
ep ·eαθ

⃓⃓2 . (3.37)

Übrig bleiben hier ein Integral über alle Frequenzen und ein Winkelintegral, welche beide separat betrachtet
werden können. Es wird nun angenommen, dass die Richtung des Impuls-Matrixelements ep in der xy-
Ebene liegt, sodass die z-Komponente der Polarisationsrichtung nicht beiträgt, wie es zum Beispiel für
die zwei energetisch-höchsten Valenzbänder in der Wurtzit-Struktur der Fall ist. Dementsprechend wird⃓⃓
ep ·eαθ

⃓⃓2 = 1 für α= 1 angenommen, und
⃓⃓
ep ·eαθ

⃓⃓2 = cos2θ für α= 2. Hierbei ist θ der Winkel zwischen q
und der z-Achse und die Polarisation für α= 2 ist dementsprechend senkrecht dazu. Das Ergebnis lautet∫︂

d2Ω
∑︂
α

⃓⃓
ep ·eαθ

⃓⃓2 = 2π
∫︂ π

−π
dθ

(︁
1+cosθ2)︁

sinθ = 4π
(︃
1+ 1

3

)︃
.
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Nun muss noch das Frequenzintegral in Gl. (3.37) betrachtet werden, welches numerisch für k-Vektor
ausgewertet werden kann. Da die Verluste aber nur näherungsweise betrachtet werden sollen, wird eine
einfache Näherung für das spontane Emissionsspektrum benutzt:

χλk
SE(ω)≈− |p2

λ
|e2

ϵ0m2
0ω

f e
k f λk

ħω−εe
k −ελk + iγ

⇒ Imχλk′
SE (ω)

γ→0≈ π|p2
λ
|e2

ϵ0m2
0ω

δ
(︂
ħω−εe

k −ελk
)︂

f e
k f λk

Hierbei wurde eine einfache Dephasierungskonstante für den Dephasierungsterm verwendet und der Grenz-
wert für γ→ 0 betrachtet. Das Frequenz-Integral kann ausgeführt werden und das Endergebnis lautet

d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
SE

≈−
2n3

QW|pλ|2e2

3πc3ϵ0m2
0ħ2

(︂
εe

k +ελk
)︂

f e
k f λk .

Der Verlustterm für die Besetzungsfunktion der Elektronen ist die Summe über alle Lochbänder:

d
dt

f e
k

⃓⃓⃓⃓
SE

≈−∑︂
λ

2n3
QW|pλ|2e2

3πc3ϵ0m2
0ħ2

(︂
εe

k +ελk
)︂

f e
k f λk .

Im Folgenden wird der Vorfaktor zu Bλ
k zusammengefasst:

d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
SE

=−Bλ
k f e

k f λk , Bλ
k =

2n3
QW|pλ|2e2

3πc3ϵ0m2
0ħ2

(︂
εe

k +ελk
)︂
. (3.38)

Ähnliche Verlustterme sind auch in der Literatur zu finden, zum Beispiel in Ref. [64]. Die Verluste der
Ladungsträgerdichten lauten dementsprechend

d
dt

ne

⃓⃓⃓⃓
SE

= d
dt

nh

⃓⃓⃓⃓
SE

=− 2
A

∑︂
λk

Bλ
k f e

k f λk ,

dabei wurde die Entartung aufgrund des Elektronen-Spins wieder über einen zusätzlichen Faktor 2 berücksich-
tigt. In Ratengleichungsmodellen wird oft angenommen, dass die Verluste bezüglich der spontanen Emission
quadratisch in der Ladungsträgerdichte sind [115]:

d
dt

ne,h

⃓⃓⃓⃓
SE

=−Bnenh, (3.39)

mit einem wählbaren Parameter B. Mit der in diesem Kapitel vorgestellten Methode wird allerdings kein
weiterer Parameter benötigt und es ist möglich die Abhängigkeit der Verluste von der Ladungsträgerdichte
genauer zu bestimmen.

Als Beispiel sind in Abb. 3.7 die Spektren der spontanen Emission für verschiedene Ladungsträgerdich-
ten gezeigt. Diese Spektren haben ein Maximum bei Wellenlängen leicht unterhalb der Bandlücke und wie
erwartet nimmt die spontane Emission für größere Ladungsträgerdichten zu. Unter Berücksichtigung der
Hartree-Fock-Beiträge verschiebt sich das Maximum zu größeren Wellenlängen, da die Bandlücke verklei-
nert wird. Außerdem scheint sich das Spektrum aus zwei verbreiterten Maxima zusammenzusetzen. Diese
beiden Maxima sind auf exzitonische Effekte zurückzuführen, welche bei der Hartree-Fock-Näherung schon
berücksichtigt werden. Ein Maximum gehört hier zum Schwerloch-Exziton, das andere zum Leichtloch-
Exziton.

Außerdem sind in Abb. 3.8 die Verluste durch spontane Emission abhängig von der Ladungsträgerdichte
gezeigt. Hier spielt es keine Rolle, ob die zusätzlichen Hartree-Fock-Terme berücksichtigt wurden. Diese
Verluste nehmen für kleine Ladungsträgerdichten wie in Gl. (3.39) quadratisch zu, für größere Ladungsträ-
gerdichten hingegen sind die Verluste proportional zu n3/2. Dies liegt vermutlich an der Form der Elektron-
Besetzungsfunktion, welche bei höheren Dichten stark von einer Boltzmann-Verteilung abweicht. Bei den
Loch-Besetzungsfunktionen sind aufgrund der höheren effektiven Massen stärkere Abweichungen erst bei
noch größeren Ladungsträgerdichten zu erwarten.
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Abbildung 3.7: Spektren der spontanen Emission für verschiedene Ladungsträgerdichten, mit und ohne
Berücksichtigung der Hartree-Fock-Beiträge. Hierbei wurde die k ·p-Bandstruktur aus Abb. 3.2, Coulomb-
Streuung mit dynamischer Abschirmung und Streuung mit optischen Phononen berücksichtigt, siehe auch
Tabelle 9.12 im Anhang.
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Abbildung 3.8: (Links) Ladungsträgerverluste durch spontane Emission für verschiedene Ladungsträgerdich-
ten, mit und ohne Berücksichtigung der Hartree-Fock Beiträge. (Rechts) Vergleich mit zwei verschiedenen
Fit-Funktionen mit unterschiedlichen Potenzen.
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Kapitel 4

Modendynamik mit einfachem
Pumpterm

In den Betrachtungen der vorherigen Kapitel wurde bisher nur die Kopplung der Elektronen und Löcher mit
dem elektromagnetischen Feld betrachtet. Zur Beschreibung einer Laserdiode ist es allerdings notwendig
zu wissen, wie die Ladungsträger von den Kontakten in den Quantenfilm gelangen. Außerdem müssen
Ladungsträgerdichteverluste, die nicht mit dem elektromagnetischen Feld zusammenhängen, berücksichtigt
werden. In diesem Kapitel werden zunächst diese zusätzlichen Terme diskutiert und das gesamte System von
Bewegungsgleichungen angegeben. Numerisch ist die Lösung immer noch aufwendig, daher werden anhand
eines möglichst einfachen Beispiels verschiedene Näherungen miteinander verglichen. Für dieses einfache
Beispiel soll außerdem das Verhalten der Modendynamik untersucht werden.

4.1 Zusätzliche Terme in den Bewegungsgleichungen

Bei einer Laserdiode werden die Quantenfilme elektrisch gepumpt. Hierbei bewegen sich die Ladungsträger
durch die Diode zu den Quantenfilmen, wo sie durch Elektronen-Phononen-Streuung in die einzelnen
Quantenfilm-Niveaus gelangen. Ein einfaches Modell dafür hat die Form [116]

d
dt

fk

⃓⃓⃓⃓
Pump

= η0
inj

j
e

(1− fk)
f Pump
k

nPump
.

In diesem Term spielen die Stromdichte j und die Injektions-Effizienz η0
inj eine Rolle. Diese Effizienz wird

benötigt, da es auch Ladungsträgerverluste in anderen Teilen der Laserdiode gibt und nur ein bestimmter
Anteil davon in den Quantenfilm gelangen. Es ist möglich, dass diese Effizienz auch von der Stromdichte
abhängt, dies wird in diesem Kapitel jedoch vernachlässigt. Da hier die Besetzungsfunktionen betrachtet
werden und nicht die Ladungsträgerdichten selber, ist es notwendig die Elektronen und Löcher auf die
verschiedenen Wellenvektoren k aufzuteilen. Hierzu wird eine Fermiverteilung f Pump

k3D
benutzt, welche

hierbei die Fermi-Dirac-Verteilung der Bulk-Ladungsträger in der Nähe der Quantenfilme darstellen soll. Sie
hängt ab von einer Temperatur und einer Dichte nPump. Außerdem muss gewährleistet werden, dass die
Besetzungen nie größer als eins werden, dies wird durch den zusätzlichen Pauli-Faktor (1− fk) gewährleistet.

Da die Wellenvektoren im Quantenfilm k zweidimensional sind und die Wellenvektoren im Bulk-Material
k3D dreidimensional, wird die Gleichung oben entsprechend modifiziert, sodass über die Komponente
senkrecht zum Quantenfilm summiert wird:

d
dt

fk

⃓⃓⃓⃓
Pump

= η0
inj

j
e

1
Lz

∑︂
k⊥

(1− fk)
f Pump
k3D

nPump
= ηk

j
e

(1− fk).

Die Länge Lz ist hierbei beliebig und bildet zusammen mit der Summe ein Integral über k⊥. Die Bulk-
Besetzungsfunktion wurde mit anderen Faktoren zu ηk zusammengefasst. Eine Summation über alle Wellen-
vektoren ergibt die ensprechende Änderung der Ladungsträgerdichten:

53



54 KAPITEL 4. MODENDYNAMIKMIT EINFACHEM PUMPTERM

0 5 10 15 20

2D-Dichte in 1012cm−2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

η
/η

0

Löcher
Elektronen

Abbildung 4.1:Die Abhängigkeit der Injektions-Effizienz η von der Ladungsträgerdichte in den Quantenfil-
men aus Gl. (4.2) mit den Parametern aus Tab. (9.10).

d
dt

n
⃓⃓⃓⃓
Pump

= 2
A

∑︂
k

d
dt

fk

⃓⃓⃓⃓
Pump

= η0
inj

j
e

2
V

∑︂
k3D

(1− fk)
f Pump
k3D

nPump
= ηinj

j
e

. (4.1)

Hierbei wurden die Faktoren mit den Besetzungsfaktoren in einer neuen Effizienz ηinj zusammengefasst

ηinj = η0
inj

2
V

∑︂
k3D

(1− fk)
f Pump
k3D

nPump
(4.2)

Befinden sich keine Ladungsträger im Quantenfilm, fk = 0 für alle k, entspricht ηinj gerade η0
inj. Ein Beispiel

für die Abhängigkeit der Effizienz von der Ladungsträgerdichte ist in Abb. 4.1 gezeigt. Hier wurden effektive
Massen für die Bandstruktur des Quantenfilms und des Bulk-Materials angenommen, mit den Parametern
aus Tabelle 9.10 im Anhang. Da die Masse der Löcher größer ist, ist die Effizienz dort größer, da hier
die Besetzungen mehr verteilt sind als bei Elektronen. Dies führt zu unterschiedlichen Elektronen- und
Lochdichten im Quantenfilm, daher wird in diesem Kapitel die Effizienz für Elektronen und Löcher festlegen,
sodass die Effizienz nicht mehr von der Dichte abhängt. Deshalb soll gelten

d
dt

n
⃓⃓⃓⃓
Pump

= η0
inj

j
e

.

Die Faktoren ηk müssen demnach folgendermaßen modifiziert werden:

ηk = η0
inj

1
L

∑︁
k⊥

f Pump
k3D

nPump

2
V

∑︁
k3D (1− fk)

f Pump
k3D

nPump

= η0
inj

1
L

∑︁
k⊥ f Pump

k3D

2
V

∑︁
k3D (1− fk) f Pump

k3D

. (4.3)

Bei den nichtradiativen Verlusten der Ladungsträger werden normalerweise zwei Effekte berücksichtigt:
Shockley-Read-Hall-Rekombination [117] (SRH) und Auger-Rekombinationen. In diesem und dem nächsten
Kapitel wird zunächst nur die SRH-Rekombination behandelt, hierbei rekombinieren Ladungsträger unter
Benutzung von Fehlstellen und Elektronen-Phonon-Streuung. Dazu wird ein Term der Form [64]

d
dt

fk

⃓⃓⃓⃓
SRH

=− fk
τnr

verwendet, hierbei ist die Rekombinationszeit τnr ein zu bestimmender Parameter.

4.2 Photonenverluste und Leistung

Bisher wurden nur die Verluste der Ladungsträger diskutiert, allerdings sind die Verluste von Photonen auch
sehr wichtig für die Laserdynamik. Zum einen werden Photonen innerhalb der Laserdiode absorbiert, zum
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anderen verlassen die Photonen die Laserdioden an den teilweise durchlässigen Spiegeln auf den beiden
Seiten des Resonators. Die Spiegel-Verluste auf der einen Seite entsprechen auch dem Output des Lasers.
Die Verluste innerhalb der Diode werden auch als intrinsische Verluste bezeichnet und durch eine konstante
Absorption αint beschrieben. Die Spiegelverluste können mithilfe der Round-Trip-Bedingung beschrieben
werden [116]:

1= eL(g−αint) R2 eL(g−αint) R1 = R1R2 e2L(g−αint),

welche ausdrückt, dass sich die Intensität im“continuous wave” (CW) Betrieb bei einemUmlauf nicht ändert.
Hierbei ist g der Gain innerhalb der Diode, R1 und R2 sind Reflektivitäten der beiden Spiegel und L ist die
Länge der Laserdiode bzw. des Resonators. Schreiben wir

R1R2 = e−2LαSpiegel ⇒ αSpiegel =− 1
2L

ln(R1R2) ,

dann lautet die Round-Trip-Bedingung

1= e2L(g−αint−αSpiegel) = e2L(g−α),

mit den gesamten Verlusten α. Um die zeitliche Änderung der Photonenzahl durch die Verluste zu erhalten,
muss diese Absorption mit der Gruppengeschwindigkeit multipliziert werden:

d
dt

Sp

⃓⃓⃓⃓
Verluste

=−vgrαSp =− Sp

τphoton
,

mit der Lebensdauer der Photonen τphoton

τphoton = 1
vgrα

= ngr

cα
. (4.4)

In der Simulation werden die Bewegungsgleichungen der Photonenzahlen numerisch gelöst, die Photonen-
zahlen sind dementsprechend zu jeden Zeitpunkt bekannt. Eine wichtige Größe bei einem Laser ist allerdings
auch die Ausgangsleistung, also die Energie der Photonen, welche die Laserdiode in einem bestimmten
Zeitintervall durch einen der beiden Spiegel verlassen. Wird angenommen, dass R2 die Reflektivität dieses
Spiegel ist, dann sind die Verluste nur für diesen Spiegel

d
dt

Sp

⃓⃓⃓⃓
Spiegel

=− 1
2L

ln
1

R2
vgrSp.

Jedes Photon hat eine Energie von ħωp, daher lautet die gesamte Leistung P des Lasers

P =−∑︂
p
ħωp

d
dt

Sp

⃓⃓⃓⃓
Spiegel

=∑︂
p

ħωp c
2Lngr

ln
1

R2
Sp

und kann zu jedem Zeitpunkt aus den Photonenzahlen berechnet werden.

4.3 Zusammenstellen der Bewegungsgleichungen

Um das endgültige System von Bewegungsgleichungen zu erhalten, werden alle Terme aus den vorherigen
Kapiteln zusammengeführt. Das Ergebnis lautet:
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mit den Hartree-Fock-Energien

ε̃λk = ελk − 1
A

∑︂
q

Vλλ
q f λk+q.

In der klassischen Betrachtung des elektromagnetischen Feldes sind dieModenkoeffizienten komplexe Zahlen
und es gibt keine spontane Emission. Soll die spontane Emission dennoch berücksichtigt werden, muss in der
Bewegungsgleichung derModenkoeffizienten einTerm hinzugefügt werden, welchermit dem entsprechenden
Term in den Bewegungsgleichungen der Photonenzahlen übereinstimmt. Eine Möglichkeit ist

d
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SE
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= d
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⃓⃓⃓⃓
SE

. (4.6)

Dies ist natürlich eine grobeNäherung und umdie spontane Emission genau zu beschreiben ist eine quantenop-
tische Betrachtung notwendig. In Abb. 4.2 ist das System von Bewegungsgleichungen schematisch dargestellt.
Dabei regen die Besetzungsfunktionen zusammen mit den Modenkoeffizienten die mikroskopischen Polarisa-
tionen an, diese bewirken zusammen mit dem Feld wiederum eine Änderung der Besetzungsfunktionen bzw.
derModenkoeffizienten, was den Prozess der stimulierten Emission darstellt.Mit derNäherung für die sponta-
ne Emission werden die Modenkoeffizienten bzw. die Photonenzahlen direkt durch die Besetzungsfunktionen
angeregt.

f e,λ
k ψλ

k Bp,Sp

SpiegelverlustePumpterm

Nichtradiative Verluste Intrinsische Verluste
Spontane Emission

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung der Bewegungsgleichungen (4.5).

4.4 Vereinfachungen in diesem Kapitel

In diesem Kapitel soll im Folgenden zunächst die Wechselwirkung der verschiedenen longitudinalen Moden
an einem möglichst einfachen Beispiel diskutiert werden. Dementsprechend sollen nur die unbedingt notwen-
digen Terme in den Bewegungsgleichungen benutzt werden. Daher werden die Hartree-Fock-Korrekturen im
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Abbildung 4.3: Imaginärteil der Suszeptibilität mit den Parametern aus Tabelle 9.10 im Anhang für verschie-
dene Ladungsträgerdichten. Aufgrund der konstanten Dephasierungskonstante ist bei höheren Ladungsträ-
gerdichten der Imaginärteil für Energien unterhalb der Bandlücke leicht positiv.

Folgenden nicht weiter berücksichtigt, außerdem werden die Streuterme möglichst einfach gehalten. Zur
Beschreibung der Dephasierung wird eine einfache Dephasierungskonstante γ verwendet:

d
dt
ψλ

k

⃓⃓⃓⃓
Streu

=−γħψ
λ
k.

Außerdem wird zur Beschreibung der Streuung eine einfache Streuzeit τs eingesetzt:

d
dt

fk

⃓⃓⃓⃓
Streu

=− fk − f FD
k

τs
.

Hierbei wird zunächst nur die Elektronen-Phononen-Streuung berücksichtigt, daher ist f FD
k die Fermi-Dirac-

Verteilung mit derselben Dichte wie fk und der Gittertemperatur. Des Weiteren ist es ausreichend, nur ein
Leitungsband und ein Valenzband in der Dynamik zu berücksichtigen, daher kann der Index λ nur einen
Wert annehmen. Der Index λ wird dementsprechend wenn möglich weggelassen und alle Größen, welche
die Löcher betreffen, werden mit h indiziert. Für die Bandstruktur wird die Näherung der effektive Massen
verwendet, die genauen Parameter werden in der Tabelle 9.10 im Anhang beschrieben. Der Imaginärteil der
Suszeptibilität, welcher die optische Verstärkung bestimmt, ist für diese Parameter in Abb. 4.3 gezeigt.

Da in diesem Kapitel nur die longitudinalen Effekte diskutiert werden sollen, werden für die x-Abhän-
gigkeiten der verschiedenen Größen bestimmte Annahmen getroffen. Dazu wird angenommen, dass die
Besetzungsfunktionen nur unterhalb des Stegs von Null verschieden sind und in x-Richtung gemittelt werden:

f̄k(y)= 1
w

∫︂ w/2

−w/2
dx fk(r∥),

w ist hierbei die Stegbreite und mit f̄k werden die gemittelten Besetzungsfunktionen bezeichnet. Außerdem
wird angenommen, dass die Modenfunktionen folgermaßen in einen longitudinalen und einen transversalen
Anteil aufteilen lassen:

up(r∥, zQW)= t(x)gp(y).

Dies führt zu dem folgenden Ansatz für die mikroskopischen Polarisationen:⌜⃓⃓⎷ 2e2

m2
0ħϵ0

phψk(r∥)= t(x)ψ̃k(y).

Die Vorfaktoren wurden hierbei so gewählt, dass die daraus entstehenden Bewegungsgleichungen möglichst
einfach gehalten werden. Diese haben die Form
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d
dt
ψ̃k ≈−i

∑︂
p

e2 |ph|2
m2

0ϵ0ħ⎷ωp
Bp gp(y)

(︂
1− f̄ h

k − f̄ e
k

)︂
− i
ħ

(︂
εe

k +εh
k

)︂
ψ̃k − γ

ħ ψ̃k,

d
dt

f̄ αk ≈− I t

w

∑︂
p

1⎷
ωp

Im
{︂
B∗

p g∗
p(y)ψ̃k

}︂
+ j

e
ηαk(1− f̄ αk )−Bk f̄ e

k f̄ h
k − f̄ αk

τnr
− f̄ αk − f α,FD

k
τs

,

d
dt

Bp =−iωpBp − iI t

2⎷ωp

∫︂
dy g∗

p(y)
2
A

∑︂
k
ψ̃k − 1

2
Bp

τphoton
+ d

dt
Bp

⃓⃓⃓⃓
SE

,

d
dt

Sp = I t⎷
ωp

Im

{︄
B∗

p

∫︂
dy g∗

p(y)
2
A

∑︂
k
ψ̃k

}︄
− Sp

τphoton
+ I tImχSE(ωp).

Dabei wurden verschiedene Näherungen benutzt, beispielsweise wurde der Term −Bk f e
k f h

k , welcher die
Verluste durch spontane Emission beschreibt, durch den gemittelten Term −Bk f̄ e

k f̄ h
k ersetzt. Dies ist nur

eine gute Näherung wenn Abweichungen von den gemittelten Besetzungsfunktionen klein genug sind. Der
Vorfaktor I t bestimmt hierbei die Wechselwirkung von Quantenfilm und Feld:

I t =
∫︂ w/2

−w/2
dx |t(x)|2 . (4.7)

Es ist möglich, den Faktor I t näherungsweise durch den Confinement-Faktor Γ ausdrücken:

I t =
∫︂ w/2

−w/2
dx |t(x)|2 =

∫︂
QW

d2r∥
⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 ≈ 1
dQW

∫︂
QW

d3r
⃓⃓
up(r)

⃓⃓2
= 1

dQW

∫︁
QWd3r

⃓⃓
up(r)

⃓⃓2∫︁
d3r

⃓⃓
up(r)

⃓⃓2
ϵ(r)

≈ 1
dQWn2

eff

∫︁
QWd3r

⃓⃓
up(r)

⃓⃓2∫︁
d3r

⃓⃓
up(r)

⃓⃓2 = Γ

dQWn2
eff

.

Als letzten Schritt werden die Polarisationen noch zusätzlich mit I t skaliert und das Ergebnis zur besseren
Übersicht wieder mit ψk bezeichnet. Genauso werden die gemittelten Besetzungen f̄k in fk umbenannt, das
resultierende Gleichungssystem lautet

d
dt
ψk ≈−i

∑︂
p

ChI t
1

ħ⎷ωp
Bp gp(y)

(︂
1− f h

k − f e
k

)︂
− i
ħ

(︂
εe

k +εh
k

)︂
ψk − γ

ħψk,

d
dt

f αk ≈− 1
w

∑︂
p

1⎷
ωp

Im
{︂
B∗

p g∗
p(y)ψk

}︂
+ j

e
ηαk(1− f αk )−Bk f e

k f h
k − f αk

τnr
− f αk − f α,FD

k
τs

,

d
dt

Bp =−iωpBp − i
2⎷ωp

∫︂
dy g∗

p(y)
2
A

∑︂
k
ψk(y)− 1

2
Bp

τphoton
+ d

dt
Bp

⃓⃓⃓⃓
SE

,

d
dt

Sp = 1⎷
ωp

Im

{︄
B∗

p

∫︂
dy g∗

p(y)
2
A

∑︂
k
ψk(y)

}︄
− Sp

τphoton
+ I tImχSE(ωp). (4.8)

Einige Konstanten wurden hierbei in der Kopplungskonstanten Ch zusammengefasst:

Ch = |ph|2 e2

m2
0ϵ0

.

4.5 Adiabatische Eliminierung der mikroskopischen Polarisation

Ein Problem in der numerischen Lösung der Bewegungsgleichungen ist die mikrokopische Polarisation ψk.
Deren Komponenten oszillieren näherungsweise mit der dazugehörigen Übergangsenergie bei k:

ψk ∝ e−
i
ħ t(εe

k+εh
k)

Die Periode diese Oszillationen liegt hierbei in der Größenordnung von Femtosekunden, was die direkte
numerische Lösung erschwert, da die Prozesse, die hier von Interesse sind, eher auf einer Nanosekunden-
Zeitskala ablaufen. Eine ersteMöglichkeit, um diese Oszillation zu reduzieren, ist folgendeTransformation:die
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Energie E0 wird hierbei in der Nähe der Bandlücke gewählt. Die einzelnen Komponenten oszillieren aber
weiterhin mit der Frequenz εe

k +εh
k −E0, welche immer noch hinreichend groß sein kann. Da sich in der

Laserdiode die Felder und Quantenfilm-Dichten auf einer Nanosekunden-Skala ändern, kann es hilfreich
sein, die Bewegungsgleichung für die mikroskopische Polarisation näherungsweise zu lösen, sodass nur noch
die Bewegungsgleichungen für die Quantenfilm-Besetzungsfunktionen und Photonenzahlen gelöst werden
müssen. Dazu wird die Bewegungsgleichung für die Polarisation aus Gl. (4.8) folgendermaßen umgeschrieben:

d
dt

e
i
ħ t(εe

k+εh
k+iγ)ψk ≈−e−

i
ħ t(εe

k+εh
k+iγ) i

∑︂
p

ChI t
1

ħ⎷ωp
Bp gp(y)(1− f h

k − f e
k)

Unter der Annahme, dass die Änderungen der Ladungsträgerdichten und Photonenzahlen auf der Zeitskala
der Dephasierungszeit τ= ħ

γ
klein sind, liefert eine Integration über die Zeit:

ψk ≈∑︂
p

ChI t⎷
ωp

gp(y)Bp
1− f e

k − f h
k

ħωp + iγ−εe
k −εh

k
=−∑︂

p

ChI t⎷
ωp

gp(y)Bpχk(ωp).

Wird im Folgenden von einer adiabatischen Eliminierung der Polarisation gesprochen, ist damit die Ver-
wendung der obigen Formel gemeint. Die Größe χk(ω) ist dabei der Beitrag zur Suszeptibilität, der zum
Wellenvektor k gehört, siehe auch Gl. (3.34):

χk(ω)=− 1− f e
k − f h

k

ħω+ iγ−εe
k −εh

k
. (4.9)

Ein Einsetzen dieser Polarisation in die Bewegungsgleichungen liefert

d
dt

f αk = ChI t

w

∑︂
pq

1⎷
ωqωp

Im
{︂
BpB∗

qχk(ωp)gp(y)g∗
q(y)

}︂
+ j

e
ηαk(1− f αk )−Bk f e

k f h
k − f αk

τnr
− f αk − f α,FD

k
τs

,

d
dt

Bp =+ i
2

ChI t
∑︂
q

Bq
1⎷
ωpωq

∫︂ L

0
dy g∗

p(y)gq(y)
2
A

∑︂
k
χk(ωq)

− iωpBp − 1
2

Bp

τphoton
+ d

dt
Bp

⃓⃓⃓⃓
SE

,

d
dt

Sp =−ChI t
∑︂
q

Im

{︄
B∗

pBq
1⎷
ωpωq

∫︂ L

0
dy g∗

p(y)gq(y)
2
A

∑︂
k
χk(ωq)

}︄

− Sp

τphoton
+ I tImχSE(ωp).

Im Folgenden soll der Einfluss dieser Näherung auf die Laserdynamik für verschiedene Parameter disku-
tiert werden. Dazu wird zunächst nur eine longitudinale Mode betrachtet. In der obigen Gleichung spielt nur
In diesemFall spielt in den obigenGleichungen nur das Betragsquadrat

⃓⃓
gp(y)

⃓⃓2 eine Rolle. Dementsprechend
wird hier der möglichst einfache Fall gp(y)= 1⎷

L
gewählt, sodass die Normalisierungsbedingung

∫︂ L

0
dy

⃓⃓
gp(y)

⃓⃓2 = 1

erfüllt wird. Mit diese Modenfunktion hängen die mikroskopische Polarisation und die Besetzungsfunktionen
nicht mehr von y ab und die Bewegungsgleichungen lauten:

d
dt

f αk = ChI tS
ω

1
Lw

Imχλk(ω)+ j
e
ηαk(1− f αk )−Bk f e

k f h
k − f αk

τnr
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k
τs

,

d
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S =−ChI tS
ω

2
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∑︂
k

Imχk(ω)− S
τphoton

+ I tImχSE(ω),
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dabei ist S die Photonenzahl in der einzigen Mode. Wird die Näherung der adiabatischen Elimination nicht
verwendet, lautet das Gleichungssystem

d
dt
ψk =−iChI t

1
ħ⎷ωB

(︂
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k − f e
k

)︂
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,
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SE
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B∗ 2

A
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ψk(y)

}︄
− S
τphoton

+ I tImχSE(ω).

In Abb. 4.5 wird die Näherung mit der genaueren Lösung für verschiedene Dephasierungskonstanten
verglichen. Abweichungen lassen sich hier nur für Dephasierungskonstanten unterhalb von 2 meV beobachten.
Allerdings ist die Dephasierung für Halbleiter im Laser aufgrund von Coulomb- und Elektron-Phonon-
Streuung wesentlich größer, daher scheint diese Näherung für Simulation von Laserdioden gerechtfertigt.

In Abb. 4.4 ist der Imaginärteil der Suszeptibilität für die verwendeten Dephasierungskonstanten und
eine verschwindende Ladungsträgerdichte gezeigt. In diesem Fall folgt aus Gl.(4.9):

Imχ(ω)= 2
A

Ch

ω2

∑︂
k

Imχk(ω)= 2
A

Ch

ω2

∑︂
k

γ(︁ħω−εe
k −εh

k
)︁2 +γ2

γ→0→ Ch

ω2
2π
A

∑︂
k
δ(ħω−εe

k −εh
k)⏞ ⏟⏟ ⏞

I(ω)

. (4.10)

Dementsprechend ist der Imaginärteil für γ→ 0 proportional zur Zustandsdichte I(ω). Unter Verwendung
der Näherung der effektivenMassen entspricht die Zustandsdichte in zwei Dimensionen einer Stufenfunktion.
Dieses Verhalten ist in Abb. 4.8 sichtbar, allerdings sind für kleine Wellenlängen und kleine Dephasierungs-
konstanten Oszillationen sichtbar. Dies liegt an der Lorentz-Funktion in Gl. (4.10), deren Breite sehr klein
wird und daher mit der gewählten Diskretisierung nicht mehr gut genug aufgelöst werden kann.
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Abbildung 4.4: Imaginärteil der Suszeptibilität für verschiedene kleine Dephasierungskonstanten bei einer
verschwindenden Ladungsträgerdichte.

4.6 Ratengleichungen

Wird diemikroskopische Polarisation wie in Kapitel 4.5 adiabatisch eliminiert, sind die Bewegungsgleichungen
unter der Annahme von Streuzeiten und einfacher Dephasierung gut numerisch lösbar auf einer Nanosekun-
den-Zeitskala. Allerdings findet die Modendynamik auf einer Mikrosekunden-Zeitskala statt, wo sich die
numerische Lösung weiterhin aufwendig gestaltet. Noch schwieriger wird es, wenn realistische Streuprozesse
betrachtet werden sollen, wo sich die numerische Rechenzeit in jedem Zeitschritt vervielfacht.

Eine Möglichkeit für eine weitere Vereinfachung ist die Annahme von Gleichgewichtsverteilungen für
die Besetzungsfunktionen. Die entsprechenden Fermi-Dirac-Verteilungen hängen von zwei Parametern ab:
der Ladungsträgerdichte und der Temperatur. Effekte, die durch kleine Abweichungen von der Fermi-Dirac-
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Abbildung 4.5:Umden Einfluss der adiabatischen Eliminierung darzustellen, wurden hier Lasersimulationen
für einen Strom von 100mA mit verschiedenen Dephasierungskonstanten durchgeführt. Hierbei wurde
nur eine longitudinale Mode mit einer Wellenlänge von 511.75 nm betrachtet. Gezeigt werden hier die
Zeitabhängigkeiten der Anzahl der Photonen in der Laserdiode, der Elektronendichte und der Lochdichte
im Quantenfilm. Bei den durchgezogenen Linien wurde die Bewegungsgleichung für die mikroskopische
Polarisation mit gelöst, während bei den gestrichelten Linien die adiabatische Eliminierung benutzt wurde.
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Verteilung entstehen, können weiterhin näherungsweise beschrieben werden, dies wird genauer in Kapitel 5
diskutiert. Für die Temperatur der Ladungsträger wird die Gittertemperatur verwendet, welche in diesem
Kapitel als konstant angenommen wird. Der längere Betrieb einer Laserdiode führt im Experiment zu einer
Erwärmung [118], dieser Effekt könnte an dieser Stelle über eine zeitabhängige Temperatur berücksichtigt
werden. Im Folgenden soll jedoch nur die Dynamik der Ladungsträgerdichten betrachtet werden. Die zeitliche
Änderung dieser Ladungsträgerdichte folgt aus einer entsprechenden Summe über die Änderungen der
Besetzungsfunktion:
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e
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ωqωpIm
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e
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. (4.11)

Die Streuterme tauchen hier nicht auf, da sie die Ladungsträgerdichte nicht ändern. Hierbei wurde die
Suszeptibilität aus Gl. (3.35) verwendet:

χ(ω,ne,nh)= Ch

ω2
2
A

∑︂
k
χk(ω).

Umdie Annahme von Fermi-Dirac-Verteilungen zu überprüfen, sind in Abb. 4.6 die Gleichgewichtsvertei-
lungen für verschiedene Streuzeiten gezeigt. Dabei wurde wieder nur eine longitudinale Mode berücksichtigt.
Hier lassen sich deutliche Abweichungen nur bei sehr großen Streuzeiten feststellen. Bei den Besetzungs-
funktionen lässt sich eine Verringerung in der Nähe des Gamma-Punktes beobachten, da hier der Prozess der
stimulierten Emission stattfindet. Realistische Streuzeiten liegen in der Größenordnung von 100 fs [100],
daher scheint zumindest im Gleichgewicht die Annahme von kleinen Abweichungen gerechtfertigt.
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Abbildung 4.6:Gleichgewichtsverteilungen für einen Strom von 100mA und eine longitudinale Mode mit
einer Wellenlänge von 511.75 nm und für verschiedene Streuzeiten.

Es ist außerdem möglich, aus der Gesamtenergie der Besetzungsfunktionen

E = 2
V

∑︂
k
εk fk

eine Temperatur zu bestimmen. Dazu wird die Fermi-Dirac-Verteilungen bestimmt, welche die gleiche
Ladungsträgerdichte und die gleiche Gesamtenergie besitzen, wie die Besetzungsfunktion fk. Der zeitliche
Verlauf dieser Temperatur ist für verschiedene Streuzeiten in Abb. 4.7 gezeigt. Am Anfang der Simulation
bei t = 0 sind die Ladungsträgerdichten noch Null und die Temperatur ist nicht definiert, da die Gesamt-
energie in diesem Fall auch Null ist. Nach den ersten Pikosekunden ist die Temperatur zunächst größer als
die Gittertemperatur, fällt anschließend aber auf die Gittertemperatur ab. Ein Anstieg der Temperatur ist
außerdem bei t ≈ 500ps zu beobachten. Dies ist der Zeitpunkt, bei dem die Ladungsträgerdichte so groß ist,
dass optische Verstärkung im Quantenfilm vorliegt. In diesem Fall rekombinieren Ladungsträger in der Nähe
der Bandlücke durch stimulierte Emission. Die Ladungsträger, welche in den Quantenfilm gepumpt werden,
können allerdings eine wesentlich größere Energie besitzen und müssen durch Streuprozesse zunächst in die
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energetisch-niedrigeren Niveaus gelangen, bevor sie dort rekombinieren können. Die Abweichungen von der
Gittertemperatur nehmen dementsprechend mit der Streuzeit zu.

EinewichtigeGröße ist dieAusgangsleistung des Lasers, diese ist abhängig von der Stromstärke inAbb. 4.8
dargestellt. Wie bei einer Laserdiode zu erwarten ist, nimmt die Leistung ab einer Schwellstromstromstärke
von ungefähr 30 mA linear zu. Unterhalb der Schwellstromstärke wird die Ausgangsleistung durch spontane
Emission und liegt Größenordnungen unterhalb der Leistungen, die überhalb des Schwellstroms erreicht
werden.

4.7 Modendynamik mit Ratengleichungen

In diesem Kapitel soll die Modendynamik an einem ersten Beispiel diskutiert werden. Wie im letzten Kapitel
beschrieben, werden dabei Fermi-Dirac-Verteilungen für die Besetzungsfunktionen verwendet und nur die
Dynamik der Ladungsträgerdichten berücksichtigt.

Soll eine Simulation mit mehreren Moden durchgeführt werden, bleibt die Frage, wie die Frequenzen
der einzelnen Moden gewählt werden müssen. In Kapitel 2 wurde ein Moden-Solver verwendet um den
effektiven Brechungsindex neff zu bestimmen. Aus der Ableitung des effektiven Brechungsindex nach der
Frequenz folgt der Gruppenbrechungsindex ngr, welcher wiederum die Frequenzabstände der longitudinalen
Moden bestimmt. In diesem Kapitel wird kein Moden-Solver verwendet und Brechungsindizes neff und ngr
gehen als Parameter in die Simulation ein.

Da in diesem Kapitel nur eine transversale Mode betrachtet wird, wird im Folgenden der Index p benutzt,
um die verschiedenen longitudinalen Moden zu indizieren. Da der Frequenzabstand durch den Gruppenbre-
chungsindex gegeben ist (siehe Gl. (2.8)), können die Modenfrequenzen zunächst durch

ωp =ω0 + πc
Lngr

(p− p0) (4.12)

ausgedrückt werden. Die Frequenz ω0 ist die Frequenz einer Referenzmode mit p = p0 und wird durch den
effektiven Brechungsindex bestimmt:

ω0 = πc
Lneff

p0.

Die Modendynamik für einen Strom von 100 mA ist in Abb. 4.9 gezeigt. Die verwendeten Parameter
sind in den Tabellen 9.10 und 9.11 im Anhang aufgeführt. Dabei wurde in den Bewegungsgleichungen
angenommen, dass die Ladungsträgerdichten nicht vom Ort abhängen. Hier wird der Output des Lasers
zeitabhängig und nachWellenlängen aufgelöst dargestellt.UmeinBild zu erhalten,was experimentellen Streak-
Camera-Messungen ähnlich ist, wird hier jede longitudinale Mode auf der Wellenlänge-Achse durch eine
Gauss-Funktion dargestellt. Das Maximum der Gauss-Funktion ist durch die Photonenzahl zum Zeitpunkt t
gegeben, die Gauss-Funktion ist um die Wellenlänge der Mode zentriert und hat eine Breite von 0.0044nm,
was ungefähr der Auflösung im Experiment entspricht. Das Gesamtbild entspricht der Summe dieser Gauss-
Funktionen zu jeder Zeit t. In der Modendynamik in Abb. 4.9 scheint sich nach genügend langer Zeit ein
Gleichgewichtszustand einzustellen, wo nur die Mode mit der größten optischen Verstärkung aktiv ist.
Dies entspricht allerdings qualitativ noch nicht experimentellen Ergebnissen, wo Effekte wie Modenrollen
beobachtet werden, siehe zum Beispiel Abb. 1.1.
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Abbildung 4.7: Zeitlicher Verlauf der Temperatur der Besetzungsfunktion, bestimmt aus der Gesamtenergie,
für einen Strom von 100 mA und einer longitudinale Mode mit einer Wellenlänge von 511.75 nm und für
verschiedene Streuzeiten.

0 20 40 60 80 100
I in mA

0

10

20

30

40

P
in

m
W

0 20 40 60 80 100
I in mA

10−4

10−2

100

P
in

m
W

Abbildung 4.8:Die Abhängigkeit der Leistung von der Stromstärke, links in linearer Darstellung und rechts
in logarithmischer Darstellung.
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Abbildung 4.9: Modendynamik für einen Strom von I = 100mA unter der Annahme ortsunabhängiger
Ladungsträgerdichten.



4.8. FOURIERENTWICKLUNGDER BESETZUNGSFUNKTIONEN 65

4.8 Fourierentwicklung der Besetzungsfunktionen

In den bisherigen Rechnungen wurde die Ortsabhängigkeit der Besetzungsfunktionen vernächlässigt und die
entsprechenden simulierten Streak-Camera-Bilder stimmen qualitativ nicht mit experimentellen Ergebnissen
überein. In diesem Kapitel soll die Ortsabhängigkeit in longitudinaler Richtung (y-Richtung) berücksichtigt
werden, die Ortsabhängigkeit in lateraler Richtung (x-Richtung) wird aber weiterhin vernachlässigt. Aufgrund
der hohen Spiegelreflektivitäten an den beiden Enden des Resonators werden stehende Wellen angenommen
und die longitudinalen Anteile der Modenfunktionen haben die Form

gp(y)=
√︃

2
L

sin
(︂
pπ

y
L

)︂
.

Da die mikroskopische Polarisation durch das optische Feld angeregt wird, wird sie hier zur Vereinfachung in
die entsprechenden Anteile der stehenden Wellen zerlegt:

ψk(y, t)=
√︃

2
L

∑︂
p
ψ

p
k(t)sin

(︂
pπ

y
L

)︂
.

Für die longitudinale Ortsabhängigkeit der Besetzungsfunktionen ist es sinnvoll, eine Fourierentwicklung
durchzuführen:

f αk (y, t)= f α,0
k (t)+

∞∑︂
m=1

f α,m
k (t)cos

(︂
mπ

y
L

)︂
.

Mithilfe von Gl. (4.8) sollen nun die Bewegungsgleichungen der Fourier-Komponenten bestimmt wer-
den. Dabei wird auch die ortsabhängige Fermi-Dirac-Verteilung benötigt, welche aber nichtlinear von der
ortsabhängigen Ladungsträgerdichte abhängt. Für die Ladungsträgerdichten wird dementsprechend ebenso
eine Fourier-Entwicklung durchgeführt, die einzelnen Fourier-Komponenten können durch eine Summation
der Fourier-Komponenten der Besetzungsfunktionen berechnet werden:

nα(y, t)= 2
A

∑︂
k

f αk (y, t)= 2
A

∑︂
k

f α,0
k (t)⏞ ⏟⏟ ⏞

n0
α(t)

+
∞∑︂

m=1

2
A

∑︂
k

f α,m
k (t)⏞ ⏟⏟ ⏞

nm
α (t)

cos
(︂
mπ

y
L

)︂
.

Weil die Fourier-Komponenten mit m > 0 klein im Vergleich zur gemittelten Dichte n0
α sein sollen, wird für

Größen, die von den Ladungsträgerdichten abhängen, eine Taylor-Entwicklung durchgeführt. Zum Beispiel
können die Fermi-Dirac-Besetzungsfunktionen folgendermaßen entwickelt werden:

f α,FD
k (nα(y, t))≈ f α,FD

k (n0
α(t))+ ∂ f α,FD

k

∂n0
α

∞∑︂
m=1

nm
α (t)cos

(︂
mπ

y
L

)︂
.

Wird die Fourierentwicklung der mikroskopischen Polarisation zusammen mit den Modenfunktionen in die
Bewegungsgleichung (4.8) eingesetzt, entstehen Terme der Form

ψ
p
k(t)sin

(︂π
L

p
)︂

gq(y)∝ sin
(︂π

L
p
)︂
sin

(︂π
L

q
)︂
∝ cos

(︂π
L

(p− q)
)︂
−cos

(︂π
L

(p+ q)
)︂
. (4.13)

Dementsprechend wird durch den ersten Term die Fourierkomponente |p− q| der Besetzungsfunktionen
angeregt und eine Fourierkomponente p+ q durch den zweiten Term. p und q sind aber beide sehr große
Zahlen, daher sind p+ q und die dazugehörige Wellenzahl (p+q)π

L sehr groß. Daher ist anzunehmen, dass
hier die Diffusion eine große Rolle spielen kann. Dies soll hier kurz an einem Beispiel diskutiert werden. Die
Diffusionsgleichung mit einer Diffusionskonstanten D lautet

d
dt

f (t, y)= D∆ f (t, y)

Für eine Sinusfunktion mit Wellenzahl k folgt eine Abklingzeit τ:

d
dt

f (t, y)=−Dk2 f (t, y)=−1
τ

f (t, y) ⇒ τ= 1
Dk2 .
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Besitzt das Licht eine Wellenlänge von ungefähr 500 nm im Vakuum, hat es mit einem effektiven Brechungs-
index von 2.4 im Material eine Wellenzahl von k0 = 2πneff/λ0 ≈ 0.03nm−1. Dementsprechend liegt die
Wellenzahl (p+q)π

L bei ungefähr 2k0 ≈ 0.06nm−1. Mit einer Resonatorlänge von 600µm liegt die Differenz
der Wellenzahlen zwei benachbarter Moden bei ∆k =π/L ≈ 5.2×10−6 nm−1. Die Diffusionskonstante hat
eine Größenordnung von D = 10cm2s−1, damit lauten die zwei Abklingzeiten mit denen die beiden Fourier-
komponenten jeweils abfallen:

τ1 = 1
D(2k0)2

≈ 0.3ps

τ2 = 1
D∆k2 ≈ 37µs.

Die Abklingzeit der kleinen Wellenzahl ist hier so groß, dass in den Bewegungsgleichungen der entsprechen-
den Fourierkomponente die Diffusion nicht berücksichtigt werden muss. Hingegen ist die Abklingzeit der
großenWellenzahlen so klein, dass angenommen wird, dass die entsprechenden Fourierkomponenten der
Besetzungsfunktionen verschwindend klein sind. Daher wird beim Einsetzen der Fourierentwicklungen in die
Bewegungsgleichungen bei Termen wie in Gl. (4.13) immer nur der Term mit der kleinen Ortsabhängigkeit
berücksichtigt. Dies ist natürlich auch der numerischen Behandlung sehr nützlich, da der Rechenaufwand
unter Berücksichtigung all dieser Fourierkomponenten der Besetzungsfunktionen um ein Vielfaches höher
wäre.

Aus Gl. (4.8) folgen dann die Bewegungsgleichungen

d
dt

f α,0
k = 1

L

∫︂ L

0
dy

d
dt

f αk

≈− 1
Lw

∑︂
p

1⎷
ωp

Im
{︂
B∗

pψ
p
k

}︂
+ j

e
ηαk(1− f αk )−Bk f e,0

k f h,0
k − f α,0

k
τnr

− f α,0
k − f α,FD

k
τs

,

d
dt

f α,m
k = 2

L

∫︂ L

0
dy cos

(︂
πm

y
L

)︂ d
dt

f αk ≈− 1
Lw

∑︂
p ̸=q

1⎷
ωp

Im
{︂
B∗

pψ
q
k

}︂
− f α,m

k
τnr

−
f α,m
k −nm

α

∂ f α,FD
k
∂n0

α

τs
,

d
dt
ψ

p
k ≈−i

∑︂
p

ChI t
1

ħ⎷ωp
Bp(1− f h,0

k − f e,0
k )− i

ħ
(︂
εe

k +εh
k

)︂
ψ

p
k

+ i
2

∑︂
q

ChI t
1

ħ⎷ωq
Bp( f h,|p−q|

k + f e,|p−q|
k )− γ

ħψ
p
k,

d
dt

Bp =−iωpBp − i
2⎷ωp

2
A

∑︂
k
ψ

p
k − 1

2
Bp

τphoton
.

Hierbei wurden Integrale der Form

2
∫︂ 1

0
dx sin(πpx)sin(π(p+m)x)cos(πmx)= 1

2

entsprechend ausgewertet.

Hier ist gut ersichtlich, dass zwei aktive longitudinale Moden p und q entsprechende Oszillationen der
Besetzungsfunktionen auslösen. Der Wellenvektor dieser Schwingungen entspricht hierbei der Differenz der
Wellenvektoren der beiden Moden und die Frequenz der Differenz der entsprechenden Modenfrequenzen.
Wird die mikroskopische Polarisation, wie in Kapitel 4.5 beschrieben, adiabatisch eliminiert, ergeben sich
folgende Bewegungsgleichungen:
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d
dt

f α,0
k =ChI t

Lw

∑︂
p

1
ωp

SpImχ0
k(ωp)+ ChI t

2w

∑︂
pq

1⎷
ωqωp

Im
{︂
BpB∗

qχ
|p−q|
k (ωp)

}︂
+ j

e
ηαk(1− f αk )−Bk f e,0

k f h,0
k − f α,0

k
τnr

− f α,0
k − f α,FD

k
τs

,

d
dt

f α,m
k =ChI t

w

∑︂
p

1
ωp

SpImχm
k (ωp)+ ChI t

w

∑︂
|p−q|=m

1⎷
ωqωp

Im
{︂
BpB∗

qχ
0
k(ωp)

}︂

− f α,m
k
τnr

−
f α,m
k −nm

α

∂ f α,FD
k
∂n0

α

τs
,

d
dt

Bp =+ i
2

ChI tBp
1
ωp

2
A

∑︂
k
χ0

k(ωp)+ i
4

ChI t
∑︂
q

Bq
1⎷
ωpωq

2
A

∑︂
k
χ
|p−q|
k (ωq)

− iωpBp − 1
2

Bp

τphoton
+ d

dt
Bp

⃓⃓⃓⃓
SE

. (4.14)

Dabei wurden die folgenden Abkürzungen verwendet:

χ0
k(ω)=− 1− f e,0

k − f h,0
k

ħω+ iγ−εe
k −εh

k
,

χm
k (ω)= f e,m

k + f h,m
k

ħω+ iγ−εe
k −εh

k
.

Werden die Frequenzen ausGl. (4.12) in der Simulation verwendet, ist der Frequenzabstand zwischen zwei
benachbarten longitudinalen Moden ist immer gleich. Dies ist für die numerische Modellierung ungünstig,
da alle Beiträge zu den Fourierkomponenten der Besetzungsfunktionen mit der exakt gleichen Frequenz
oszillieren und sich gegenseitig stark beeinflussen. Ein einfacher Weg wäre die Addition einer Zufallszahl
zwischen −δ∆ω und δ∆ω auf alle Frequenzen. Der Parameter δ liegt hier bei wenigen Prozent und die
Zufallszahlen stammen aus einer uniformen Verteilung. Der Einfluss des Parameters δ wird in Kapitel 4.11 an
einem Beispiel diskutiert.

Alternativ könnte auch ein Modensolver verwendet werden um die genaue Frequenzabhängigkeit neff(ω)
zu erhalten und die einzelnen Frequenzen exakt zu berechnen. Aufwändigere Möglichkeiten, mit diesem
Problem umzugehen, wären die Berücksichtigung von Noise [119] oder eine genauere Betrachtung der
quantenoptischen Effekte.

Aus der Bewegungsgleichung für die Modenkoeffizienten folgt neben der Bewegungsgleichung für die
Photonenzahlen auch eine Bewegungsgleichung für die Phasen der Moden. Diese lautet:

d
dt
φp = 1

Sp
Im

{︃
B∗

p
d
dt

Bp

}︃
=−ωp + 1

2
ChI t

1
ωp

Re

{︄
2
A

∑︂
k
χ0

k(ωp)

}︄

+ 1
4

ChI t
∑︂
q

1⎷
ωpωq

Re

{︄
B∗

pBq

Sp

2
A

∑︂
k
χ
|p−q|
k (ωq)

}︄
,

dabei wurde der Term aus Gl. (4.6) für die spontane Emission verwendet, welcher keinen Einfluss auf
die Phasendynamik hat. Nun bleibt noch die Frage nach den Anfangsbedingungen für das optische Feld.
Die einfachste Möglichkeit ist, dass das optische Feld für t = 0 verschwindet. In diesem Fall müssen die
Photonenzahlen auch verschwinden: Sp(t = 0)= 0, allerdings sind die Phasen bei t = 0 nicht definiert. Bei
einer genaueren quantenoptischen Rechnung ist dies kein Problem. Beispielsweise regt die spontane Emission
nicht die Modenkoeffizienten Bp = ⟨︁

B̂p
⟩︁
an, sondern Erwartungswerte der Form

⟨︂
B̂p

†B̂p

⟩︂
, welche in den

Bewegungsgleichungen auch berücksichtigt werden müssten.
In dieser Arbeit wird allerdings ein klassisches optisches Feld angenommen und es müssen bestimmte

Annahmen bezüglich der Anfangsphasen getroffen werden. Im Folgenden werden daher die Phasen zur Zeit
t = 0 zufällig gewählt. In Kapitel 4.11 wird der Einfluss der Anfangsphasen und der Phasendynamik für ein
Beispiel diskutiert.
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4.9 Beispiel mit Dynamik der Besetzungsfunktionen
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Abbildung 4.10: Vergleich der Modendynamik für einen Strom von I = 100mA. Während in a) die Ortsab-
hängigkeit der Besetzungsfunktion berücksichtigt wurde, wurde sie in b) vernachlässigt.

Die Modendynamik unter Berücksichtigung der ortsabhängigen Besetzungsfunktionen soll für einen Parame-
tersatz diskutiert werden, welcher in Tabellen 9.10 und 9.11 im Anhang angegeben ist. Zur Vereinfachung
werden die Phasen der Moden zunächst nur näherungsweise behandelt: φp =−ωp t. Der Einfluss der Phasen-
dynamik wird in Kapitel 4.11 genauer behandelt. Die so berechnete Modendynamik ist in Abb. 4.10 für einen
Strom von 100 mA gezeigt.

Bei der Modendynamik stellt sich kein Gleichgewicht ein und die Moden in einer kleinen Wellenlän-
genregion wechseln sich ab. Hierbei ist jede Mode nur für einen kleinen Zeitraum aktiv, danach wird die
benachbarte longitudinale Mode mit der größeren Wellenlänge aktiv. Dieser Prozess hält solange an, bis die
aktive Mode soweit vom Maximum der optischen Verstärkung entfernt ist, dass die Verluste nicht mehr
kompensiert werden können. In diesem Fall beginnt der Prozess beimMaximum von neuem. Dieser periodi-
sche Prozess wird als Modenrollen bezeichnet und kann auch gut experimentell mit einer Streak-Camera
beobachtet werden, siehe zum Beispiel Abb. 1.1. In Abb. 4.10 ist auch die Modendynamik gezeigt für den
Fall, wo die Ortsabhängigkeit der Ladungsträgerdichten ignoriert wurde und die Moden so nicht miteinander
wechselwirken. In diesem Fall stellt sich nach einiger Zeit ein Gleichgewicht ein und nur die Mode mit der
höchsten optischen Verstärkung ist aktiv, wie in Abb. 4.9.
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4.10 Bewegungsgleichungen der Ladungsträgerdichten

Der Ansatz für die ortsabhängigen Besetzungsfunktionen soll in diesem Kapitel verwendet werden, um Bewe-
gungsgleichungen für ortsabhängige Ladungsträgerdichten herzuleiten. Dies verringert den numerischen
Aufwand erheblich, da die Anzahl der Differentialgleichungen stark reduziert wird. Dadurch ist es hier relativ
einfach möglich, komplizierte Streuterme und Dephasierungsterme zu verwenden. Für die Besetzungsfunk-
tionen werden Fermi-Dirac-Verteilungen angenommen, wie in Kapitel 4.6 schon diskutiert wurde. Für die
Ladungsträgerdichten wird wie bei den Besetzungsfunktionen auch eine Fourier-Entwicklung durchgeführt:

nα(y, t)= n0
α(t)+

∞∑︂
m=1

nm
α (t)cos

(︂
mπ

y
L

)︂
.

Da die Fourier-Komponenten mit m > 0 klein im Vergleich zu n0
α sein sollen, wird für entsprechende Größen,

die von den Ladungsträgerdichten abhängen, eine Taylor-Entwicklung durchgeführt, wie das in Kapitel 4.8
schon für die Fermi-Dirac-Besetzungsfunktionen getan wurde. Die Bewegungsgleichungen für die Fourier-
komponenten der Ladungsträgerdichten folgen dann aus der Summation der Bewegungsgleichungen (4.14)
der Besetzungsfunktionen:
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. (4.15)

Die Bewegungsgleichung der ortsabhängigen Anteile lässt sich näherungsweise umschreiben zu

d
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α ,

mit der Abklingzeit 1/γα, welche hier definiert ist als

γα = 1
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Falls die Abklingzeiten von Elektronen und Löchern gleich sind, sind auch die Dichtevibrationen gleich:

γe = γh ⇒ nm
e = nm

h .

Für die Phasen der Modenkoeffizienten wird die folgende einfache Zeitabhängigkeit angenommen:

Bp =
√︂

Sp e−iωp t+φp
0 .

Eine näherungsweise Lösung der Bewegungsgleichung ergibt

nm
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ωqωpIm
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.

Da die Größenordnung der Abklingzeit im Bereich einer Nanosekunde und die Frequenzdifferenz zweier
Moden eher im Bereich von Pikosekunden liegt, ist die Annahme γα(ωp −ωq)≪ 1 hier gerechtfertigt. Das
Ergebnis hat die Form
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Die Amplitude der Dichtevibrationen, welche von zwei Moden p und q angeregt werden, ist dementspre-
chend proportional zu den entsprechenden Modenkoeffizienten und zum Imaginärteil der Suszeptibilität.
Nun muss noch der Einfluss dieser Dichtevibrationen auf die Dynamik der Photonenzahlen untersucht
werden. Zur Vereinfachung der Notation wird im Folgenden die Abhängigkeit der Suszeptibilität von den
Ladungsträgerdichten nicht mehr explizit angegeben und die Bewegungsgleichung für dieModenkoeffizienten
lautet
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Hierbei wurde die Ableitung der Suszeptibilität folgendermaßen definiert:

χ′(ω)= ∂

∂n0
e
χ(ω)+ ∂

∂n0
h

χ(ω).

Aus der Bewegungsgleichung der Modenkoeffizienten folgen dann die Bewegungsgleichungen für die Photo-
nenzahl und die Phasen der Modenkoeffizienten:

d
dt

Sp =−I tSpωpImχ(ωp)− 1
2

I t
∑︂
q

Im
{︂
B∗

pBq
√︁
ωpωqn|p−q|χ′(ωq)
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− Sp
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+ I tImχSE(ωp)

d
dt
φp =−ωp + 1

2
I tωpReχ(ωp)+ 1

4
I t
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q

√︁
ωpωqRe

{︃B∗
pBq

Sp
n|p−q|χ′(ωq)

}︃
.

Unter der Annahme, das nur zwei Moden p und q gleichzeitig aktiv sind, ist es nun möglich, einen
Modenkopplungsterm herzuleiten. Dazu wird die Lösung aus Gl. (4.16) eingesetzt. Das Ergebnis lautet

d
dt

Sp ≈−I tSpωpImχ(ωp)− Sp

τphoton
+ 1

2
I2

t
Lw

∑︂
q

SpSqωpωq
1

ωq −ωp

Imχ(ωp)+ Imχ(ωq)
2

Reχ′(ωq).

Zu weiteren Vereinfachung wird die Suszeptibilität imWechselwirkungsterm am Gain-Maximum ω0 ausge-
wertet, das ergibt die Bewegungsgleichung

d
dt

Sp ≈− I tSpωpImχ(ωp)− Sp

τphoton
+ I2

t
2Lw

∑︂
q

SpSq

ωpωq
ω4

0
1

ωq −ωp
Imχ(ω0)Reχ′(ω0)

=− I tSpωpImχ(ωp)− Sp

τphoton
+ I2

t
2Lw

∑︂
q

SpSq

ωpωq
A(ωq −ωp), (4.17)

mit dem Kopplungsterm

A(∆ω)= ω4
0

∆ω
Imχ(ω0)Reχ′(ω0).

Aufgrund von A(−∆ω) = −A(∆ω) entspricht dies einem rein asymmetrischen Kopplungsterm. Am Gain-
Maximum gilt Imχ(ω0)< 0 und Reχ′(ω0)< 0, daher gilt auch A(ωq −ωp)< 0 für ωq <ωp. Dies bedeutet,
dass bei dieser Art der Modenwechselwirkung immer die Mode mit der kleineren Frequenz bevorzugt wird.
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4.11 Beispiel mit Dynamik der Ladungsträgerdichten

Für ein einfaches Beispiel sollen nun verschiedene Eigenschaften der Modendynamik diskutiert werden. Die
Parameter sind hier in Tabelle 9.10 angegeben und sind die gleichen wie bei in Abb. 4.10, wo die komplette
Dynamik der Besetzungsfunktionen berücksichtigt wurde. Wie weiter oben schon diskutiert, ist der Wechsel-
wirkungsterm, wenn nur die Dynamik der Ladungsträgerdichten betrachtet wird, rein asymmetrisch. Die
resultierende Modendynamik weicht allerdings stark von Ergebnissen ab, welche unter Berücksichtigung
der vollen Besetzungsfunktionen berechnet wurden, siehe Abb. 4.11. Daher wird hier der symmetrische
Wechselwirkungsterm aus Gl. (5.16) verwendet, der in Kapitel 5 hergeleitet und genauer diskutiert wird.
Dieser lautet

d
dt

Sp

⃓⃓⃓⃓
Symm

=1
2

I2
t

Lw

∑︂
q ̸=p

SpSq

ωpωq
ASymm(ωq −ωp)

ASymm(∆ω)= τs

∆ω2τ2
s +1

⎡⎢⎣2C2
hγ

2 2
A

∑︂
k

1− f e
k − f h

k(︂(︁ħω0 −εe
k −εh

k
)︁2 +γ2

)︂2 +ω4
0Imχ(ω0)Imχ′(ω0)

⎤⎥⎦ . (4.18)

Weiterhin führen Abweichungen der Besetzungsfunktionen von der angenommen Fermi-Dirac-Verteilung
auch zu kleinen Änderungen der Suszeptibilität δχ. Dies ist in Kapitel 5.6 genauer beschrieben und hat im
Vergleich zu dem oben genannten symmetrischen Wechselwirkungsterm nur einen kleinen Effekt auf die
Moden, wird hier aber auch berücksichtigt. Die Änderung der Suszeptibilität δχ hängt von der Photonendichte
s ab. Diese lautet mit den Definitionen aus diesem Kapitel und der bisher immer verwendeten räumlichen
Mittelung:

s = 1
Lw

∫︂
dx

∫︂
dy

∑︂
p

Sp
⃓⃓
up(x, y, zQW)

⃓⃓2 ≈ I t

Lw

∑︂
p

Sp.

Zum Vergleich ist in Abb. 4.11 die Modendynamik mit und ohne Verwendung der zusätzlichen Wechselwir-
kungsterme gezeigt. Die Modendynamik unter Berücksichtigung der vollen Besetzungsfunktionen mit den
gleichen Parametern ist auch dargestellt. Hier stimmt die Modendynamik mit dem zusätzlichen Modenwech-
selwirkungsterm qualitativ sehr gut mit der wesentlich aufwendigeren Rechnung überein, allerdings ist hier
die Periodendauer des Modenrollens leicht größer.

Wie in Kapitel 4.8 schon diskutiert wurde, wird ein zufälliger Offset auf die Frequenzen der Moden
addiert, um zu verhindern, dass dieModen exakt äquidistant sind. In Abb. 4.12 wird die Notwendigkeit hierfür
gezeigt. Hier wird für verschiedene Methoden die Modendynamik mit und ohne zufälligen Offset verglichen.
Wird kein zufälliger Offset verwendet, hängt die resultierende Modendynamik stark von den Anfangsphasen
ab. Eine Ausnahme ist die Verwendung eines effektiven Moden-Wechselwirkungsterms, da hier die Phasen
der Moden keine Rolle spielen. Wird ein genügend groß zufälliger Offset verwendet, folgt in allen Fällen
ein sehr ähnliches Ergebnis und die Modendynamik hängt nicht von den Anfangsphasen ab. Daher scheint
es sinnvoll zu sein, einen effektiven Wechselwirkungsterm zu verwenden, falls nur die Modendynamik von
Interesse ist, da hier nur ein Bruchteil der Zeitschritte in der Simulation notwendig ist.

Um aber die Dynamik der Phasen der Modenkoeffizienten oder die Vibrationen der Ladungsträgerdichte
zu untersuchen, müssen die vollen Bewegungsgleichungen gelöst werden, wodurch sich der numerische
Aufwand wesentlich erhöht. Die Periodendauer T der Dichtevibrationen ist abhängig vom Abstand zweier
benachbarter Moden, also

T = 2π
∆ω

= 2Lngr

c

und liegt daher in der Größenordnung von Pikosekunden. Die Form der Vibrationen hängt außerdem stark
von den Anfangsphasen der Modenkoeffizienten und anderen Faktoren ab, in Abb. 4.13 die Vibrationen für
verschiedene Anfangsbedingungen gezeigt.
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Abbildung 4.11: Vergleich der Modendynamik für verschiedene Methoden für einen Strom von I = 100mA.
Während in a) die Dynamik der vollen Besetzungsfunktionen berücksichtigt wurde, wurde in b) und c)
eine Fermi-Dirac-Verteilung angenommen und nur die Dynamik der Ladungsträgerdichten betrachtet. In
b) wurden die zusätzlichen Terme aus Gleichungen (4.18) und Kapitel 5.6 verwendet, während sie in c)
vernachlässigt wurden.
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Abbildung 4.12: Einfluss des zufälligen Offsets der Modenfrequenzen für verschiedene Methoden. Bei
den rechten drei Bildern wurde ein maximaler Offset von 0.05∆ω verwendet, während bei den linken drei
Bildern äquidistante Modenfrequenzen verwendet wurden. In beiden Fällen wurde bei der Berechnung der
Modendynamik verschiedeneMethoden verwendet. Einmal wurden die Fourierkomponenten und die Phasen
der Moden in den Bewegungsgleichungen berücksichtigt, einmal nur die Fourierkomponenten und einmal
wurden die effektiven Wechselwirkungsterme aus Gl. (4.17) und (4.18) verwendet.



4.11. BEISPIELMIT DYNAMIK DER LADUNGSTRÄGERDICHTEN 73

0.0

0.5

1.0
y/

L

0 10 20 30
t− t0 in ps

0.0

0.5

1.0

y/
L

0 10 20 30
t− t0 in ps

-0.2%

0.0%

0.2%

-0.2%

0.0%

0.2%

-0.2%

0.0%

0.2%

-0.2%

0.0%

0.2%

n(y, t)/n0(t)−1 für t0 = 50ns

0.0

0.5

1.0

y/
L

0 10 20 30
t− t0 in ps

0.0

0.5

1.0

y/
L

0 10 20 30
t− t0 in ps

-0.2%

0.0%

0.2%

-0.2%

0.0%

0.2%

-0.2%

0.0%

0.2%

-0.2%

0.0%

0.2%

n(y, t)/n0(t)−1 für t0 = 200ns

Abbildung 4.13: Ort- und Zeitabhängkeit der Ladungsträgerdichten. Gezeigt ist hier ein kleiner Zeitbereich
von30 ps, welcher bei t0 anfängt.Da dasErgebnis stark vondenAnfangsphasen und vonden zufällig gewählten
Offsets der Modenfrequenzen abhängt, sind hier jeweils 4 Ergebnisse für zwei verschiedene Zeitbereiche
gezeigt.

Es bleibt noch zu untersuchen, wie sich die Modendynamik bei verschiedenen Stromstärken verhält.
Dies ist in Abb. 4.14 für einen effektiven Wechselwirkungsterm gezeigt. Wie schon in Kapitel 4.9 diskutiert
wurde, ist das Modenrollen charakteristisch für die Modendynamik von Laserdioden, hierbei stellt sich kein
Gleichgewichtszustand ein, sondern verschiedene longitudinale Moden wechseln sich ab. Die aktive Mode
geht hierbei von kleineren Wellenlängen über zu größeren Wellenlängen. Irgendwann ist eine Wellenlänge
erreicht, wo der Gain nicht mehr ausreicht, um die Photonenverluste zu kompensieren, und der Prozess fängt
am Gain-Maximum wieder an. Die Periodendauer dieses Prozesses definiert eine Modenrollenfrequenz f ,
welche laut Abb. 4.14 für größere Stromstärken zunimmt. Bei Stromstärken nahe an der Schwelle zeigt sich
ein anderes Verhalten, hier scheint es möglich zu sein, dass sich ein Gleichgewicht einstellt, wo eine oder
mehrere Moden aktiv sind.

Dies ist nochmal genauer in Abb. 4.15 dargestellt. Hier ist die Modenrollenfrequenz abhängig von der
Stromstärke gezeigt. Die Modenrollenfrequenz verschwindet in der Nähe des Schwellstroms, und nimmt für
größere Stromstärken zu. Dies lässt sich auch experimentell beobachten, siehe Kapitel 5.8.
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Abbildung 4.14: Modendynamik für verschiedene Stromstärken. Hierbei wurde nur die Dynamik der La-
dungsträgerdichte berücksichtigt und es wurden die effektivenWechselwirkungsterme aus Gleichungen (4.17)
und (4.18) verwendet.
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Abbildung 4.15:Die Stromabhängigkeit der Modenrollenfrequenz. Hierbei wurde die Modendynamik für
verschiedene Stromstärken berechnet und die Frequenz aus dem Abstand der Peaks bestimmt.

4.12 Fazit

In diesem Kapitel wurden zunächst verschiedene Terme zu den Bewegungsgleichungen aus dem letzten
Kapitel hinzugefügt. Diese Terme werden für die Laserdynamik benötigt und beschreiben beispielsweise
das Pumpen der Quantenfilme oder die Photonen-Verluste. Anschließend wurde der Einfluss verschiedener
Näherungen an einem möglichst einfachen Beispiel untersucht. So hat die adiabatische Eliminierung der
mikroskopischen Polarisation für die hier verwendeten Parameter keinen Einfluss auf die Laserdynamik und
die Abweichungen der Besetzungsfunktionen von Fermi-Dirac-Verteilungen ist klein. Für das Beispiel wurde
außerdem die Modendynamik untersucht. Es stellt sich heraus, dass die Ortsabhängigkeit der Besetzungs-
funktionen und Ladungsträgerdichten in den Simulationen berücksichtigt werden muss um eine qualitati-
ve Übereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen zu erzielen. Werden für die Besetzungsfunktionen
Fermi-Dirac-Verteilungen angenommen, muss außerdem ein symmetrischer Modenwechselwirkungsterm
berücksichtigt werden, da dieser Effekt sonst in den Bewegungsgleichung nicht enthalten wäre. DieHerleitung
und eine genauere Diskussion dieser Modenwechselwirkungsterme erfolgt im nächsten Kapitel.



Kapitel 5

Analyse der Modenwechselwirkung

Im letzten Kapitel wurde die Wechselwirkung von verschiedenen longitudinalen Moden anhand eines einfa-
chen Beispiels diskutiert. Hierbei wurden viele Effekte vernachlässigt, beispielsweise die Ortsabhängigkeiten
der Ladungsträgerdichten senkrecht zur Ausbreitungsrichtung sowie Vielteilcheneffekte. Diese Vielteil-
cheneffekte beinhalten neben Hartree-Fock-Korrekturen auch Streu- und Dephasierungsterme, welche eine
numerische Lösung sehr aufwendig gestalten. Eine Möglichkeit zur Reduzierung der Rechenzeit ist das Be-
nutzen von effektiven Wechselwirkungstermen, welche die Wechselwirkung der Moden über Vibrationen der
Ladungsträgerdichten näherungsweise beschreiben. In diesem Fall haben die Modenwechselwirkungsterme
die Form

d
dt

Sp

⃓⃓⃓⃓
Moden−WW

=∑︂
q

ApqSpSq. (5.1)

Die Schwierigkeit besteht in der Bestimmung der Koeffizienten Apq, welche von den Modenfunktionen und
den Frequenzen der Moden p und q abhängen. In diesem Kapitel werden diese Koeffizienten hergeleitet und
diskutiert. Dazu werden die Bewegungsgleichungen für bestimmte Anteile der Besetzungsfunktionen bzw.
der Quantenfilmdichten näherungsweise gelöst. Hierbei ist es möglich, Vielteilcheneffekte näherungsweise
zu berücksichtigen, außerdem ist wesentlich einfacher, eine Ortsabhängigkeit der Besetzungsfunktionen oder
der Quantenfilmdichten senkrecht zur Ausbreitungsrichtung zu betrachten. Weiterhin wird angenommen,
dass an jedem Zeitpunkt nur zwei Moden gleichzeitig aktiv sind. Dies ist notwendig, um einen Wechselwir-
kungsterm der Form in Gleichung (5.1) zu erhalten. Die Wechselwirkung zwischen drei oder mehr Moden
wird vernachlässigt.

5.1 Herleitung der Modenwechselwirkungsterme

Ausgangspunkt für die Herleitung der Modenwechselwirkungsterme sind die ortsabhängigen Halbleiter-
Bloch-Gleichungen und die Bewegungsgleichungen für die Modenkoeffizienten, siehe Gl. (4.5). Diese lauten
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75
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die Rabi-Frequenz ist gegeben als

ħΩλ
k =− ep∗

λ

m0

∑︂
p

√︄
ħ

2ωpϵ0
Bpup(r∥, zQW)+ 1

A
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q
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q ψλ

k+q,

und die Einteilchen-Energien in der Hartree-Fock-Näherung lauten

ε̃λk = ελk − 1
A

∑︂
k′

Vλλ
k−k′ f λk′ .

Zur Herleitung der Modenwechselwirkungsterme muss zunächst die Bewegungsgleichung für die mikrosko-
pische Polarisation ψλ

k näherungsweise gelöst werden, wie das in Kapitel 4.5 schon diskutiert wurde. Anstelle
des einfachen Dephasierungsterms wird allerdings eine allgemeine Dephasierungsmatrix verwendet und das
Ergebnis lautet
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Hierbei bezeichnet χλk(ω) den Beitrag zur Suszeptibilität, der zumWellenvektor k gehört:

χλk(ω)=−∑︂
k′
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mit der Matrix aus Gl. (3.33):
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Eingesetzt in die Bewegungsgleichungen für die Besetzungsfunktionen ergibt sich der folgende Beitrag für
die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

d
dt
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,

hierbei wurden die Beiträge, welche aufgrund der Hartree-Fock-Korrektur in der Rabi-Frequenz vorkommen,
vernachlässigt. Diese tragen ohnehin nicht zu den Bewegungsgleichungen der Elektron- und Lochdichten
bei [62]. Das “EM” soll hier darauf hinweisen, dass hier nur die Beiträge aufgrund der direkten Wechselwir-
kung mit dem elektromagnetischen Feld betrachtet werden. Für die Photonenzahlen der einzelnen Moden
lauten die Bewegungsgleichungen
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, (5.2)

hierbei ist Cλ eine Abkürzung für e2|pλ|2/m2
0ϵ0. Die ortsabhängigen Besetzungsfunktionen werden nun in

zwei Anteile f 0
k und δ fk aufgespalten:

fk(r∥)= f 0
k (r∥)+δ fk(r∥).

Hierbei entspricht f 0
k (r∥) einer zeitlichen Mittelung der Besetzungsfunktion über ein Intervall in der Grö-

ßenordnung von 100ps in der Nähe von t und ändert sich dementsprechend nur auf großen Zeitskalen. Der
Anteil δ fk beschreibt die Abweichungen der Besetzungsfunktionen von dem zeitlichenMittelwert f 0

k (r∥) und
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kann stark von der Zeit abhängen. Diese Abweichungen beschreiben Vibrationen der Ladungsträgerdichten
und treten auf, wenn zwei oder mehr optische Moden gleichzeitig aktiv sind.

Nunwird zunächst dieDynamik der Loch-Besetzungsfunktionen untersucht, die Behandlung der Elektron-
Besetzungsfunktionen erfolgt analog, dabei muss aber immer nur über alle Lochbänder summiert werden.
Die Bewegungsgleichungen für die Loch-Besetzungsfunktionen lauten

d
dt
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BpB∗

qχ
λ
k(ωp)up(r∥, zQW)u∗

q(r∥, zQW)
}︂

−∑︂
k′

Jλ
kk′

(︄
δ f λk′ −δnh

∂ f λ,FD
k′

∂n0
h

)︄
− δ f λk
τnr

. (5.4)

Hierbei wurde wie in Kapitel 4.10 angenommen, dass sich die Besetzungsfunktionen nur schwach von einer
Fermi-Dirac-Verteilung unterscheiden, sodass der Streuterm die folgende Form hat:

d
dt

f λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

≈−∑︂
k′

Jλ
kk′

(︂
f λk′ − f λ,FD

k′
)︂
.

Beim Einfluss auf die Bewegungsgleichung von δ f λk′ muss beachtet werden, dass die Fermi-Dirac-Verteilung
von der Dichte abhängt, welche dementensprechend auch in zwei Anteile aufgespalten werden muss:

nh = n0
h +δnh, δnh = 2

A

∑︂
λk
δ f λk .

Unter der Annahme, dass die Dichtevibrationen im Vergleich zur gemittelten Dichte sehr klein sind, ergibt
sich

f λ,FD
k (nh(r∥))≈ f λ,FD

k (n0
h(r∥))+δnh(r∥)

∂ f λ,FD
k

∂n0
h

.

Da in der Bewegungsgleichung von δ f λk die rechte Seite von den Dichtevibrationen δnh abhängt, ist es
sinnvoll, zunächst die entsprechende Bewegungsgleichung zu betrachten und eine geeignete Näherung für
δnh zu finden. Die dazugehörige Bewegungsgleichung lautet

d
dt

nh = d
dt

2
A

∑︂
λk

f λk

= j
e
ηh(nh)−B(ne,nh)− nh

τnr
+ ∑︂
λpq

Cλ
1⎷
ωqωp

Im
{︂
BpB∗

qχλ(ωp)up(r∥, zQW)u∗
q(r∥, zQW)

}︂

Dabei ist χλ der Anteil eines Valenzbandes zur gesamten Suszeptibilität, allerdings ohne den Vorfaktor:

χλ(ω)= 2
A

∑︂
k
χλk(ω)

und die gesamte Suszeptibilität lautet

χ(ω)=∑︂
λ

Cλ

ω2 χλ(ω).
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Die Bewegungsgleichungen für die einzelnen Anteile lauten

d
dt

n0
h = j

e
ηλ(n0

h)−B(n0
e,n0

h)− n0
h

τnr
+∑︂
λp

Cλ
1
ωp

Sp
⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 Imχ0
λ(ωp)

d
dt
δnh ≈−δnh

τnr
+∑︂

pλ
Cλ

Sp

ωp

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 Imδχλ(ωp)

∑︂
λpq,p ̸=q

Cλ

√︄
1

ωqωp
Im

{︂
BpB∗

qχ
0
λ(ωp)up(r∥, zQW)u∗

q(r∥, zQW)
}︂

. (5.5)

Die Suszeptibilität wurde in zwei Anteile aufgespalten:

χλk(ω)=−∑︂
k′
Λ
λ,−1
kk′ (ω)

(︂
1− f e

k′ − f λk′
)︂

=−∑︂
k′
Λ
λ,−1
kk′ (ω)

(︂
1− f e,0

k′ − f λ,0
k′

)︂
+∑︂

k′
Λ
λ,−1
kk′ (ω)

(︂
δ f e

k′ +δ f λk′
)︂

=χλ,0
k (ω)+δχλk(ω).

Unter der Annahme einer konstanten Temperatur und einer kleinen Dichteänderung gilt

δχλ(ω)= χλ(ω)−χ0
λ(ω)≈∂χλ(ω)

∂n0
h

δnh = 2
A

∑︂
k
Λ
λ,−1
kk′ (ω)

∂ f λ,FD
k

∂n0
h

δnh.

Die Bewegungsgleichung für den stark zeitabhängigen Anteil lautet

d
dt
δnh =−γhδnh +

∑︂
λpq,p ̸=q

Cλ

√︄
1

ωqωp
Im

{︂
BpB∗

qχ
0
λ(ωp)up(r∥, zQW)u∗

q(r∥, zQW)
}︂

,

mit der Abklingzeit 1/γh, welche hier definiert ist als

γh = 1
τnr

−∑︂
λp

Cλ

Sp

ωp

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 ∂χλ(ωp)

∂n0
h

.

Für die Phasen der Modenkoeffizienten wird die folgende Zeitabhängigkeit angenommen:

Bp =
√︂

Sp e−iωp t+φ0 .

Eine Lösung der Bewegungsgleichung ergibt näherungsweise

δnh ≈ ∑︂
λpq,p ̸=q

Cλ

√︄
1

ωqωp
Im

{︃
1

γh + i(ωp −ωq)
BpB∗

qχ
0
λ(ωp)up(r∥, zQW)u∗

q(r∥, zQW)
}︃

.

Da die Größenordnung der Abklingzeit einer Nanosekunde entspricht und die Frequenzdifferenz zweier
longitudinalerModen in derGrößenordnung von inversen Pikosekunden liegt, ist dieAnnahmeγh(ωp−ωq)≪
1 gerechtfertigt. Das Ergebnis hat die Form

δnh ≈− ∑︂
λpq,p ̸=q

Cλ

√︄
1

ωqωp

1
ωq −ωp

Re
{︂
BpB∗

qχ
0
λ(ωp)up(r∥, zQW)u∗

q(r∥, zQW)
}︂

.

Nun fehlt noch die Lösung der Bewegungsgleichung (5.4) für die entsprechenden Änderungen der
Besetzungsfunktionen. Diese Bewegungsgleichung lautet umgeformt

∑︂
k′

(︄
d
dt
δkk′ + Jλ

kk′ −Cλ

∑︂
p

Sp

ωp

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 ImΛλ,−1
kk′ (ωp)

)︄
δ f λk′ ≈

Cλ

∑︂
pq,p ̸=q

√︄
1

ωqωp
Im

{︂
BpB∗

qχ
λ,0
k (ωp)up(r∥, zQW)u∗

q(r∥, zQW)
}︂
+∑︂

k′
Jλ

kk′δnh

∂ f λ,FD
k′

∂n0
h

.



5.1. HERLEITUNGDERMODENWECHSELWIRKUNGSTERME 79

Die Gleichung kann analog zu der adiabatischen Eliminierung der mikroskopischen Polarisation in Kapitel 4.5
näherungsweise gelöst werden. Das Ergebnis lautet

δ f λk ≈ ∑︂
λ′pq,p ̸=q

Cλ′

√︄
1

ωqωp
Im

{︃
BpB∗

qup(r∥, zQW)u∗
q(r∥, zQW)

(︂
δλλ′

∑︂
k′

J̃λ,−1
kk′ (ωq −ωp)χλ,0

k′ (ωp)−∑︂
λ′

i
ωq −ωp

χ0
λ′ (ωp)

∑︂
k′k′′

J̃λ,−1
kk′ (ωq −ωp)Jλ

k′k′′
∂ f λ,FD

k′′

∂n0
h

)︂}︃
.

Bei der Matrix J̃λ
kk′ spielt neben der Streumatrix Jλ

kk′ auch die Frequenzdifferenz der beiden Moden eine
Rolle:

J̃λ
kk′ (∆ω)= Jλ

kk′ + i∆ωδkk′ −Cλ

∑︂
p

Sp

ωp

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 ImΛλ,−1
kk′ (ωp). (5.6)

Die Lösung für δ f λk kann weiter vereinfacht werden, indem angenommen wird, dass sich die Suszeptibilitäten
bei ωp und ωq kaum unterscheiden. Wird deshalb χ(ωp)≈ χ(ωq)≈ (χ(ωp)+χ(ωq))/2 angenommen, ergibt
sich

δ f λk ≈ ∑︂
λ′pq,p>q

Cλ′

√︄
1

ωqωp
Re

{︃
BpB∗
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∂n0
h

)︂}︃
.

Soweit wurden nur die Besetzungsfunktionen der Lochbänder betrachtet. Die Besetzungsfunktion der
Elektronen sieht genauso aus, nur dass über die Lochbänder λ summiert und bei der Ableitung der Fermi-
Dirac-Verteilung nach der Dichte nur ein Band berücksichtigt werden muss. Die dadurch entstehenden
Beiträge zur Bewegungsgleichung der Photonenzahlen lauten

d
dt
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⃓⃓⃓⃓
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In dieser Gleichung sind auch Wechselwirkungen von mehr als zwei Moden enthalten. Wird angenommen,
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dass nur zweiModen aktiv sind und werden nur die dominanten Beiträge berücksichtigt, folgt das Endergebnis

d
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⇒ d
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⃓⃓2 A(ωq −ωp,r∥). (5.7)

Die Wechselwirkung zwischen zwei Moden ist dementsprechend das Integral über die Betragsquadrate der
Modenfunktionenmit einemWechselwirkungsterm. Da die Besetzungsfunktionen vomOrt abhängen können,
ist es möglich, dass der Wechselwirkungsterm auch vom Ort abhängt. Dieser Wechselwirkungsterm lautet

A(∆ω)=−∑︂
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CλCλ′Im
{︃

2
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]︄)︂}︃
, (5.8)

hierbei wurden Frequenzenωp undωq durch eine geeignete Frequenzω0 ersetzt, damit derWechselwirkungs-
term nur noch von der Frequenzdifferenz ∆ω abhängt. Die Frequenz ω0 kann zum Beispiel demMaximum in
der optischen Verstärkung entsprechen. Dieser Wechselwirkungsterm hängt nur noch von der Bandstruktur
und der Wahl der Streuterme ab und kann daher unabhängig von der Form der Moden berechnet werden.
Beinhaltet die Laserdiodemehr als einen Quantenfilm, ist es notwendig, über alle Quantenfilme zu summieren.
Das Ergebnis lautet
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5.2 Modenwechselwirkung mit konstanter Streuzeit

Bevor kompliziertere Streuterme betrachtet werden, macht es Sinn zunächst den einfachsten Fall zu diskutie-
ren, nämlich den einer konstanten Streuzeit, siehe Gl. (3.25):

Jλ
kk′ ≈ 1

τs
δkk′ .

Die Matrix J̃λ
kk′ aus Gl. (5.6) hat damit näherungsweise die Form
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Der Wechselwirkungsterm lautet
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λλ′

CλCλ′Im
{︃

2
A

∑︂
kk′
Λ
λ,−1
kk′ (ω0)

(︂ 1+δλλ′
i∆ω+ 1

τs

Imχ
λ′,0
k′ (ω0)− i

Imχ0
λ′ (ω0))

∆ω

1
τs

i∆ω+ 1
τs

[︄
∂ f e,FD

k′

∂n0
e

+
∂ f λ,FD

k′

∂n0
h

]︄)︂}︂
. (5.9)

Der zweite Term auf der rechten Seite entspricht imWesentlichen der Ableitung der Suszeptibilität bezüglich
der Quantenfilmdichten. Unter Benutzung von

χ′(ω)= ∂χ(ω)
∂n0

e
+ ∂χ(ω)

∂n0
h

ergibt sich
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.

Hierbei wurde angenommen, dass ∆ω sehr viel kleiner als 1/τs ist, da die Streuzeit in der Größenordnung
von 100 fs liegt. In der obigen Gleichung ist leicht zu erkennen, dass der erste Term symmetrisch in ∆ω ist
und die Form einer Lorentz-Kurve mit einer Verbreiterung 1/τs hat. Der zweite Term ist asymmetrisch in ∆ω
und zeigt ein 1/∆ω Verhalten. Der dritte Term ist wieder symmetrisch und zeigt das gleiche Verhalten wie
der erste Term. Die Vorfaktoren hängen hierbei von den Besetzungsfunktionen und der Dephasierungsmatrix
ab. Da sich die symmetrischen Terme und der asymmetrische Term so unterschiedlich verhalten, macht es
Sinn, diese getrennt zu diskutieren:

A(∆ω)= ASymm(∆ω)+ AAsymm(∆ω),
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2
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(5.10)

und

AAsymm(∆ω)= A(∆ω)− A(−∆ω)
2

=ω4
0

Imχ(ω0)Reχ′(ω0)
∆ω

. (5.11)
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Abbildung 5.1:Modenwechselwirkungsterm abhängig von der Frequenzdifferenz von zweiModen, dargestellt
für verschiedene Ladungsträgerdichten, berechnet mit Gl. (5.8).
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Abbildung 5.2:Modenwechselwirkungsterm abhängig von der Frequenzdifferenz für verschiedene Ladungs-
trägerdichten, aufgeschlüsselt nach asymmetrischen und symmetrischen Anteilen. Zum Vergleich sind hier
auch die Näherungen aus Gl. (5.10) und (5.11) für die größte Ladungsträgerdichte dargestellt.
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Abbildung 5.3:Modenwechselwirkungstermabhängig vonderFrequenzdifferenz von zweiModen, dargestellt
für verschiedene Streuzeiten. Die durchgezogenen Linien sind hierbei die genaueren Rechnungenmit Gl. (5.8)
und die gestrichelten Linien zeigen die Näherungen aus Gl. (5.10) und (5.11).
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Beim asymmetrischenWechselwirkungsteil lässt sich sich die Ableitung des Realteils der Suszeptibilität durch
den Antiguiding-Faktor α ausdrücken: Reχ′ =αImχ′. Der Imaginärteil ist proportional zur optischen Ver-
stärkung, die oft durch G = dg(n−ntr) angenähert wird, mit dem differentiellen Gain dg. Der asymmetrische
Wechselwirkungsterm ist proportional zu αdg2, was auch in der Literatur zu finden ist [56–59].

Für ein einfaches Beispiel sollen nun die Wechselwirkungsterme diskutiert und das Ergebnis aus Gl. (5.9)
mit den Näherungen verglichen werden. Die Wechselwirkungsterme für verschiedene Ladungsträgerdichten
sind für eine mit der k ·p-Methode berechnete Bandstruktur in Abb. 5.2 dargestellt. Die Parameter sind in Ta-
belle 9.13 imAnhang aufgelistet. DieWechselwirkungstermewerden dabei immer amMaximum der optischen
Vestärkung ausgewertet, damit dieses existiert beginnen die Ladungsträgerdichten hier bei 8×1012 cm−2. In
Abb. 5.1 ist der komplette Wechselwirkungsterm gezeigt, welcher in Abb. 5.2 in symmetrische und asymme-
trische Anteile aufgespalten wurde. Mit zunehmender Ladungsträgerdichte wird die Modenwechselwirkung
immer stärker, was auch für die beiden Anteile für sich betrachtet gilt. Der symmetrische Wechselwirkungs-
term ist hierbei immer negativ und nimmt gleichmäßig mit der Ladungsträgerdichte zu. Der asymmetrische
Wechselwirkungsterm wird auch größer, für große Ladungsträgerdichten sind die Änderungen allerdings
klein. Außerdem sind noch Rechnungen mit den Näherungen aus Gleichungen (5.10) und (5.11) dargestellt.
Für die hier gewählte Streuzeit von 100fs stimmen die Ergebnisse gut mit exakten Rechnung überein.

Um den Gültigkeitsbereich der Näherungen zu untersuchen, wurden die Wechselwirkungsterme in
Abb. 5.3 für unterschiedliche Streuzeiten und eine feste Ladungsträgerdichte dargestellt. Hierbei lässt sich
beobachten, dass es wie erwartet eine gute Übereinstimmung für Streuzeiten unterhalb von 100 fs gibt. Bei
dem asymmetrischen Anteil sind die Abweichungen selbst bei sehr großen Streuzeiten noch vergleichsweise
klein.
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Abbildung 5.4:Modenwechselwirkungsterm abhängig von der Frequenzdifferenz von zwei Moden für ver-
schiedene Ladungsträgerdichten unter Berücksichtigung der Coulomb-Streuung und Elektron-Phonon-Streu-
ung für die k ·p-Bandstruktur. Hartree-Fock-Beiträge wurden hierbei vernachlässigt. Die gestrichelte Linie
stellt die Näherung aus Gl. (5.11) dar.

5.3 Kompliziertere Streuterme

Im vorigen Kapitel wurde unter Benutzung einer einfachen Streuzeit festgestellt, dass der Term auf der ersten
Zeile von Gl. (5.8) einen symmetrischen Wechselwirkungsterm liefert, während der Term auf der zweiten
Zeile die Moden in asymmetrischer Weise miteinander koppelt. Wird anstelle einer konstanten Streuzeit die
Streuung detaillierter beschrieben, zum Beispiel über Coulomb-Streuung oder Phonon-Streuung, ist dies
nicht mehr der Fall. Laut Gl. (3.26) besitzen die Streuterme für Coulomb-Streuung und Phonon-Streuung
die folgende Eigenschaft:

∑︂
k′

Jλ
kk′

∂ f λ,FD
k′

∂n
λ

= 0. (5.12)

Daher verschwindet hier der Term in der zweiten Zeile von Gl. (5.8) und der Wechselwirkungsterm lautet
nur noch

A(∆ω)=−∑︂
λλ′

CλCλ′Im
{︃

2
A

∑︂
kk′k′′

Λ
λ,−1
kk′ (ω0)[J̃ e,−1

k′k′′ (∆ω)+δλλ′ J̃λ,−1
k′k′′ (∆ω)]Imχ

λ′,0
k′′ (ω0)

}︃

Der Wechselwirkungsterm ist nun simpler, allerdings lassen sich symmetrische und asymmetrische
Anteile nicht mehr so leicht trennen wie das bei dem einfachen Streuterm der Fall war. Bei der Streumatrix
J̃k′k′′ aus Gl. (5.6) wird zunächst der Einfluss der Photonenzahlen vernachlässigt. Die Streumatrizen lauten
dementsprechend

J̃λ
kk′ (∆ω)= Jλ

kk′ + i∆ωδkk′ .

Beispiele für kompliziertere Streuterme sind die Coulomb-Streuung mit dynamischer Abschirmung und die
Elektron-Phonon-Streuung. In Abb. 5.4 und Abb. 5.5 sind die daraus resultierenden Wechselwirkungsterme
für verschiedene Ladungsträgerdichten gezeigt, dabei wurden die Hartree-Fock-Korrekturen einmal vernach-
lässigt und einmal berücksichtigt. Für die Dephasierung wurden die gleichen Streuterme verwendet, alle
Parameter sind in Tabelle 9.12 im Anhang aufgeführt.

Der asymmetrische Anteil hat in beiden Fällen die gleiche Formwie in Abb. 5.2, wo eine einfache Streuzeit
verwendet wurde. Hier nimmt die Stärke der Wechselwirkung für größere Ladungsträgerdichten zu und
divergiert für ∆ω → 0. Zum Vergleich wurde auch die Näherung aus Gl. (5.11) dargestellt, hierbei sind
allerdings größere Abweichungen sichtbar.
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Abbildung 5.5:Modenwechselwirkungsterm abhängig von der Frequenzdifferenz von zwei Moden für ver-
schiedene Ladungsträgerdichten unter Berücksichtigung der Coulomb-Streuung und Elektron-Phonon-Streu-
ung für die k ·p-Bandstruktur. Hartree-Fock-Beiträge wurden hierbei berücksichtigt. Die gestrichelte Linie
stellt die Näherung aus Gl. (5.11) dar.

Noch interessanter ist hier das Verhalten des symmetrischen Anteils. Für größere Frequenzabstände gibt
es eine Ähnlichkeit im Vergleich zu dem symmetrischen Anteil in Abb. 5.2, für kleine Frequenzabstände gibt
es aber sehr große qualitative Unterschiede. Während sich bei einem einfachen Streuterm der symmetrische
Anteil für∆ω→ 0 einembestimmtenWert annähert, scheint bei realistischeren Streutermender symmetrische
Anteil zu divergieren, genau wie der asymmetrische Anteil. Grund hierfür ist die Eigenschaft aus Gl. (5.12),
welche dafür sorgt, dass die Determinante der Streumatrizen Jλ

kk′ verschwinden muss. Für ∆ω = 0 gilt
J̃λ

kk′ (∆ω)= Jλ
kk′ , dementsprechend gestaltet sich die numerische Lösung des Gleichungssystems für kleine

∆ω schwierig.
Wird zusätzlich zur Coulomb-Streuung und Elektron-Phonon-Streuung noch eine große konstante Streu-

zeit τs von 1ps verwendet, ergeben sich die Wechselwirkungsterme in Abb. 5.6. Beim symmetrischen Anteil
für ∆ω> τ−1

s ergibt sich das gleiche Verhalten wie in Abb. 5.4 und für ∆ω< τ−1
s wird wie erwartet der Verlauf

der Kurve durch die Streuzeit bestimmt. Beim asymmetrischen Term sorgt diese zusätzliche Streuzeit für
eine Annäherung der Kurve an die Näherung aus Gl. (5.11), vor allem für kleine ∆ω.
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Abbildung 5.6:Modenwechselwirkungsterm abhängig von der Frequenzdifferenz von zwei Moden für ver-
schiedene Ladungsträgerdichten unter Berücksichtigung der Coulomb-Streuung, der Elektron-Phonon-
Streuung und einer zusätzlichen Streuzeit von 1 ps für die k ·p-Bandstruktur. Hartree-Fock-Beiträge wurden
hierbei berücksichtigt. Die gestrichelte Linie stellt die Näherung aus Gl. (5.11) dar.
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5.4 Einfluss der Photonendichte

Im letzten Unterkapitel wurde der Einfluss des optischen Feldes auf die Streumatrix vernachlässigt. In
diesem Kapitel soll dieser Einfluss auf die Wechselwirkung der Moden untersucht werden. Dafür wird in der
Streumatrix aus Gl. (5.6) zunächst eine Photonendichte s eingeführt:

J̃λ
kk′ (∆ω)= Jλ

kk′ + i∆ωδkk′ −Cλ

∑︂
p

Sp

ωp

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 ImΛλ,−1
kk′ (ωp)

≈ Jλ
kk′ + i∆ωδkk′ − s

Cλ

ω0
ImΛλ,−1

kk′ (ω0).

Dabei lautet die ortsabhängige Photonendichte

s =∑︂
p

Sp
⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 .

In Abb. 5.7 ist die Modenwechselwirkung für die Parameter aus Tabelle 9.12 für verschiedene Photonendich-
ten dargestellt. Beim symmetrischen Anteil der Wechselwirkung sorgt die Photonendichte dafür, dass die
Wechselwirkung für ∆ω→ 0 nicht mehr divergiert. Während höhere Photonendichten die Wechselwirkung
bei kleinen ∆ω abschwächen, sorgen sie bei höheren ∆ω für eine stärkere Wechselwirkung. Bei dem asym-
metrischem Anteil der Wechselwirkung lässt sich ebenso beobachten, dass die Divergenz für ∆ω→ 0 nun
aufgehoben wird. Dementsprechendmuss die asymmetrischeWechselwirkung nun für∆ω→ 0 verschwinden,
für kleine ∆ω steigt die Wechselwirkung stark an und fällt für größere ∆ω wieder ab. Eine weitere Erhöhung
der Photonendichte führt zu einer Verringerung des Maximums, allerdings bleibt das Verhalten für größere
∆ω unverändert.
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Abbildung 5.7:Modenwechselwirkungsterm abhängig von der Frequenzdifferenz von zwei Moden für ver-
schiedene Photonendichte für eine Ladungsträgerdichte von 1×1013 cm−2 unter Berücksichtigung der Cou-
lomb-Streuung und der Elektron-Phonon-Streuung. Hartree-Fock-Beiträge wurden hierbei berücksichtigt.
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5.5 Einfluss der Modenfunktionen

Nunmuss noch der Einfluss derModenfunktionen diskutiert werden, hierbei werden die transversalenModen
mit m nummeriert und die longitudinalen Moden mit p. Die Modenfunktionen haben die Form

ump(r)≈ tm(x, z)gp(y).

Weiterhin wird zunächst angenommen, dass die Elektronen- und Lochdichten im Quantenfilm nicht vom Ort
abhängen. Die Wechselwirkung zweier Moden ist proportional zum Integral

Imp,nq =
∫︂

d2r∥
⃓⃓
ump(r∥, zQW)

⃓⃓2 ⃓⃓
unq(r∥, zQW)

⃓⃓2
=

∫︂
dx

⃓⃓
tm(x, zQW)

⃓⃓2 ⃓⃓
tn(x, zQW)

⃓⃓2 ∫︂
dy

⃓⃓
gp(y)

⃓⃓2 ⃓⃓
gq(y)

⃓⃓2
=ImnIpq.

Der longitudinale Anteil der Modenfunktion wird im einfachsten Fall durch laufende Wellen oder stehende
Wellen beschrieben, siehe Kapitel 2. Für stehende Wellen

gp(y)=
√︃

2
L

sin
(︂ pπy

L

)︂
.

ergibt das entsprechende Integral für den longitudinalen Anteil

Ipq = 4
L2

∫︂
dy sin2

(︂ pπy
L

)︂
sin2

(︂ qπy
L

)︂
= 4

L
· 1
4
= 1

L
, (5.13)

dabei wurde p ̸= q angenommen, da es für p = q keine Ladungsträgervibrationen in Ausbreitungsrichtung
der optischen Moden gibt. Für laufende Wellen

gp(y)=
√︃

1
L

ei pπy
L ,

es folgt das gleiche Ergebnis wie für stehende Wellen. Übrig bleibt die Diskussion der transversalen Moden,
hier ist n = m möglich. Eine einfache Näherung für die transversalen Moden ist [95]

tm(x, z)≈ C(z)

√︄
2
w

sin
(︂ mπx

w

)︂
,

hierbei bestimmt w die Ausdehnung der Modenfunktion in der lateralen Richtung. Das Integral in x-Richtung
ergibt

Inm ≈ ⃓⃓
C(zQW)

⃓⃓4 4
w2

∫︂ w

0
dx sin2

(︂ nπx
w

)︂
sin2

(︂ mπx
w

)︂
=

⃓⃓
C(zQW)

⃓⃓4
w

{︄
3
2 für n = m
1 sonst

. (5.14)

Dementsprechend ist die Wechselwirkung einer transversalen Mode mit sich selber näherungsweise 50 %
stärker als die Wechselwirkung mit einer anderen transversalen Mode. Die Annahmen, die bei dieser Dis-
kussion benutzt wurden, sind natürlich nur bedingt realistisch. Es macht in einer möglichst realistischen
Simulation Sinn, die Ortsabhängigkeit der Ladungsträgerdichten zu betrachten und die Integrale numerisch
auszuwerten, um die Modenwechselwirkung möglichst genau zu behandeln.

Um eine qualitativ korrekte Modendynamik zu simulieren, wurde in Kapitel 4.11 ein symmetrischer
Wechselwirkungsterm benötigt. Weil in Kapitel 4.11 einfache Streu- und Dephasierungsterme verwendet
wurden, sind die Wechselwirkungsterme aus Gl. (5.10) und (5.11) relevant. In Kapitel 4 wurde außerdem nur
eine transversale Mode betrachtet, daher wird in der folgenden Diskussion nur die transversale Mode mit
m = 1 berücksichtigt. Zusammen mit Gl. (5.13) und Gl. (5.14) lauten die Wechselwirkungsterme

d
dt

Sp

⃓⃓⃓⃓
WW

=3
2

⃓⃓
C(zQW)

⃓⃓4
Lw

∑︂
q ̸=p

SpSq

ωpωq

[︁
ASymm(ωq −ωp)+ AAsymm(ωq −ωp)

]︁
. (5.15)
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In Kapitel 4 wird der Faktor I t genutzt, um die Amplitude der Modenfunktion am Ort des Quantenfilms zu
beschreiben. Mit Gl. (4.7) und den Definitionen in diesem Kapitel lautet dieser Faktor

I t =
∫︂ w

0
dx

⃓⃓
t(x, zQW)

⃓⃓2 = ∫︂ w

0
dx

2
w

sin2
(︂πx

w

)︂ ⃓⃓
C(zQW)

⃓⃓2 = ⃓⃓
C(zQW)

⃓⃓2 .

Allerdings wurde im letzten Kapitel in einem Zwischenschritt in x-Richtung gemittelt, daher haben auch die
Dichtevibrationen der Ladungsträgerdichte keine x-Abhängigkeit. Die Form der transversalen Mode hat in
diesem Fall keinen Einfluss und der Faktor 3/2 aus der Gl. (5.15) muss durch 1 ersetzt werden:

d
dt

Sp

⃓⃓⃓⃓
WW

= I2
t

Lw

∑︂
q ̸=p

SpSq

ωpωq

[︁
ASymm(ωq −ωp)+ AAsymm(ωq −ωp)

]︁
.

Wird nun der asymmetrischeAnteilmit demWechselwirkungsterm ausGl. (4.17) verglichen, fällt auf, dass hier
ein Faktor 1/2 fehlt. Dies liegt daran, dass in Kapitel 4.8 die Ladungsträgerdichtevibrationen mit sehr hohen
Wellenzahlen vernachlässigt wurden, da sie aufgrund der Ladungsträger-Diffusion sehr schnell abklingen.
Diese Ladungsträgerdichtevibrationen tragen allerdings in gleichemMaße zu der Modenwechselwirkung bei
wie die Vibrationen mit kleinen Wellenzahlen. Der Effekt der Diffusion wurde in diesem Kapitel aber noch
nicht berücksichtigt; eine Möglichkeit, um dies zu tun, wäre, einen zusätzlichen Faktor 1/2 zum Integral in
Gl. (5.13) hinzuzufügen:

Ipq = 1
2L

.

Damit ist der asymmetrische Wechselwirkungsterm identisch mit dem aus Gl. (4.17) und der noch benötigte
zusätzliche symmetrische Wechselwirkungsterm lautet:

d
dt

Sp

⃓⃓⃓⃓
Symm

=1
2

I2
t

Lw

∑︂
q ̸=p

SpSq

ωpωq
ASymm(ωq −ωp)

ASymm(∆ω)=−2C2
h
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∆ω2τ2
s +1

2
A
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ImΛh,−1
kk′ (ω0)Imχ

h,0
k′ (ω0)

+ω4
0Imχ(ω0)Imχ′(ω0)

τs

∆ω2τ2
s +1

= τs

∆ω2τ2
s +1

⎡⎢⎣2C2
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2 2
A
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1− f e
k − f h

k(︂(︁ħω0 −εe
k −εh

k
)︁2 +γ2

)︂2 +ω4
0Imχ(ω0)Imχ′(ω0)

⎤⎥⎦ . (5.16)
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5.6 Spektrales Lochbrennen

Bei der Herleitung des Modenwechselwirkungsterms aus Gl. (5.7) wurden bisher nur Beiträge zur Änderung
der Besetzungsfunktionen aufgrund von zwei verschiedenen longitudinalen Moden berücksichtigt. Zu lösen
sind noch die Bewegungsgleichungen für die Besetzungsfunktion f λ,0

k , wo alle anderen Effekte enthalten sind.
Zur Reduzierung des numerischen Aufwands ist es nützlich, die Besetzungsfunktionen in der Laserdynamik
durch Fermi-Dirac-Funktionen zu beschreiben. In diesem Fall ist es von Interesse, zu untersuchen, wie stark
die tatsächlichen Besetzungsfunktionen von Fermi-Dirac-Verteilungen abweichen. Diese Abweichungen
hängen über die stimulierte Emission von der Feldstärke bzw. von den Photonenzahlen ab und können zu einer
Verringerung der optischen Verstärkung bei der Laser-Wellenlänge führen. Dieser Effekt wird als spektrales
Lochbrennen bezeichnet und ist zum Beispiel in Ref. [62, S. 341] beschrieben.

In diesem Kapitel sollen die Abweichungen für die in dieser Arbeite verwendete Theorie untersucht
werden, dazu werden zunächst die Bewegungsgleichungen der Besetzungsfunktionen aus Gl. (5.3) benötigt,
diese lauten

d
dt

f λ,0
k ≈∑︂

p
Cλ

Sp

ωp

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 Imχλk(ωp)+ j
e
ηλk(1− f λ,0

k )

−Bλ
k f e,0

k f λ,0
k − f λ,0

k
τnr

−∑︂
k′

Jλ
kk′

(︂
f λ,0
k′ − f λ,FD

k′
)︂
. (5.17)

Diese Besetzungsfunktion werden nun in eine Fermi-Dirac-Verteilung und Abweichungen davon aufgeteilt:

f λ,0
k = f λ,FD

k +δ f λk .

Wird angenommen, dass die Temperatur der Fermi-Dirac-Verteilung der Gittertemperatur entspricht und
damit konstant ist, hängt die Verteilung nur noch von dem chemischen Potential ab. An dieser Stelle wird das
chemische Potential so gewählt, dass f λ,0

k und f λ,FD
k die gleiche Ladungsträgerdichte beschreiben, siehe auch

Kapitel 3.2. Für die Löcher muss beispielsweise gelten:

nh = 2
A

∑︂
λk

f λ,0
k = 2

A

∑︂
λk

f λ,FD
k .

Für die Bewegungsgleichung der Abweichungen δ f λk folgt

d
dt
δ f λk ≈∑︂

p
Cλ

Sp

ωp

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 Imχλk(ωp)+ j
e
ηλk(1− f λ,0

k )

−Bλ
k f e,0

k f λ,0
k − f λ,0

k
τnr

−∑︂
k′

Jλ
kk′δ f λk − ∂ f λ,FD

k
∂nh

d
dt

nh.

Diese Gleichung gilt für die Löcher, die Gleichung für die Elektronen hat die gleiche Form. Im Gleichgewicht
verschwinden die Zeitableitungen und die Lösung lautet

δ f λk ≈∑︂
k′

Jλ,−1
kk′

(︄∑︂
p

Cλ

Sp

ωp

⃓⃓
up(r∥, zQW)
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ηλk′ (1− f λ,0

k′ )−Bλ
k′ f

e,0
k′ f λ,0

k′ −
f λ,0
k′

τnr

)︄
, (5.18)

allerdings steht auf der rechten Seite noch die Besetzungsfunktion f λ,0
k , welche die Abweichungen enthält.

Daher muss hier eigentlich ein nichtlineares Gleichungssystem gelöst werden. Um dies in ein lineares Glei-
chungssystem zu verwandeln, werden die Terme auf der rechten Seite entsprechend entwickelt. In diesem
Fall gilt im Gleichgewicht

∑︂
k′

(︄
d
dt
δkk′ + Jλ

kk′ −Cλ
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ηλk(1− f λ,FD
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k
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.

Hierbei bezeichnet χλ,FD
k (ω) Beiträge zur Suszeptibilität, welche für Fermi-Dirac-Verteilungen bestimmt

wurden. Die Lösung dieser Gleichung lautet näherungsweise
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δ f λk ≈∑︂
k′

J̃λ,−1
kk′(︄

Cλ

∑︂
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Sp

ωp
Imχ

λ,FD
k′ (ωp)

⃓⃓
up(r∥, zQW)
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e
ηλk′ (1− f λ,FD

k′ )−Bλ
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f λ,FD
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, (5.19)

mit der Matrix

J̃λ
kk′ = Jλ

kk′ −Cλ

∑︂
p

Sp

ωp

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 ImΛλ,−1
kk′ (ωp)+δkk′

(︃
j
e
ηλk + 1

τnr
+Bλ

k f e,FD
k

)︃
. (5.20)

An einem Beispiel soll nun untersucht werden, wie gut die Lösung dieser Gleichung die tatsächlichen
Abweichungen der Besetzungsfunktionen widerspiegelt. Dazu wird die Bewegungsgleichung (5.17) für die
Besetzungsfunktion und eine longitudinale Mode numerisch gelöst und so die tatsächlichen Abweichungen
bestimmt. Dabei werden die gleichen Streutermewie in Kapitel 4 und die Parameter in Tabelle 9.10 verwendet.
Da in diesem Fall auch die genauen Besetzungsfunktionen bekannt sind, ist es hier auch möglich, Gl. (5.18)
zu verwenden und mit Gl. (5.19) zu vergleichen.

In Abb. 5.8 ist ein Beispiel einer Rechnung für einen Parametersatz gezeigt. Die tatsächlichen Abweichun-
gen stimmen sehr gut mit den aus Gleichungen (5.18) und (5.19) berechneten überein. Da auf der rechten
Seite neben dem Term der optischen Verstärkung noch der Pumpterm und die Verluste eine Rolle spielen, ist
es auch von Interesse den Einfluss dieser Terme zu diskutieren. Dies ist auch in Abb. 5.8 dargestellt. Hierbei
ist leicht zu sehen, dass der Term der optischen Verstärkung eine Verringerung der Besetzungsfunktion bei
der Frequenz der optischen Mode hervorruft, welche in diesem Fall energetisch leicht über der Bandlücke
liegt. Diese Verringerung wird verstärkt durch nichtradiative Verluste und spontane Emission. Der Pumpterm
muss diese Verringerung der Dichte ausgleichen und führt zu einer Erhöhung der Besetzungsfunktion bei
höheren Wellenvektoren. Um daher die Abweichungen der Besetzungsfunktion genau zu berechnen, scheint
es notwendig zu sein, alle Terme auf der rechten Seite von Gl. (5.19) zu berücksichtigen.

In Gl. (5.20) hat die Matrix eine komplexe Form, es kann daher sinnvoll sein, zu diskutieren, welche
Terme hier am wichtigsten sind. Dies ist in Abb. 5.8 gezeigt. Um überhaupt einen Unterschied zu sehen,
wurde hier die Streuzeit auf 1 ps erhöht. Die Abweichungen von der Fermi-Dirac-Verteilung sind hierbei
schon vergleichsweise hoch. Wird die Matrix in Gl. (5.20) durch die Streumatrix ersetzt, dann werden
die Abweichungen der Besetzungsfunktion von einer Fermi-Dirac-Verteilung insgesamt immer noch gut
wiedergegeben, nur in der Nähe k = 0.25nm−1 sind die Abweichungen zu groß. Für kleinere Streuzeiten in
der Größenordnung von 100 fs ist kein Unterschied mehr sichtbar, daher scheint die Näherung, die volle
Matrix durch die Streumatrix zu ersetzen, gerechtfertigt zu sein. In Gl. (5.19) bedeutet die Nutzung der vollen
Matrix keinen großen numerischen Mehraufwand, außerdem stehen die gleichen Terme auf der rechten
Seite, sodass dadurch auch keine Parameter eingespart werden.

Der Einfluss der Stromstärke auf dieAbweichungen ist inAbb. 5.9 gezeigt.Wie erwartet ist dieAbweichung
der Besetzungsfunktion näherungsweise proportional zu der Photonenzahl bzw. zu I − Ithr. Wie in Abb. 5.10
gezeigt, ist ein ähnliches Verhalten bei Änderung der Streuzeit beobachtbar, dabei wachsen die Abweichungen
mit 1/τs.

Die Abweichungen von der Fermi-Dirac-Verteilung hängen von den Photonenzahlen und der Stromstärke
ab. Allerdings lautet die Bewegungsgleichung für die Ladungsträgerdichte

d
dt

n0
h ≈ j

e
ηλ(n0

h)−B(n0
e,n0

h)− n0
h

τnr
+∑︂

p
ωpSp

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 ImχFD(ωp).

Im Gleichgewicht gilt daher

jh
eq

e
=ηλ(n0

h)−1

(︄
B(n0

e,n0
h)+ n0

h
τnr

−∑︂
p
ωpSp

⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 ImχFD(ωp)

)︄
.

Werden die Photonenzahlen folgendermaßen in einer Photonendichte zusammengefasst:

s =∑︂
p

Sp
⃓⃓
up(r∥, zQW)

⃓⃓2 ,
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Abbildung 5.8: Abweichung der Besetzungsfunktionen von Fermi-Dirac-Verteilungen für eine Stromstärke
von 100 mA für eine parabolische Bandstruktur mit den effektiven Massen aus Tabelle 9.10. Es werden
verschiedeneNäherungen sowie die Berechnungmit der vollenGleichung verglichen. In der oberenAbbildung
wurden verschiedene Terme auf der rechten Seite von Gl. (5.19) berücksichtigt und unten wird der Einfluss
der verschiedenen Beiträge zu der Matrix in Gl. (5.20) diskutiert.
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folgt für die Gleichgewichtsstromdichte

jh
eq

e
=ηλ(n0

h)−1

(︄
B(n0

e,n0
h)+ n0

h
τnr

−ω0ImχFD(ω0)s

)︄
.

Dabei wurde die Annahme in der Suszeptibilität gemacht, dass sich die Frequenzen nur schwach voneinander
unterscheiden: ωp ≈ω0. Damit hängen die Abweichungen von der Fermi-Dirac-Verteilung nur von s ab und
das Ergebnis lautet

δ f λk (s)≈∑︂
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J̃λ,−1
kk′
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Imχ
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e
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.

Die Änderung der Suszeptibilität lautet

δχ(ω, s)= ∑︂
λkk′

Cλ

ω2 Λ
λ,−1
kk′ (ω)

(︂
δ f e

k′ (s)+δ f λk′ (s)
)︂
. (5.21)

Da die Modenfrequenzen sich nur schwach unterscheiden, wird in den Laser-Simulation die Änderung der
Suszeptibilität nur amMaximum der optischen Verstärkung bestimmt und für alle optischen Moden gleich
verwendet.

In Abb. 5.11 ist die Abhängigkeit der Suszeptibilitäts-Änderung amMaximum der optischen Verstärkung
von der Photonendichte s für die k ·p-Bandstruktur mit realistischen Streutermen dargestellt. Dabei wurden
die Parameter aus Tabelle 9.12 im Anhang verwendet. Mit den hier gewählten Parametern fällt die Änderung
des Imaginärteils für kleine Ladungsträgerdichte noch negativ aus, wird für größere Ladungsträgerdichten
aber positiv, was eine Verringerung der optischen Verstärkung bedeutet. Beim Realteil zeigt sich hingegen das
entgegensetzte Verhalten, dementsprechend wird bei größeren Ladungsträgerdichten der Brechungsindex
kleiner. In Abb. 5.12 wurde der Einfluss der verschiedenen Streutermen untersucht. Wird anstelle beider
Streuterme nur ein einzelner Streuterm verwendet, weichen die Besetzungsfunktionen stärker von Fermi-
Dirac-Verteilungen ab und die Suszeptibilitäts-Änderungen fallen im Vergleich größer aus. Interessanterweise
gibt es größere qualitative Unterschiede zwischen den einzelnen Kurvenverläufen, was vermutlich an der
Struktur der Streumatrizen liegt.
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Abbildung 5.9: Abweichung der Besetzungsfunktionen von Fermi-Dirac-Verteilungen für verschiedene
Stromstärken und die Bandstruktur mit effektiven Massen aus Tabelle 9.10.
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Abbildung 5.10: Abweichung der Besetzungsfunktionen von Fermi-Dirac-Verteilungen für verschiedene
Streuzeiten. Hierbei wurde die Bandstruktur mit effektiven Massen aus Tabelle 9.10 und eine Stromstärke
von 100 mA verwendet.
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Abbildung 5.11: Änderung der Suszeptibilität in der dritten Ordnung des optischen Feldes abhängig von der
Photonendichte s für verschiedene Ladungsträgerdichten. Hierbei wurde die k ·p-Bandstruktur verwendet
und die Coulomb-Wechselwirkung und Elektron-Phonon-Streuung berücksichtigt.
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Abbildung 5.12: Änderung der Suszeptibilität in der dritten Ordnung des optischen Feldes abhängig von der
Photonendichte s für verschiedene Streuterme. Einmal wurde nur die Elektron-Phonon-Streuung, einmal
nur die Coulomb-Streuung und einmal wurden beide Streuterme zusammen verwendet.
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5.7 Einfaches Modendynamik-Modell

Abschließend soll der Einfluss verschiedener Größen auf die Modendynamik diskutiert werden. Dazu wird
das Modell aus Kapitel 4 verwendet, wo angenommen wurde, dass die Ladungsträgerdichten nicht vom
Ort abhängen und nur eine laterale Mode eine Rolle spielt. Allerdings hat beispielsweise die Änderung der
Dephasierungskonstanten große Auswirkungen auf viele verschiedene Aspekte der Laserdynamik. Daher
sollen in diesem Unterkapitel die Bewegungsgleichungen zunächst so weit wie möglich vereinfacht werden,
ohne dass die Abbildung der Modendynamik inkorrekt wird. Die Bewegungsgleichungen aus Kapitel 5.1
lauten

d
dt

Sp =−I tSpωpImχ(ωp,ne,nh)− Sp

τphoton
+ I tImχSE(ωp,ne,nh)+ d

dt
Sp

⃓⃓⃓⃓
WW

d
dt

ne,h = j
e
η0 + I t

1
Lw

∑︂
p

SpωpImχ(ωp,ne,nh)−B(ne,nh)−
ne,h

τnr
.

Zunächst ist es sinnvoll die Suszeptibilität möglichst einfach darzustellen. Bei der Laserdynamik spielt nur
die Suszeptibilität in der Nähe des Maximums der optischen Verstärkung ω0 eine Rolle. In diesem Bereich
kann der Imaginärteil der Suszeptibilität gut durch eine Parabel angenähert werden [56], außerdem wird
angenommen, dass sich der Imaginärteil nur linear mit der Ladungsträgerdichte ändert. Der Imaginärteil hat
dementsprechend die folgende Form:

ωImχ(ω,n ,n)≈ω0Imχ(ω0,n0,n0)+ω0(n −n0)Imχ′(ω0,n0,n0)

+ 1
2

(ω−ω0)2
∂2ωImχ(ω,n0,n0)

∂ω2

⃓⃓⃓⃓
⃓
ω=ω0

= Imχ0 +a(n −n0)+b (ω−ω0)2 .

Die Koeffizienten wurden hierbei bei einer Referenzdichte n0 ausgewertet und es wurde angenommen, dass
Elektron- und Lochdichten übereinstimmen: ne = nh = n . Die spontane Emission spielt bei der Modendyna-
mik keine allzu große Rolle, daher wird hier einfach der Wert amMaximum der optischen Verstärkung für
die Referenzdichte verwendet:

I tImχSE(ω,n ,n)≈ I tImχSE(ω0,n0,n0)= ISE

Für die Ladungsträgerdichte wird der folgende Ansatz verwendet:

n = nthr +∆n ,

nthr ist hierbei die Ladungsträgerdichte an der Schwelle und∆n die Abweichung davon. Bei der Schwelldichte
gilt im Gleichgewicht

−I tImχ(ω0,nthr,nthr)ω0 = 1
τphoton

= gthr,

d
dt

n = 0= jthr

e
η0 −B(nthr,nthr)−

nthr

τnr
.

Ist die Abweichung ∆n klein, lässt sich dafür die folgende Bewegungsgleichung formulieren:

d
dt
∆n = j

e
η0 + I t

1
Lw

∑︂
p
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Sp −
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.
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Abbildung 5.13: Vergleich der Modendynamik bei einer Stromstärke von 100 mA mit (a) dem vollen Modell
und (b) dem vereinfachten Modell aus Gl. (5.23).

Dabei wurde in der Summe der Imaginärteil der Suszeptibilität durch den Wert am Maximum der
optischen Verstärkung ersetzt und bei der Ableitung der Verluste wurde an der Referenzdichte ausgewertet.
Die Referenzdichte sollte möglichst der Schwell-Ladungsträgerdichte entsprechen, damit eine möglichst gute
Übereinstimmung erzielt wird. In der Abklingzeit τ wurden die Verluste zusammengefasst:

1
τ
= 1
τnr

+ ∂B(n ,n)
∂n

⃓⃓⃓⃓
n=n0

.

Im Gleichgewicht lautet die Lösung der Bewegungsgleichung

∆n = τ

(︄
∆ j̃− gthr

Lw

∑︂
p

Sp

)︄
, ∆ j̃ = j− jthr

e
η0.

Mit den Vereinfachungen der Suszeptibilität und der spontanen Emission lautet die Bewegungsgleichung der
Photonen-Zahlen

d
dt

Sp =−I tSp

[︂
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(︁
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Aufgund vonGl. (5.10) undGl. (5.11) wird für denModenwechselwirkungsterm die folgende Form verwendet:

d
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⃓⃓⃓⃓
WW

= ∑︂
q ̸=p

SpSq
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, (5.22)

mit den Parametern
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Die Bewegungsgleichungen können weiter vereinfacht werden, indem die Photonenzahlen durch Photonen-
dichten sp = Sp/(Lw) ersetzt werden. Das Endergebnis lautet

d
dt

sp =−sp

[︂
ã∆n+ b̃

(︁
ωp −ω0

)︁2
]︂
+ Ĩ0 +

∑︂
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spsq

2

[︃
α

ωq −ωp
−β

]︃

∆n = τ

(︄
∆ j̃− gthr

∑︂
p

sp

)︄
, Ĩ0 = I0

Lw
. (5.23)

Die Frequenzen der Moden sind durch

ωp =ω0 + πc
Lngr

(p− p0)

gegeben.
Diese Bewegungsgleichungen können nun einfach implementiert werden und es gibt eine übersichtliche

Anzahl an Parametern. Bis auf den Faktor I t können ã, b̃,α,β und Ĩ0 aus einer Bandstruktur für eine Referenz-
dichte ausgerechnet werden. Die anderen beiden Parameter τ und gthr hängen mit Verlusten zusammen, und
müssen wie bei dem detaillierteren Modell aus Kapitel 4 entsprechend gewählt werden. Um die Ergebnisse
dieses vereinfachten Modells mit dem detaillierteren Modell zu vergleichen, ist es außerdem notwendig den
Schwellstrom Ithr und die Effizienz η0 zu kennen. Werden die Parameter aus Tabelle 9.10 verwendet, um die
neuen Parameter bei einer Referenzdichte von 9×1012 cm−2 mit den obigen Formeln zu berechnen, folgen
die Parameter in Tabelle 9.14.

In Abb. 5.13 wird die Modendynamik des vereinfachten Modells mit der des komplexeren Modells bei
einer Stromstärke von 100 mA verglichen. Hier gibt es qualitativ eine gute Übereinstimmung, allerdings
scheint die Frequenz des Modenrollens bei dem vereinfachten Modell etwas größer auszufallen. Dies könnte
daran liegen, dass die Suszeptibilität leicht von der Parabelform abweicht oder dass die Frequenzabhängigkeit
des symmetrischen Modenwechselwirkungsterms vernachlässigt wurde. Dies kann auch beobachtet werden,
wenn die Modenrollenfrequenzen über die Stromstärke aufgetragen werden, wie in Abb. 5.14. Hier ist auch zu
erkennen, dass der Bereich überhalb des Schwellstroms, wo es kein Modenrollen gibt, kleiner wird. Die Über-
einstimmung könnte zwar durch Anpassung der Parameter noch optimiert werden, ist aber zufriedenstellend
und reicht für die weitere Diskussion aus.
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Abbildung 5.14:Die Stromabhängigkeit der Modenrollenfrequenz. Hierbei wurde die Modendynamik für
verschiedene Stromstärken berechnet und dann die Frequenz aus dem Abstand der Peaks bestimmt.

Es ist nun von Interesse, die Auswirkung der verschiedenen Parameter auf die Modendynamik zu disku-
tieren. Zum Beispiel ist in Abb. 5.15 der Einfluss des asymmetrischen Modenwechselwirkungsparameters α
dargestellt. Dieser bewirkt vor allem eine Skalierung der Modenrollenfrequenzen, hat aber keinen Einfluss auf
den Strombereich wo keinModenrollen stattfindet. Dies ist anders für den symmetrischenModenwechselwir-
kungsparameter β, was in Abb. 5.16 gezeigt. Hier bewirkt eine Erhöhung des Parameters eine Verkleinerung
dieses Bereiches und außerdem eine Verringerung der Modenrollenfrequenzen.

Von Interesse ist auch der Einfluss der Parameter ã und b̃, welche die Suszeptibilität bestimmen. So
beschreibt die ã die Abhängigkeit der Suszeptibilität von der Ladungsträgerdichte und b̃ die Frequenzab-
hängigkeit. Wie in Abb. 5.17 dargestellt, hat ã überhaupt keinen Einfluss auf die Modendynamik. Allerdings
ist natürlich eine Änderung des Schwellstroms zu erwarten, dies wird aber von dem vereinfachten Modell
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nicht erfasst. Die Situation ist anders für den Parameter b̃, welcher die Parabelkrümmung definiert, wie in
Abb. 5.18 gezeigt. Bei einer geringeren Parabelkrümmung nehmen mehr Moden amModenrollen teil und der
Wellenlängenbereich, in dem sich die aktiven Moden befinden, wird vergrößert. Die Modenrollenfrequenzen
ändern sich aber interessanterweise nur geringfügig.
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Abbildung 5.15: Einfluss des asymmetrischen Wechselwirkungsparameters auf die Modendynamik, α0
bezeichnet den Wert für α aus Tabelle 9.14 (Links) Modendynamik bei einem Strom von 100 mA (Rechts)
Abhängigkeit der Modenrollenfrequenzen von der Stromstärke.
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zeichnet den Wert für β aus Tabelle 9.14 (Links) Modendynamik bei einem Strom von 100 mA (Rechts)
Abhängigkeit der Modenrollenfrequenzen von der Stromstärke.
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ã = 1.0 ã0
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Abbildung 5.17: Einfluss des Parameters ã auf die Modendynamik, welcher die Abhängigkeit der Suszeptibi-
lität von der Ladungsträgerdichte beschreibt. Dabei bezeichnet ã0 denWert für ã aus Tabelle 9.14 (Links)
Modendynamik bei einem Strom von 100 mA (Rechts) Abhängigkeit der Modenrollenfrequenzen von der
Stromstärke.
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Abbildung 5.18: Einfluss des Parameters b̃ auf die Modendynamik, welcher die Parabelkrümmung der
Suszeptibilität definiert. Dabei bezeichnet b̃0 den Wert für b̃ aus Tabelle 9.14 (Links) Modendynamik bei
einem Strom von 100 mA (Rechts) Abhängigkeit der Modenrollenfrequenzen von der Stromstärke
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5.8 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

In diesem Unterkapitel sollen die in den bisherigen Kapiteln vorgestellten Methoden verwendet werden,
um einen Vergleich mit experimentellen Ergebnissen herzustellen. Beim Experiment wurden hierbei zwei
verschiedene grüne Laserdioden mit einer Streak-Camera untersucht. Beide Laserdioden emittieren hierbei
Licht mit einer ähnlichen Wellenlänge und besitzen ähnliche Schwellstromdichten, die Resonatorlänge unter-
scheidet sich allerdings stark. Während die Resonatorlänge der einen Laserdiode 300 µm beträgt, besitzt die
zweite Laserdiode eine Resonatorlänge von 900 µm und eine größere Spiegel-Reflektivität auf der Ausgangs-
seite des Resonators. Die Streak-Camera-Messungen wurden hierbei von Lukas Uhlig in der Arbeitsgruppe
von Prof. Schwarz an der TU Chemnitz durchgeführt, eine genauere Beschreibung des Experiments ist in
Ref. [51] zu finden.

In der folgenden Simulation wird die laterale Ortsabhängigkeit der Ladungsträgerdichten vernachlässigt
und diese Bewegungsgleichungen aus Gl. (4.15) und Gl. (4.17) werden verwendet:

d
dt

ne,h = Γ

n2
effdQWLw

∑︂
p

SpωpImχ(ωp,ne,nh)+ j
e
ηinj −B(nh,ne)−

ne,h

τnr

d
dt

Sp =− Γ

dQWn2
eff

SpωpImχ(ωp)− Sp

τphoton
+ d

dt
Sp

⃓⃓⃓⃓
Wechselwirkung

mit τphoton aus Gl. (4.4) und Confinement-Faktor Γ. Der Modenwechselwirkungsterm setzt sich aus Gl. (5.8)
und dem Korrekturterm aus Gl. (5.21) zusammen. Für die laterale Ortsabhängigkeit wird eine sinusähnliche
Funktion angenommen, damit folgt im Vergleich zu Kapitel 4 ein zusätzlicher Faktor 3/2 im Wechselwir-
kungsterm, siehe Gl. (5.14).

Um den Vergleich möglichst einfach zu halten, wird hier eine k ·p-Bandstruktur verwendet, allerdings
werden zur Beschreibung der Streuung eine Streuzeit und eine Dephasierungskonstante verwendet. Außer-
dem werden Hartree-Fock-Korrekturen vernachlässigt. In diesem Fall sind die Modenwechselwirkungsterme
durch Gl. (5.10) und Gl. (5.11) gegeben. Nun müssen noch die Parameter entsprechend gewählt werden. Die
Indium-Konzentration im Quantenfilm wird hier so bestimmt, dass die Wellenlänge des emittierten Licht
mit den experimentellen Werten übereinstimmt. Werden nun für den Confinement-Faktor, die Dephasie-
rungskonstante und die Pump-Effizienz realistische Werte angenommen und die Spiegelreflektivitäten des
Herstellers verwendet, verbleiben drei zu bestimmende Parameter.

Diese drei Parameter sind die internen Photonenverluste αint, die nichtradiativen Verluste τnr der La-
dungsträger und die Streuzeit τs, welche vor allem für den symmetrischen Modenwechselwirkungsterm
wichtig ist. Zwei dieser Parameter können mithilfe der experimentellen Kennlinien festgelegt werden. Dabei
werden durch einen linearen Fit der Schwellstrom und die Steigung bestimmt. Diese Werte können benutzt
werden, umαint und τnr zu berechnen. Der verbleibende Parameter ist die Streuzeit τs, dieser kann verwendet
werden, um die Frequenzen des Modenrollens an die experimentellen Werte anzunähern. Für die Laserdiode
mit einer Resonatorlänge von 300 µm folgt so der Wert 95 fs und für die längere Laserdiode der Wert 210 fs.
Beide Werte liegen in der zu erwartenden Größenordnung.

Die so bestimmten Parameter sind in Tabelle 9.15 im Anhang zusammengefasst. In Abb. 5.19 und 5.20
sind die simulierten und experimentellen Ergebnisse dargestellt. Die experimentelle Kennlinie für die 300 µm
Laserdiode zeigt größere Abweichungen von einem linearen Verlauf, daher ergibt sich für den linearen Fit ein
kleine Abweichung in der Schwellstromstärke. In der Modendynamik in Abb. 5.20 ist auf den ersten Blick
eine gute Übereinstimmung mit den hier gewählten Parametern erkennbar. Bei der 900 µm Laserdiode ist der
Abstand zwischen den longitudinalen Moden so klein, dass es in den Streak-Camera-Aufnahmen schwierig
ist, die einzelnen Moden auseinander zu halten. Bei der 300 µm Laserdiode ist der Modenabstand hingegen
ungefähr dreimal so groß. Die Wechselwirkung der Moden ist dementsprechend vergleichsweise kleiner, was
zu kleineren Modenrollen-Frequenzen führt. Außerdem gibt es dadurch einen Stromstärken-Bereich leicht
oberhalb des Schwellstroms, wo es kein Modenrollen gibt und nur eine longitudinale Mode aktiv ist. Dieses
Verhalten lässt sich sowohl im Experiment wie auch in der Simulation beobachten. Um die Modenrollen-
Frequenzen zu untersuchen, werden die experimentellen Daten zunächst in der Nähe einer aktiven Mode
über verschiedeneWellenlängen gemittelt und der zeitliche Abstand der Maxima in den resultierenden Daten
bestimmt. Die so erhaltenen Frequenzen sind in Abb. 5.19 dargestellt. Mit den hier gewählten Parametern
gibt es eine gute Übereinstimmung der Werte und bei der 300 µm Laserdiode ist der Bereich, wo nur eine
Mode aktiv ist, gut erkennbar.
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Abbildung 5.19: (Links) Kennlinien aus Experiment und Simulation (Rechts) Modenrollen-Frequenzen
abhängig von der Stromdichte für Experiment und Simulation.
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Abbildung 5.20:Die Modendynamik für verschiedene Stromstärken und die beiden Laserdioden. Links sind
experimentelle Streak-Camera-Messungen dargestellt und rechts Ergebnisse aus der Simulation.
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Es ist auch interessant zu diskutieren, wie sich die Modendynamik verhält, wenn statt einer konstanten
Streuzeit kompliziertere Streuterme wie Coulomb-Streuung und Elektron-Phonon-Streuung verwendet
werden. Für die Bandstruktur der Quantenfilme der beiden Dioden werden zu diesem Zweck die Parameter
aus Kapitel 5.3 verwendet und sind in Tabelle 9.12 im Anhang gegeben. Weil hier nur der Einfluss auf die
Modendynamik diskutiert werden soll, wird damit in Kauf genommen, dass die Laser-Wellenlänge leicht
von den experimentellen Ergebnissen abweicht. Die intrinsischen Verluste und die nichtradiativen Verluste
der Ladungsträger werden wieder mithilfe der experimentellen Kennlinien festgelegt, siehe Abb. 5.21 und
Tabelle 9.16 im Anhang. Um realistische Parameter zu erhalten, ist es hier notwendig, eine zusätzliche
Dephasierungskonstante zu verwenden, hier wird der gleiche Wert wie in den obigen Simulationsergebnissen
benutzt (γ = 30meV). Die resultierende Modendynamik ist für verschiedene Stromstärken in Abb. 5.22
dargestellt und die Modenrollenfrequenzen sind in Abb. 5.21 gezeigt. Die Simulations-Ergebnisse für die
Modendynamik sind sehr ähnlich zu denen in Abb. 5.20 für die Simulationen mit einer konstanten Streuzeit
und stimmen für L = 300µm und I = 34mA qualitativ sogar besser mit den experimentellen Ergebnissen aus
Abb. 5.20 überein. Die Modenrollenfrequenzen sind im Vergleich zu den experimentellen Werten zu groß,
dabei ist allerdings zu beachten, dass hier kein Parameter wie die Streuzeit verwendet werden konnte, um die
Ergebnisse anzupassen.
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Abbildung 5.21: (Links)Kennlinien ausExperiment undSimulationmit komplizierterenStreutermen (Rechts)
Modenrollen-Frequenzen abhängig von der Stromdichte für Experiment und die Simulation mit komplizier-
teren Streutermen.
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Abbildung 5.22:Die Modendynamik für verschiedene Stromstärken und kompliziertere Streuterme. Links
wurde eine Resonatorlänge von 300 µm verwendet und rechts eine Resonatorlänge von 900 µm.
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5.9 Fazit

In diesem Kapitel wurden zunächst Terme hergeleitet, welche die effektive Wechselwirkung von longitudina-
len Moden in einer Laserdiode beschreiben. Diese Herleitung der Wechselwirkungsterme ist unabhängig
von der Wahl der Streuterme und im Fall einer konstanten Streuzeit stimmt das Ergebnis mit der Literatur
überein. Für komplizierte Streuterme zeigen die Wechselwirkungsterme allerdings ein anderes Verhalten
und hängen stark von der Photonenzahl ab. Anschließend wurden Abweichungen der Besetzungsfunktionen
von Fermi-Dirac-Verteilungen und deren Einfluss auf die Laserdynamik diskutiert. Die resultierenden Ände-
rungen der Suszeptibilität sind für realistische Streuterme zwar klein, können in der Simulation aber ohne
großen Rechenaufwand berücksichtigt werden. Anhand einer stark vereinfachten Version der Laser-Bewe-
gungsgleichung wurde untersucht, wie sich die Stärke der symmetrischen und asymmetrischen Anteile der
Modenwechselwirkung auf die Modendynamik auswirken. Abschließend wurden experimentelle Ergebnisse
für zwei Laserdioden mit unterschiedlichen Resonatorlängen mit simulierten Streak-Camera-Bildern vergli-
chen. Verwendet wurden in der Simulation eine k ·p-Bandstruktur und einfache Streuterme. Die Streuzeiten
wurden so gewählt, dass es eine möglichst gute Übereinstimmung der Simulation mit dem Experiment gibt,
und liegen in der zu erwartendenGrößenordnung von 100 fs.Wird statt der konstanten Streuzeit die Streuung
durch Coulomb-Streuung und Elektron-Phonon-Streuung beschrieben, stimmt die Modendynamik qualitativ
gut mit den experimentellen Streak-Camera-Bildern überein, allerdings sind die Modenrollenfrequenzen
zu groß. Zusammenfassend lässt sich sagen, dass in diesem Kapitel verschiedene Wechselwirkungsterme
hergeleitet wurden, welche für die Simulation der Modendynamik von realen Strukturen verwendet werden
können.
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Kapitel 6

Drift-Diffusions-Gleichungen

In den bisherigen Simulationen wurde angenommen, dass die Ladungsträgerdichten nur in dem Bereich direkt
unterhalb des Stegs vonNull verschieden sind.Außerdemwurde angenommen, dass die Ladungsträgerdichten
in diesem Bereich nicht von der lateralen Koordinate x abhängen. Die Berücksichtung dieser Ortsabhängigkeit
ist aber bei breiteren Laserdioden notwendig, da in diesem Fall viele transversale Moden zur Laserdynamik
beitragen, welche alle eine andere x-Abhängigkeit besitzen. Um die Simulationen in dieser Hinsicht zu
verbessern, muss der Transport der Ladungsträger von den Kontakten zum Quantenfilm beschrieben werden.
Zu diesem Zweck werden in diesem Kapitel die Drift-Diffusions-Gleichungen [120] verwendet, welche bei
der Simulation von Halbleiter-Bauteilen wie Laserdioden oft benutzt werden [82].

Dabei beschreiben die Drift-Diffusions-Gleichungen den Transport der Bulk-Ladungsträger, für die
Ladungsträger im Quantenfilm und die Photonen wird die gleiche Theorie verwendet wie in den vorherigen
Kapiteln. Was noch fehlt, ist ein Einfangsterm, welcher beschreibt, wie die Bulk-Ladungsträger in den
Quantenfilm gelangen. Der in diesem Kapitel verwendete Einfangsterm ist proportional zu einem Einfang-
Parameter, dessen Einfluss in den Beispielen auch genauer untersucht wird.

Um allerdings die volleModendynamik zu bestimmen, wäre die Lösung der Drift-Diffusions-Gleichungen
zu aufwendig. Daher werden die Drift-Diffusions-Gleichungen hier nur verwendet, um den zeitunabhängigen
Fall zu untersuchen. Für jede angelegte Spannung können die Stromdichten, mit denen die Quantenfilme
gepumpt werden, sowie die Ladungsträgerdichten der Quantenfilme im Gleichgewicht bestimmt werden.

In einer weiteren Simulation wird nur noch die Dynamik der Quantenfilme simuliert und die Gleich-
gewichts-Stromdichten aus der Simulation der Drift-Diffusions-Gleichungen verwendet. Dies erlaubt es,
die Laserdynamik ohne großen numerischen Aufwand auf sehr langen Zeitskalen zu simulieren und die
Modendynamik zu untersuchen. Hierbei kann die Wechselwirkung der Moden wie in Kapitel 5 berücksichtigt
werden.

6.1 Bestimmung der Ladungsträgerdichten

Bei den Drift-Diffusions-Gleichungen spielt die Beziehung zwischen der Ladungsträgerdichte, dem chemi-
schen Potential und dem elektrostatischen Potential eine wichtige Rolle. Dies wurde in Kapitel 3.2 schon
teilweise diskutiert, in diesem Unterkapitel soll es für die Näherung der effektiven Massen noch einmal
genauer behandelt werden. Im Gleichgewicht sind Besetzungen durch Fermi-Dirac-Funktionen gegeben und
die Dichte ist in drei Dimensionen definiert durch

ne,h = 2
V

∑︂
k3D

f e,h
k = 1

4π3

∫︂
d3k3D

1

exp
(︂
β

(︂
ε

e,h
k3D

−µe,h

)︂)︂
+1

,

hier wurde zunächst nur ein Lochband berücksichtigt. Die Energien lauten

εe
k3D

= Ec + ħ2k2

2me
− eφ

εh
k3D

=−Ev + ħ2k2

2mh
+ eφ,

mit dem elektrostatischen Potential φ. Mit der Abkürzung

ηe,h =β
(︁
µe,h ± eφ∓Ec,v

)︁
105
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folgt für die Dichte:

ne,h = 1
π2

∫︂ ∞

0
dk k2 1

eβħ2k2/(2me,h)−ηe,h +1

=Ne,h
2⎷
π

∫︂ ∞

0
dx

⎷
x

1
1+ex−ηe,h

=Ne,hF(ηe,h). (6.1)

Hier wurden die Vorfaktoren in der Konstante Ne,h zusammengefasst:

Ne,h = 2
(︃ me,h

2πβħ2

)︃ 3
2

.

Ist mehr als ein Lochband relevant, muss die Gleichung für die Löcher folgendermaßen modifiziert werden:

Nh =∑︂
j

2
(︃ m j

2πβħ2

)︃ 3
2

e−β∆E j

∆E j bezeichnet hier die Abstände zum höchsten Valenzband. Die statistische Verteilungs-Funktion F(η) hat
für die Fermi-Dirac-Statistik die Form

F(η)= 2⎷
π

∫︂ ∞

0
dx

⎷
x

1
1+ex−η = F 1

2
(η).

Dies ist das Fermi-Dirac-Integral, für das es aber keine einfache analytische Form gibt. Daher werden oft statt
der Fermi-Dirac-Statistik andere Statistiken verwendet. Ein Möglichkeit ist die Boltzmann-Statistik, welche
für η≪ 0 mit der Fermi-Dirac-Statistik übereinstimmt. Hier hat statistische Verteilungsfunktion die Form

F(η)≈ 2⎷
π

∫︂ ∞

0
dx

⎷
xeη−x = eη .

6.2 Drift-Diffusions-Gleichungen

Die Drift-Diffusions-Gleichungen können aus den ortsabhängigen Bewegungsgleichungen der Einteilchen-
Dichtematrix bzw. der Besetzungsfunktionen in Gl. (3.10) hergeleitet werden, welche in drei Dimensionen
die gleiche Form haben:

d
dt
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⃓
r=r′,k3D=k′

3D

,

die Energien und Rabi-Frequenzen können dabei analog zum zweidimensionalen Fall definiert werden,
siehe Gl. (3.11) und Gl. (3.12). In der Herleitung werden alle Terme berücksichtigt, die höchstens eine
Ortsableitung enthalten. Die genaue Rechnung ist zum Beispiel in Ref. [64] gezeigt, hier werden nur die
wichtigsten Ergebnisse angeben.

Zum Beispiel lautet die Bestimmungs-Gleichung für die Stromdichten

je,h =−De,h∇ne,h ±ne,hµ
M
e,h∇φ.

Die Diffusionskonstante De,h ist hier mit der Mobilität µM
e,h über die folgende Beziehung verbunden:

De,h =µM
e,h

∂µe,h

∂ne,h

ne,h

e
.
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Mit Gl. (6.1) ergibt die Ableitung

∂ne,h

∂µe,h
=
∂ne,h

∂ηe,h

∂ηe,h

∂µe,h
=βNe,hF ′(ηe,h).

Das Verhältnis von Diffusionskonstante und Mobilität ist dementsprechend durch die statistische Funktion
bestimmt:

De,h

µM
e,h

= F(ηe,h)
F ′(ηe,h)

1
βe

. (6.2)

Zusammen mit dem Gradienten der Dichte

∇ne,h = Ne,hF ′(ηe,h)β
(︁∇µe,h ± e∇φ)︁

folgt dann die einfachere Form der Stromdichte:

je,h =−
µM

e,h

e
ne,h∇µe,h.

Aufgrund der Erhaltung der Teilchenzahl lässt sich die folgende Kontinuitätsgleichung formulieren:

∂

∂t
ne,h +∇je,h = Re,h(ne,nh,φ),

der Term Re,h(ne,nh,φ) beschreibt hier die Rekombination oder Erzeugung von Ladungsträgern. Im stati-
schen Fall verschwindet die Zeitableitung und es bleibt

∇je,h = Re,h(ne,nh,φ).

Zusammen mit der Poisson-Gleichung [96] lautet das Gleichungssytem

−∇
(︄
µM

e

e
ne∇µe

)︄
= Re(ne,nh,φ)

−∇
(︄
µM

h
e

nh∇µh

)︄
= Rh(ne,nh,φ)

−∇(︁
ϵ0ϵr∇φ

)︁= ρ = e
(︁
nh −ne +C

)︁
, (6.3)

welches die Drift-Diffusions-Gleichungen darstellt. Die Dotierung geht hier als Zusatzterm zur Ladungsdichte
über die Größe C(r) ein. Die Dotierung kann dann auch noch detaillierter beschrieben werden, siehe zum
Beispiel Ref. [95, 115].

6.3 Thermodynamisches Gleichgewicht

Die Lösung derGleichungen (6.3) erfolgt in der Regel iterativ. In diesemFall wird einAnfangszustand benötigt,
welcher der Lösungmöglichst ähnlich ist. EineMöglichkeit ist das thermodynamischeGleichgewicht, welches
hier im Folgenden diskutiert wird. Das thermodynamische Gleichgewicht spielt außerdem eine wichtige
Rolle bei der Definition der Randbedingungen. Im thermodynamischen Gleichgewicht sind die chemischen
Potentiale von Valenz- und Leitungsband gleich:

µv =µc ⇒ µe =−µh =µ0.

Außerdem sind die chemischen Potentiale konstant, das heißt die Stromdichten verschwinden

∇µe,h = 0 ⇒ je,h = 0.
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Im thermodynamischen Gleichgewicht verschwindet auch der Gradient des elektrostatischen Potentials,
∇φ= 0, daher muss laut Poisson-Gleichung auch die Gesamtladung verschwinden, ρ = 0. Diese Bedingung
liefert eine Gleichung für das Potential im Gleichgewicht:

nh −ne +C = 0= NhF(β(−µ0 +Ev − eφ0))−NeF(β(µ0 −Ec + eφ0))+C.

Für die Boltzmann-Statistik lässt sich diese Gleichung lösen und die Lösung lautet [120]

eφ0 +µ0 = Ec +Ev

2
− 1

2β
ln

(︃
Ne

Nh

)︃
+ 1
β

arcsinh
(︃

C
2nint

)︃
,

mit der intrinsischen Ladungsträgerdichte

n2
int = NeNh e−β(Ec−Ev) .

Diese Werte können dann in der Numerik zum Beispiel als Anfangswerte der iterativen Lösung dienen. Das
elektrostatische Potential ist hier natürlich nur bis auf eine Konstante definiert, welche frei gewählt werden
kann. In dieser Arbeit wird sie so bestimmt, dass im Gleichgewicht gilt:

µ0 = 0, eφ0 = Ec −Ev

2
− 1

2β
ln

(︃
Ne

Nh

)︃
+ 1
β

arcsinh
(︃

C
2nint

)︃
.

Außerdem wird angenommen, dass sich die Kontakte im thermodynamischen Gleichgewicht befinden. Wird
an einem Kontakt eine Spannung U angelegt, gelten dort die Randbedingungen

µ0 =−eU, eφ0 = eU + Ec −Ev

2
− 1

2β
ln

(︃
Ne

Nh

)︃
+ 1
β

arcsinh
(︃

C
2nint

)︃
.

6.4 Statistische Funktionen

In diesem Unterkapitel soll kurz auf die statistischen Funktionen eingegangen werden, welche im Folgenden
verwendet werden. Physikalisch gesehen sollte natürlich die Fermi-Dirac-Statistik die besten Ergebnisse
liefern. Hier lautet die statistische Funktion

F(η)= F 1
2
(η)= 2⎷

π

∫︂ ∞

0
dx

⎷
x

1
1+ex−η .

Da dieses Integral aber keine einfache analytische Lösung hat, bereitet diese Form in der numerischen Simu-
lation einige Probleme. Das ist beispielsweise anders bei der Boltzmann-Statistik. Hier lautet die statistische
Funktion

F(η)= eη .

In diesem Fall folgt für die Beziehung zwischen Mobilität und Diffusionskonstante aus Gl. (6.2) die Einstein-
Beziehung:

De,h

µM
e,h

= F(ηe,h)
F ′(ηe,h)

1
βe

= 1
βe

.

Diese statistische Funktion stimmt mit der Fermi-Dirac-Statistik aber nur bei kleinen Werten für η überein.
Eine bessere Näherung wäre die statistische Funktion von Blakemore [120, 121]

F(η)= 1
e−η+0.27

,

diese ist geringfügig komplizierter als die Boltzmann-Statistik, allerdings ist sie auch bei größeren Werten für
η noch genau. In Abb. 6.1 werden die drei statistischen Funktionen miteinander verglichen.
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Abbildung 6.1: Vergleich der verschiedenen statistischen Funktionen. Im rechten Bild ist die Beziehung
zwischen Mobilität und Diffusionskonstante aus Gl. (6.2) als Funktion der Ladungsträgerdichte n ∝ F(η)
dargestellt.

6.5 Finite-Volumen-Verfahren

Eine Methode zur Lösung der Drift-Diffusions-Gleichungen (6.3) ist das Finite-Volumen-Verfahren [120].
Hier erfolgt eine Aufteilung des Simulations-Gebietes in kleinere Gebiete mit Index i, mit dazugehörigen
VolumenΩi und Mittelpunkten ri. Mit dem Satz von Gauss gilt unter Annahme von konstanten Funktionen
innerhalb eines Volumens

0= d
dt

∫︂
Ωi

d3rne,h +
∫︂
∂Ωi

d2A · je,h −
∫︂
Ωi

d3rR(ne,nh,φ)

≈Ωi
d
dt

ni
e,h +

∑︂
j

A i j j i j
e,h −ΩiRe,h(ni

e,ni
h,φi)

Hierbei bezeichnen A i j die Grenzflächen zwischen benachbarten Teilgebieten i und j, und j i j
e,h sind die

dazugehörigen Stromdichten. Für nicht benachbarte Teilgebiete gilt entsprechend A i j = j i j
e,h = 0. Ein Problem

ist nun die Bestimmung der Stromdichten abhängig von den chemischen Potentialen und den elektrostatischen
Potentialen in den benachbarten Teilgebieten i und j. Eine einfache Möglichkeit ist die Verwendung einer
numerischen Ableitung:

j i j
e,h ≈−De,h

n j
e,h −ni

e,h

di j
±

ni
e,h +n j

e,h

2
µM

e,h
φ j −φi

di j
,

mit dem Abstand der Mittelpunkte di j =
⃓⃓
r j −ri

⃓⃓
. Diese numerische Ableitung ist allerdings numerisch

instabil, was zum Beispiel daran liegt, dass sich die Ladungsträgerdichten ne,h zwischen benachbarten Teilge-
bieten um Größenordnungen ändern können. In diesem Fall wird die numerische Ableitung ungenau, da der
Beitrag mit der wesentlich kleineren Ladungsträgerdichte keinen Einfluss auf das Ergebnis hat. Daher ist diese
Methode in der Praxis nur sehr begrenzt anwendbar. Für eine genauere Diskussion siehe auch Ref. [120].

6.6 Scharfetter-Gummel-Methode

Die Scharfetter-Gummel-Methode [78, 120] stellt eine bessere Möglichkeit dar, die Stromdichten j i j
e,h zu

berechnen. Dazu werden zunächst zwei Annahmen gemacht. Einmal soll das elektrische Feld auf der Linie
zwischen den Mittelpunkten ri und r j zweier benachbarter Volumina konstant sein:

Ei j =−∇φ≈−φ j −φi

di j

r j −ri

di j
.

Außerdem soll sich auch die Stromdichte auf dieser Linie nicht ändern:

∇r j−ri je,h
(︁
r ∈ [︁

ri,r j
]︁)︁= r j −ri

di j
∇r j−ri j i j

e,h

(︁
r ∈ [︁

ri,r j
]︁)︁= 0.
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Dies führt dann auf die eindimensionale Differentialgleichung für das chemische Potential

j i j
e,h =−

µM
e,h

e
ne,h

d
dx

µe,h,

die Koordinate x bezeichnet hier die Punkte auf der Verbindungslinie und nimmt Werte zwischen 0 und di j
an. Die Randbedingungen lauten

µe,h(x = 0)=µi
e,h und µeh(x = di j)=µ

j
e,h.

Für die Boltzmann-Statistik lässt sich die Gleichung umschreiben:

e±∆φβex j i j
e,h =−

µM
e,h

eβ
d
dx

(︂
e±∆φβex ne,h

)︂
,

mit der Potentialdifferenz ∆φ=φ j −φi. Die Lösung dieser Gleichung lautet dann

j i j
e,h =

µM
e,h

eβdi j

[︂
B

(︁∓βe∆φ
)︁
ni

e,h −B
(︁±βe∆φ

)︁
n j

e,h

]︂
(6.4)

mit der Bernoulli-Funktion

B(x)= x
ex−1

.

Im Grenzfall sehr großer Potentialunterschiede |∆φ|≫ 1
βe ergibt sich wie erwartet ein Strom proportional

zum elektrischen Feld, zum Beispiel für die Elektronen:

j i j
e =

{︄
µM

e,hni
e
∆φ
di j

für ∆φ≫ 1
βe

µM
e,hn j

e
∆φ
di j

für ∆φ≪− 1
βe

Für ein verschwindendes elektrisches Feld (∆φ= 0) ergibt sich dann der erwartete Diffusionsstrom:

j i j
e,h =

µM
e,h

eβdi j

[︂
ni

e,h −n j
e,h

]︂
=−De,h

n j
e,h −ni

e,h

di j
.

Die Gleichung (6.4) gilt nur für die Boltzmann-Statistik, für andere statistische Funktionen lohnt es sich, die
Gleichung für die Stromdichte zunächst umzuschreiben:

j i j
e,h

j0
=−βdi jF(η)

dµe,h

dx
, mit j0 =

µM
e,hNe,h

eβdi j

Eine Integration liefert dann die Gleichung [122]∫︂ η j

ηi

dη

− ji j
e,h
j0

1
F(η) ±βe∆φ

= 1, (6.5)

welche zum Beispiel für die Fermi-Dirac-Statistik numerisch gelöst werden könnte, was sich aber numerisch
aufwendig gestaltet. Für die Blakemore-Statistik ist es möglich, das Integral auszuführen. Dies führt auf eine
nichtlineare Gleichung

j i j
e,h

j0
= B

⎛⎝∓βe∆φ+γ
j i j
e,h

j0

⎞⎠eηi −B

⎛⎝±βe∆φ−γ
j i j
e,h

j0

⎞⎠eη j ,

welche aber numerisch ähnlich einfach zu berechnen ist wie Gl. (6.4). Anstatt für die Fermi-Dirac-Statistik
Gl. (6.5) direkt zu lösen, wird im Folgenden die generalisierte Scharfetter-Gummel-Methode aus Ref. [122]
verwendet. Dabei wird die Stromdichte folgendermaßen berechnet:

j i j
e,h = ḡ i j

µM
e,h

eβdi j

[︃
B

(︃
∓βe∆φ

ḡ i j

)︃
ni

e,h −B
(︃
±βe∆φ

ḡ i j

)︃
n j

e,h

]︃
,

mit ḡ i j =
η j −ηi

logF(η j)− logF(ηi)
.
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6.7 Kopplung mit dem Quantenfilm

Die bisher diskutierten Drift-Diffusions-Gleichungen beschreiben den Transport der Ladungsträger von
den Kontakten zu den Quantenfilmen. Nun wird noch eine Beschreibung des optischen Feldes und der
Ladungsträger in den Quantenfilmen benötigt. Dabei wird zunächst der Gleichsgewichtszustand untersucht
und die Vibrationen der Ladungsträgerdichten vernachlässigt. Die Ladungsträgerdichten hängen in diesem
Fall nur von der lateralen Koordinate x ab. Die entsprechenden Bewegungsgleichungen lauten (5.5):

d
dt

nQW
e,h =−B

(︂
nQW

e ,nQW
h

)︂
−

nQW
e,h

τnr
+De,h

∂2

∂x2 nQW
e,h + d

dt
nQW

e,h

⃓⃓⃓⃓
Pump

+∑︂
np

⃓⃓
unp(r∥, zQW)

⃓⃓2
ωnpSnpImχ

(︂
ωnp,nQW

e ,nQW
h

)︂
.

Die Diffusion der Ladungsträger wird durch einen zusätzlichen Term mit der Diffusionskonstanten De,h
beschrieben. Die transversalen Moden werden mit n und die longitudinalen Moden mit p nummeriert. Mit
Gl. (4.5) und Gl. (5.2) lautet die Bewegungsgleichung für die Photonenzahlen

d
dt

Snp =−ωnpSnp

∫︂
d2r∥

⃓⃓
unp(r∥, zQW)

⃓⃓2 Imχ
(︂
ωnp,nQW

e ,nQW
h

)︂
− Snp

τphoton
+

∫︂
d2r∥

⃓⃓
unp(r∥, zQW)

⃓⃓2 ImχSE

(︂
ωnp,nQW

e ,nQW
h

)︂
,

dabei wurden die Moden-Wechselwirkungsterme vernachlässigt, weil zunächst nur der Gleichgewichts-
Zustand untersucht werden soll. Die Bestimmung der Modenfunktionen unp(r) erfolgt durch die Lösung
einer zweidimensionalen Eigenwertgleichung, siehe Kapitel 2. Um die Quantenfilme mit einzubeziehen,
wird hierbei die Suszeptibilität bzw. die dielektrische Funktion im Quantenfilm bei einer Referenzdichte
ausgewertet. Die Modenfunktionen haben die Form

unp(r)= tn(x, z)gp(y).

Weil die Ladungsträgerdichten nicht von y abhängen sollen und für das Betragsquadrat der longitudinalen
Wellenfunktionen näherungsweise

⃓⃓
gp(y)

⃓⃓2 ≈ 1/L gilt, haben die Differentialgleichungen die Form

d
dt

nQW
e,h =−B

(︂
nQW

e ,nQW
h

)︂
−

nQW
e,h

τnr
+De,h

∂2

∂x2 nQW
e,h + d

dt
nQW

e,h

⃓⃓⃓⃓
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+∑︂
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⃓⃓2
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L
Imχ

(︂
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e ,nQW
h

)︂
,

d
dt

Snp =−ωnpSnp

∫︂
dx

⃓⃓
tn(x, zQW)

⃓⃓2 Imχ
(︂
ωnp,nQW

e ,nQW
h

)︂
− Snp

τphoton
+

∫︂
dx

⃓⃓
tn(x, zQW)

⃓⃓2 ImχSE

(︂
ωnp,nQW

e ,nQW
h

)︂
. (6.6)

Nun bleibt noch die Frage, wie die Ladungsträger vom Volumen-Material in den Quantenfilm gelangen.
Dazu wird ein Term verwendet, welcher dem Pump-Term aus Gl. (4.1) sehr ähnlich ist:

d
dt

nQW
e

⃓⃓⃓⃓
Pump

= 2
A

∑︂
k

d
dt

f e,QW
k

⃓⃓⃓⃓
Pump

= Ce

∫︂
QW

dz ne
2
V

∑︂
k3D

(︂
1− f e,QW

k

)︂ f e
k3D

ne
= Ce

∫︂
QW

dz neηe

(︂
nQW

e ,ne

)︂
,

mit einer Einfang-Konstanten Ce. Der Pump-Term für die Löcher folgt analog, wobei hier über die relevanten
Bänder summiert werden muss. Für die dreidimensionale Bandstruktur wird die Wurtzit-k ·p-Bandstruktur
für Bulk-GaN verwendet. In der Literatur sind auch andere andere Pump-Terme zu finden, zum Beispiel in
Ref. [83]. Da zunächst nur der Gleichgewichts-Zustand betrachtet werden soll und nicht die Modendynamik,
reicht es aus, nur eine longitudinale Mode pro transversale Mode mit einer bestimmten Frequenz ω0 zu
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betrachten. Im Gleichgewicht verschwinden die Zeitableitungen und zusätzlich zu den Drift-Diffusions-
Gleichungen müssen die Gleichungen

d
dt

nQW
e,h = 0=−B

(︂
nQW

e ,nQW
h

)︂
−

nQW
e,h

τnr
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∫︂
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(︂
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)︂
+∑︂

n

⃓⃓
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⃓⃓2
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L
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)︂
gelöst werden. Die Elektronen, die in die Quantenfilme übergehen, müssen natürlich auch als Verluste
in den Drift-Diffusions-Gleichungen berücksichtigt werden. Die Rekombinationsterme in Gl. (6.3) lauten
dementsprechend

Re,h =−nenh

(︂
1−eβ(µe+µh)

)︂(︄
1

τe
(︁
ne +n0

e
)︁ + 1

τh
(︁
nh +n0

h

)︁ + cene + chnh + rspont

)︄

−
{︄

Ce,hne,hηe,h

(︂
nQW

e,h ,ne,h

)︂
für zQW − dQW

2 ≤ z ≤ zQW + dQW
2

0 sonst
,

hierbei wurden auch die anderen üblichen Verlustterme, wie zum Beispiel die spontane Emission, berücksich-
tigt [120]. Wird in der Simulation mehr als ein Quantenfilm verwendet, muss beim letzten Term entsprechend
summiertwerden.Die Ladungen der Elektronen undLöcher verschwinden beimÜbergang in denQuantenfilm
nicht, daher müssen diese auch in der Poisson-Gleichung berücksichtigt werden:

ρQW(x, z)=
{︄

e
dQW

(︂
nQW

h (x)−nQW
e (x)

)︂
für zQW − dQW

2 ≤ z ≤ zQW + dQW
2

0 sonst
.

Gelöst wird das Gleichungssystem mit dem Newton-Verfahren, dabei wird zunächst das Gleichungssystem
für U = 0 gelöst und als Anfangszustand wird das thermodynamische Gleichgewicht verwendet. Danach wird
die Spannung schrittweise erhöht und immer die Lösung von der vorherigen Spannung als Anfangszustand im
Newton-Verfahren verwendet. Dies funktioniert gut, bis die Schwellspannung erreicht ist. Hier gibt es neben
der physikalisch richtigen Lösung auch eine nicht-physikalische, instabile Lösung, wo die Photonenzahlen
negativ sind. Um diese zu vermeiden, werden zunächst die Bewegungsgleichungen für den Quantenfilm gelöst.
Im Vergleich zur vorherigen Spannung wird dabei der Pumpterm leicht erhöht und konstant gelassen. Die so
erhaltenen Photonenzahlen und Quantenfilmdichten werden im Anfangszustand des Newton-Verfahrens
eingesetzt.
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6.8 Simulationsergebnisse für verschiedene Strukturen

In Abb. 6.3 sind die Strom-Spannungskurve und die Kennlinie für die schmale Laserdiode mit einem Quan-
tenfilm und einer Stegbreite von 2 µm (Struktur A) gezeigt. Dabei wurden die Rechnungen mit verschiedenen
statistischen Funktionen durchgeführt, welche allerdings sehr ähnliche Ergebnisse liefern. Daher wird im
Folgenden immer die Boltzmann-Statistik verwendet. Die Struktur-Parameter sind in Kapitel 9.7.1 im Anhang
beschrieben, alle weiteren benötigten Parameter sind in Tabelle 9.17 angegeben. Für die Mobilität wird die
Parametrisierung aus Kapitel 9.6 verwendet. Die Strom-Spannungs-Kurve zeigt den für eine Diode typischen
Verlauf, bei dem die Stromstärke erst dann stark zunimmt, wenn eine bestimmte Spannung erreicht ist. Die
Kennlinie zeigt das typische Verhalten, bei dem die Ausgangsleistung linear ansteigt, sobald die Stromstärke
den Schwellstrom überschreitet. Für eine Spannung von 4 V sind in Abb. 6.2 die Verluste und Teilchenstrom-
dichten gezeigt. Wie erwartet, treffen sich Elektronen und Löcher am Quantenfilm. Die Löcher gelangen nur
vom Steg aus in den Quantenfilm und die Elektronen reagieren auf die elektrostatische Anziehung der Löcher
und laufen vom Kontakt am Rand der Diode in die Mitte. Für die hier gewählten Parameter sind die Verluste
außerhalb des Quantenfilms gering und die meisten Ladungsträger rekombinieren im Quantenfilm.

Für die Laser-Simulationen sind vor allem die ortsabhängigen Stromdichten von Interesse, mit denen
die Quantenfilme bei einer bestimmten Spannung gepumpt werden. Für verschiedene Spannungen sind
diese in Abb. 6.4 gezeigt. Wie erwartet sind die Stromdichten nur unterhalb des Stegs groß und nehmen
außerhalb stark ab. Die Ladungsträgerdichten für verschiedene Spannungen sind auch in Abb. 6.4 dargestellt.
Interessanterweise ist die Ladungsträgerdichte an den Steg-Rändern größer. Dies liegt wohl daran, dass das
die transversalen Modenfunktionen in der Mitte am größten sind und oberhalb der Laserschwelle hier die
Ladungsträgerverluste durch stimulierte Emission am höchsten sind. In Abb. 6.5 sind die Pump-Stromdichten
für eine Spannung von 3.6 V, aber für verschiedene statistische Funktionen gezeigt. Genauwie in Abb. 6.3 sind
nur sehr kleine Abweichungen erkennbar, das Ergebnis für die Fermi-Dirac-Statistik liegt hierbei zwischen
den Ergebnissen der Boltzmann-Statistik und der Blakemore-Statistik.

Zum Vergleich sind Simulations-Ergebnisse für die gleiche Laserdiode mit zwei Quantenfilmen (Struktur
B) in Abb. 6.6 bis Abb. 6.8 gezeigt. Hier sind nun die Einfang-Parameter Ce und Ch sehr wichtig. Um den
Einfluss der Einfang-Parameter zu diskutieren, wird der Einfang-Parameter der Elektronen konstant gelassen,
während der Einfang-Parameter der Löcher variiert wird. In Abb. 6.8 sind wieder die Stromdichten und
die Ladungsträgerverluste in der Nähe der Quantenfilm dargestellt. Hier ist gut zu erkennen, wie sich die
Ladungsträger gleichmäßig auf die beiden Quantenfilme verteilen, wenn die Einfang-Parameter gleich sind.
Wird der Einfang-Parameter der Löcher wesentlich größer, wird wie erwartet der Quantenfilm auf der Loch-
Seite wesentlich stärker gepumpt, was auch mit experimentellen Ergebnissen besser übereinstimmt [123, 124].
Dies ist auch in Abb. 6.8 gezeigt, wo der Unterschied in den Pump-Stromdichten für größere Verhältnisse
Ch/Ce immer größer wird. Diese Unterschiede sind auch in den Ladungsträgerdichten zu beobachten, wie
in Abb. 6.8 dargestellt ist. In der Strom-Spannungskurve in Abb. 6.7 sind keine großen Unterschiede zu
erkennen, während in der Kennlinie das Verhältnis Ch/Ce = 1 die größte Photonenzahlen liefert.

Für eine Laserdiode mit einer größeren Stegbreite (Struktur C) sind Simulationsergebnisse in Abb. 6.9 bis
Abb. 6.11 dargestellt, hier müssen nun wesentlich mehr transversale Moden in der Rechnung berücksichtigt
werden. Die Parameter dieser Struktur sind in Kapitel 9.7.3 im Anhang angegeben. Interessant ist hier die
Kennlinie in Abb. 6.10, wo die Beiträge der einzelnen transversalen Moden dargestellt sind. Hier ist zu
sehen, wie oberhalb des Schwellstroms die gesamte Photonenzahl linear ansteigt, sich aber aus verschiedenen
transversalen Moden zusammensetzt. Außerdem nimmt mit steigender Stromstärke die Anzahl der aktiven
transversalenModen zu. Die Stromdichten und Ladungsträgerdichten sind in Abb. 6.11 gezeigt. Interessanter-
weise sind hier die Stromdichten in der Mitte kleiner. Dies könnte daran liegen, dass die Elektronen nun eine
wesentlich größere Strecke vom Rand zurücklegen müssen, um zum Steg zu gelangen. Die Löcher scheinen
den Elektronen aufgrund der elektrostatischen Anziehung entgegenzukommen, sodass die Ladungsträger
sich unterhalb der Stegränder beim Quantenfilm treffen.
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Abbildung 6.2: Lösung der Drift-Diffusions-Gleichungen für die Laserdiode mit einer Stegbreite von 2 µm
(Struktur A) für eine Spannung von 4 V. Die Pfeile stellen hierbei die Teilchenstromdichten dar und die Farben
zeigen die Größe der Verlustterme. Unten ist jeweils die Region in der Nähe des Quantenfilms vergrößert
dargestellt.
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Abbildung 6.3: Links ist die Strom-Spannungskurve und rechts ist die Kennlinie für die schmale Laserdiode
mit einem Quantenfilm (Struktur A) dargestellt. Dabei wurden die verschiedenen statistischen Funktionen
aus Kapitel 6.4 verwendet. In beiden Fällen liegen alle drei Kurven übereinander.
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Abbildung 6.4: Für die schmale Laserdiode (Struktur A) sind oben die Ladungsträgerdichten im Quanten-
film und unten die Stromdichten, mit denen der Quantenfilm gepumpt wird, für verschiedene Spannungen
gezeigt. Die Region unterhalb des Stegs ist in grau eingezeichnet, hier sind die Pumpstromdichten besonders
groß. Die Ladungsträgerdichten sind in der Mitte der Laserdiode vergleichsweise niedrig, da die Moden-
funktion der ersten transversalen Mode hier ihr Maximum besitzt und durch stimulierte Emission hier die
Ladungsträgerverluste überhalb der Laserschwelle besonders groß sind.
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Abbildung 6.5: Für die schmale Laserdiode (Struktur A) sind die Stromdichten, mit denen der Quantenfilm
gepumpt wird, für verschiedene statistische Funktionen und eine Spannung von 3.6 V dargestellt. Alle drei
Kurven liegen übereinander.
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Abbildung 6.6:Lösung derDrift-Diffusions-Gleichungen für die schmale Laserdiodemit zwei Quantenfilmen
(Struktur B) für eine Spannung von 4 V. Die Pfeile stellen hierbei die Teilchenstromdichten dar und die Farben
zeigen die Größe der Verlustterme. Gezeigt ist die Region in der Nähe der Quantenfilme für verschiedene
Verhältnisse der Einfang-Parameter. Während für Ch/Ce = 1 beide Quantenfilme gleich gepumpt werden,
wird für Ch ≫ Ce wird der obere Quantenfilm bevorzugt.
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Abbildung 6.7: Links ist die Strom-Spannungskurve und rechts ist die Kennlinie für die schmale Laserdiode
mit einer Stegbreite von 2 µm und mit zwei Quantenfilmen (Struktur B) für verschiedene Verhältnisse der
Einfang-Parameter gezeigt.
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Abbildung 6.8: Für die schmale Laserdiode mit zwei Quantenfilmen (Struktur B) sind oben die Ladungsträ-
gerdichten in den Quantenfilmen und unten die Stromdichten, mit denen die Quantenfilme gepumpt werden,
für verschiedene Verhältnisse der Einfang-Parameter gezeigt. Wie erwartet, wächst der Unterschied zwischen
den Quantenfilm mit dem Verhältnis Ch/Ce.
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Abbildung 6.9: Lösung der Drift-Diffusions-Gleichungen für die Laserdiode mit einer Stegbreite von 10 µm
(Struktur C) für eine Spannung von 4 V. Die Pfeile stellen hierbei die Teilchenstromdichten dar und die Farben
zeigen die Größe der Verlustterme. Unten ist jeweils die Region in der Nähe des Quantenfilms vergrößert
dargestellt. Im Vergleich zu Abb. 6.2 ist hier gut zu erkennen, wie die Elektronen eine größere Strecke zur
Mitte der Laserdiode zurücklegen müssen.
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Abbildung 6.10: Links ist die Strom-Spannungskurve und rechts ist die Kennlinie für die breite Laserdiode
(Struktur C) dargestellt. Rechts sind außerdem die Beiträge der einzelnen transversalen Moden gezeigt.
Oberhalb des Schwellstroms steigt die gesamte Photonenzahl zwar linear an, setzt sich aber aus verschiedenen
transversalen Moden zusammen.
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Abbildung 6.11: Für die Laserdiode mit einer Stegbreite von 10 µm (Struktur C) sind oben die Ladungs-
trägerdichten im Quantenfilm und unten die Stromdichten, mit denen der Quantenfilm gepumpt wird, für
verschiedene Spannungen gezeigt. Wie in Abb. 6.4 für die Laserdiode mit einer Stegbreite von 2 µm sind
die Ladungsträgerdichten am Rand des Stegs besonders groß, da die transversalen Modenfunktionen am
Rand des Stegs stark abfallen und so oberhalb der Laserschwelle die Verluste durch stimulierte Emission hier
kleiner sind.
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6.9 Simulation der Modendynamik

Die Ergebnisse der Drift-Diffusions-Gleichungen sollen nun verwendet werden um die Modendynamik der
Laserdiode zu untersuchen. Dazu werden wieder die Bewegungsgleichungen (6.6) verwendet, nur zu der
Bewegungsgleichung für die Photonenzahlen wird ein effektiver Moden-Wechselwirkungsterm hinzugefügt:
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Die Lösung der Drift-Diffusions-Gleichungen liefert für jede Spannung bzw. Stromstärke den Pumpterm
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Die Änderung des Brechungsindex aufgrund der Quantenfilmdichten soll in den Modenfunktionen und
Modenfrequenzen berücksichtigen werden. Dazu wird eine eindimensionale Eigenwertgleichung gelöst, wie
in Kapitel 2.5 beschrieben. Die Änderung der dielektrischen Funktion lautet hier
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h , welche für den zweidimensionalen Modensolver
verwendet wurden. Die Normierung der eindimensionalen Eigenfunktionen t̃n(x) wird so gewählt, dass
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gilt. Die Lösung der eindimensionalen Eigenwertgleichung liefert außerdem die effektiven Brechungsindizes
und Gruppenbrechungsindizes. Damit können die Frequenzen der dazugehörigen longitudinalen Moden
bestimmt werden, die lauten
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p0 ist dabei die ganze Zahl, die durch Runden von
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cπ
entsteht. Es fehlen noch die Wechselwirkungsterme der optischen Moden; diese sind für die Modendynamik
sehr wichtig. Laut Gl. (5.7) gilt für diesen Wechselwirkungsterm
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6.10 Modendynamik der Laserdiode mit kleiner Stegbreite

Bevor die Modendynamik einer größeren Laserdiode mit vielen relevanten transversalen Moden betrachtet
wird, soll zunächst die Modendynamik der Laserdiode mit kleiner Stegbreite (Struktur A) untersucht werden.
In Abb. 6.12 ist links die x-Abhängigkeit der transversalenModen bei einer Zeit von t=1 ns gezeigt, welche mit
der eindimensionalenMethode bestimmtwurden. In diesemFall sindwie inAbb. 2.2,wodieModenfunktionen
mit einem zweidimensionalen Modensolver berechnet wurden, nur die ersten beiden transversalen Moden
für die Modendynamik relevant. Die Zeitabhängigkeit der Wellenlängen der einzelnen Moden ist rechts in
Abb. 6.12 gezeigt. Während die Ladungsträgerdichten zunächst zunehmen, nehmen die Wellenlängen leicht
ab. Außerdem lässt sich eine größere Änderung beobachten, sobald die Schwelle erreicht ist. Außerdem
wird in Abb. 6.13 gezeigt, wie sich die Ladungsträgerdichte beim Anschalten der Laserdiode verhält. Wie in
Abb. 6.4 ist gut sichtbar, dass die Quantenfilme vor allem unterhalb des Stegs gepumpt werden. Aufgrund des
Maximums der ersten transversalen Mode ist hier die Ladungsträgerdichte in der Mitte der Laserdiode leicht
kleiner als an der Stelle, wo der Steg aufhört. Die Änderung der Ladungsträgerdichte bewirkt außerdem eine
Änderung des Brechungsindex und damit wiederum eine Änderung der Moden-Frequenzen.

Die Modendynamik in der ersten Nanosekunde ist in Abb. 6.14 für eine Stromstärke von 100 mA dar-
gestellt. Hier sind die Relaxationsoszillationen gut zu sehen und außerdem sind aufgrund der spontanen
Emission zunächst viele longitudinaleModen gleichzeitig aktiv. Angesichts der geringen Anzahl an relevanten
transversalen Moden ist es hier auch einfach, die verschiedenen longitudinalen Moden zu unterscheiden. Die
Modendynamik für längere Zeitskalen ist in Abb. 6.15 gezeigt. Dabei lässt sich der Effekt des Modenrollens
beobachten, dessen Frequenz durch größere Stromstärken erhöht wird.
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Abbildung 6.12: (Links) Ortsabhängigkeit der transversalenModen der schmalen Laserdiode (Struktur A) bei
einer Zeit von t = 1ns für eine Stromstärke von 100 mA. (Rechts) Zeitabhängkeit der Vakuumwellenlängen
der einzelnen Moden, hierbei wird jede transversale Mode durch eine andere Farbe dargestellt.
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Abbildung 6.13:Zeitabhängkeit der Ladungsträgerdichten imQuantenfilm für die schmale Laserdiode (Struk-
tur A) für eine Stromstärke von 100 mA.



122 KAPITEL 6. DRIFT-DIFFUSIONS-GLEICHUNGEN

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
t in ns

522

523

524

525

526

527

528
λ
in

nm

Abbildung 6.14:Modendynamik der schmalen Laserdiode (Struktur A) in der ersten Nanosekunde für eine
Stromstärke von 100 mA.
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Abbildung 6.15:Modendynamik der schmalen Laserdiode (Struktur A) für verschiedene Stromstärken.
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6.11 Modendynamik der Laserdiode mit zwei Quantenfilmen

In Abb. 6.16 ist die Modendynamik für die Laserdiode mit zwei Quantenfilmen (Struktur B) dargestellt.
Die Modendynamik ist sehr ähnlich im Vergleich zu der von Struktur A in Abb. 6.15. Ein Unterschied ist
der Wellenlängenbereich der aktiven Moden, dieser liegt näherungsweise 1.5 nm über dem von Struktur
A. Dies lässt sich durch die verschiedenen Ladungsträgerdichten der beiden Quantenfilme erklären, siehe
Abb. 6.8. Diese unterschiedlichen Ladungsträgerdichten führen zu unterschiedlichen Suszeptibilitäten. Die
gesamte optische Verstärkung entspricht einer Summe über die Quantenfilme, damit ergibt sich eine kleine
Verschiebung des Maximums um ≈ 1.5nm im Vergleich zu der Simulation mit nur einem Quantenfilm.
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Abbildung 6.16: Modendynamik der Laserdiode mit zwei Quantenfilmen (Struktur B) für verschiedene
Stromstärken. Das Verhältnis der Einfang-Parameter ist hierbei Ch/Ce = 100. Im Vergleich zu Abb. 6.15
wurde aufgrund der höheren Schwellstromstärke eine zusätzliche Stromstärke von 150 mA anstelle von
50 mA verwendet.
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6.12 Modendynamik für die Laserdiode mit großer Stegbreite

Nun soll die Methode auf eine breitere Laserdiode mit einer Stegbreite von 10 µm (Struktur C) angewendet
werden. Mit den hier verwendeten Parameter sind 8 transversale Moden relevant, welche in Abb. 6.17 gezeigt
sind. Wie erwartet entspricht die Ordnung derMode der Anzahl der Extremstellen und dieModenfunktionen
nehmen außerhalb der Stegbreite stark ab. In Abb. 6.18 ist wieder die Zeitabhängigkeit der Ladungsträger-
dichten gezeigt, aufgrund der größeren Anzahl an transversalen Moden sind hier nun kleine Oszillationen zu
beobachten. Die resultierende Modendynamik ist in Abb. 6.21 für verschiedene Stromstärken dargestellt.
Weil viele transversale Moden für die Laserdynamik relevant sind, gibt es eine große Anzahl Moden mit
sehr ähnlicher Frequenz, die gleichzeitig aktiv sein können. Daher ist es hier schwieriger, zwischen einzelnen
longitudinalen Moden zu unterscheiden, allerdings ist hier das Modenrollen immer noch gut zu erkennen.

In Abb. 6.19 ist der zeitliche Verlauf der Photonenzahlen in den einzelnen transversalen Moden gezeigt,
hierbei wurde jeweils über alle dazugehörigen longitudinalenModen summiert. Die durchschnittlichenAnteile
der verschiedenen transversalen Moden scheinen sich auf großen Zeitskalen nicht zu ändern, allerdings gibt
es kleinere Änderungen im Bereich von 2 ns bis 3 ns nach Beginn der Simulation. Diese stammen von der
Wechselwirkung der verschiedenen transversalen Moden miteinander und die Gesamtphotonenzahl bleibt
zeitlich konstant.

Bisher wurde in der Modendynamik nur die gesamte Ausgangsleistung betrachtet, da hier immer die
Photonenzahlen verwendet wurden. Es ist aber möglich, die Photonenzahlen mit der entsprechen transver-
salen Modenfunktion zu multiplizieren, um eine ortsaufgelöste Modendynamik zu erhalten, welche auch
gemessen werden kann [125]. In Abb. 6.22 ist so die Modendynamik für verschiedene Orte gezeigt. In der
Mitte der Diode unterhalb des Stegs ähnelt die Modendynamik noch dem vorherigen Ergebnis, allerdings
gibt es kleinere Abweichungen, je nachdem, welche Werte die verschiedenen transversalen Modenfunktionen
an dem jeweiligen Punkt annehmen. Weit außerhalb des Stegs fallen einige Moden schneller ab, damit sind
hier nur wenige Moden relevant und die Unterscheidung der einzelnen longitudinalen Moden ist einfacher.
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Abbildung 6.17:Ortsabhängigkeit der transversalen Moden der breiten Laserdiode (Struktur C) bei einer
Zeit von t = 3ns für eine Stromstärke von 200 mA. Zur besseren Übersicht sind hier nur die ersten fünf
Moden dargestellt.
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Abbildung 6.18: Zeitabhängkeit der Ladungsträgerdichten im Quantenfilm für die breite Laserdiode (Struk-
tur C).
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Abbildung 6.19: Zeitlicher Verlauf der Photonenzahlen in den verschiedenen transversalen Moden für eine
Stromstärke von 200 mA für die breite Laserdiode (Struktur C).

1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00
t in ns

522

523

524

525

526

527

528

λ
in

nm

Abbildung 6.20:Modendynamik der breiten Laserdiode (Struktur C) in den ersten drei Nanosekunden für
eine Stromstärke von 200 mA.
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Abbildung 6.21:Modendynamik der breiten Laserdiode (Struktur C) für verschiedene Stromstärken. Weil
viele transversale Moden an der Modendynamik beteiligt sind, ist es im Vergleich zu Abb. 6.15 schwieriger,
die einzelnen Moden zu unterscheiden.
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Abbildung 6.22:Die Modendynamik der breiten Laserdiode (Struktur C) für eine Stromstärke von 200 mA
an verschiedenen Orten ausgewertet. Bei allen vier Bildern wurde die gleiche Skala verwendet. Um die
Modendynamik kurz vor demEnde des Stegs zu untersuchen, wurde imdrittenBild ein x-Wert von 4.6875 µm
anstelle von 5 µm verwendet. Für x = 5µm ist wie für x = 7.5µm keine Dynamik zu erkennen, da hier die
transversalen Modenfunktionen schon stark abgefallen sind, siehe Abb. 6.17.
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6.13 Fazit

In diesem Kapitel wurden die Drift-Diffusions-Gleichungen verwendet, um den Transport der Ladungs-
träger von den Kontakten zu den Quantenfilmen zu beschreiben. Über einen Einfang-Term können die
Bulk-Ladungsträger in der Nähe eines Quantenfilms in die Energie-Niveaus dieses Quantenfilms gelangen.
Für die Ladungsträger im Quantenfilm und die Photonen in der Laserdiode wird die gleiche Theorie benutzt,
wie sie in vorherigen Kapiteln hergeleitet und verwendet wurde. Für eine vorgegebene Struktur erlaubt es die-
se Methode, die Stromdichten, mit denen die einzelnen Quantenfilme gepumpt werden, für eine vorgegebene
Spannung zu bestimmen.

Diese Pump-Stromdichten wurden im zweiten Teil dieses Kapitels verwendet, um die Modendynamik für
zwei Laserdiodenmit unterschiedlicher Breite zu untersuchen. Dabei ist es möglich, mehr als eine transversale
Mode in der Laserdynamik zu betrachten. Bei der Laserdiode mit einer kleinen Stebreite ist allerdings nur eine
transversale Mode für die Modendynamik relevant und die Modendynamik entspricht den Ergebnissen aus
den vorherigenKapiteln. Bei der Laserdiodemit größerer Stegbreite hingegeben nehmenmehrere transversale
Moden an der Laserdynamik Teil und in den simulierten Streak-Camera-Bildern ist es schwierig, die einzelnen
Moden zu unterscheiden. Der Effekt des Modenrollen lässt sich hier allerdings immer noch beobachten.
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Kapitel 7

Traveling-Wave-Modell

Bisher wurde die Heisenberg-Bewegungsgleichung verwendet, um die Bewegungsgleichungen des optischen
Feldes herzuleiten. BeimTraveling-Wave-Modell [126–130] wird stattdessen ein klassisches Feld angenommen
und das Feld wird nicht mehr in die verschiedenenModen aufgeteilt. Dies ist bei sehr großen Laserdioden, wie
zum Beispiel Breitstreifen-Laser [93, 94], von Vorteil, da hier sehr viele Moden an der Laserdynamik beteiligt
sind und es zu aufwendig wäre, die Dynamik jeder einzelnen Mode zu behandeln. Bei der Traveling-Wave-
Methode wird das optische Feld in zwei Anteile aufgespalten, welche jeweils laufende Wellen beschreiben,
siehe Abb. 7.1. Die laufenden Wellen breiten sich in entgegengesetzte Richtungen aus und werden beim
Erreichen der beiden teildurchlässigen Spiegel an den Enden desWellenleiters reflektiert. Je nach Reflektivität
der Spiegel verlässt dabei ein bestimmter Anteil die Laserdiode und der Rest läuft in entgegengesetzter
Richtung weiter. Bei der Traveling-Wave-Methode werden das optische Feld und die Ladungsträgerdichte
an allen Punkten im Wellenleiter ausgewertet, daher können Effekte, welche durch die Reflektion an den
Spiegeln auftreten, bei dieser Methode berücksichtigt werden.

Abbildung 7.1: Schematische Darstellung des Tra-
veling-Wave-Modells mit zwei Spiegeln

Die Methode hat allerdings auch Nachteile. Bei-
spielsweise kann die Suszeptibilität keine beliebige Form
haben, sondern sie muss durch eine Summe von ein-
fachen Polstellen in der komplexen Ebene dargestellt
werden. Außerdem können Quanteneffekte wie sponta-
ne Emission nur in Form von Näherungen berücksich-
tigt werden. Da es in dieser Arbeit hauptsächlich um
die Beschreibung der Modendynamik geht, soll diese
auch mit dem Traveling-Wave-Modell untersucht wer-
den. Dazu wird eine zeitliche Fourier-Transformation
des optischen Feldes nach dem Verlassen der Diode
durchgeführt, um eine Aufspaltung in die einzelnen lon-
gitudinalen Moden zu erhalten. Weil viele Effekte der
Modendynamik auf Vibrationen der Ladungsträgerdich-
te zurückgeführt werden können und bei der Traveling-Wave-Methode die Ortsabhängigkeit in Ausbreitungs-
richtung direkt enthalten ist, liegt hier die Hoffnung darin, die Modendynamik gut beschreiben zu können
ohne auf effektive Kopplungsterme zurückgreifen zu müssen.

7.1 Ansatz für das optische Feld

Da beimTraveling-Wave-Modell angenommenwird, dass das Feld klassisch ist, werden dieMaxwell-Gleichun-
gen verwendet, um die Dynamik des Feldes zu beschreiben. DieWellengleichung, die aus diesen Gleichungen
folgt, lautet

∆E= ∂2

∂t2µ0D= 1
c2

∂2

∂t2 E+ 1
ϵ0c2

∂2

∂t2 P.

129
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Eine Fourier-Transformation bezüglich der Zeit ergibt die Gleichung

−ω
2

c2 E(ω)−∆E(ω)= ω2

ϵ0c2 P(ω).

Im linearen Fall lässt sich die Polarisation wieder mithilfe der Suszeptibilität durch das elektrische Feld
ausdrücken:

P(ω)= ϵ0(χb + χ̃(ω))E(ω)= ϵ0χbE(ω)+ P̃(ω),

hier enthält χ̃ die Beiträge der freien Ladungsträger und χb alle anderen Beiträge zur Suszeptibilität. Für
diese Beiträge wird angenommen, dass sie nicht von der Frequenz abhängen. Für das elektrische Feld wird
der folgende Ansatz benutzt:

E(r,ω)≈∑︂
±
Φ±(x, y,ω)Z(z)e±iβ0 y ex. (7.1)

Weil nur TE-Moden betrachtet werden sollen, wurde angenommen, dass das Feld in x-Richtung polarisiert ist.
Die z-Abhängigkeit des Feldes wird allein durch die Funktion Z(z) beschrieben und das Feld wurden in zwei
Anteile + und − aufgespalten. Diese beschreiben laufendeWellen, welche sich jeweils in +y und −y-Richtung
bewegen. Dabei ist β0 eine Wellenzahl, welche so gewählt wird, dass sie der tatsächlichen Wellenzahl der
Wellen möglich ähnlich ist. Dadurch besitzen die Funktionen Φ± nur noch eine schwache y-Abhängigkeit.
Wird dieser Ansatz in die Wellengleichung eingesetzt, folgt

exΦ
±(x, y,ω)e±iβ0 y

[︃
−ω

2

c2

(︁
1+χb

)︁− ∂2

∂z2

]︃
Z(z)

−exZ(z)e±iβ0 y
[︃
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ±2iβ0
∂

∂y
−β2

0

]︃
Φ±(x, y,ω)= ω2

ϵ0c2 P̃±(r,ω). (7.2)

Auch die Polarisation P̃ wurde hier in zwei Teile aufgespalten, welche von den jeweiligen Feldkomponenten
erzeugt werden und ähnliche Ortsabhängigkeiten besitzen. Da die Wellenzahl β0 sehr groß ist, würden bei
einer räumlichen Mittelung über einen kleinen y-Bereich Terme mit e2iβ0 y und e−2iβ0 y entfallen. Dadurch
folgt die obige Gleichung, bei der zumBeispiel immer nur die GrößenΦ+ und P̃+ zusammen vorkommen. Für
die Funktion Z(z), welche die Ortsabhängigkeit senkrecht zum Quantenfilm beschreibt, wird angenommen,
dass sie die Lösung einer Eigenwertgleichung ist. Diese Eigenwertgleichung folgt aus der ersten Zeile von
Gl. (7.2) und lautet

[︃
−ω

2

c2

(︁
1+χb

)︁− ∂2

∂z2

]︃
Z(z)=−ω

2n2
eff(ω)

c2 Z(z),

mit der Normierung ∫︂
dz |Z(z)|2 = 1.

Da die Funktionen Φ± nur schwach von y abhängen sollen, sollte die folgende Näherung gut erfüllt sein:⃓⃓⃓⃓
∂2

∂y2Φ
±(x, y)

⃓⃓⃓⃓
≪

⃓⃓⃓⃓
2iβ0

∂

∂y
Φ±(x, y)

⃓⃓⃓⃓
.

Für die Polarisation der freien Ladungsträger wird nun angenommen, dass sie nur an der Position des
Quantenfilms von Null verschieden ist und der Ausrichtung des elektrischen Feldes folgt. Zur weiteren
Vereinfachung werden weitere Faktoren eingeführt, die neudefinierten Größen lauten

Φ±(x, y,ω)= 1
e
Φ̃±(x, y,ω−ω0)

P̃±(r,ω)≈ δ(z− zQW)Z(zQW)dQWexP̄±(x, y,ω−ω0)
ϵ0

e
e±iβ0 y, (7.3)
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zQW bezeichnet dabei die Position des Quantenfilms. Die Frequenz ω0 hängt mit der Wellenzahl β0 über den
effektiven Brechungsindex zusammen:

ω0 = c
neff(ω0)

β0.

Wird der Ansatz für die Polarisation in Gl. (7.2) eingesetzt und anschließend in z-Richtung integriert, folgt

−ω
2n2

eff(ω)

c2 Φ̃±(x, y,ω−ω0)−
[︃
∂2

∂x2 ±2iβ0
∂

∂y
−β2

0

]︃
Φ̃±(x, y,ω−ω0)= ω2

c2 ΓP̄±(x, y,ω−ω0). (7.4)

Der Confinement-Faktor entspricht einem Integral der Modenfunktion über den Quantenfilm und lautet

Γ=
∫︂

QW
d z |Z(z)|2 ≈ dQW

⃓⃓
Z(zQW)

⃓⃓2 ,

dabei wurde ausgenutzt, dass sich das optische Feld in z-Richtung über die Ausdehnung des Quantenfilms
nur wenig ändert. Um in Gl. (7.4) eine Fourier-Transformation durchzuführen, ist sie noch zu kompliziert, da
beispielsweise der effektive Brechungsindex noch von der Frequenz abhängt. Daher wird zunächst in Gl. (7.4)
noch eine Taylor-Entwicklung bezüglich der Frequenz um ω0 durchgeführt:

− 2
c2 (ω−ω0)

[︃
ω0n2

eff(ω0)+ω2
0neff(ω0)

∂neff

∂ω

⃓⃓⃓⃓
ω=ω0

]︃
Φ̃±(x, y,ω−ω0)

+
[︃
− ∂2

∂x2 ∓2iβ0
∂

∂y

]︃
Φ̃±(x, y,ω−ω0)≈ ω2

0

c2 ΓP̄±(x, y,ω−ω0).

Mit dem Gruppenbrechungsindex

ngr(ω0)= neff(ω0)+ω0
∂neff

∂ω

⃓⃓⃓⃓
ω=ω0

folgt

− 2
c2 (ω−ω0)ω0neff(ω0)ngr(ω0)Φ̃±(x, y,ω−ω0)

+
[︃
− ∂2

∂x2 ∓2iβ0
∂

∂y

]︃
Φ̃±(x, y,ω−ω0)≈ ω2

0

c2 ΓP̄±(x, y,ω−ω0).

Nun kann die Fourier-Transformation ohne Probleme durchgeführt werden und das Ergebnis lautet[︃
− ∂2

∂x2 ∓2iβ0
∂

∂y

]︃
Φ̃±(x, y, t)− i

2
c2ω0neff(ω0)ngr(ω0)

∂

∂t
Φ̃±(x, y, t)≈ ω2

0

c2 ΓP̄±(x, y, t).

Ein paar Umformungen ergeben

ngr

c
∂

∂t
Φ̃±± ∂
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Φ̃±− i

2β0

∂2

∂x2 Φ̃
± = iβ0Γ

2n2
eff

P̄±,

hier wurden die Ortsabhängigkeiten und Zeitabhängigkeiten nicht mehr explizit aufgeführt. Dies ist die
Gleichung, welche das Traveling-Wave-Modell auszeichnet. Wichtig sind hier die ersten beiden Terme,
welche die Ausbreitung der Einhüllenden eines Wellenpaketes in ±y-Richtung mit der Gruppengeschwindig-
keit beschreiben. Um eine Laserdiode zu beschreiben, ist auch die Dynamik der Ladungsträgerdichten im
Quantenfilm wichtig. Die Änderung der Ladungsträgerdichten aufgrund des Feldes lautet (vergleiche mit
Gl. (4.5)):

d
dt

n
⃓⃓⃓⃓
Feld

= 1
ħ

∫︂
QW

d yIm
[︁
E∗(r, t) ·P(r, t)

]︁
≈ Γħ

ϵ0

e2

∑︂
±

Im
[︁(︁
Φ̃±)︁∗ P̄±]︁

.
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Hierbei fällt auf, dass im Vergleich zu Gl. (4.5) der Faktor 2 fehlt. Dies rührt daher, dass bei der Herleitung
von Gl. (4.5) die Rabi-Frequenz die folgende Form besitzt (hier ohne Hartree-Fock-Korrekturen):

ħΩλ
k =− ep∗

λ

m0

∑︂
p

√︄
ħ

2ωpϵ0
Bpup(r∥, zQW).

Das vollständige Vektorpotential lautet aber

A(r)=∑︂
p

√︄
ħ

2ωpϵ0

[︂
Bpup(r)+u∗

p(r)B∗
p

]︂
,

daher enthält die Rabi-Frequenz nur den Beitrag mit der Zeitabhängigkeit Bp ∝ e−iωp t. Der andere Beitrag
mit der Zeitabhängigkeit B∗

p ∝ eiωp t trägt natürlich in gleicher Weise bei und wird daher in dem Faktor 2
berücksichtigt. Beim Traveling-Wave-Modell ist das gesamte Feld in den Φ̃± enthalten, daher wäre der Faktor
2 an dieser Stelle zuviel.

Als Letztes wird noch eine Bewegungsgleichung für die Polarisationen P̄± benötigt. Im Frequenzraum
lässt sich die Polarisation mithilfe der Suszeptibilität durch das elektrische Feld ausdrücken:

P̃(r,ω)= ϵ0χ(ω)E(r,ω).

Mit den Definitionen aus diesem Kapitel folgt

P̄±(x, y,ω−ω0)= χ(ω)Φ̃±(x, y,ω−ω0).

Hier ist eine Rücktransformation schwierig, da die Funktion χ(ω) im Allgemeinen nicht bekannt ist. Um
eine Rücktransformation möglich zu machen, wird die Funktion χ(ω) nun als eine Summe von komplexen
Polstellen erster Ordnung dargestellt:

P̄±(x, y,ω−ω0)=∑︂
j

iγ jχ
0
j

ω−ω0 −∆ω j + iγ j
Φ̃±(x, y,ω−ω0)=∑︂

j
P̄±

j (x, y,ω−ω0).

Hier wurde die Polarisation in die einzelnen Beiträge der Polstellen aufgeteilt. Die Rücktransformation kann
nun einfach durchgeführt werden und liefert die Differentialgleichung

∂

∂t
P̄±

j =−γ j P̄±
j − i∆ω j P̄±

j +γ jχ
0
j Φ̃

±. (7.5)

Um die Rechenzeit klein zu halten, ist es von Interesse, die Anzahl der Polstellen möglich gering zu halten,
da für jede Polstelle eine eigene Differentialgleichung gelöst werden muss. In diesem Kapitel werden daher
eine Polstelle und ein frequenzunabhängiger Beitrag verwendet. Dementsprechend hat die Suszeptibilität die
Form

χ(ω)≈ χ0 + iγχ1

ω−ω0 −∆ω+ iγ
. (7.6)

Die Parameter χ0,χ1,γ,ω0 und ∆ω hängen hier natürlich von der Ladungsträgerdichte n ab. Daher werden
diese Parameter für eine Referenzdichte n0 mithilfe einer Kurvenanpassung für eine bestimmte Bandstruktur
bestimmt, einBeispiel ist inAbb. 7.2 gezeigt. Außerdemwird dieAbleitung der Parameterχ1 undχ0 numerisch
bestimmt, um Änderungen der Ladungsträgerdichte zu berücksichtigen:

χ0(n)= χ0(n0)+ (n −n0)χ′0(n0),

χ1(n)= χ1(n0)+ (n −n0)χ′1(n0).

7.2 Das vollständige Modell

Neben der direkten Kopplung mit dem optischen Feld müssen in der Bewegungsgleichung der Ladungsträ-
gerdichten natürlich noch andere Terme berücksichtigt werden. Die vollständigen Bewegungsgleichungen
lauten



7.2. DAS VOLLSTÄNDIGEMODELL 133

3200 3400 3600

ω in ps−1

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3
Im

χ
in

nm

3200 3400 3600

ω in ps−1

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

R
eχ

in
nm

n = 1×1013 cm−2 Daten
n = 1×1013 cm−2 Fit
n = 1.1×1013 cm−2 Daten
n = 1.1×1013 cm−2 Fit

Abbildung 7.2: Kurvenanpassung durchgeführt für die Suszeptibilität mit der Funktion aus Gl. (7.6). Die
Daten für die Suszeptibilität wurden für eine k ·p-Bandstruktur mit den Parametern aus Tabelle 9.18 im
Anhang bestimmt.

∂
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e
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∂x2 + ∂2

∂y2
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ne,h +

Γ

ħ
ϵ0

e2

∑︂
±

Im
[︁(︁
Φ̃±)︁∗ P̄±]︁− ne,h

τnr
−B(ne,nh), (7.7)

dabei wurden verschiedene Verlustterme, ein Diffusionsterm und ein Pumpterm hinzugenommen.
Außerdem müssen in der Differentialgleichung für das optische Feld Effekte wie interne Verluste und

spontane Emission berücksichtigt werden. Zu diesem Zweck wird die zeitliche Änderung der Energiedichte
des Feldes betrachtet. Dazu wird noch das magnetische Feld benötigt, dieses lautet näherungsweise

− ∂

∂t
B± ≈ iω0B= rotE± ≈±iβ0

1
e
Φ̃±(x, y)Z(z)e±iβ0 y ez.

Die Energiedichte des optischen Feldes lautet [96]

w± = 1
2

(E ·D+H ·B)

= 1
2
ϵ0

(︃
ϵr

⃓⃓
E± ⃓⃓2 + 1

ϵ0
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B± ⃓⃓2)︃
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2
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n2
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2
0

ω2
0

]︄
= ϵ0

e2 |Z(z)|2 ⃓⃓
Φ± ⃓⃓2 n2

eff.

Die zeitliche Änderung der Energiedichte in der Nähe des Quantenfilms lautet

∂

∂t
E± = ∂

∂t

∫︂
QW

d z w± ≈Γ ϵ0

e2 n2
eff

∂

∂t
⃓⃓
Φ± ⃓⃓2 .

Die zeitliche Änderung der Ladungsträgerenergie durch spontane Emission entspricht näherungsweise

d
dt

EQW
⃓⃓⃓⃓
SE

≈−B(ne,nh)ħω0.

Unter der Annahme, dass davon ein Anteil β in das optische Feld übergeht, folgt der Beitrag der spontanen
Emission zur zeitlichen Änderung des Betragsquadrates des optischen Feldes:

d
dt

⃓⃓
Φ± ⃓⃓2 ⃓⃓⃓⃓

SE
= βħω0e2

Γϵ0n2
eff

B(ne,nh).
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Die Änderung des komplexen Feldes ist dadurch nicht eindeutig definiert, da der Einfluss auf die Phase des
Feldes in der obigen Gleichung nicht enthalten ist. Eine Möglichkeit für die Änderung des komplexen Feldes
lautet

d
dt
Φ±

⃓⃓⃓⃓
SE

= d
dt

⃓⃓
Φ± ⃓⃓2 ⃓⃓⃓⃓

SE

1
2
Φ̃±

|Φ̃±|2 eiφ0 , (7.8)

mit beliebiger Phase φ0. Bei der Laserdynamik ist die spontane Emission vor allem beim Anschaltprozess
wichtig und spielt in der Modendynamik nur noch eine untergeordnete Rolle. Daher wird im Folgenden
φ0 = 0 angenommen. Zusammen mit den internen Verlusten αint folgt die Gleichung

ngr

c
∂

∂t
Φ̃±± ∂

∂y
Φ̃±− i

2β0

∂2

∂x2 Φ̃
± = iβ0Γ

2n2
eff

P̄±− αint

2
Φ̃±+ βħω0e2

Γϵ0n2
eff

B(ne,nh)
1
2
Φ̃±

|Φ̃±|2 . (7.9)

Bisher wurde der Einfluss der Spiegel noch nicht diskutiert. Im Traveling-Wave-Modell koppeln sie
die Komponenten Φ̃+ und Φ̃− an den Rändern miteinander, da die Wellen an den Spiegeln teilweise in
entgegengesetzte Richtung reflektiert werden. Damit lauten die Randbedingungen

Φ̃+(y= 0)= r1Φ̃
−(y= 0)

Φ̃−(y= L)= r2Φ̃
+(y= L). (7.10)

Die Betragsquadrate der Faktoren r1 und r2 sind die Reflektivitäten der beiden Spiegel:

R1 = |r1|2 und R2 = |r2|2 .

Im Folgenden sind die Reflektivitäten Parameter der Simulation und die Faktoren r1 und r2 sind reell:

r1 =
√︁

R1 und r2 =
√︁

R2.

Wichtig bei der Diskussion von Laserdioden ist die Ausgangsleistung. Diese entspricht der Energie des Lichts,
welches die Diode auf einer Seite des Resonators in einem Zeitintervall verlässt. Um diesen Energiefluss zu
bestimmen, wird zunächst der Poynting-Vektor benötigt [96]:

S± = 1
µ0

E∗×B≈±ey =±ey
c2β0

ω0

ϵ0

e2

⃓⃓
Φ̃±(x, y)

⃓⃓2 |Z(z)|2 =±eycneff
ϵ0

e2

⃓⃓
Φ̃±(x, y)

⃓⃓2 |Z(z)|2 .

Die zeitabhängige Ausgangsleistung entspricht dem Integral des Poynting-Vektors über die Grenzfläche zu
einer Zeit t, multipliziert mit der Transmittivität des entsprechenden Spiegels. Für den Spiegel bei y = L
folgt:

P(t)= (1−R2)
∫︂

dx
∫︂

dzey ·S+(x, y= L, z, t)= (1−R2)cneff
ϵ0

e2

∫︂
dx

⃓⃓
Φ̃+(x, y= L, t)

⃓⃓2 .

7.3 Numerische Implementierung

Aufgrund des Aufbaus der Traveling-Wave-Gleichungen ist eine numerische Lösung mithilfe von Standard-
Methoden wie beispielsweise der Methode der finiten Elemente schwierig. Es gibt allerdings spezielle Me-
thoden, die auf dieses Problem zugeschnitten sind. Eine davon ist in Ref. [131] beschrieben; diese wird im
Folgenden verwendet und hier kurz erläutert. Die x-Abhängigkeit wird zunächst vernachlässigt, sodass alle
Größen nur von der y-Koordinate abhängen. Außerdem wird angenommen, dass Elektron- und Lochdichte
gleich sind: ne = nh = n . Das Hauptproblem in den Differentialgleichungen sind hier die Ableitungen

ngr

c
∂

∂t
Φ̃±± ∂

∂y
Φ̃± = 1

vgr

∂

∂t
Φ̃±± ∂

∂y
Φ̃±.
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Dabei kommen nur einfache Ableitungen vor, was zusammen mit den Randbedingungen aus Gl. (7.10) eine
Diskretisierung in y- und t-Richtung erschwert. Daher wird zunächst die Koordinaten-Transformation

t̃± = t± y
vgr

durchgeführt. Für die Ableitungen folgt

ngr

c
∂

∂t
Φ̃±± ∂

∂y
Φ̃± = 2

vgr

∂

∂t̃±
Φ̃±.

Diese Ableitungen können nun mit finiten Differenzen angenähert werden. Dazu muss zunächst das numeri-
sche Gitter angegeben werden. Hier werden jeweils äquidistante Gitter in y- und in t-Richtung verwendet.
Die y-Punkte werden mit i nummeriert und der Abstand benachbarter Punkte ist ∆y. Für die t-Punkte ist der
Abstand ∆t und die Nummerierung erfolgt mit j. Das Feld auf diesen Punkten wird mit Φ̃±

i, j = Φ̃±(i∆y, j∆t)
bezeichnet. Um die Ableitung mit finiten Differenzen näherungsweise zu berechnen, ist es auch wichtig, dass

∆t = ∆y
vgr

gilt. Die Näherung für die Ableitung in der Mitte einer Gitterzelle lautet

2
vgr

∂

∂t̃+
Φ̃+

i+0.5, j+0.5 ≈
1

vgr∆t

(︂
Φ̃+

i+1, j+1 − Φ̃+
i, j

)︂
,

2
vgr

∂
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Φ̃−

i+0.5, j+0.5 ≈
1

vgr∆t

(︂
Φ̃−

i, j+1 − Φ̃−
i+1, j

)︂
,

siehe auch Abb. 7.3. Die Polarisationen und Ladungsträgerdichten werden an unterschiedlichen Punkten
gespeichert, wie in Abb. 7.3 gezeigt. So gilt

ni, j = n((i+0.5)∆y, ( j+0.5)∆t) und P̄±
i, j = P̄±((i+0.5)∆y, j∆t).

Abbildung 7.3: Verwendete Diskretisierung der Traveling-Wave-Gleichungen, siehe auch Ref. [131]

Auf der rechten Seite von Gl. (7.9) muss zum Beispiel die Polarisation in der Mitte einer Zelle ausgewertet
werden. Dies wird hier durch eine Mittelung gewährleistet:

P̄±
i, j+0.5 ≈

1
2

(︂
P̄±

i, j+1 + P̄±
i, j

)︂
.

Ähnlich muss auch das Feld gemittelt werden, hier allerdings in t̃±-Richtung:

Φ̃+
i+0.5, j+0.5 ≈

1
2

(︂
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, Φ̃−
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1
2

(︂
Φ̃−
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)︂
.
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Die Anwendung dieser Näherungen liefert für das Feld
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Zusammen mit den Randbedingungen

Φ̃+
0, j+1 = r1Φ̃

−
0, j+1,

Φ̃−
N, j+1 = r2Φ̃

+
N, j+1

kann das Feld nach einem Zeitschritt bestimmt werden. Dabei bezeichnet N die Anzahl der Stützstellen
in y-Richtung. Es werden natürlich noch entsprechende Gleichungen für die Ladungsträgerdichte und die
Polarisationen benötigt. Bei der Ladungsträgerdichte wird die Diffusion zunächst vernachlässigt und eine
Annäherung der zeitlichen Ableitung in Gl. (7.7) ergibt:

1
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Das Feld muss hierbei in y-Richtung gemittelt werden:

Φ̃±
i+0.5, j+1 =

1
2

(︂
Φ̃±

i, j+1 + Φ̃±
i+1, j+1

)︂
.

Eine weitere Mittelung ist hier bei der Ladungsträgerdichte notwendig, diese lautet

ni, j+0.5 = 1
2

(︁
ni, j+1 +ni, j

)︁
Diese Mittelung ist auch bei den Verlusten durch spontane Emission nötig, was zu einer nichtlinearen
Gleichung für ni, j+1 führen würde. Da dieser Term in der Laserdynamik keinen großen Einfluss auf die
Modendynamik hat, wird er hier durch eine Funktion

B(n)≈ bn1.5 (7.12)

dargestellt, siehe auch Abb. 3.8. Die Bestimmung des Parameters b erfolgt durch eine Kurvenanpassung, ein
Beispiel ist in Abb. 7.4 gezeigt. Um wieder eine lineare Gleichung zu erhalten, wird der Term linearisiert:

B(ni, j+0.5)≈ b n1.5
i, j +1.5b n0.5

i, j
ni, j+1 −ni, j

2
= 0.25b n1.5

i, j +0.75b ni, j+1n0.5
i, j .

Nun wird noch eine Gleichung für die Polarisation benötigt. Eine erste Möglichkeit ist hier wieder die
Annäherung der Ableitung durch finite Differenzen. In der Simulation würde dies allerdings zu sehr kleinen
Zeitschritten führen, da die Oszillationen der Polarisation korrekt abgebildet werden müssen. Weil bei der
hier vorgestelltenMethode die örtliche Auflösung mit der zeitlichen Auflösung zusammenhängt, müsste auch
die örtliche Auflösung immer entsprechend angepasst werden, was zu einer starken Erhöhung der Rechenzeit
führen würde. Eine bessere Möglichkeit ist eine Annäherung des Integrals, welches aus Gl. (7.5) folgt:[︃

∂

∂t
+γ+ i∆ω

]︃
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Abbildung 7.4: Kurvenanpassung für die Verluste durch spontane Emission mit der Funktion aus Gl. (7.12).
Die Daten wurden für eine k ·p-Bandstruktur mit Gl. (3.38) und den Parametern aus Tabelle 9.18 im Anhang
bestimmt.

Mit γ̃= γ+ i∆ω lautet das Endergebnis
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Das letzte Problem ist die Tatsache, dass zum Beispiel P̄+
i, j+1 von Φ̃+

i+1, j+1 abhängt und in der Gleichung für
Φ̃+

i+1, j+1 wieder P̄+
i, j+1 vorkommt. Die Gleichungen stellen daher ein lineares Gleichungssystem dar, welches

in jedem Zeitschritt gelöst werden muss. Mit den hier gemachten Annahmen, wie die Vernachlässigung der x-
Abhängigkeit, lässt sich die Gleichung für die Polarisation in die Gleichung des Feldes einsetzen und für die
Suszeptibilität aus Gl. (7.6) folgt:[︄
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Anschließend kann die neue Polarisation über Gl. (7.13) berechnet werden. Am Ende eines Zeitschritts muss
noch die neue Ladungsträgerdichte bestimmt werden, für die Suszeptibilität aus Gl. (7.6) folgt aus Gl. (7.11)[︃

1
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Nun bleibt noch die Frage nach den Anfangsbedingungen. Es ist naheliegend, alle Größen zur Zeit t = 0 auf
Null zu setzen, wie dies in den vorherigen Simulation immer der Fall war. Allerdings ist dies nicht möglich für
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das elektrische Feld, siehe Gl. (7.9). So wird bei der spontanen Emission die Phase des Feldes benötigt und
für ein verschwindendes Feld gibt es auch keine stimulierte Emission. In diesem Sinne wird das elektrische
Feld in den folgenden Simulationen zur Zeit t = 0 auf einen kleinen reellen Wert gesetzt:

Φ̃±(r, t = 0)= Φ̃0.

Der genaue Einfluss der Anfangsbedingungen wird in Kapitel (7.6) genauer diskutiert.

7.4 Ortsabhängigkeit des Feldes

Zunächst sollen typische Simulationsergebnisse an einem einfachen Beispiel gezeigt werden. Dazu wird
zunächst für eine k ·p-Bandstruktur die entsprechenden Parameter der Suszeptibilität aus Gl. (7.6) durch
Kurvenanpassung bestimmt. Die Kurvenanpassung ist in Abb. 7.2 gezeigt. Die Anpassung der Verluste durch
spontane Emission ist in Abb. 7.4 dargestellt. Die gesamten Parameter sind in Tabelle 9.18 im Anhang gegeben.

Es werden zunächst die Realteile von χ0 und χ1 vernachlässigt, damit sich nach kurzer Zeit ein Gleichge-
wichtszustand einstellt. Der Einfluss der Realteile wird im nächsten Unterkapitel genauer diskutiert. Den
größten Einfluss auf die Ortsabhängigkeit haben die Reflektivitäten der beiden Spiegel, daher sind in Abb. 7.5
Simulationsergebnisse dargestellt, wo diese Parameter variiert wurden. Untersucht wurden hier zwei Fälle:
Einmal wurde nur die Reflektivität des rechten Spiegel variiert und einmal wurden beide Reflektivitäten
gleichzeitig verändert. Hier ist bei kleineren Reflektivitäten gut zu sehen, wie das Feld an den Rändern
reflektiert wird. Eine Verringerung der Reflektivität führt in beiden Fällen außerdem zu einer Verringerung
des Feldes und einer Erhöhung der Ladungsträgerdichten. Dies liegt an den größeren Photonenverlusten,
wodurch auch eine größere optische Verstärkung benötigt wird, um diese zu kompensieren. Eine Verrin-
gerung der Reflektivität für den Spiegel auf der rechten Seite führt außerdem einer größeren Steigung in
der Kennlinie, allerdings werden auch die Schwellstromstärken größer. In den vorherigen Kapiteln wurde
immer angenommen, dass sich die Ladungsträgerdichten in y-Richtung nicht ändern. Dies ist bei größeren
Reflektivitäten näherungsweise gut erfüllt, allerdings gibt es bei kleineren Reflektivitäten wie zum Beispiel 0.4
größere Abweichungen. Auch gezeigt sind die Kennlinien, hier ist bei kleineren Reflektivitäten die Leistung
überhalb des Schwellstroms größer, aufgrund der größen Photonenverluste ist dafür aber der Schwellstrom
auch leicht erhöht. Wie erwartet sind bei Reflektivitäten von 1 alle Größen ortsunabhängig und es gibt keine
Ausgangsleistung, da das gesamte Licht reflektiert wird.



7.4. ORTSABHÄNGIGKEIT DES FELDES 139

0 100 200 300 400 500 600
y in µm

4

6

8
|Φ̃

± (y
)|2

in
10

3 m
eV

2 nm
−1

0 100 200 300 400 500 600
y in µm

0.75

1.00

1.25

1.50

|Φ̃
± (y

)|2 /|Φ̃
± (0

)|2

0 100 200 300 400 500 600
y in µm

8.4

8.6

8.8

9.0

n
in

10
12

cm
−2

0 20 40 60 80
I in mA

0

20

40

P
in

m
W

R2 = 0.4, Ithr = 28.2mA
R2 = 0.6, Ithr = 26.9mA
R2 = 0.8, Ithr = 25.9mA
R2 = 1.0

Änderung der Spiegel-Reflektivität auf einer Seite (rechts)

0 100 200 300 400 500 600
y in µm

2

4

6

8

|Φ̃
± (y

)|2
in

10
3 m

eV
2 nm

−1

0 100 200 300 400 500 600
y in µm

0.75

1.00

1.25

1.50

|Φ̃
± (y

)|2 /|Φ̃
± (L

/2
)|2

0 100 200 300 400 500 600
y in µm

8.5

9.0

9.5

10.0

n
in

10
12

cm
−2

0 20 40 60 80
I in mA

0

20

40

P
in

m
W

R1 = R2 = 0.4, Ithr = 31.2mA
R1 = R2 = 0.6, Ithr = 28.5mA
R1 = R2 = 0.8, Ithr = 26.7mA
R1 = R2 = 1.0

Änderung der Spiegel-Reflektivitäten auf beiden Seiten

Abbildung 7.5: Simulationsergebnisse mit den Parametern aus Tabelle 9.18 und einer Stromstärke von
100 mA. Hier wurde der Realteil von χ0 und χ1 nicht berücksichtigt, damit sich nach kurzer Simulations-
dauer ein Gleichgewichtszustand einstellt. Gezeigt sind hier neben den Kennlinien die Ortsabhängigkeit
des optischen Feldes und der Ladungsträgerdichten. Beim Feld stellen die durchgezogenen Linien die +-
Komponenten und die gestrichelten Linien die −-Komponenten dar. In den oberen vier Bildern wurde die
Spiegelreflektivität auf der rechten Seite variiert und in den unteren vier Bildern auf beiden Seiten. Die
Schwellstromstärken Ithr wurden mithilfe einer linearen Kurvenanpassung bestimmt.
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Abbildung 7.6:Modendynamik für verschiedene Stromstärken mit den Parametern aus Tabelle 9.18. In a)
wurde der Realteil von χ0 und χ1 nicht berücksichtigt. In der linken Spalte wurde der Term der spontane
Emission aus Gl. (7.8) vernachlässigt.

7.5 Modendynamik

Für das Beispiel aus dem letzten Unterkapitel soll nun die Modendynamik untersucht werden. Eine erste
Schwierigkeit ist die Aufschlüsselung des Feldes nach den einzelnen longitudinalen Moden, da im Traveling-
Wave-Modell nur das Feld vor dem rechten Spiegel Φ̃(y= L, t) bekannt. Eine Möglichkeit ist eine Fourier-
Transformation in der Zeit:

I(ω, t)=
⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂

dt′ eiωt′ 1⎷
2πσ2

e−
(︁
t−t′)︁2
2σ2 Φ̃(y= L, t′)

⃓⃓⃓⃓
⃓
2

.

Hier wird eine Gauss-Funktion benutzt, um die Fourier-Transformation nur in der Nähe von t durchzu-
führen und so die zeitliche Dynamik betrachten zu können. Die Verbreiterung σmuss so gewählt werden,
dass sowohl die zeitliche als auch die spektrale Auflösung gut genug sind. Im Folgenden wird hierfür der Wert
10 ps verwendet. In Abb. 7.6 ist die Modendynamik für verschiedene Stromstärken gezeigt, außerdem wird
der Einfluss des Terms, welcher die Beiträge der spontanen Emission beschreibt, dargestellt. Dabei wird in
einer Spalte der Beitrag aus Gl. (7.8) berücksichtigt und einmal vernachlässigt.

In Abb. 7.6 a) wurde wie im vorherigen Kapitel nur der Imaginärteil von χ0 und χ1 berücksichtigt. In
diesem Fall ist das Feld nach wenigen Nanosekunden zeitlich konstant und nur die Mode am Maximum
der optischen Verstärkung ist aktiv. In Abb. 7.6 b) bis Abb. 7.6 d) ist die Modendynamik für verschiedene
Stromstärken dargestellt und der Realteil von χ0 und χ1 wurde auch berücksichtigt. In diesem Fall ist die
Modendynamik komplizierter und es ist gut möglich, die einzelnen longitudinalen Moden zu unterscheiden.
Der Frequenzabstand der verschiedenen Moden entspricht hier dem erwarteten Wert von ∆ω=πc/(Lngr)≈
0.56ps−1. Bei einer Stromstärke I = 50mA und ohne spontane Emission ist die Modendynamik ähnlich
zu der in Abb. 4.11 c) aus Kapitel 4. Dabei lässt sich beobachten, wie sich die aktive Mode von größeren
Frequenzen zu kleineren Frequenzen bewegt. Bei höheren Stromstärken ist dieser Effekt aber nicht mehr so
leicht zu erkennen.

Wird außerdem die spontane Emission berücksichtigt, ist selbst bei kleineren Stromstärken kein Mo-
denrollen sichtbar. Dies deutet daraufhin, dass die einfache Näherung aus Gl. (7.8) zur Beschreibung der
Modendynamik nicht ausreicht. Allerdings ist es schwierig, eine bessere Alternative zu finden, da in der
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Traveling-Wave-Methode das Feld klassisch beschrieben wird. Daher scheint es hier zunächst sinnvoller zu
sein, die spontane Emission zu vernachlässigen und mit einem sehr kleinen Feld zur Zeit t = 0 zu starten.

In allenFällen stellt sich nachungefähr20 ns einGleichgewichtszustand ein, bei demnur eine longitudinale
Mode aktiv ist. Dies stimmt qualititativ nicht mit den Simulationen der letzten Kapitel oder experimentellen
Beobachtungen überein. Ein Grund hierfür könnte sein, dass bei der Traveling-Wave-Methode nur die
Dynamik der Dichte betrachtet wird und nicht die Dynamik der Besetzungsfunktionen. Dementsprechend
fehlt hier ein symmetrischer Modenkopplungsterm, wie das auch schon in Kapitel 4 diskutiert wurde. Um
daher eine Modendynamik zu erhalten, welche experimentellen Ergebnissen ähnlich sieht, müsste dieser
symmetrische Modenkopplungsterm auch berücksichtigt werden, dies wird in den nächsten Unterkapiteln
genauer diskutiert.

Interessant ist auch die Ortsabhängigkeit der verschiedenen Größen, diese ist in Abb. 7.7 gezeigt. Hier
kann beobachtet werden, dass sich kein Gleichgewicht einstellt, stattdessen gibt es beim optischen Feld
Wellenpakete welche sich in der Laserdiode zwischen den Spiegeln bewegen. Die Ladungsträgerdichte reagiert
auf diese Wellenpakete und zeigt dementsprechend auch kleinere zeitliche Abweichungen von einer größeren
zeitunabhängigen Ladungsträgerdichte. Die Periode dieser kleinen zeitlichen Abweichungen ist durch die Zeit
gegeben, welche die Wellenpakete benötigen, um die Länge des Resonators zweimal zurückzulegen, jeweils
einmal in+y- und einmal in−y-Richtung. In Abb. 7.8 ist das Verhalten dieser Abweichungen in einem kleinen
Zeitfenster dargestellt. Wie oben schon diskutiert, liegt die Periode bei T = 2L

vgr
= 11.2ps = 2π

∆ω und hängt
mit dem Frequenzabstand ∆ω der longitudinalen Moden zusammen. In Abb. 4.13 in Kapitel 4 wurden die
Abweichungen der Ladungsträgerdichte mit einer anderen Methode untersucht und sie zeigen ein ähnliches
Verhalten.
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Abbildung 7.7: Ortsabhängigkeit des Feldes und der Ladungsträgerdichte bei einer Stromstärke von 100 mA
für zwei verschiedenen Zeiten und ohne Berücksichtigung der spontanen Emission.
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Abbildung 7.8:Abweichungen der Ladungsträgerdichte von ihrem zeitlichenMittelwert für eine Stromstärke
von 100 mA in der Nähe von t0 = 10ns unter Vernachlässigung der spontanen Emission.

7.6 Einfluss der Anfangsbedingungen
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Abbildung 7.9:Modendynamik des Traveling-Wave-Modells für zwei verschiedene Stromstärken und ver-
schiedene Anfangsbedingungen für das optische Feld mit den Parametern aus Tabelle 9.18 im Anhang.

Bevor das Modell erweitert wird, um den Einfluss einer symmetrischen Modenwechselwirkung zu berück-
sichtigen, soll zunächst untersucht werden, wie sich die Anfangsbedingungen des optischen Feldes auf die
Modendynamik auswirken. In den Simulationen des vorherigen Unterkapitels wurde dazu das optische Feld
zur Zeit t = 0 auf eine reelle Konstante Φ̃0 gesetzt:

Φ̃±(y, t = 0)= Φ̃0.

Eine andere Möglichkeit ist ein exponentieller Verlauf, wie er bei konstanter optischer Verstärkung in der
Laserdiode auftreten würde. In diesem Fall lautet im Gleichgewicht die Differentialgleichung aus Gl. (7.9)
unter Vernachlässigung der x-Abhängigkeit und der spontanen Emission näherungsweise

± ∂

∂y
Φ̃±(y)= gΦ̃±(y),

mit einer Konstanten g, welche die Lösung

Φ̃±(y)∝ e±gy
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besitzt. Sollen die Felder zur Zeit t = 0 außerdem die Randbedingungen aus Gl. (7.10) erfüllen, dann lauten
die Anfangsbedingungen:

Φ̃+(y, t = 0)= Φ̃0 egy, Φ̃−(y, t = 0)= Φ̃0

r1
e−gy

mit r1r2 e2gL = 1 ⇒ g =− 1
2L

ln(r1r2) .

Die letzte Möglichkeit, welche hier diskutiert werden soll, ist, den Betrag des Feldes zur Zeit t = 0 auf eine
Konstante zu setzen, allerdings die Phase für jeden Gitterpunkt yi zufällig zu wählen:

Φ̃±(yi, t = 0)= Φ̃0 eiφ±
i mit φ±

i zufällig und 0≤φ±
i < 2π.

In Abb. 7.9 wird dieModendynamik für diese drei verschiedenen Anfangsbedingungen bei zwei verschiedenen
Stromstärken miteinander verglichen. Hierbei wurden die gleichen Parameter wie im vorherigen Unterkapitel
verwendet. Die Modendynamik ist grundsätzlich in allen drei Fällen sehr ähnlich, sogar bei der Anfangsbe-
dingung mit den zufällig gewählten Phasen sind die Abweichungen nicht allzu groß. Außerdem stellt sich
in allen Fällen ein Gleichgewichtszustand ein, wo nur eine longitudinale Mode aktiv ist. Daher erscheint es
an dieser Stelle nicht möglich, die qualitativen Abweichungen zu experimentellen Ergebnissen durch eine
bestimmte Wahl von Anfangsbedingungen zu beheben.

7.7 Symmetrischer Modenkopplungsterm

Die Modendynamik für das Traveling-Wave-Modell aus dem letzten Kapitel zeigt zwar qualitative Ähnlich-
keiten mit experimentellen Ergebnissen, allerdings gibt es auch starke Abweichungen, vor allem für größere
Zeiten. Eine Erklärung hierfür könnte die fehlende symmetrische Wechselwirkung zwischen den longitudina-
len Moden sein, da nur die Ladungsträgerdichten betrachtet werden und nicht die Besetzungsfunktionen. In
diesem Kapitel soll nun versucht werden, einen zusätzlichen symmetrischenWechselwirkungsterm in die
Bewegungsgleichungen einzubauen, wie er in Kapitel 5 für die Photonenzahlen hergeleitet wurde. Dieser hat
in der Regel die Form

d
dt

Sp

⃓⃓⃓⃓
Symm

= ∑︂
q ̸=p

BSymmSpSq.

Um diesen Term zu verwenden, müssen zunächst die Photonenzahlen Sp bestimmt werden. Für die Mo-
denfunktionen wird hier der Ansatz von laufendenWellen verwendet, dabei muss zwischen vorwärts- und
rückwärts laufenden Wellen unterschieden werden:

u±
p(r)= Z(z)⎷

ϵ(z)
1⎷
Lw

e±iβ0 y+ip 2π
L y ex.

Die Funktion Z(z) ist hier die Gleiche wie in Gl. (7.1). Der Faktor
⎷
ϵ(z) sorgt für die korrekte Normierung:∫︂ w/2

−w/2
dx

∫︂ L

0
dy

∫︂
dzϵ(z)

(︂
u±

p(r)
)︂∗

u±
q (r)= δpq.

Die Modenentwicklung für das elektrische Feld lautet

E(r)=−∑︂
±

∑︂
p

√︄
2ħω±

p

ϵ0
Im

{︂
B±

pu±
p(r)

}︂
=∑︂

p

∑︂
±

√︄
2ħω±

p

ϵ0
Re

{︂
iBpu±

p(r)
}︂

.

Im eindimensionalen Traveling-Wave-Modell lautet die Entwicklung

E(r)≈∑︂
±

Re
{︃

1
e
Φ̃±(y)Z(z)e±iβ0 y ex

}︃
.

Die Modenkoeffizienten können dementsprechend folgendermaßen berechnet werden:

i

√︄
2ħω±

p

ϵ0
B±

p = 1
e

∫︂
dz |Z(z)|2

√︁
ϵ(z)

∫︂ w/2

−w/2
dx

1⎷
Lw

∫︂ L

0
dyΦ̃±(y)e−ip 2π

L y

≈
⎷

Lw
e

neff
1
L

∫︂ L

0
dyΦ̃±(y)e−ip 2π

L y .
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Die Photonenzahlen lauten hiermit

S±
p = Lwn2

eff
ϵ0

2e2ħω±
p

⃓⃓⃓⃓
1
L

∫︂ L

0
dyΦ̃±(y)e−ip 2π

L y
⃓⃓⃓⃓2

.

Die zeitliche Änderung der Photonenzahlen aufgrund der effektiven symmetrischen Wechselwirkung
folgt aus Gl. (5.7) mit den oben definierten Modenfunktionen. Da der symmetrische Kopplungsterm unter
Verwendung einfacher Streuterme nicht sehr stark von der Frequenzdifferenz abhängt, wird der symmetrische
Term bei ∆ω= 0 ausgewertet und hängt nicht mehr von ∆ω ab:

d
dt

S±
p

⃓⃓⃓⃓
Symm

≈ ∑︂
q ̸=p

S±
p S±

q

ω±
pω

±
q

ASymm

∫︂ w/2

−w/2
dx

∫︂ L

0
dy

⃓⃓⃓
u±

p(r∥, zQW)
⃓⃓⃓2 ⃓⃓⃓

u±
q (r∥, zQW)

⃓⃓⃓2
≈ ∑︂

q ̸=p

S±
p S±

q

ω±
pω

±
q

ASymm

⃓⃓
Z(zQW)

⃓⃓4
Lwn4

eff

≈ ∑︂
q ̸=p

S±
p S±

q
ASymm

ω2
0

Γ2

Lwn4
eff

Dabei wird nur die Wechselwirkung zwischen Moden mit der gleichen Ausbreitungsrichtung berücksichtigt.
Zwei Moden mit entgegengesetzten Ausbreitungsrichtungen würden Ladungsträgerdichte-Vibrationen mit
derWellenzahl 2β0 erzeugen, welche aber durch Diffusion sehr schnell abgebaut werden, siehe die Diskussion
in Kapitel 4.8. Die Größe der Wechselwirkung wird durch Asymm bestimmt, hier wird die Definition aus
Gl. (5.10) verwendet, ausgewertet bei der Referenzdichte n0:

A0
Symm = ASymm(∆ω= 0)=−∑︂

λλ′
CλCλ′τs(1+δλλ′ )

2
A

∑︂
kk′

ImΛλ,−1
kk′ (ω0)Imχ

λ′,0
k′ (ω0)

+ω4
0Imχ(ω0)Imχ′(ω0)τs.

Die Referenzdichte n0 geht als Parameter in die Simulation ein und im Folgenden wird der Wert verwendet,
der zur Berechnung der Daten für die Kurvenanpassung der Suszeptibilität benutzt wurde, siehe Abb. 7.2.
Um die Dichteabhängigkeit zu berücksichtigen, wird die Ladungsträgerdichte über den Ort gemittelt und der
Wechselwirkungsterm entsprechend skaliert:

ASymm = A0
Symm

1
L

∫︂ L

0
dy

n(y)
n0

.

Aus der Änderung der Photonenzahl muss die Änderung der Modenkoeffizienten bestimmt werden. Hier
wird die gleiche Näherung wie für den spontanen Emissionsterm in Gl. (7.8) verwendet:

d
dt

B±
p

⃓⃓⃓⃓
Symm

≈ 1
2

B±
p

S±
p

d
dt

S±
p

⃓⃓⃓⃓
Symm

.

Eine Rücktransformation liefert die Änderung des elektrischen Feldes:

d
dt
Φ̃±(y)

⃓⃓⃓⃓
Symm

=∑︂
p

i

√︄
2ħω±

p

ϵ0

e
neff

1⎷
Lw

d
dt

B±
p

⃓⃓⃓⃓
Symm

.

In Abb. 7.10 ist die Modendynamik mit und ohne diesen zusätzlichen Wechselwirkungsterm für verschie-
dene Stromstärken dargestellt. In allen Fällen ist kein großer Unterschied sichtbar, dies deutet daraufhin,
dass das Modell in grundlegender Weise verändert werden muss, um die Modendynamik richtig abzubilden.
Eine Möglichkeit ist anstelle der Dynamik der Ladungsträgerdichten die Dynamik der Besetzungsfunktionen
zu berücksichtigen. Dies ist numerisch aber in hohemMaße aufwendiger, da nun die Besetzungsfunktionen
für jeden Ort und jeden Wellenvektor ausgewertet müssen. Eine Möglichkeit zur Implementation wird im
nächsten Unterkapitel beschrieben.
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Abbildung 7.10: Modendynamik für verschiedene Stromstärken mit den Parametern aus Tabelle 9.18 im
Anhang. In denAbbildungen auf der rechten Seitewurde hierbei ein symmetrischerKopplungstermverwendet,
wie in Kapitel 7.7 beschrieben.

7.8 Mikroskopisches Traveling-Wave-Modell

In diesem Kapitel soll ein letzter Versuch unternommen werden, das Traveling-Wave-Modell so zu modifizie-
ren, dass die Modendynamik qualitativ mit experimentellen Ergebnissen wie in Kapitel 5.8 übereinstimmt.
Dazu soll die Dynamik der Besetzungsfunktionen anstatt der Dynamik der Ladungsträgerdichten betrachtet
werden.

Zu diesem Zweck wird zunächst die Bewegungsgleichung der mikroskopischen Polarisation aus Gl. (4.5)
untersucht:

d
dt
ψ
λ,±
k = iΩλ,±

k

(︂
1− f λk − f e

k

)︂
− i
ħ

(︂
ε̃e

k + ε̃λk
)︂
ψ
λ,±
k + d

dt
ψ
λ,±
k

⃓⃓⃓⃓
Streu

Wie bei der makroskopischen Polarisation werden hier die beiden Ausbreitungsrichtungen getrennt behandelt.
In den vorherigenKapiteln wurde bisher immermit den Impuls-Matrixelementen pλ und demVektorpotential
A gearbeitet. Beim Traveling-Wave-Modell hingegen spielt das elektrische Feld die wichtigere Rolle, daher
soll in der Rabi-Frequenz das Vektorpotential durch das elektrische Feld ersetzt werden, siehe die Diskussion
in Kapitel 3.9. Dort wurde ein ω-abhängiges Dipol-Moment dλ(ω) verwendet, an dieser Stelle wird nun die
Frequenz durch den Energie-Abstand von Leitungs- und Valenzband ersetzt und es folgt ein k-abhängiges
Dipol-Matrixelement:

dλ
k =− ie

m0ωk
pλ, mit ωk = ε̃e

k + ε̃λk
ħ .

Die Rabi-Frequenz ohne den Hartree-Fock-Anteil lautet, siehe Gl. (3.12):

ħΩλ,±
k =

(︂
dλ

k

)︂∗
E±(r∥, zQW, t).

Mit dem elektrischen Feld aus Gl. (7.1)

E±(r, t)= 1
e

Z(z)Φ̃±(x, y, t)e−iω0 t±iβ0 y

erscheint es sinnvoll, die mikroskopischen Polarisationen umzuschreiben:

ψ
λ,±
k = Z(zQW)

e
dλ

k
e−iω0 t±iβ0 y ψ̃

λ,±
k .

Die Bewegungsgleichung aus Gl. (4.5) für die umdefinierten mikroskopischen Polarisationen lautet nun

d
dt
ψ̃
λ,±
k =−i(ωk −ω0)ψ̃λ,±

k − ∑︂
kk′

Γλkk′

ħ ψ̃
λ,±
k′ + i

ħ
|dλ

k|2
e2 Φ̃±(x, y, t)

(︂
1− f λk − f e

k

)︂
=−i(ωk −ω0)ψ̃λ,±

k − ∑︂
kk′

Γλkk′

ħ ψ̃
λ,±
k′ + i

ħ
|dλ

k|2
e2 Φ̃±(x, y, t)

(︂
1− f λk − f e

k

)︂
.
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Diese Gleichung hat die gleiche Form wie Gl. 7.5, nur dass anstelle einer Abklingkonstanten γ j die
Dephasierungsmatrix Γλkk′ verwendet wird, welche die Bewegungsgleichungen der einzelnen Komponenten
miteinander koppelt.

Die Bewegungsgleichung des elektrischen Feldes Gl. (7.9) ändert sich nicht, es muss nur die makroskopi-
sche Polarisation bestimmt werden. Diese lautet (vergleiche mit Gl. (4.5)):

P±(r, t)= δ(z− zQW)
2
A

∑︂
λk

dλ
kψ

λ,±
k = δ(z− zQW)Z(zQW)e

2
A

∑︂
λk

e−iω0 t±iβ0 y ψ̃
λ,±
k .

Ein Vergleich mit Gl. (7.3) ergibt

P̄± = 1
dQW

e2

ϵ0

2
A

∑︂
λk
ψ̃
λ,±
k .

Dementsprechend lautet die Bewegungsgleichung für das elektrische Feld ohne spontane Emission
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Einsetzen der obigen Definitionen in die Bewegungsgleichungen der Besetzungsfunktionen aus Gl. (4.5)
ergibt

d
dt

f λk = Im
{︂
ψλ

k

(︂
Ωλ

k

)︂∗}︂
+ j

e
ηλk

(︂
1− f λk

)︂
−Bλ

k f e
k f λk − f λk

τnr
+Dλ∆ f λk + d

dt
f λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

= 1
ħ

Γ

dQW

∑︂
±

Im
{︂
ψ̃
λ,±
k

(︁
Φ±(x, y, t)

)︁∗}︂
+ j

e
ηλk

(︂
1− f λk

)︂
−Bλ

k f e
k f λk +Dλ∆ f λk − f λk

τnr
+ d

dt
f λk

⃓⃓⃓⃓
Streu

,

dabei wurde zusätzlich die Diffusion der Ladungsträger mit einem einfachen Diffusionsterm berücksichtigt.
Wie in Kapitel 7.1 schon diskutiert wurde, wird der Faktor 2 aus Gl. (4.5) hier nicht berücksichtigt, da in
Gl. (4.5) vom Betrag aus gesehen nur die Hälfte des elektrischen Feldes in der Rabi-Frequenz enthalten ist. Im
Pumpterm wird die Effizienz aus Gl. (4.3) verwendet, sodass die Elektronen- und Loch-Ladungsträgerdichten
im Quantenfilm immer gleich sind.

Bei der numerischen Lösung kann die gleiche Methode verwendet werden, der einzige Unterschied liegt
bei den mikroskopischen Polarisationen, wo nun mit Matrizen gerechnet werden muss:
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Die Matrix Λλ
kk′ lautet hierbei
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Falls die Dephasierungsmatrix von den Besetzungsfunktionen abhängt, müsste sie in jedem Zeitschritt neu
bestimmt werden. Mit einer k-abhängigen Suszeptibilität
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lautet die Gleichung für die Polarisation
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Bei der Implementierung fällt auf, dass der Realteil der Suszeptibilität die numerische Lösung schwierig
gestaltet. Dies liegt daran, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen sich durch den Realteil der
Suszeptibilität und die damit verbundene Änderung des Brechungsindizes stark ändert. Eine Möglichkeit
zur Behebung dieses Problems ist anzunehmen, dass der effektive Brechungsindex neff und der Gruppen-
brechungsindex ngr den Quantenfilm ohne Ladungsträger schon berücksichtigt haben. In der Suszeptibilität
muss der Realteil für den leeren Quantenfilm wieder abgezogen werden:
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Für die Streuung der Ladungsträger wird der lineare Streuterm aus Gl. (3.24) verwendet, dieser lautet
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dabei bezeichnet Jλ
kk′ die Streumatrix und f λ,FD

k′ die Fermi-Dirac-Verteilung mit der Gittertemperatur und
der gleichen Ladungsträgerdichte wie die Verteilung f λk . Eine naheliegende Möglichkeit für die numerische
Berechnung der Loch-Besetzungen im nächsten Zeitschritt lautet[︄
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hierbei wurde wieder nur der eindimensionale Fall betrachtet und der Diffusionsterm wieder vernachlässigt.
Die Besetzungen werden auf dem gleichen Gitter wie die Ladungsträgerdichten im konventionellen Traveling-
Wave-Modell ausgewertet, siehe Abb. 7.3.

Für ein möglichst einfaches Beispiel mit effektivenMassen ist in Abb. 7.11 die Modendynamik für ein paar
Beispiele mit den Parametern aus Tabelle 9.19 im Anhang dargestellt. Damit sich der numerische Aufwand in
Grenzen hält, wurde dabei ein möglichst einfacher Streuterm

Jλ
kk′ = δkk′

1
τs

mit einer Streuzeit τs und ein möglichst einfacher Dephasierungsterm

Γλkk′ = δkk′Γ

mit einer Dephasierungskonstante Γ verwendet.
Mit einer Diskretisierung ki des Wellenvektors entspricht dies dem konventionellen Traveling-Wave-

Modell mit einer großen Anzahl von Polstellen, wobei jede Polstelle einemWellenvektor der Diskretisierung
entspricht. Der Unterschied liegt dementsprechend nur in der Behandlung der Ladungsträger, wo beim
mikroskopischen Modell zum Beispiel der Pumpterm und die Streuterme genauer beschrieben werden
können. In den Simulationen aus Kapitel 4 wurden zwar sehr ähnliche Parameter wie in Abb. 7.11 verwendet,
allerdings gibt es große qualitative Unterschiede in der Modendynamik. Zum Beispiel stellt sich in der
Modendynamik in Abb. 7.11 ein Gleichgewichtszustand ein, wie das in den bisherigen Simulation mithilfe
der Traveling-Wave-Methode auch immer der Fall ist. Dieses Verhalten ist in Kapitel 4 für ortsabhängige
Besetzungsfunktionen nicht beobachtbar, stattdessen ist der Effekt des Modenrollens gut zu erkennen. In
diesem Sinne führt auch die mikroskopische Behandlung der Ladungsträger im Quantenfilm zu keiner großen
Verbesserung. Für die verwendete Streuzeit von 100 fs unterscheiden sich die Besetzungsfunktionen nur
schwach von Fermi-Dirac-Verteilungen, siehe Abb. 7.12.
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Abbildung 7.11:Modendynamik des mikroskopischen Traveling-Wave-Modells für zwei verschiedene Strom-
stärken und Spiegelreflektivitäten mit den Parametern aus Tabelle 9.19 im Anhang.
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Abbildung 7.12:Elektron- undLoch-Besetzungsfunktionen bei y= 300µm für t = 10ns und eine Stromstärke
von 75 mA. Zum Vergleich sind die Fermi-Dirac-Verteilungen für die gleiche Ladungsträgerdichte und der
Gittertemperatur dargestellt.
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7.9 Fazit

Während in vorherigen Kapiteln die Dynamik des Feldes mithilfe der Bewegungsgleichungen der Moden-
koeffizienten untersucht wurde, wurde in diesem Kapitel die Traveling-Wave-Methode verwendet. Dabei
wird das Feld als klassisch angenommen und eine Wellengleichung numerisch gelöst. In den Simulationen
stellte sich heraus, dass der Gleichgewichtszustand gut abgebildet wird. Zum Beispiel kann der Einfluss der
Spiegelreflektivitäten auf die Ortsabhängigkeiten von Feld und Ladungsträgerdichten untersucht werden.
Allerdings gibt es bei der Simulation der Modendynamik große qualitative Unterschiede zu bisherigen Er-
gebnissen. So stellt sich bei Traveling-Wave-Methode ein Gleichgewichtszustand ein, während bei anderen
Methoden der Effekt des Modenrollens beobachtet wird. Anschließend wurde mithilfe von verschiedenen
Erweiterungen der Traveling-Wave-Methode versucht, die Modendynamik besser abzubilden. Beispielsweise
wurde ein zusätzlicher symmetrischer Modenwechselwirkungsterm verwendet oder es wurde die Dynamik
der Besetzungsfunktionen berücksichtigt. In beiden Fällen gab es hinsichtlich derModendynamik keine große
Verbesserung. Es ist daher notwendig die Traveling-Wave-Methode noch weiter zu untersuchen, um festzu-
stellen, ob es möglich ist, die Modendynamik besser darzustellen. Dies würde es erlauben, auf die Vorteile
der Methode zurückzugreifen, wie zum Beispiel die Möglichkeit, den Einfluss der Spiegelreflektivitäten zu
diskutieren.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

DasThema dieser Arbeit war die Simulation von Laserdioden, vor allem die Beschreibung derModendynamik
in diesen Laserdioden. Die Methoden dieser Arbeit sind zwar prinzipiell auf Halbleiter-Dioden anwendbar,
bei den Simulationen wurden aber nur Galliumnitrid-basierte Laserdioden berücksichtigt, da es hierzu viele
experimentelle Ergebnisse sowie eine intensiveForschung vorOrt gibt [53–55, 119]. Bei experimentellenStreak-
Camera-Aufnahmen lässt sich beispielsweise der Effekt des Modenrollens beobachten, bei dem verschiedene
longitudinale Moden zur Ausgangsleistung des Lasers beitragen und sich periodisch gegenseitig abwechseln.
Eine wichtige Größe bei der Beschreibung der Modendynamik ist die Periodendauer beziehungsweise die
Frequenz des Modenrollens, welche in der Größenordnung von 10 Megahertz liegt.

Um die Modendynamik simulieren zu können, wurde in Kapitel 2 zunächst die Form der optischen
Moden in der Laserdiode diskutiert. Dazu wurde eine Eigenwert-Gleichung numerisch gelöst, welche aus
den Maxwell-Gleichungen hergeleitet werden kann und benutzt wird, um die Moden in Wellenleitern zu un-
tersuchen. Die Lösung liefert die Modenfunktionen, welche die Ortsabhängigkeit der Moden imWellenleiter
beschreiben, und die Beziehung zwischen denModenfrequenzen und der Wellenlängen der Moden innerhalb
der Diode.

Bei der Beschreibung der Laserdynamik spielt das Verhalten der Ladungsträger in den Quantenfilmen
eine wichtige Rolle, dies wird in Kapitel 3 genauer diskutiert. Unter Berücksichtigung von Vielteilcheneffekten
wie der Coulomb-Wechselwirkung oder der Elektron-Phonon-Wechselwirkung ist das quantenmechanische
Problem nicht mehr analytisch lösbar und es müssen bestimmte Näherungen verwendet werden. In dieser
Arbeit wurden die Hartree-Fock-Korrekturen sowie die Beiträge verschiedener Streuterme berücksichtigt.
Dies erlaubt es, Größen wie die elektrische Suszeptibilität zu berechnen. Diese spielt in der Laserdynamik
eine wichtige Rolle, da sie zum Beispiel die optische Verstärkung innerhalb der Laserdiode bestimmt und
damit die Zunahme des optischen Feldes im Resonator durch stimulierte Emission beschreibt.

Um zunächst die Modendynamik an einem möglichst einfachen Beispiel zu diskutieren, wurden in
Kapitel 4 die komplizierten Streuterme durch stark vereinfachte Terme ersetzt. In diesem Fall ist es möglich,
die Bewegungsgleichung der Besetzungsfunktionen der Ladungsträger in den Quantenfilmen ortsabhängig zu
lösen. Dies liefert eine Modendynamik, welche qualitativ mit experimentellen Streak-Camera-Messungen
übereinstimmt. Für kompliziertere Streuterme gestaltet sich die Lösung der Besetzungsfunktionen aber auf
langenZeitskalen numerisch als schwierig.Daherwurde inKapitel 4 auchuntersucht, ob esmöglich ist, anstelle
der Dynamik der Besetzungsfunktionen nur noch die Dynamik der Ladungsträgerdichten zu berücksichtigen
und anzunehmen, dass die Besetzungsfunktionen durch Fermi-Dirac-Verteilungen beschrieben werden
können. Es stellt sich heraus, dass durch diese Näherung verschiedene Effekte vernachlässigt werden, die
allerdings für dieModendynamik sehrwichtig sind.Umdennoch eine guteÜbereinstimmung zu erhalten, ist es
notwendig in den Bewegungsgleichungen zusätzliche Terme zu verwenden, die eine effektiveWechselwirkung
der Moden beschreiben.

Diese effektiven Modenwechselwirkungsterme wurden in Kapitel 5 für kompliziertere Streuterme her-
geleitet. Im Spezialfall der vereinfachten Streuterme ergeben sich hierbei Modenwechselwirkungsterme,
wie sie auch in der Literatur zu finden sind [56–59]. Aufgrund der Eigenschaften der realistischeren Streu-
terme zeigen sich aber starke Abweichungen bei genauerer Berücksichtigung der Coulomb-Streuung und
der Elektron-Phonon-Streuung. Beispielsweise hängen hier die Modenwechselwirkungsterme stark von der
Photonendichte in der Laserdiode ab, was bei den vereinfachten Streutermen nicht der Fall ist. Während
dieser Effekt für die Modendynamik wichtig sein kann, spielt er für andere Größen wie die Ausgangsleistung
des Lasers keine Rolle, da hier vor allem die optische Verstärkung entscheidend ist. Außerdem wurden
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in Kapitel 5 Abweichungen von der Fermi-Dirac-Verteilung untersucht, der Einfluss dieser Terme auf die
Laserdynamik im Vergleich zu den anderen effektiven Wechselwirkungsterm erweist sich aber als gering.

In Kapitel 6 wurde die Laserdynamik mittels Drift-Diffusions-Gleichungen untersucht. Dies ist zum
Beispiel wichtig, wenn mehrere Quantenfilme an der Laserdynamik teilnehmen. Die Drift-Diffusions-Glei-
chungen können dann verwendet werden, um zu bestimmen, wie stark die einzelnen Quantenfilme gepumpt
werden. Die Lösung der Drift-Diffusions-Gleichungen wurde dann verwendet, um die Modendynamik zu
untersuchen. Bei einer Laserdiode mit einer kleinen Stegbreite von 2 µm, wo nur sehr wenige transversale
Moden an der Laserdynamik teilnehmen, zeigte sich eine ähnliche Modendynamik wie in den vorherigen Ka-
piteln. Außerdem wurde das Verhalten einer Laserdiode mit einer höherer Stegbreite von 10 µm untersucht.
Da hier mehr transversale Moden an der Laserdynamik teilnehmen, ist es bei den simulierten Streak-Camera-
Bildern schwieriger, die einzelnen Moden zu unterscheiden.

Die Wechselwirkung der Moden hängt mit der Ortsabhängigkeit der Ladungsträger in Ausbreitungs-
richtung der Moden zusammen. Daher wurde in Kapitel 7 die Modendynamik mit einer anderen Methode
ermittelt, dem Traveling-Wave-Modell. Hier wird das Feld nicht in die einzelnen Moden aufgespalten, son-
dern als klassisch angenommen und mithilfe der Wellengleichung untersucht. Dies hat den Vorteil, dass zum
Beispiel der Einfluss der Spiegel an den beiden Enden des Resonators direkt berücksichtigt werden kann,
allerdings ist es schwierig, quantenoptische Effekte wie spontane Emission zu beachten. Da die Ortsabhän-
gigkeit der Ladungsträgerdichten auch imModell enthalten ist, wurde hier vermutet, dass die resultierende
Modendynamik, ohne effektive Wechselwirkungsterme zu benutzen, qualitativ mit experimentellen Ergeb-
nissen übereinstimmt. Es stellte sich aber heraus, dass die Modendynamik des Traveling-Wave-Modells
wesentlich von dem zu erwartenden Verhalten abweicht. So lässt sich der Effekt des Modenrollens hier
nur ansatzweise und nur bei kleineren Stromstärken beobachten, außerdem stellt sich nach kurzer Zeit ein
Gleichgewichtszustand ein, wo nur eine longitudinale Mode aktiv ist. Um dieses Problem zu lösen, wurden
verschiedene Erweiterungen der Traveling-Wave-Methode untersucht. Beispielsweise wurde ein zusätzlicher
symmetrischer Modenwechselwirkungsterm verwendet oder es wurde die Dynamik der Besetzungsfunk-
tionen berücksichtigt. In beiden Fällen gab es hinsichtlich der Modendynamik keine große Verbesserung.
Ein Thema künftiger Arbeiten könnte es daher sein, zu versuchen, die Modendynamik mit entsprechenden
Erweiterungen des Traveling-Wave-Modells besser darzustellen. Dies würde es erlauben, auf die Vorteile
der Methode zurückzugreifen, wie zum Beispiel die Möglichkeit, den Einfluss der Spiegelreflektivitäten zu
diskutieren.

Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass in dieser Arbeit verschiedene Methoden verwendet wurden,
um die Modendynamik in Fabry-Pérot-Laserdioden zu simulieren. Diese Methoden lassen sich in zwei Arten
aufteilen, je nachdem wie das optische Feld behandelt wird. Die erste Möglichkeit ist, das optische Feld
in die einzelnen Moden aufzuteilen und zu untersuchen, wie viele Photonen sich jeder Mode zuordnen
lassen. In den Bewegungsgleichungen dieser Photonenzahlen lässt sich die Wechselwirkung der Moden in
verschiedenerWeise umsetzen und die resultierendeModendynamik stimmtmit experimentellen Ergebnissen
überein. Die zweite Möglichkeit ist, das optische Feld als klassisch zu betrachten und die Wellengleichung zu
lösen. Dies führt auf die Traveling-Wave-Methode, wo partielle Differentialgleichungen für das Feld gelöst
werden müssen. Im Gegensatz zum Ansatz mit den Photonenzahlen, wird das Feld nicht in die einzelnen
Moden aufgespalten. Dies könnte bei sehr großen Laserdioden von Vorteil sein, wo sehr viele Moden an der
Laserdynamik beteiligt sind und es numerisch zu aufwendig wäre, die Dynamik jeder einzelnen Photonenzahl
zu berücksichtigen. In dieser Arbeit ist es allerdings nicht gelungen eine qualitative Übereinstimmung der
resultierendenModendynamik mit experimentellen Ergebnissen herzustellen. Für beide Arten vonMethoden
ist es wichtig zu wissen, wie die Quantenfilme gepumpt werden. Eine Möglichkeit zur Berechnung dieser
Pumpstromdichten stellen die Drift-Diffusions-Gleichungen dar.

Für die Zukunft ergeben sich noch viele interessante Themenstellungen. Ein weiteres Thema könnte
beispielsweise die Berücksichtigung der Temperatur-Dynamik in der Laserdiode sein. So wurde in dieser
Arbeit für die Gitter-Temperatur sowie die Temperatur der Ladungsträger immer eine konstante und gleiche
Temperatur angenommen. Bei längerer Inbetriebnahme der Laserdiode führen die hohen Stromdichten zu
einer Erwärmung und damit beispielsweise auch zu Änderungen der optischen Verstärkung, des Brechungsin-
dex und der effektivenModenwechselwirkungsterme. Eine Möglichkeit könnte hier sein, die Drift-Diffusions-
Gleichungen nicht mehr stationär, sondern zeitabhängig zu betrachten und mit einerWärmeleitungsgleichung
zu koppeln. Der so erhaltene zeitliche Temperaturverlauf in der Nähe der Quantenfilme könnte in einer
weiteren Simulation verwendet werden, um den Einfluss auf die Modendynamik zu untersuchen.

Ein anderesThema könnte sein, den Einfluss der Schwankungen des Indium-Anteils in denQuantenfilmen
in den Rechnungen zu berücksichtigen. Diese Schwankungen können experimentell bestimmt werden [132,
133] und führen lokal zu einer Änderung der Bandstruktur und der optischen Eigenschaften. Dies könnte
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mit den gleichen Methoden simuliert werden, die in dieser Arbeit vorgestellt wurden. Der Indium-Anteil
würde allerdings als ortsabhängige Funktion in die Simulation eingehen und auch die Besetzungsfunktionen
müssten über den gesamten Quantenfilm als ortsabhängig betrachtet werden. An jedem Punkt imQuantenfilm
könnte die k ·p-Bandstruktur für den vorgegebenen Indium-Anteil berechnet werden, welche dann bei der
Kopplung der Ladungsträger mit dem optischen Feld verwendet wird. Außerdem könnte die Diffusion im
Quantenfilm auch eine große Rolle spielen, da die Ladungsträger dazu tendieren werden, sich an den Punkten
mit minimaler Bandlücke zu sammeln. Diese Näherung funktioniert, solange die Bandlückenänderungen
nicht zu groß sind oder die ortsabhängigen Schwankungen des Indium-Anteils zu groß sind. In diesem Fall
könnten lokalisierte Zustände auftreten, die separat von den delokalisierten Zuständen behandelt werden
müssten.
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Kapitel 9

Anhang

9.1 Software

Bei der Implementation der in dieser Arbeit vorgestellten Methoden wurden verschiedene Programmierspra-
chen verwendet, vor allem Rust, C++ und Python. Dabei erwiesen sich bestimmte numerische Bibliotheken als
sehr nützlich. Beispielsweise wurden die BLAS/LAPACK-Bibliotheken [134] für lineare Algebra verwendet,
UMFPACK [135] für die Lösung dünnbesetzter Gleichungssysteme und ARPACK für die Lösung dünnbe-
setzter Eigenwertprobleme. Die Darstellung der Ergebnisse erfolgte mit der Matplotlib-Bibliothek [136].

9.2 Dynamische Abschirmung

In diesem Kapitel soll für einen Quantenfilm die Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung hergeleitet
werden. Im einfachsten Fall ist das Ergebnis die Lindhard-Formel. Für eine ausführlichere Herleitung und
eine Diskussion für verschiedene Dimensionen siehe Ref. [62]. Die dynamische Abschirmung der Coulomb-
Wechselwirkung zweier Ladungsträger kann auch mit der Vielteilchen-Keldysh-Theorie diskutiert werden,
dabei wird die abgeschirmte Wechselwirkung WR durch [106]

WR(1,2)=V (1,2)+
∫︂

d3
∫︂

d4V (1,3)PR(3,4)WR(4,2)

definiert. V bezeichnet die nicht-abgeschirmte Wechselwirkung und PR ist die Polarisation. Mit dem Su-
perskript R werden in dieser Theorie retardierte Größen bezeichnet, und mit A entsprechend avancierte
Größen. Die Zahlen representieren hierbei Variablen wie Zeit, Ort und Spin, zum Beispiel ist “1” eine
Abkürzung für (t1,r1, s1). Der Spin wird im Folgenden aber nicht explizit mitgeführt. Die nichtabgeschirmte
Wechselwirkung hängt nur vom Ortsabstand ab und ist instantan:

V (t1, t2,r1,r2)=V (t2 − t1,r2 −r1)= δ(t2 − t1)
e2

4πϵ0ϵb

1
|r2 −r1|

= δ(t2 − t1)V (r2 −r1).

Damit lautet die Gleichung für die abgeschirmte Wechselwirkung

WR(t1, t2,r1,r2)=V (t1 − t2,r1 −r2)+∫︂
dt3

∫︂
d3r3

∫︂
dt4

∫︂
d3r4 V (t1 − t3,r1 −r3)PR(t3, t4,r3,r4)WR(t4, t2,r4,r2).

Wird angenommen, dass das System sich in einem Gleichgewichtszustand befindet, hängen die anderen
Größen auch nur von der Zeitdifferenz ab. Dementsprechend kann eine Fourier-Transformation bezüglich
der Zeit durchgeführt werden und das Ergebnis lautet

WR(ω,r1,r2)=V (r1 −r2)+
∫︂

d3r3

∫︂
d3r4 V (r1 −r3)PR(ω,r3,r4)WR(ω,r4,r2).

Bei Quantenfilmen kann wieder die Periodizität in x- und y-Richtung ausgenutzt werden, eine weitere Fourier-
Transformation in diesen beiden Richtungen liefert

Wq(ω, z1, z2)=Vq(z1 − z2)+
∫︂

dz3

∫︂
dz4 V (z1 − z3)Pq(ω, z3, z4)Wq(ω, z4, z2),

155
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ab hier wird das R-Superskript weggelassen. Für die nichtabgeschirmte Wechselwirkung ergibt diese Fourier-
Transformation

Vq(z)=
∫︂

d2r∥ eiq·r∥ V (r)= e2

2ϵ0ϵb

1
|q| e−|q||z| =V 2D

q e−|q||z|,

V 2D
q ist hierbei die gewöhnliche zweidimensionale Coulomb-Wechselwirkung. Nun wird noch die Polarisation

Pq(ω, z3, z4) benötigt, in der Vielteilchen-Theorie lautet die einfachste Näherung hierfür

PR(1,2)=−iħ
[︂
GR(1,2)G<(2,1)+G<(1,2)GA(2,1)

]︂
, (9.1)

hierbei bezeichnet G(1,2) die Einteilchen-Green-Funktion, welche sich in einer Basis entwickeln lässt:

G(1,2)=∑︂
αβ

Gαβ(t1, t2)φα(r1)φ∗
β(r2).

Nunmüssen noch weitere Näherungen durchgeführt werden, zum Beispiel den generalisierten Kadanoff-Baym-
Ansatz (GKBA) [62, S. 402]:

G<
αβ(t1, t2)≈

{︄
iħGR

αα(t1, t2)G<
αβ

(t2, t2) für t1 < t2

−iħG<
αβ

(t1, t1)GA
ββ

(t1, t2) für t1 > t2,

und die Effektive-Teilchen-Näherung [62, S. 408]:

GR/A
αα (t1, t2)≈∓ i

ħθ(∓(t1 − t2))e∓
i
ħ εα(t1−t2) .

Das obere Vorzeichen gilt hier für R und das untere Vorzeichen für A. Die Funktionen G<
αβ

(t1, t1) lassen sich
durch die Besetzungsfunktion fα(t1) ausdrücken:

G<
αβ(t1, t1)≈ i

ħδαβ fα(t1).

Eingesetzt in Gl. (9.1) ergibt sich

PR(1,2)= θ(t2 − t1)
∑︂
αβ

e−
i
ħ (t1−t2)(εα−εβ)

[︂
G<
αα(t2, t2)−Gββ

< (t2, t2)
]︂
φα(r1)φ∗

α(r2)φβ(r2)φ∗
β(r1),

hierbei wurden nur Terme mit zwei Zuständen α und β berücksichtigt, da nur Intraband-Übergänge berück-
sichtigt werden sollen. Die Heaviside-Funktion kann durch das folgende Integral dargestellt werden:

θ(t)=− lim
ϵ→0

1
2πi

∫︂
dω

e−iωt

ω+ iϵ
.

Nach einigen Rechenschritten ergibt sich

PR(ω,r1,r2)≈ 1
2πħ

∑︂
αβ

∫︂
dτ

∫︂
dω′ e−

i
ħ (εα−εβ+ħω′−ħω)τ fβ− fα

ω′+ iϵ
φα(r1)φ∗

α(r2)φβ(r2)φ∗
β(r1)

≈∑︂
αβ

fβ− fα
ħω−εα+εβ+ iδW

φα(r1)φ∗
α(r2)φβ(r2)φ∗

β(r1),

mit δW =ħϵ. Hier wurde außerdem angenommen, dass sich die Besetzungsfunktion auf der Zeitskala der
Coulomb-Wechselwirkung nicht ändert. Einsetzen der Quantenfilm-Wellenfunktionen aus Gl. (3.3) ergibt

Pq(ω, z1, z2)= 2
A

∑︂
λk

f λk+q − f λk
ħω−ελk +ελk+q + iδW

|ξλ(z1)|2 |ξλ(z2)|2

=∑︂
λ

Pλ
q(ω) |ξλ(z1)|2 |ξλ(z2)|2 .
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Mit der Lindhard-Formel für die Polarisation resultiert [62, 106]

Pλ
q(ω)= 2

A

∑︂
k

f λk+q − f λk
ħω−ελk +ελk+q + iδW

,

hier wurde der Spin auch über den zusätzlichen Faktor 2 berücksichtigt. In der Streuung werden die entspre-
chende Coulomb-Matrixelemente benötigt, welche definiert sind als

Wλλ′
q (ω)=

∫︂
dz1

∫︂
dz2 |ξλ(z1)|2 |ξλ′ (z2)|2 Wq(ω, z1, z2).

Für diese Matrixelemente folgt ein Gleichungssystem, welches für jede Frequenz ω und jeden Wellenvektor
q gelöst werden muss:

Wλλ′
q (ω)=Vλλ′

q +∑︂
λ′′

Vλλ′′
q Pλ′′

q (ω)Wλ′′λ′
q (ω)

9.3 Coulomb-Summen

In der Hartree-Fock-Theorie müssen Summen der Form

ak = 1
V

∑︂
k′

Vk−k′bk′

numerisch ausgewertet werden. Allerdings divergiert die Coulomb-Wechselwirkung Vq für q→ 0. Im Fol-
genden soll eine Möglichkeit vorgestellt werden, um dieses Problem in der Simulation zu behandeln, siehe
auch Ref. [62, 287 ff.]. Es wird nun eine Rotationssymmetrie angenommen, dass heißt alle Größen hängen
nur vom Betrag des Wellenvektors ab: ak = ak, bk = bk. In 3 Dimensionen folgt für die Summe nach der
Umwandlung ein Integral:

ak = 1
4π2

∫︂ ∞

0
dk′ k′2

∫︂ 1

−1
dcosθV 3D⎷

k2+k′2−2kk′ cosθ
bk′

= 1
4π2

∫︂ ∞

0
dk′ k′2

∫︂ 1

−1
dcosθ

e2

ϵ0ϵb

1
k2 +k′2 −2kk′ cosθ

bk′

= e2

ϵ0ϵb4π2

∫︂ ∞

0
dk′ k′

k
ln

⃓⃓⃓⃓
k+k′

k−k′

⃓⃓⃓⃓
bk′ .

In der Simulation werden die Funktionen auf einem Gitter mit Gitterpunkten ki ausgewertet. Das Integral
entspricht dann wieder einer Summe über diese Gitterpunkte und den dazugehörigen Gewichten wi:

aki ≈
e2

ϵ0ϵb4π2

∑︂
j

w j
k j

ki
ln

⃓⃓⃓⃓
ki +k j

ki −k j

⃓⃓⃓⃓
bk j

Der Summand für i = j divergiert hier allerdings. Eine gute Annäherung des Integrals folgt mithilfe der
Einführung eines konvergierenden Faktors C(k,k′).

aki ≈
e2

ϵ0ϵb4π2

∑︂
j

w j
k j

ki
ln

⃓⃓⃓⃓
ki +k j

ki −k j

⃓⃓⃓⃓
bk j +

e2

ϵ0ϵb4π2

∫︂ ∞

0
dk′ (C(ki,k′)−C(ki,k′))

k′

ki
ln

⃓⃓⃓⃓
ki +k′

ki −k′

⃓⃓⃓⃓
bki

≈ e2

ϵ0ϵb4π2

∑︂
j

w j
k j

ki
ln

⃓⃓⃓⃓
ki +k j

ki −k j

⃓⃓⃓⃓ (︂
bk j −bki C(ki,k j)

)︂
+ e2

ϵ0ϵb4π2 bki

∫︂ ∞

0
dk′ C(ki,k′)

k′

ki
ln

⃓⃓⃓⃓
ki +k′

ki −k′

⃓⃓⃓⃓

= e2

ϵ0ϵb4π2

∑︂
j

w j
k j

ki
ln

⃓⃓⃓⃓
ki +k j

ki −k j

⃓⃓⃓⃓ (︂
bk j −bki C(ki,k j)

)︂
+ e2

ϵ0ϵb4π
kibki

=∑︂
j

Vi jbk j ,

Dabei wurde zunächst eine Null addiert. Der eine Beitrag hebt den divergierenden Term bei i = j auf und der
andere Beitrag lässt sich analytisch integrieren. Der konvergierende Faktor lautet hierbei:

C(k,k′)= 4k4(︁
k2 +k′2)︁2 .
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Das Ergebnis ist die Coulomb-Matrix

Vi j =
{︄ e2

ϵ0ϵb4π2 w j
k j
ki

ln
⃓⃓⃓

ki+k j
ki−k j

⃓⃓⃓
für i ̸= j

−∑︁
l ̸=i VilC(ki,kl)+ e2

ϵ0ϵb4πki für i = j
.

und dieCoulomb-Summe lässt sich sich durchMatrix-Vektor-Multiplikation bestimmen. In zweiDimensionen
ist die Situation allerdings komplizierter:

ak = 1
4π2

∫︂ ∞

0
dk′ k′

∫︂ 2π

0
dϕV 2D√︂

k2+k′2−2kk′ cosϕ
bk′

= 1
4π2

∫︂ ∞

0
dk′ k′

∫︂ 2π

0
dϕ

e2

2ϵ0ϵb

1√︁
k2 +k′2 −2kk′ cosϕ

F√︂
k2+k′2−2kk′ cosϕ

bk′

=
∫︂ ∞

0
dk′V (k,k′)bk′

Wobei hier V (k,k′) folgendermaßen definiert ist:

V (k,k′)=
∫︂ 2π

0
dϕ

1
4π2

e2

2ϵ0ϵb

k′√︁
k2 +k′2 −2kk′ cosϕ

F√︂
k2+k′2−2kk′ cosϕ

=
∫︂ π

0
dϕ

e2

ϵ0ϵb4π2
k′√︁

k2 +k′2 −2kk′ cosϕ
F√︂

k2+k′2−2kk′ cosϕ
.

Dieses Integral lässt sich im Allgemeinen nicht analytisch lösen, da der Formfaktor Fq normalerweise nume-
risch berechnet wird. Mit dem gleichen konvergierenden Faktor C(k,k′) wie in drei Dimensionen folgt:

aki ≈
∑︂

j
w jV (ki,k j)

(︂
bk j −bki C(ki,k j)

)︂
+bki

∫︂ ∞

0
dk′ C(ki,k′)V (ki,k′)

=∑︂
j

w jV (ki,k j)
(︂
bk j −bki C(ki,k j)

)︂
+bki I(ki)

=∑︂
j

Vi jbk j .

Das Integral

I(k)=
∫︂ ∞

0
dk′ C(k,k′)V (k,k′)

muss dann auch numerisch ausgewertet werden. Die Coulomb-Matrix lautet:

Vi j =
{︄

V (ki,k j) für i ̸= j
−∑︁

l ̸=i VilC(ki,kl)+ I(ki) für i = j
.
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9.4 k ·p-Parameter

In Tabelle 9.1 sind die k ·p-Parameter für die Nitride aus Ref. [39] von Vurgaftman et. al. dargestellt. Für ein
Material der Form AlxInyGa1−x−yNwerden die Parameter durch lineare Interpolation bestimmt:

px,y = (1− x− y)pGaN + xpAlN + ypInN.

Für manche Größen, wie beispielsweise die Bandlücke, ist die Berücksichtigung quadratischer Terme wichtig:

px,y = (1− x− y)pGaN + xpAlN + ypInN + (1− x− y)xbAlGaN + (1− x− y)ybInGaN + xybAlInN.

Die Größen bAlGaN werden als Bowing-Parameter bezeichnet und sind in Tabelle 9.2 aufgeführt. Für die
temperaturabhängige Bandlücke wird die folgende Formel verwendet:

EG = E0
G −α T2

β+T
.

GaN InN AlN

a Gitterkonstante 0.3189 nm 0.3545 nm 0.3112 nm
c Gitterkonstante 0.5185 nm 0.5703 nm 0.4982 nm
mz

e Elektronenmasse senkrecht 0.2 m0 0.07 m0 0.3 m0
mp

e Elektronenmasse parallel 0.21 m0 0.07 m0 0.32 m0
A1 −7.21 −8.21 −3.86
A2 −0.44 −0.68 −0.25
A3 6.68 7.57 3.58
A4 −3.46 −5.23 −1.32
A5 −3.4 −5.11 −1.47
A6 −4.9 −5.96 −1.64
∆cr 10 meV 24 meV −227 meV
∆so 17 meV 5 meV 36 meV
Epx = Epz = Ep Optisches Matrixelement 19.8 eV 11.4 eV 13.6 eV
E0

G Bandlücke 3510 meV 690 meV 6100 meV
α Bandlückenparameter 0.914 meVK−1 0.414 meVK−1 2.63 meVK−1

β Bandlückenparameter 825 K 154 K 2082 K
ϵ Dielektrische Funktion 9.7 14.4 9.14
D1 −3.6 eV −3.6 eV −2.9 eV
D2 1.7 eV 1.7 eV 4.9 eV
D3 5.2 eV 5.2 eV 9.4 eV
D4 −2.7 eV −2.7 eV −4 eV
D5 −2.8 eV −2.8 eV −3.3 eV
D6 −4.3 eV −4.3 eV −2.7 eV
acz −7.1 eV −4.2 eV −3.4 eV
act −9.9 eV −4.2 eV −11.8 eV
d13 −1.0 pmV−1 −3.5 pmV−1 −2.1 pmV−1

d33 1.9 pmV−1 7.6 pmV−1 5.4 pmV−1

Psp −0.034 Cm−2 −0.042 Cm−2 −0.090 Cm−2

C11 390 GPa 223 GPa 396 GPa
C12 145 GPa 115 GPa 137 GPa
C13 106 GPa 92 GPa 108 GPa
C33 398 GPa 224 GPa 373 GPa

Tabelle 9.1: k ·p-Parameter für die verschiedenen Nitride, aus Ref. [39]
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InGaN AlGaN AlInN

E0
G Bandlücke 3510 meV 690 meV 6100 meV

α Bandlückenparameter 0.914 meVK−1 0.414 meVK−1 2.63 meVK−1

β Bandlückenparameter 825 K 154 K 208 K
Psp −0.034 Cm−2 −0.042 Cm−2 −0.090 Cm−2

Tabelle 9.2: Bowing-Parameter für die verschiedenen Nitride, aus Ref. [39]
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9.5 Parametrisierung der dielektrischen Funktion

Bei der Bestimmung der Waveguide-Moden wird die frequenzabhängige dielektrische Funktion für die
verschiedenen Nitrid-Legierungen benötigt. Eine mögliche Parametrisierung geht auf Goldhahn et. al.[98]
zurück, welche die Parameter auch an experimentelle Daten angepasst haben. Realteil und Imaginärteil haben
hierbei die Form

Imϵ(ω)= ∑︂
j∈A,B

ABSħωΓBS(︁
(E j −R)2 −ħ2ω2

)︁2 + (ħωΓBS)2
+ ∑︂

j∈A,B

ACS

ħω
1+erf

[︁
(ħω−E j)/ΓCS

]︁
1−exp

(︁−2π
√︁

R/|ħω−E j|
)︁

+ ∑︂
j∈D,1,2,3

A jħωΓ j(︂
E2

j −ħ2ω2
)︂2 + (︁ħωΓ j

)︁2

[︃
θ

(︁
E j −ħω)︁ ħω−EA

E j −EA
+θ (︁ħω−E j

)︁]︃
,

Reϵ(ω)=b+ ∑︂
j∈A,B

ABS
(︁
(E j −R)2 −ħ2ω2)︁(︁

(E j −R)2 −ħ2ω2
)︁2 + (ħωΓBS)2

+ ∑︂
j∈D,1,2,3

A j

(︂
E2

j −ħ2ω2
)︂

(︂
E2

j −ħ2ω2
)︂2 + (︁ħωΓ j

)︁2

+ 1
π

Re

{︄
A0 ln

E2
P − (ħω+ iΓ0)2

E2
A − (ħω+ iΓ0)2

+ AP ·EP

E2
P − (ħω+ iΓ0)2

}︄
.

Die Werte für die verschiedenen Parameter sind in Tabelle 9.3 aufgeführt. Um bei Legierungen die Interpola-
tion zu verbessern, werden wie bei den k ·p-Parametern hier auch Bowing-Parameter verwendet. Die Bowing-
Parameter der Energien sind in Tabelle 9.4 dargestellt. Die Bowing-Parameter der Verbreiterungen Γ und
Amplituden A können dann folgendermaßen berechnet werden, hier gezeigt für den Bowing-Parameter der
Verbreiterung Γ und für die Interpolation zwischen GaN und InN:

bΓ = ΓGaN −ΓInN

EGaN −EInN
bE .

InN GaN AlN

R 8 meV 25 meV 50 meV
EA 0.68 eV 3.447 eV 6.213 eV
EB 0.685 eV 3.452 eV 6.227 eV
ABS 0 eV2 0.082 eV2 0.462 eV2

ΓBS 0 eV 0.037 eV 0.080 eV
ACS 0.290 eV 1.163 eV 3.411 eV
ΓCS 0.030 eV 0.033 eV 0.055 eV
A0 2.166 1.612 1.897
Γ0 0.039 eV 0.022 eV 0.030 eV
AP 164.2 eV 69.54 eV 118.3 eV
EP 14.47 eV 13.43 eV 14.46 eV
ED 4.82 eV 6.360 eV 8.207 eV
ΓD 0.647 eV 1.686 eV 0.684 eV
AD 8.442 eV2 12.03 eV2 17.06 eV2

E1 5.37 eV 6.940 eV 7.800 eV
Γ1 0.725 eV 0.626 eV 0.510 eV
A1 17.97 eV2 31.81 eV2 21.16 eV2

E2 6.09 eV 7.907 eV 8.950 eV
Γ2 0.983 eV 0.924 eV 1.335 eV
A2 14.43 eV2 30.84 eV2 62.12 eV2

E3 7.95 eV 9.214 eV 8.841 eV
Γ3 1.167 eV 1.838 eV 1.838 eV
A3 15.47 eV2 63.27 eV2 0 eV2

b −1.526 −0.041 −0.929

Tabelle 9.3: Parameter für die verschiedenen Nitride für die dielektrische Funktion, aus Ref. [98]
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bA bD b1 b2 b3

InGaN 1.77 eV 0.97 eV 1.03 eV 1.10 eV 0.79 eV
InAlN 4.0 eV 0.0 eV 1.8 eV 2.7 eV 0.0 eV
AlGaN 0.9 eV 0.0 eV 0.2 eV 0.1 eV 0.5 eV

Tabelle 9.4: Bowing-Parameter für die verschiedenen Nitride für die dielektrische Funktion, aus Ref. [98]

9.6 Parametrisierung der Mobilität

Bei denDrift-Diffusions-Gleichungen spielt dieMobilität der Ladungsträger eine wichtige Rolle. DieMobilität
hängt von der Ladungsträgerdichte und auch von der Temperatur ab. Das in dieser Arbeit verwendete Modell
stammt von Mnatsakanov et. al. und ist in Ref. [137] beschrieben. Die Mobilität lautet hier

µM =
µM

max f
(︂

T0
T

)︂β
1+ f

(︂
T0
T

)︂α+β ,

mit dem Faktor

f =
µM

min +µM
max

(︂ ng
n

)︂γ
µM

max −µM
min

.

Elektronen Löcher

µM
min 55 cm2V−1s−1 3.0 cm2V−1s−1

µM
max 1000 cm2V−1s−1 170 cm2V−1s−1

ng 2×1017 cm−2 3×1017 cm−2

T0 300 K 300 K
α 2.0 5.0
β 0.0 0.0
γ 1.0 2.0

Tabelle 9.5:Mobilitätsparameter aus Ref. [137] für GaN



9.7. BEISPIELSTRUKTUR DER LASERDIODE 163

9.7 Beispielstruktur der Laserdiode

Um die Theorie und die Simulationen zu untersuchen, wird eine Beispielstruktur benötigt. In dieser Arbeit
wird dazu die mit GN6198 bezeichnete Schichtstruktur aus der Dissertation von T. Weig[138] verwendet,
diese ist in leicht veränderter Form in Tabelle 9.6 angegebenen. So wurde in Ref. [138] die Dotierung nicht
genau angegeben, daher wurden hier Werte in einer realistischen Größenordnung angenommen. Der Indium-
Anteil wurde außerdem so gewählt, sodass die Laser-Wellenlänge den experimentellen Werten ähnlich ist.

Die ersten zwei Schichten gehören zum Steg und besitzen daher eine Breite wSteg. Die letzte Schicht
stellt das Substrat dar und besitzt in der Simulation eine Breite von wSubstrat. Alle anderen Schichten besitzen
eine Breite von wDiode. In der Drift-Diffusions-Simulation wird der n-Kontakt mit einem Abstand dKontakt
am oberen Rand des Substrat angebracht.

Für die Lösung der Eigenwertgleichung der Modenfunktionen wird die dielektrische Funktionen der
einzelnen Schichten benötigt. Für alle Materialien außer den Quantenfilmen wird die Parametrisierung aus
Ref. [98] verwendet, welche in Kapitel 9.5 beschrieben wird. Für die Quantenfilme wird die Suszeptibilität aus
Kapitel 3.9 mit den Parametern aus Tabelle 9.17 und einer Referenzdichte von 1×1013 cm−2 verwendet. Da in
dieser Suszeptibilität nur die Beiträge der energetisch-höchsten Valenzbänder und des ersten Leitungsbandes
enthalten sind, wird die dielektrische Funktion des umliegenden Materials bei einer Frequenz von ħω =
EG −100meV hinzugefügt.

Dicke Funktion Material Dotierung

55 nm p-Kontakt GaN 1×1018 cm−2

340 nm p-Mantelschicht Al0.08Ga0.92N 1×1018 cm−2

10 nm “Electron Blocking Layer” (EBL) Al0.15Ga0.85N 1×1018 cm−2

15 nm p-Wellenleiter GaN 1×1018 cm−2

50 nm Wellenleiter GaN 0 cm−2

13 nm Wellenleiter In0.05Ga0.95N 0 cm−2

2 nm Quantenfilm In0.22Ga0.78N 0 cm−2

8 nm Barriere In0.05Ga0.95N 0 cm−2

2 nm Quantenfilm In0.22Ga0.78N 0 cm−2

13 nm Wellenleiter In0.05Ga0.95N 0 cm−2

115 nm n-Wellenleiter GaN −1×1018 cm−2

1300 nm n-Mantelschicht Al0.06Ga0.94N −1×1018 cm−2

4000 nm Substrat GaN −1×1018 cm−2

Tabelle 9.6: Beispiel einer Laserdiodenstruktur, die Anzahl und der Indium-Anteil der Quantenfilme ist hier
variabel. Die Breite der ersten beiden Schichten wird durch die Stegbreite bestimmt, bis auf die unterste
Schicht werden die Breiten der anderen Schichten durch die Laserdiodenbreite bestimmt. Die unterste Schicht
ist das Substrat und ist über die ganze Simulationszelle ausgedehnt.
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9.7.1 Struktur A

wSteg Stegbreite 2 µm
wDiode Breite der Diode 10 µm
wSubstrat Breite des Substrats in der Simulation 20 µm
dKontakt Abstand des n-Kontakts 2 µm
L Länge der Diode 600 µm
nQW Anzahl an Quantenfilmen 1

Tabelle 9.7:Geometrie-Parameter für Struktur A

9.7.2 Struktur B

wSteg Stegbreite 2 µm
wDiode Breite der Diode 10 µm
wSubstrat Breite des Substrats in der Simulation 20 µm
dKontakt Abstand des n-Kontakts 2 µm
L Länge der Diode 600 µm
nQW Anzahl an Quantenfilmen 2

Tabelle 9.8:Geometrie-Parameter für Struktur B

9.7.3 Struktur C

wSteg Stegbreite 10 µm
wDiode Breite der Diode 30 µm
wSubstrat Breite des Substrats in der Simulation 40 µm
dKontakt Abstand des n-Kontakts 2 µm
L Länge der Diode 600 µm
nQW Anzahl an Quantenfilmen 1

Tabelle 9.9:Geometrie-Parameter für Struktur C



9.8. WEITERE PARAMETER 165

9.8 Weitere Parameter

me Masse der Leitungsbandelektronen 0.2m0
mh Masse der Löcher im Valenzband 1.0m0
EG Bandlücke 2.4 eV
Ep Optisches Matrix-Element im Bulk-Material 14 eV
S Überlapp von Elektron- und Lochwellenfunktionen 0.5
T Temperatur 300 K
τs Streuzeit 100 fs
γ Dephasierungskonstante 30 meV
nPump Pump-Ladungsträgerdichte 1019cm−2

Tabelle 9.10: Parameter für die Bandstruktur mit effektiven Massen und einfachen Streutermen

neff Effektiver Brechungsindex 2.4
ngr Gruppenbrechungsindex 2.8
I t Kopplungsfaktor 3.5×10−4 nm−1

R1 Reflektivität von Spiegel 1 1
R2 Reflektivität von Spiegel 2 0.5
αint Intrinsische Verluste 10 cm−1

L Länge der Laserdiode 600 µm
w Stegbreite 2 µm
δ Zufälliger Offset der Modenfrequenzen 0.05
ηinj Injektionseffizienz 0.7

Tabelle 9.11: Strukturparameter und andere benötigte Parameter für die Simulationen aus Kapitel 4

cIn Indiumanteil im Quantenfilm 0.22
dQW Dicke des Quantenfilms 2 nm
neff Effektiver Brechungsindex für spontane Emission 2.4
T Temperatur 300 K
ϵr Dielektrizitätskonstante für Coulomb-Wechselwirkung 9
ħωLO Frequenz der longitudinalen optischen Phononen 91 meV
ϵ̃e Dielektrizitätskonstante für Elektron-Phonon-Wechselwirkung 14.45
ϵ̃h Dielektrizitätskonstante für Loch-Phonon-Wechselwirkung 28.88
δ Verbreiterung in den Streutermen 5 meV
nPump Pump-Ladungsträgerdichte 1019cm−2

τnr Nichtradiative Verluste 5 ns
δW Verbreiterung in der dynamischen Abschirmung 10 meV

Tabelle 9.12: Parameter für die k ·p-Bandstruktur eines InGaN Quantenfilms, für das umliegende Material
wird GaN verwendet. Für die Berechnung Pump-Besetzungsfunktionen in Gl. (4.1) wird die Bulk-k ·p-
Bandstruktur und die Dichte nPump verwendet. Die k ·p-Parameter für die verschiedenenMaterialien sind in
Kapitel 9.4 dargestellt. Bei der Berechnung der Suszeptibilität und der Modenwechselwirkungsterme werden
hier die Streuung mittels Coulomb-Wechselwirkung und die Elektron-Phonon-Streuung berücksichtigt.
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cIn Indiumanteil im Quantenfilm 0.22
dQW Dicke des Quantenfilms 2 nm
neff Effektiver Brechungsindex für spontane Emission 2.4
T Temperatur 300 K
τs Streuzeit 100 fs
γ Dephasierungskonstante 30 meV
ϵr Dielektrizitätskonstante für Coulomb-Wechselwirkung 9
nPump Pump-Ladungsträgerdichte 1019cm−2

τnr Nichtradiative Verluste 5 ns

Tabelle 9.13: Parameter für die k ·p-Bandstruktur eines InGaN Quantenfilms, für das umliegende Material
wird GaN verwendet. Für die Berechnung Pump-Besetzungsfunktionen in Gl. (4.1) wird die Bulk-k ·p-
Bandstruktur und die Dichte nPump verwendet. Die k ·p-Parameter für die verschiedenen Materialien
sind in Kapitel 9.4 dargestellt. Anstelle komplizierter Streuterme werden hier eine feste Streuzeit und eine
Dephasierungskonstante verwendet.

ã −6.766 nm2ps−1

b̃ 3.706×10−5 ps
Ĩ0 2.506×10−10 nm−2ps−1

gthr 0.169 ps−1

τ 389.94 ps
ω0 3684.25 ps−1

α 1.404 nm2ps
β −0.576 nm2

ngr 2.8
η 0.7
Ithr 29.44 mA
L 600 µm
w 2 µm

Tabelle 9.14: Parameter bestimmt aus den Parametern aus Tabelle 9.10 für eine Referenzdichte von
9×1012 cm−2.
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Laserdiode 1 Laserdiode 2

L Länge der Laserdiode 300 µm 900 µm
w Stegbreite 2 µm 2 µm
neff Effektiver Brechungsindex 2.4 2.4
ngr Gruppenbrechungsindex 2.8 2.8
ηinj Injektionseffizienz 0.75 0.75
γ Dephasierungskonstante 30 meV 30 meV
Γ Confinement-Faktor 0.005 0.005
dQW Dicke des Quantenfilms 2 nm 2 nm
cIn Indiumanteil im Quantenfilm 0.2176 0.211
R1 Reflektivität von Spiegel 1 0.99 0.99
R2 Reflektivität von Spiegel 2 0.96 0.7
αint Intrinsische Verluste 8.69 cm−1 4.95 cm−1

τnr Nichtradiative Verluste 3630 ns 13180 ns
τs Streuzeit 95 fs 210 fs

Tabelle 9.15: Parameter für den Vergleich der Simulation mit experimentellen Daten in Kapitel 5.8, siehe
auch Ref. [51].

Laserdiode 1 Laserdiode 2

αint Intrinsische Verluste 8.45 cm−1 4.67 cm−1

τnr Nichtradiative Verluste 3674 ns 7156 ns

Tabelle 9.16: Verlust-Parameter für die Simulationen mit den komplizierteren Streutermen in Kapitel 5.8

cIn Indiumanteil im Quantenfilm 0.22
dQW Dicke des Quantenfilms 2 nm
neff Effektiver Brechungsindex für spontane Emission 2.4
T Temperatur 300 K
τs Streuzeit 100 fs
γ Dephasierungskonstante 30 meV
ϵr Dielektrizitätskonstante für Coulomb-Wechselwirkung 9
τnr Nichtradiative Verluste im QW 5 ns
R1 Reflektivität von Spiegel 1 1
R2 Reflektivität von Spiegel 2 0.5
nDiffusion Dichte zur Bestimmung der Diffusionskonstante im QW 1×1013 cm−2

Ce Elektron-Einfang 1 ps−1

Ch Loch-Einfang 100 ps−1

τe Nichtradiative Verluste 1 ns
τh Nichtradiative Verluste 1 ns
rspont Verluste durch spontane Emission 0.01 nm3ps−1

ce Auger-Verluste 0.01 nm6ps−1

ch Auger-Verluste 0.01 nm6ps−1

Tabelle 9.17: Parameter für die Drift-Diffusions-Simulationen aus Kapitel 6, die Parameter der Struktur
sind in Kapitel 9.7 beschrieben. Die k ·p-Parameter für die verschiedenen Materialien sind in Kapitel 9.4
dargestellt. Anstelle komplizierter Streuterme werden hier eine feste Streuzeit und eine Dephasierungskon-
stante verwendet. Der Parameter nDiffusion wird verwendet, um die Diffusionskonstanten De,h zu berechnen.
Dazu werden zunächst die Mobilitäten mit der Parametrisierung aus Kapitel 9.6 bei der Temperatur und
der dreidimensionalen Dichte nDiffusion/dQW bestimmt. Zur Berechnung der Diffusionskonstanten wird
anschließend die Einstein-Beziehung D =µMkBT verwendet.
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cIn Indium-Anteil im QW 0.22
dQW Quantenfilmdicke 2 nm
n0 Referenzdichte im QW 1×1013 cm−2

T Temperatur 300 K
γ Dephasierungskonstante 30 meV
τs Streuzeit 100 fs
τnr Nichtradiative Verluste 5 ns
neff Effektiver Brechungsindex 2.4
ngr Gruppenbrechungsindex 2.8
Γ Confinement-Faktor 0.01
R1 Reflektivität von Spiegel 1 1
R2 Reflektivität von Spiegel 2 0.5
αint Intrinsische Verluste 10 cm−1

L Länge der Laserdiode 600 µm
w Stegbreite 2 µm
ηinj Injektionseffizienz 0.7
ω0 Referenzfrequenz 3591 ps−1

χ0 Konstanter Beitrag zur Suszeptibilität (1.52+0.25i)nm
χ′0 Ableitung des konstanten Beitrags (−0.68+0.24i)nm3

χ1 Amplitude der Polstelle (0.063−0.354i)nm
χ′1 Ableitung der Amplitude (−6.67−4.06i)nm3

γ Imaginärteil der Polstelle 121.651 ps−1

∆ω Realteil der Polstelle 0 ps−1

b Fitparameter der SE-Verluste 3.37×10−3 ps−1nm
β Anteil der SE-Verluste 5.4×10−6

Φ̃0 Startwert für das Feld 1×10−7 meVnm−1/2

Tabelle 9.18: Parameter für die Simulationen mit der Traveling-Wave-Methode in Kapitel 7

me Masse der Leitungsbandelektronen 0.2m0
mh Masse der Löcher im Valenzband 1.0m0
EG Bandlücke 2.4 eV
Ep Optisches Matrix-Element im Bulk-Material 14 eV
S Überlapp von Elektron- und Lochwellenfunktionen 0.5
T Temperatur 300 K
τs Streuzeit 100 fs
γ Dephasierungskonstante 30 meV
nPump Pump-Ladungsträgerdichte 1019cm−2

dQW Quantenfilmdicke 2 nm
τnr Nichtradiative Verluste 5 ns
neff Effektiver Brechungsindex 2.4
ngr Gruppenbrechungsindex 2.8
Γ Confinement-Faktor 0.005
R1 Reflektivität von Spiegel 1 1
R2 Reflektivität von Spiegel 2 0.5
αint Intrinsische Verluste 20 cm−1

L Länge der Laserdiode 600 µm
w Stegbreite 2 µm
ηinj Injektionseffizienz 0.7
ω0 Referenzfrequenz EGħ−1

Φ̃0 Startwert für das Feld 1×10−5 meVnm−1/2

Tabelle 9.19: Parameter für die Simulationen mit der mikroskopischen Traveling-Wave-Methode in Kapitel 7
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Nk Anzahl an Wellenvektoren in der Bandstruktur 201
kmax Maximaler Wert des Wellenvektors in der Bandstruktur 4 nm−1

Nϕ Anzahl an Winkeln in den Integralen 30
Nq Anzahl an Wellenvektoren in der dynamischen Abschirmung 201
qmax Maximaler Wert des Wellenvektors in der dynamischen Abschirmung 2 nm−1

Nω Anzahl an Frequenzen in der dynamischen Abschirmung 201
ωmax Anzahl an Frequenzen in der dynamischen Abschirmung 200meVħ−1

LZ Länge der Simulationszelle in der k ·p-Rechnung 8 nm
NZ Anzahl an Stützstellen in der k ·p-Rechnung 401

Tabelle 9.20:Numerische Parameter für die Simulationen
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