Polar-, Kugel-, Zylinderkoordinaten/
Mehrfachintegrale

Wozu verschiedene Koordinatensysteme?




Flachen-/Volumenberechnung durch Integration
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Aufgabe 1

Berechnen Sie durch Integration die Flache eines Kreises mit
Radius R, dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt!
Nutzen Sie daflr

e a) kartesische Koordinaten
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A=ff1dydx
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Hilfestellung:  [VR2 —x2 dx = EVRZ — x% + R;arcsin% + ¢, R = const.



Aufgabe 1

Berechnen Sie durch Integration die Flache eines Kreises mit
Radius R, dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt!
Nutzen Sie daflr

e a) kartesische Koordinaten
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Hilfestellung:  [VR2 —x2 dx = EVRZ — x% + R;arcsin% + ¢, R = const.



Polar-/Zylinderkoordinaten

Darstellung des Raumes durch die Koordinaten 7, ¢
(und z)
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Beziehung zum kartesischen Koordinatensystem:
X=7CosQ y=rsing (z = z)



Flachenelement in Polarkoordinaten

IdA=rd<p-dr!

- a=rdg

sindg =

r — Funktional-
determinante
der Jakobi-Matrix (sin@ = ¢, wenn ¢ sehr klein)

» Mathe-Vorlesung

Fir das Volumenelement in Zylinderkoordinaten gilt demnach:
dV =rde - dr - dz




Aufgabe 2

Berechnen Sie durch Integration die Flache eines Kreises mit
Radius R, dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt!
Nutzen Sie daflr

e a) Polarkoordinaten

| A:ff1-rdrd€0
N

Zusatz: Berechnen Sie das Volumen eines Zylinders mit der
Grundflache des Kreises und der Hohe h durch Integration




Aufgabe 2

Berechnen Sie durch Integration die Flache eines Kreises mit
Radius R, dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt!

Nutzen Sie dafur
e a) Polarkoordinaten
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Kugelkoordinaten

Darstellung des
Raumes durch die

Koordinaten 7, ¢
und 6

Beziehung zu den
kartesischen
Koordinaten:

X =rcos@sinf
Yy =71Ssin¢@sin 0
Z=71cosf
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Volumenelement in Kugelkoordinaten
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dV = A-dr =r*sin6 dfdedr |

. Kugelausschnitt mit Fliche A
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Aufgabe 3

a. Berechnen Sie durch Integration die Masse M einer Kugel mit dem Radius
R und einer Dichte, die wie folgt vom Radius abhangt:

p(r) =py-r

Ansatz:

m = jpdV

v Volumenelement:

dV = r?sin 6 dodedr




Losung zu Aufgabe 3

Ansatz: m = fpdV
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Weitere Aufgaben:

Berechnen Sie das Tragheitsmoment:

a. einer Punktmasse mit Masse m im Abstand r von der
Drehachse,

b. eines dinnen, homogenen Kreisrings mit Radius r und
Masse m, der senkrecht zur Drehachse und dessen
Mittelpunkt auf der Drehachse liegt und

c. eines Vollzylinders mit Radius R und homogener
Massenverteilung, der um seine Symmetrieachse
rotiert mit Hilfe von Zylinderkoordinaten!



Ubersicht Koordinatensysteme

Koordinaten- Koordi- | Umrechnung in Determi- Volumenlement/
system naten kartesische Koordinaten | nante der | Flachenelement
Jakobi-
Matrix
kartesisch X,Y,Z - - dA; =dx -dy
dA4, =dy - -dz
dA; = dx -dz
dV =dx-dy-dz
polar r,Q X =T7COSQ T dA = r dedr
y=rsing
zylindrisch r,Q,Z X =T7COSQ T dAfjiche = 7 ddr
y =rsing@ dApante] = 7 depdz
Z=7z dV =r dedrdz
sphérisch r,¢,0 X =71cos@sinf r?sinf | dV =r?sinf drdedd

y=rsingsinf
Z=r1cosb

dAg = 72 sin 8 dedé




