                                                                         Über magisc he Quadrate und eine Wette

Bernd Luderer

                                                                                   Technische Universität Chemnitz, Fakultät für Mathematik,

                                                                                                                        09107 Chemnitz, Deutschland

                                                                                                        bernd.luderer@mathematik.tu-chemnitz.de

Im Okt ober 2002 trat in der ZDF-Sendung �Wett en, dass ...?^ ein Kandidat mit folgendem

Wettvorschlag an: �Ich wett e, dass ich es schaffe, innerhalb von vier Minut en ein aus 16 Felder n

best ehendes Quadrat derart mit voneinander verschiedenen natürlichen Zahlen zu füllen, dass die vier

Zeilensummen, die vier Spaltensummen und die Summen der beiden Diagonalen unt ereinander gleich

und gleich einer (von einem Gast der Sendung) beliebig vorgegebenen sechsst elligen Zahl sind.^

Als Zahl wurde 216.784 vorgegeben. Der Kandidat gewa nn die Wett e und beeindruckt e die Zuschauer

derart, dass er an diesem Abend sogar zum �Wettkönig^ gewählt wurde. Am nächst en Tag schrieben

einige Zeitungen von Bluff und meint en, der Moderator sei hint ers Licht geführt worden. War das

wirklich so? Natürlich steckt hint er der Wett e ein gewisser Trick, der im Zusa mmenha ng mit so

genannt en ma gischen Quadraten steht, doch bleibt noch genug an Kopfr echenarbeit übrig, um in der

verhält nismäßig kurzen Zeit best ehen zu können.

Nachfolgend soll diskut iert werden, worauf die Lösung des Problems beruht und welche

Rechenschritt e erforderlich sind. Es zeigt sich, dass im Grunde genommen jeder diese Aufgabe lösen

kann, wenn er nur über entspr echende R echenfertigkeiten und genügend viel Zeit verfügt.

Magische Quadrate

Ber eits im Mittelalt er bestand ein beliebt es Rätsel darin, so gena nnt e magische Quadrate zu finden,

d.h. quadratische Schemata von mindest ens drei Zeilen und Spalten, in der en F elder voneinander

verschiedene Zahlen auf eine solche Weise geschrieben werden, dass die n Zeilensummen, die n

Spaltensummen und die beiden Summen der Diagonalreihen einander gleich sind. In der Regel werden

gerade die erst en n² natürlichen Zahlen ver wendet, für n=4 also die Zahlen 1, 2, ..., 16. Eines dieser

ma gischen Quadrate, vielleicht das berühmt est e über haupt, findet sich als Detail auf dem Kupferstich

�Melancolia^ von Albr echt Dürer (1471-1528) aus dem Jahre 1514:

Fotos: http://www.reingold.gmxhome.de/5.JgstMathe.htm ; Meyers Universal Lexikon, Band 3 (Lite-Schik), Bibliographisches Institut

Leipzig 1979

Bemer kenswert am magischen Quadrat von Albrecht Dürer ist, dass nicht nur die Zeilen-, Spalten-
und Diagonalsummen jeweils 34 ergeben, sondern auch die vier Ecken und die vier Zahlen im

Zentrum. Ferner bilden die 15 und 14 in der 4. Zeile (die übrigens das Entst ehungsjahr des Bildes
dokument ier en) gemeinsa m mit den gegenüber liegenden Za hlen 3 und 2 in der 1. Zeile ebenfalls die

Summe 34. Analog ergänzen sich 9 und 5 in der 1. Spalte mit 8 und 12 in der 4. Spalte zu 34.

Schließlich führen auch die aus den Zahlen 15, 12, 2, 5 sowie 14, 8, 3, 9 gebildet en Quadrate auf die

Summe 34.

Selbstverständlich gibt es für n=4 viele weit er e ma gische Quadrate, z.B. das folgende:

                                                                                  14   1 12   7

                                                                                  11   8 13   2

                                                                                    5 10   3 16

                                                                                    4 15   6   9

Ver wendet man die erst en 16 natürlichen Zahlen, so beträgt die Zeilen-, Spalten- und Diagonalsumme

(im Weit er en wird der Kürze halber stets nur von Zeilensumme gesprochen) offensichtlich 34, denn
die Summe der Zahlen 1 bis 16 ergibt 136, aufget eilt auf 4 Zeilen verbleiben 34. Dies ist die

�magische Zahl^ für n=4. Im Falle eines beliebigen n lautet die Zeilensumme )1(

2

2 +
×

= n
n

S
n
.

Durch einfache Multiplikation jedes Feldes mit einem (ga nzzahligen) Faktor F erhält man

(verallgemeinert e) ma gische Quadrate, der en Zeilensumme ein Vielfaches der Zahl 34 beträgt (dabei
sind die einzelnen Zahlen nach wie vor voneinander verschieden). Lassen sich nun auch magische

Quadrate der Ordnung n=4 konstruier en, der en Zeilensummen gleich einer beliebigen vor gegebenen

Zahl Z>34 sind? Das ist auf relativ einfache Weise möglich, wenn das Ausga ngsquadrat die
zusätzliche Eigenschaft besitzt, dass in jeder Zeile, in jeder Spalte und auf beiden Diagonalen jede der

Zahlen 13, 14, 15 oder 16 jeweils genau einmal vorkommt, wie es bei dem oben angegebenen
ma gischen Quadrat der Fall ist. (Selbst verständlich lassen sich die nachfolgenden Konstrukt ionen auch
mit Hilfe von vier ander en Zahlen durchführen, z.B. mit 1, 2, 3, 4, sofern sie dieselben Eigenschaft en
hinsicht lich des Auftret ens in Zeilen, Spalten und Diagona len aufweisen). Die Differ enz zwischen der
vorgegebenen Zahl Z und der bisherigen Summe 34 werde mit D bezeichnet : D=Z-34. Nun addiert
ma n einfach die Zahl D zu jedem der Element e 13, 14, 15, und 16. Da diese Zahlen in jeder Zeile,

Spalte und Diagonalen genau einmal vorkommen, erhöht sich der en Summe um die Zahl D und ergibt
folglich gerade Z.

Ist die vorgegebene Za hl Z sehr groß, so wird auch D sehr groß, wodurch die Element e 13, 14, 15, 16
in vier aufeina nderfolgende große Zahlen über gehen, währ end alle ander en Felder mit den Zahlen 1, 2,

..., 12 unverändert bleiben. Dadurch wäre der angewendet e �Trick^ leicht durchschaubar. Man kann
sich deshalb die zusätzliche Aufgabe stellen, die Zahlen, mit denen das magische Quadrat ausgefüllt
wird, von der Größenor dnung her vergleichbar zu wählen. Dazu können die beiden oben
beschriebenen Ideen (Mult iplikation aller Element e mit einer Zahl bzw. Addition einer geeignet en

Differ enz zu vier ausgewählt en Zahlen) mit eina nder kombiniert wer den, wie im nachfolgenden

Algorithmus beschrieben.

Konstruktion eines magischen Q uadrates mit etwa gleich großen Zahlen

Es wird das oben beschriebene Ausgangsquadrat ver wendet; die vor gegebene � magische^ Zahl für die

Zeilen-, Spalten- und Dia gona lensumme sei Z.

1.  Finde einen Faktor F mit der Eigenschaft 34F<Z.

2.  Belege die F elder, die im Ausgangsquadrat den Zahlen 1, 2, ..., 12 entsprechen, mit den neuen

             Zahlen F, 2F, ..., 12F.

3.  Bilde den Ausdruck A=Z-20F und schr eibe diesen in das linke ober e F eld.

4.  Belege die F elder, wo im Ausgangsquadrat die Zahlen 13, 15 bzw. 16 stehen, mit den neuen

            Zahlen A-F, A+F, A+2F.

Erläuterungen zum Algorithmus

1.  Die Zeilensumme im zu konstruierenden ma gischen Quadrat darf nicht gr ößer als Z sein. Da die

            Zeilensumme im Ausga ngsqua drat 34 beträgt, muss folglich 34F<Z gelt en.

2.  Die den Zahlen 1, ..., 12 im Ausgangsquadrat entsprechenden F elder werden lediglich mit dem

            Faktor F mult ipliziert, ansonst en aber nicht verändert.

3.  Damit nach Multiplikation mit F die vorgegebene Zeilensumme entsteht, muss in den Feldern, wo

            im Ausgangsquadrat 13, 14, 15 oder 16 steht, durch einen zusätzlichen Summa nden ein Ausgleich

            geschaffen wer den. Da die Summe der restlichen F elder der 1. Zeile (außer der linken Ecke) im

            Ausgangsquadrat 20 beträgt, und folglich im zu konstruier enden Quadrat 20F, muss im linken

            ober en Feld der Rest A=Z-20F stehen.

4.  Im Ausgangsquadrat unterscheiden sich die Zahlen 13, 15 bzw. 16 von der linken ober en Ecke 14

            durch die Gr ößen ˘1, 1 bzw. 2; im zu konstruierenden Quadrat belaufen sich die Unt erschiede

            daher auf ˘F, F bzw. 2F.

Worauf hat der Kandidat zusätzlich zu achten?

Damit die Wett e effekt voll aussieht, ist es wichtig, dass jede einzelne Za hl �kompliziert^ aussieht und

alle Zahlen etwa dieselbe Größenordnung aufweisen (natürlich wird sich die kleinst e von der größt en

Zahl ungefähr um den Faktor 16 unterscheiden, da ja im Ausgangsquadrat die Zahlen von 1 bis 16

auftreten). Außerdem ist es not wendig, dass sich alle erforderlichen R echenoperationen möglichst

schnell und sicher im Kopf durchführ en lassen. Ferner ist zu bedenken, dass der Kandidat die

Zeilensumme Z vorher nicht kennt; er weiß lediglich, dass es sich vereinbarungsgemäß um eine

sechsst ellige Zahl ha ndeln wird.

Foto: http://bz.berlin1.de/aktuell/news/021008/wetten.html

Die gegebene ma gische Zahl lautet e in der Wett e Z=216784. Der Kandidat wählt e den Faktor F=4096,

so dass die Differ enz zur Berechnung der vier � markierten^ Felder D=Z-34F=77520 betrug;

Ausgangsquadrat ist das oben angegebene ma gische Quadrat (mit den � markiert en^ Felder n 13, 14,

15, 16.

Wie musste sich der Kandidat vorbereiten?

1.  Er musste sich ein (beliebiges) ma gisches Ausgangsquadrat mit den Zahlen von 1 bis 16, das der

             Zusatzforderung genügt, in jeder Zeile, Spalte und Diagonalen genau eines der Element e 13, 14,

             15, und 16 stehen zu haben, im Vorfeld der Wett e sehr gut einprägen (im konkr et en Fall wählt e er

             das oben angegebene).

2.  Er musste eine Anzahl von Faktoren F vorbereit en, mit denen ˘ in Abhängigkeit von der

             gegebenen Za hl Z ˘ die Ausgangszahlen mult ipliziert werden. Dabei muss zum einen 34F<Z

             gelt en, zum ander en sollt e die Mult iplikation (mitt els Rechenver einfachungen) schnell im Kopf

             möglich sein, zum dritten dürfen die Faktoren nicht zu �rund^ gewählt wer den (da mit die

             Zuschauer nicht sofort alles durchschauen). Es biet en sich z.B. folgende Fakt oren an

             (selbst verständlich kann man auch ganz ander e Faktoren wählen):

3.

                                                           Zeilensumme Z Geeignet e Fakt oren F

                                                           100 000 ... 102 000 2901

                                                           102 000 ... 200 000 2998, 2999

                                                           200 000 ... 400 000 3999, 4096

                                                           400 000 ... 600 000 11001, 10011

                                                           600 000 ... 999 999 16999, 17001

4.  Der Kandidat musst e die Zahlen 2F, 3F, ..., 12F auswendig ler nen oder in der Lage sein, diese

             schnell im Kopf zu berechnen. Fer ner musst e er die Differ enz A=Z-20F schnell im Kopf

             ber echnen können (was gut e Kopfrechenfertigkeit en voraussetzt). Schließlich musst e er es

             schaffen, die Ausdrücke A-F, A+F und A+2F rasch zu berechnen und an entsprechender Stelle

             einzutragen.

Literatur

Unt er folgenden Int ernet-Adr essen kann ma n mehr über ma gische Quadrate finden:

http:// www.theofel. de/ ma gic/ quadrat-gener ier en.ht ml

Es werden online (verallgemeinert e) magische Quadrate der Ordnungen 3 bis 51 generiert, wobei die
kleinst e Zahl und die Differ enz aufeinanderfolgender Zahlen vorgegeben wer den können.

http://homepages.compuserve. de/ AndyHumbert001/ magische_quadraten.ht m

Facharbeit über ma gische Qua drate, in der verschiedene Met hoden zu der en Erzeugung beschrieben
wer den. Ein in PASCAL geschriebener Programmcode ist ent halt en.

http:// www.rekordversuch. de/recordholders/de/r ecords/ma gic.ht ml

Beschr eibt die R egeln des R ekor d-Klubs SAXONIA zur Konstruktion ma gischer Quadrate sowie die

Weltr ekor de seit 1975 bis heut e.

http://forum.swarthmore. edu/alejandr e/ magic.square. html

Ent hält viel Wissenswertes über ma gische Quadrate und ihr e Geschicht e (in englischer Sprache).