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1 Einleitung

Die Giitefunktion und der mittlere Stichprobenumfang sind wesentliche Kriterien
zur Beurteilung der Giite eines Tests. Ihre Kenntnis ist Voraussetzung fir die
Bewertung der Qualitit der getroffenen Entscheidung sowie fiir eine eventuelle
Abschitzung der zu erwartenden Priifkosten.

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der exakten Berechnung von mittlerem
Stichprobenumfang und Giitefunktion sowie den Ableitungen der Giitefunktion des
in [3] vorgestellten sequentiellen Tests (N*, 6*) fiir zusammengesetzte Hypothesen
der Form

Hy:0<6* und Hy:0>6", 0<0"<9.

Dabei soll zunichst nur der Fall, daB 6 der unbekannte Parameter einer zur ein-
parametrigen Exponentialfamilie gehrenden diskreten Verteilung ist, betrachtet
werden.

Das in dieser Arbeit beschriebene Verfahren zur exakten Berechnung der Cha-
rakteristiken wurde 1980 von K.-H. Eger (siehe [1] und [2]) fiir den Waldschen
sequentiellen Quotiententest (WSQT) entwickelt.

Die Berechnungsmethode beruht im wesentlichen auf der Darstellung des Fortset-
zungsgebietes des Tests als Menge von Gitterpunkten, der Existenz von ,équiva-
lenten® Gitterpunkten im Fortsetzungsbereich sowie der Tatsache, daf} Tests, die
in solchen ,iquivalenten“ Punkten starten, die gleichen Charakteristiken besitzen.
Diese Methode der exakten Berechnung der Charakteristiken eines WSQT kann
auf den hier betrachteten Test (N* 6*) fiir zusammengesetzte Hypothesen der Form
Hy:0<60* und H,:0>0", <0< 0 iiber den Parameter 6 einer zur ein-
parametrischen Exponentialfamilie gehorenden diskreten Verteilung aufgrund der
dem WSQT &hnlichen Struktur (siehe [3]) problemlos iibertragen werden und ist
Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Im Ergebnis werden zwei Gleichungssysteme
zur Berechnung der Giite- und ASN- Funktion angegeben.

Neben der Giitefunktion und dem mittleren Stichprobenumfang ist fiir Tests
(N* 6*) zum Priifen von Hypothesen der Art Hp : § < 6 und H; : 0 >
9*., 8 < 0" < 8 die Ableitung der Giite- bzw. OC-Funktion fiir die Beurteilung
der Trennschirfe des Tests von Bedeutung. Mit einem, auf der in [2] dargestellten
Methode zur Berechnung der Charakteristiken aufbauenden, analogen Verfahren
kénnen auch die Ableitungen der Charakteristiken berechnet werden.

Im Anschluf an die Darstellung der exakten Berechnungsmethode der Charak-
teristiken des sequentiellen Tests (N 6*) fiir zusammengesetzte Hypothesen der
hier betrachteten Form wird daher die Berechnung der Ableitung der Giite- bzw.
OC-Funktion beschrieben. Es zeigt sich, daB auch die Ableitungen dieser Cha-
rakteristiken als Losung der jeweiligen Gleichungssysteme exakt und auf direktem
Weg berechnet werden konnen.

Den AbschluB der Arbeit bilden Beispiele fiir die exakte Berechnung der Charak-
teristiken sowie ihrer Ableitungen von Tests (N* §*) iiber die zusammengesetzten
Hypothesen Hp: 6 < 6* und H,:6> 67, 0 <0 <@.
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2 Der sequentielle Test fiir zusammengesetzte
Hypothesen

Gegeben sei eine Folge unabhangiger, identisch verteilter ZufallsgroBen X, X, ...
mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion fg(z) = Ps(X = z) beziiglich eines geeignet
gewihlten Mafles auf der Menge der ganzen Zahlen I'.

Es bezeichne 8 einen unbekannten reellwertigen Verteilungsparameter mit Werten
in einer Parametermenge © = (_0_, 5).

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion fg(z) gehore zur einparametrigen Exponentialfa-
milie und habe die Form

fola) = h(z) exp{d(8)z — c(6)} ,

wobei d(.) streng monoton in § auf © sowie ¢(.) und d(.) auf © zweimal differen-
zierbare Funktionen seien.
Zu entscheiden sei zwischen den Hypothesen

Ho:0<6* und H,:0>0", 0<0 <@ (1)

mit Hilfe eines sequentiellen Tests folgender Struktur:
Als Testgrofle werde fiir n = 1,2,... die Stichprobenfunktion

Z: = d'(97) {\i Xi - nc',(g*)

2 Xy (0*)] 48 #0

genutzt. Sind ¢* und b*, 0 < b* < a* < oo zwei vorgegebene Stoppgrenzen, so
seien der Stichprobenumfang N* und die Entscheidungsregel 6*, 6* : & — [0,1]
wie folgt definiert:

und

N - inf{n > 1: Z* & (b*,a*)}, falls ein solches n existiert
N 00 , sonst

0" = Ty(zs>a* No<oo) -

Der so definierte Test werde im weiteren mit (N* 6*) bezeichnet.
Es sei im folgenden y; = d'(6*), 0. B. d. A. y1 > 0, und v = ¢'(0*).
Zur Entscheidung iiber die Fortsetzung des Tests bzw. den Abbruch mit einer
Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese werde die Stichprobensumme S}, =
™1 X: beobachtet. Dann modifiziert sich die kritische Ungleichung
< Z,<a”
des Tests (N* 6*) zu

b* n a*
n19+—<ZX,~<nE+——.
7M1 4! i=1 4! N



Da die Zufallsgroflen X;, 7 = 1,2,... ganzzahlig sind, und damit auch die Stichpro-
bensumme S;; = Y., X; ganzzahlig ist, bietet es sich an, das Fortsetzungsgebiet
des Tests als Menge von Gitterpunkten

b *
w={ompersxrins Lapealy ) @
Mmom MmMm

zu beschreiben.

Bei dieser Betrachtungsweise startet der Test (N* 6*) auf der Stufe 0 im Gitter-
punkt (0,0) und wird fortgesetzt, solange die Punkte (n,¥"", X;) Elemente der
Gitterpunktmenge M sind.

In Verallgemeinerung dieser Betrachtungsweise kann jeder Punkt (j,k) € M als
Startpunkt eines Tests (V¥ 6*) angesehen werden. Da die Stoppgrenzen

a*(n) = n 42 und
Mmoo
b*
b*(n) = LR
Mmom

dabei erhalten bleiben, wird es sich als sinnvoll erweisen, neben dem gegebenen
Test (N*6*) den Punkten (j, k) der Gitterpunktmenge M Tests T*(j, k) zuzu-
ordnen, die sich vom urspriinglichen Test im Prinzip nur durch den veridnderten
Startpunkt (j, k) € M unterscheiden.

Definition 2.1: Gegeben sei der sequentielle Test (N*, 6%) zur Entscheidung zwi-
schen den Hypothesen (1), dessen Fortsetzungsgebiet als Gitterpunktmenge M der
Form (2) darstellbar ist. Dann bezeichnet T*(j, k) = (N*(j,k), 6*(j, k)) fiir jeden
Gitterpunkt (3, k) € M einen Test zur Entscheidung zwischen den Hypothesen (1)
mit dem Startpunkt auf der Stufe j im Punkt (3,k) € M. Der Stichprobenumfang
des Tests T*(j, k) ist dann durch

N*(]a k) = i=1

o0 , sonst

und die Entscheidungsregel durch

6*(1', k) =1 N*(j,k) 7 a*
{k+ Z Xl+]270(.7+N*(]7k))+7_1 N*(],k)<00}
1

=1 —1_
definiert.
Offensichtlich gilt T*(0,0) = (N* é*), d. h. N*(0,0) = N* und 6*(0,0) = é*.

Die in [2] angegebene Methode, die im weiteren vorgestellt und auf die Berechnung
der Charakteristiken des sequentiellen Tests iiber zusammengesetzte Hypothesen



-3 Die Berechnung der Charakteristiken 5

der Form (1) angewandt werden soll, ermdglicht die Berechnung der Charakte-
ristiken des Tests T*(j, k) fiir beliebige Startwerte (j,k) € M. Eine wesentliche
Voraussetzung dieser Berechnungsmethode ist die Existenz von dquivalenten Git-
terpunkten, Punkten der Gitterpunktmenge M, die dadurch charakterisiert sind,
daf} sie in Ordinatenrichtung den gleichen Abstand von den Stoppgrenzen a*(n)
und b*(n) besitzen. Sie sind wie folgt definiert:

Definition 2.2: Zwei Punkte (j,k), (j',k') € M heiflen dquivalent, wenn

kl _Jll(l — k_]’_y_o_
N N

Der folgende Satz beschreibt die Voraussetzungen fiir die Existenz aquivalenter
Gitterpunkte in der Menge M:

Satz 2.1: Zu einem gegebenen Punkt (j, k) € M eaistiert mindestens ein dqui-

valenter Gitterpunkt (j',k') € M, j # j', k # k', wenn X rational ist.
Bl

Beweis: (siehe [2], Lemma 3.1.1., S. 112)

3 Die Berechnung der Charakteristiken

Fiir die weiteren Betrachtungen ist es sinnvoll, an dieser Stelle generell voraus-
zusetzen, dafl. der Quotient ~4o/7v; rational ist, es also zwei teilerfremde Zahlen
dJo, g1 € I' mit

Y _ Jo

— =, 41 # 0

) UC)1
gibt.
Unter Verwendung dieser Annahme sind fiir (5,k) € M
N*(3.k)
S*(j, k) = k+ Z X,'+j und
=1
Z7(j, k) = @157(j, k) — g0 (7 + N*(4, %)) (3)

ganzzahlige Zufallsgrofien und die Testgrofe Z%. kann mit ihrer Hilfe wie folgt
dargestellt werden:

Zie = 12%(0,0).
)1

Beweis:

N* Yo
Zyne = m (ZX;———N*)

=1 71
" N*(0,0)
- -———(gl ) X;—goN*(0,0))
g1 i=1
M
= L7+0,0).
p (0,0)



Die Charakteristiken des Tests T*(j, k), (j, k) € M kénnen als Erwartungswerte
Egz(N*(j,k), Z*(j, k)), 6 € O, spezieller mefibarer Funktionen z : I'f x I' - R!
dargestellt werden. So gilt z. B. fiir 2(z,y) =", r € I't

Eoz (N*(j, k), Z7(5,k)) = Eo (N*(5, k)"

Die Funktion z(z,y) = liefert dagegen unter Beriicksichtigung der

1 {%-}-y?a‘,x(oo
Beziehung (3) die Giitefunktion des Tests T*(j, k):

Eoz (N*(5, k), Z7(3,k)) = Ey ]I{ll.z~(jk)>a‘N'(j,k)<oo}

{ [ IS0 Xeg, = B8 ()] 2anN (G <00 }
= F .

o I {k+ZN (G, k)X :_ %O-(J-l-N'(J k)), N‘(j,k)<oo}
= Fy6°(j5,k).

Fiir (j,k) = (0,0) € M ergeben sich dann sofort die Giitefunktion und die Mo-
mente des Stichprobenumfangs des Tests (N* 8*).

Somit kénnen mit Hilfe des allgemeineren Ansatzes nicht nur die Charakteristiken
des Tests (N* 6*), sondern auch die der Tests T*(j, k) mit beliebigem Startpunkt
(4, k) € M ermittelt werden.

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Definition dquivalenter Gitterpunkte
angegeben und festgestellt, unter welchen Bedingungen diese im Fortsetzungsge-
biet M des sequentiellen Tests existieren (siehe Satz 2.1). Die Bedeutung der
Existenz dquivalenter Gitterpunkte fiir die Berechnung von Charakteristiken des
Tests T*(3, k) ergibt sich aus dem folgenden Satz.

Satz 3.1: Gegeben sei der sequentielle Test T*(j,k) = (N*(j, k), 8%(J, k)) sowie
zwei dquivalente Punkte (3, k'), (j k") € M, j' # 7", k' # k". Sei auflerdem z :
I'y xT' — R! eine mefbare Funktion mit Egz (N* (§, k'), Z* (j, k")) < oo fiirVé €
©. Dann gilt

Eoz (N* (j, k'), Z* (§ k') = Egz (N* (3, k"), Z* (7 k")) .

Beweis: (vgl. [2], S. 144, Lemma 3.2.1.)
Eine Folgerung dieses Satzes ist, daB die Charakteristiken von Tests, die in aqui-
valenten Gitterpunkten des Fortsetzungsgebietes M starten, {ibereinstimmen.

Zur Vereinfachung der weiteren Darstellung der Berechnungsmethode werden fol-
gende Bezeichnungen eingefiihrt:

Definition 3.1: Se: fiir Vj € TJ

b*
ko(7) = min{keF:k>7—0j+—},
T N

ki(y) = max{ker;k<19j+a_},
N M

K(j) = {keTl: k() <k<hk()},
K(j) = T\K().
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Fiir die Berechnung der Charakteristiken ist die Wahrscheinlichkeit, daB die Zu-
fallsgroBe S*(j, k), ausgehend von einem Gitterpunkt (7, k) € M in endlich vielen
Schritten einen Punkt (j/,k'): k' € K(3'), j' € T¢, j/ > j, erreicht, und damit
eine Entscheidung fiir eine der beiden Hypothesen erméglicht wird, von Interesse.
Diese Ubergangswahrscheinlichkeiten seien wie folgt definiert:

Definition 3.2: Sei fiir (j,k) € M und (j/, k') e I'§ xT, ' > j

(s i) = {k+ZX,-+j eEKn+j),n=1,...,5 =1 —jund

=1

i'=j
k+ ZXH'J' :kl} 3

i=1
Gulind) = Pi(epw(ii) ,0€0,
C®Gj") = (dwlii))

) = {0}

kEK (j),k'€R(5')

g T
ke G)’ EeK(y'.
Zur Vereinfachung seien noch folgende Bezeichnungen vereinbart:

Definition 3.3: Sei z : 't x ' = R! eine mefbare, reellwertige Funktion mit
Foz(N*(5, k), Z*(j,k)) < oo fiir (5, k) € T§ xI'. Dann sei fiir € © und (j, k) € M

wl(j, k) = Eoz(N*(j, k), 2*(j, %)),
wl(i) = {0k}

wle, (k) = Eoz(g+ N(j, k), Z*(3, b)),
8 . [ .

wlo () = {0l0 (B}, -

Die auftretenden Vektoren sind jeweils Spaltenvektoren, d. h. ¢¢,(j, j') ist ein Spal-
tenvektor der Lange |K(7)|. Analog ist C®(j, ;") eine |K ()| x |K(j')|-Matrix. Mit
den obigen Definitionen ergibt sich nun die folgende Rekursiongleichung als Grund-
lage fiir die Berechnung der Charakteristiken.

Satz 3.2: Sei (N 6*) ein sequentieller Test zur Entscheidung zwischen den Hy-
pothesen (1) mit dem Fortsetzungsgebiet M, darstellbar in der Form (2). T*(j, k)
seten die den Punkten (j,k) € M .zugeordneten Tests und z eine mefibare, reell-
wertige Funktion z : I'f xI' = R mit Egz (N*(j5,k), Z*(j, k)) < oo fiir (j, k) € M.
Dann gilt fir j € TY :

g1
wi(5) =3 > n,gik —go(s+n))eh (5,7 +n)
n=1 klef(]'_f_n) (4)

+C%(j,j + g)wl (7)),



Beweis: (siehe [2], S. 116, Lemma 3.2.2.)

IFiir spezielle Funktionen z, die in der nachfolgend angegebenen Weise nur von

der zweiten Komponente abhdngen, kann die Berechnung von wz'm (7) auf die

Berechnung von w?(j) zuriickgefiihrt werden, so da$ sich fiir (4) das folgende
Gleichungssystem ergibt.

Folgerung 3.2.1: Seien die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfillt und existiere
ein ¢ € R, so daff z(g1 + n,y) = cz(n,y). Dann gilt fir j € I'Y
(Birar —cC%lid +91) wl(j) =
91 '
Z Z Z(naglk, - gO(] + n))cz,(],] + 'Il), (5)
n=1 k’ER:(j-!—n)

wobei B 5 die |K(5)| x |K(j')|-dimensionale Einheitsmatriz bezeichnet.

Beweis: (siehe [2], S. 117, Theorem 3.2.1.)

Bei der Berechnung der Charakteristiken mit Hilfe von Satz 3.2 und Folgerung 3.2.1
werden die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Matrix CO(j,5+g)) fiir j € 'Y und
des Vektors ¢2,(7,7 + n) fiir k' € K(j + n),j € I'$,n € I'* bendtigt. Da die Folge
der Zufallsgrofien {X,}.er+ als unabhangig und identisch verteilt vorausgesetzt
wurde, konnen diese Wahrscheinlichkeiten iterativ berechnet werden.

Satz 3.3: Unter den Voraussetzungen von Satz 3.2 git firn =1,2,...,q9;:

n—1

1. CUj+n)=T[CG+ij+i+1)
i=0
=C,j+n—-1DCG+n—-1,7+n). (6)
Dabei sind die Komponenten der Matriz C®(j 41,5+ i+ 1) firk € K(j +1) und
KeK(G+i+1) durchcf(j+4,5+i+1)= Py(X1 =k —k) gegeben.
2. ¢,(,j+n)=C,j+n—-1ech(j+n—1,j+n), (7)

wobei die Matriz C°(j,7 + n — 1) durch (6), (C°(j,7) = E; ;) und die Elemente
von ¢,(j +n—1,j +n) durch ¢ ,(j +n—1,j+n) = P(X, = & — k) fir
ke K(j+n—1) und k' € K(j +n) gegeben sind.

Beweis: (siehe [2], S. 118, Lemma 3.2.4.)

3.1 Die Giitefunktion

Auf der Grundlage der im vorangegangenen Abschnitt angegebenen Sitze kann
nun die Giite- bzw. OC-Funktion des Tests T*(j, k) angegeben werden. Dazu
sollen zunachst noch einige Bezeichnungen eingefiihrt werden.
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Definition 3.4: Sei fir6 € ©, j € I'* und k € K(j)
. N (k) o "
m(j) = k+ Z Xjti 2 7—(1 +N*(j, k) + —
8\ _
m?(j) = {vnk(J)}keh.(j,
N (Jvk) ,.YO 3 bt
(i) = Po|k+ > Xj+i§“‘(j+N*(]',k))+_}
1=1 M "
() = {d0)},exq

ro(s,7+n) = P ({k+ZXi+j eK(G+m)m=1,...,n—1,

1=1
k+ XH:XH:' 2a’(j+ n)})
Uit = {6 )}kek.(.)
ay(j,j+n) = ({k+ZX,+]EIs(]+m) m=1,...,n—1,
k+;Xj+i <b(j +n)})

a®Goj+n) = {afGi+m},

Fiir einen beliebigen Punkt (j, k) € M geben mf(j) bzw. ¢{(j) die Wahrschein-
lichkeit an, mit dem Test T*(3, k) die Hypothese Hy bzw. H; abzulehnen.

Fiir die Berechnung von Giite- und OC-Funktion ergeben sich damit die folgenden
Gleichungssysteme.

Satz 3.4: Es seien die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfillt und yo/m1 =
90/91, 9o, 91 € T', g1 > 0. Dann gilt fiir j € T§:

(Bster — C°ij + 1)) m2(j) = gz’ "+ ), (8)
(Ejjre — C°Ud +a1)) 4° Z a®(j, 5 +n). (9)

Die Vektoren a®(j, j+n) und r9(j, j+n) kénnen dabei wie folgt berechnet werden.
Firn=1,...,q gilt:

(G, i+n) = CU,j+n-1)r°G+n—1,j+n),
a®G,j+n) = C%,j+n-1)a’(G+n—1,j+n),
sowie fir k € K(j +n —1)
Tz(J+n—1,J+") = Pg(X1>k‘1(j+n)—k),
ai(j+n—1,74+n) = Po(Xy <ko(j+n)—k).
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Beweis: Die Behauptung ergibt sich durch Einsetzen der speziellen Funktionen
z(nyy)= 1 ¢, bzw. z(n,y) =

éll-yzw,n<oo

} in die Beziehung (5).
(siche auch [2], 5. 120, Theorem 3.3.1.)

iy
{ 91 ysh®n<oo

Folgerung 3.4.1: Sei (N*,6%) ein abgeschlossener sequentieller Test zur Entschei-
dung iber die Hypothesen (1) sowie yo/m1 = go/91, 9o, 91 € I g1 > 0. Dann gqult
fiir die Glitefunktion M*(0) des Tests (N, 6%)

M*(6) = m(0). (10)
Beweis: Die Behauptung ergibt sich sofort aus Satz 3.4 mit 7%(0,0) = (N7, 6*)
und 6*(0,0) = 6.

Damit kann die Giitefunktion des Tests (N* 6*) auf recht einfache Weise als Losung
des linearen Cleichungssystems (8) ermittelt werden.

3.2 Die Momente des Stichprobenumfangs

Um die r—ten Momente des Stichprobenumfangs N*(j, k) anzugeben, werden noch
einige Definitionen benotigt.

Definition 3.5: Sei z : [T x I' = R! eine mefbare, recllwertige Funktion mait
0z(N*(5, k), Z*(5, k) < oo fiir (j, k) € I't x I'. Dann sei fir 0 € ©, (j,k) € M
und r € I'*

¢ (j) = Eo(N*(j, k) firk € K(j) und
ef) = (hUih) ey -

Auf der Grundlage des Satzes 3.2 ergibt sich mit diesen Bezeichnungen die folgende
Aussage fiir die Momente des Stichprobenumfangs des Tests T*(j, k).

Satz 3.5: Es seien die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfillt und yo/m =
go/g1, go.q1 € Iy gv > 0. Weiterhin gelte DiX, > 0. Dann gilt fir j € It
und jedes r € I':

)1

(Bsten — COULi +90) €20) = w7 (a®(ind +7) + 700 j + )

n=1

+Z<‘> Cj,  +gi)ed(s), (11)

wobei ab(j,j +n) und r8(j,j + n) wie in Satz 3.4 definiert seien.

Beweis: Die Aussage des Satzes ergibt sich durch Einsetzen der spezicllen Funk-
tion z(n,y) =n" ,r € I'* , in die Beziehung (4).

Fiir » = | ergibt sich der mittlere Stichprobenumfang sowie fiir r = 2 das zweite
Moment. des Stichprobenumfangs.
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Folgerung 3.5.1: FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 3.5. Dann gilt fir
jeTE:

: 51
(Ej,j+a1 ~ C%(5,5 + gl)) el) = don (ae(j,j +n)+7%(5,7 + n))
n=1
+91C%(j,j + g1)1
91
(Bjsta — C°Ghi +91) €8G) = Y. n?(a®(ii +n) +7°(j,j +n))
n=1

+9iC8 (5,5 + o)1
+29:C%(j,5 + 91)e8(j),

wobei 1= (1,...,1)T ist.
N, s’
|IN(7)]-mal

Folgerung 3.5.2: Sei (N*68%) ein abgeschlossener sequentieller Test zur Ent-
scheidung iiber die Hypothesen (1), vo/m1 = 9o/91, 90,91 € I'; g1 > 0 sowie
D*(X,;0) > 0. Dann gilt fiir die r—ten Momente, r € I't, des Stichprobenumfangs
des Tests (N* 6%)

Eo(N*)" = 15,.(0). (12)

Beweis: Die Behauptung ergibt sich sofort aus Satz 3.5 mit 7*(0,0) = (N* 6*)
und N*(0,0) = N*.

Damit kénnen auch die Momente des Stichprobenumfangs des Tests (N* 6*) als
Losung eines linearen Gleichungssystems ermittelt werden.

4 Die Berechnung der Ableitung der Giitefunk-
tion

Wie eingangs bereits erwahnt, ist fiir die Beurteilung der Trennscharfe eines se-
quentiellen Tests die Ableitung der Giite- bzw. OC-Funktion ein entscheidendes
Kriterium. Wiinschenswert ist ein moglichst steiler Anstieg der Giite- bzw. OC-
Funktion an der Stelle 8*; je steiler der Anstieg, um so trennschirfer arbeitet
der Test, wenn der tatsichliche Parameter § in der N&he des Trennparameters
0* liegt. In der Regel ist jedoch mit einer hohen Trennscharfe auch ein grofier
mittlerer Stichprobenumfang des Tests verbunden. Bei der Konstruktion eines
sequentiellen Tests ist also neben der Beachtung der Anforderungen an die Genau-
igkeit des Tests eine Abwigung zwischen geforderter Trennschéarfe und maximalem
mittlerem Stichprobenumfang erforderlich, was die Kenntnis sowohl der Ableitung
der Giite- bzw. OC-Funktion als auch des mittleren Stichprobenumfangs des Tests
voraussetzt.

In diesem Abschnitt soll fiir den Test (N* 6*) {iber einen unbekannten Parameter
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0 einer zur einparametrigen Exponentialfamilie geh6hrenden diskreten Verteilung
die exakte Berechnung der Ableitung der Giite- bzw. OC-Funktion dargestellt wer-
den. Grundlage dafiir bildet erneut das in [2] angegebene Verfahren zur exakten
Berechnung der Charakteristiken.

4.1 Differentiation des Gleichungssystems

Den Ausgangspunkt der Betrachtungen bilden die Gleichungssysteme (8) und (9)
zur Berechnung der Giite- bzw. OC-Funktion der Tests T*(j, k) mit dem Start-
punkt (j,k) € M auf der Stufe j, aus denen sich durch Differentiation beziiglich
9 Gleichungssysteme fiir die ersten Ableitungen dieser Funktionen an der Stel-
le € © ergeben. Die gesuchten Anstiege der OC- bzw. Giitefunktion des Tests
(N*,6*) ergeben sich dann aus der Beziehung M~ () = m8 (0) bzw. Q*'(9) = ¢¢ (0).
Fiir die weiteren Betrachtungen werde vereinbart, dafi unter der Ableitung einer
Matrix bzw. eines Vektors die Matrix bzw. der Vektor der Ableitungen der einzel-

nen Komponenten verstanden werden soll.

Satz 4.1: Sei (N*6*) ein sequentieller Test zur Entscheidung zwischen den Hy-
pothesen (1) mit dem Fortsetzungsgebiet M, darstellbar in der Form (2). T*(3,k)
seien die den Punkten (j, k) € M zugeordneten Tests. Auflerdem seien c(.) und d(.)
auf © =§Q_,'0_) differenzierbare Funktionen. Dann gelten unter den Voraussetzun-
gen von Satz 3.4 fir den Vektor der ersten Ableitung von Giite- und OC-Funktion
m? (j) bzw. q% (j) fiirVj € TY die folgenden Gleichungen:

g1
(Ejjtrar — CUrs +90)) m®(G) = D r? (i +n)
n=1

+C¥(G,j+g)m®(y),  (13)
(Bitar ~ Colni +90)) a”G) = Y a”(ii+n)
FCOGL G+ e0e®G). (14)

Dabei gilt firn=1,...,01

C®(,j+n) = C¥(,j+n-1)C(+n~1j+n)

+C8(j,j4+n—1)C¥+n—1,j+n), (15)
r'Gj+n) = C¥Gi+n—-1)r(+n—1j+n)

+CG,j+n -1 (G+n—1j+n), (16)
a®(j,j+n) = C¥(G,j+n-1a’(j+n-1,7+n)

+CG,i+n—-1)a®(G+n—1,j+n), (17)

mit den Anfangsbedingungen C®(j,j) = Ej; und C%(j,7) = 0, mit E;; und
0 eine geeignet gewdhlte Einheits- bzw. Nullmatriz, und fir k € K(j +n — 1),
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k" € K(j 4+ n) sowie k' € K(j +n)

. ) . dPy(X; = k" — k
Lolitn—lj+n) = LK )

MMG+n-1,j+n) = dPa(chfk;,éﬂn)_k) und
' (G+n—-1,j4+n) = dPB(X1<k2{gj+”)_k).

Beweis: Fiirn =1,...,¢ gilt
C®G,j+n) = Cj,i+n—1)C°G+n—1,j+n), (18)
r°G.j+n) = CGi+n-Drf(G+n—1,j4n), (19)
a®(j,j+n) = C°G,j+n—1a’(G+n—-1,j+n), (20)

wobei die Elemente der Matrix C®(j +n — 1, + n) durch

Awlfrn—1j7+n) = P(X; =k —k)
h(k" — k)exp{d(0)(k" — k) — c(6)}

fir k € K(j +n —1) und k" € K(j + n) gegeben sind (siehe auch Satz 4.3,
Gleichung (6)) und fir k € K(j +n — 1)

G tn—Lj+n) = PR(Xi>k(+n)—k),

a(j+n—1,j+n) = P(Xi <k'(j+n)—k)
gilt (siehe auch Satz 3.4).
Unter den Voraussetzungen des Satzes sind die Komponenten der Matrix C°(j +
n — 1,7 4+ n) sowie der Vektoren rf(j +n — 1,5 + n) bzw. a(j + n — 1,7 + n)
beziiglich 8 differenzierbar fir Vn =1,...,¢:.
Durch Differentiation der Gleichungen (18), (19) und (20) ergeben sich die ge-
suchte Rekursionsgleichung (15) sowie die gesuchten Ableitungen (16) bzw. (17).

Damit sind simtliche Komponenten der Gleichungssysteme (8) und (9) beziiglich
6 differenzierbar. Durch Differentiation von Gleichung (8) ergibt sich

- . ’ .
(Ejjta — C°Gd + 91)) m°(j)
g1
+ (Ejjta = C°rd +90)) m®(j) = 3 *'(j,j +n),
n=1

woraus unmittelbar Gleichung (13) folgt. Analog kann die Gleichung (14)
hergeleitet werden.

4.2 Die Ableitung der Giitefunktion als spezielle Charak-
teristik
Fiir den Test (N* 6*) ergibt sich iber den Satz 4.1 hinaus alternativ noch die fol-

gende direkte Moglichkeit zur Berechnung des Anstiegs der OC- bzw. Giitefunk-
tion, bei der der Anstieg der OC- bzw. Giitefunktion als spezielle Charakteristik
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aufgefafit wird.

Wie in ([3], Kap. 3) festgestellt, gilt unter den Voraussetzungen, daf§ ¢(.) und d(.)
auf (Q,a) differenzierbare Funktionen und f,(z,,0) auf £ = {(£,,0) : § < 8 <
;:%, € R} stetig ist, fiir die erste Ableitung der Giite- und OC-Funktion des
Tests (N*, 6*)

' dM*

M) = S0
_ 2(0) [ - (19*)}39 (6°Z3.) + C1Eq (5*N*)] baw.
@' = T

_ 2(0) [d,(le*)Eg (1 = 625.) + CiEq ((1 - 6*)N*)] ,

wobei fiir /() )
(6 ¢
= 70 - —d'(9) = Eg X — EpX

gilt. Ahnliche Gleichungen kénnen fiir den Test 7*(j, k) mit Startpunkt (j,k)e M
hergeleitet werden. :

Ch

Satz 4.2: Sei T*(j, k) der zu (N*,8%) gehirende Test zur Entscheidung zwischen
den Hypothesen (1) mit dem Startpunkt auf der Stufe j im Punkt (j, k) des Fort-

setzungsgebietes M. Seien c(.) und d(.) auf (Q, 5) differenzierbare Funktionen und
fo(2n,0) auf E = {(Zn,0): 0 <0< 0;%, € R"} stetig. Dann gilt fir die Giite-
bzw. OC-Funktion des Tests T*(j,k)

L dAME ULk
M; (i k) =25 )

~t 0|2 B (56.0200G,0) - (k=52 BB
+ Cl E0 (6*(]’ k)N*(Ja k))]
bzw.
Q3 (i, k) =200

—d'(6) [%Eg ((1 — 6, k)) 7.6, k)) - (k - %‘3) Eg(l _§(, k))

+Cibs (1= 6 G RING, k))] ,
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mit

Cy = - = Fp X — EX.

Beweis: Die Giitefunktion des Tests T*(j, k) ist definiert als
MiGik) = X T fa(@nesi0) dZny; =B 8°(5, k),

wobei T,4; = (T14j,...,Znt;) den Sichprobenvektor des Tests T*(j, k) mit dem
Startpunkt (5, k) € M auf der n-ten Teststufe bezeichnet und

Ay = {Toy; "< ZIG k) <a’yi=1,...,n—1 A Z:(, k) > a*}

= {Ln+] b <’71(k+z$]+1—-7—-(l+])) ,i=1,...,n—1/\

=1

(k4 - 204 ) 20}

=1

ist.
Fiir die erste Ableitung der Giitefunktion gilt

M0 .]) = aaZ/fn mn+]7 dzn'f']
Unter den Voraussetzungen des Satzes ergibt sich daraus

0 fu(Z xn ;0 di
M0 ], Z/ +] n+j'

Mit Hilfe der Substitution

0 fn(Tn+4;9) _ dln f(Znts; 0 )f( 0)
a6 .06 Stk

ergibt sich im Fall der Dichte einer Verteilung der einparametrischen diskreten

Exponentialfamilie Py (X = z) = fo(x) = h(z) exp{d(8)z — c¢(8)}
I c(0
Mg (]7k) = Z / dl <Z Tit+j — dlE0;> fn(xn+11 )dfn+j

] n= AZ/[ 2, k) k—]—)

t+n (E - 2,_((2“))) ]fn(xnﬂ,o) dZnyj .
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Mit
_ o d0) _ <) <)

=T e T 2@ a0

= EpX — EgX
ergibt sich schlieflich

1

MG ) = d(0) [7—1}39 (Z;,-(j,k)é*(j; k)) _ (k - J%‘) Bo6™(, k)

+ C1 kg (N*(j, k)é*(j, k))] .

Auf analoge Weise 148t sich die Gleichung fiir die erste Ableitung der OC-Funktion

angeben.

In Abschnitt 3 wurde gezeigt, daB sich verschiedene Kenngréfien des Tests T™(j, k),
(7,k) € M mit Hilfe von Erwartungswerten Egz (N*(j,k), Z2*(j, k)); 0 € O, geeig-
neter meBbarer Funktionen z : T'g x I' —» R! darstellen und unter der Vorausset-
zung der Existenz dquivalenter Gitterpunkte im Fortsetzungsgebiet M des Tests
T*(j, k) iiber ein lineares Gleichungssystem exakt berechnen lassen. Analog kénnen
auch die Erwartungswerte Eg(8*(j,k)Zn.(J,k)) und Eg(6%(y,k)N*(j,k)) bzw.
Eq (1 = 6*(5,k)) Zp+(j, k)) und Eg((1 —6*(j,k)) N*(j,k)) als Losung linearer
Gleichungssysteme berechnet werden. Mit Hilfe dieser Gleichungssysteme konnen
dann Gleichungssysteme zur exakten Berechnung des Anstiegs von Giite- und
OC-Funktion angegeben werden. Im folgenden wird sich auf die Berechnung der
Ableitung der Giitefunktion sowie der Erwartungswerte Eq (6*(j, k)Z}.(7, k)) und
Eq (6*(§, k) N*(j, k)) beschrinkt, da die Gleichungssysteme zur Berechnung der Ab-
leitung der OC-Funktion sowie der Erwartungswerte Eq ((1 — 6*(5,k)) Z§. (4, k))
und Eq ((1 — 6*(j,k)) N*(J, k)) auf analoge Weise ermittelt werden konnen.

Definition 4.1: Sei fir (j — 1,k") € M und (5, k') € Tg xT

ow(i—1,0) = > KP(Xi=k-F),
k'>ky(5)
b —1,4) = { > k'Pa(X1=k'—k")}
kl>k1(j) k'eK(j—1)

und fir € ©, 5 € I und k € K(j)

£G) = Eo(6(5, k)23 k)
() = {0)},er)
ul() = Bo(8°(, KNG )
w() = {0} hg -
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Satz 4.3: Seien die Voraussetzungen von Satz 3.4 erfillt und yo/v1 = 9o/,
go,g1 €T, g1 > 0. Dann gilt fiir j € TF:

g1
(Bjita —C°Gi +9)) 8°G) = —w0 3G +2)r°Gij+n) +
n=1
n-1
T Z C%3,5 + n)bz,(j +n,5+n+1).

n=0

Beweis: Entsprechend der oben angegebenen Definition ist fiir j € I'§ und Vk €
K(j)

sp(j) = E¢(6*(J,k)Zx.(j, k))
= Lo ( I {23, (Gk)>a* N*(j k)<c0 } ZI:P(L")) .

Mit den Definitionen fiic Z*(j, k) und k(7 + n) ergibt sich

. N g
sk(7) = Eq ( 1 {Z°(j»k)291k1(j+N‘(j.k))—go(j+N‘(j.k))}Z]_I'Z (J,k)) .
Damit ist die Funktion z(n,y) durch
71
2(my) = Tiyak () =go(s4m) Y

gegeben. Da ki(j +n + g1) = k1(j + n) + go gilt, ergibt sich

z(n+g1,y) = z(n,y),

so daB die Folgerung 3.2.1 des Satzes 3.2 mit ¢ = 1 und w%(j) = s°(j) angewandt
werden kann. Damit gilt

(Ejita — C°Uird + 91)) 8°(3) = v2(5), (21)
wobei
vz(]) = z(n7glk'_gﬂ(j+n)c2'(j’j+n)
n=1 kleﬁ(j_*_n)

a
= > Y T skt (MK — %G + 1) el (G, 5 +n)
n=1 e (j+n)
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ist. Daraus folgt
vi(j, k) =

n .
=3 Y i +n—Deup(i+n =17 +n) (nk =i +n))

n=1 k”el\'sj-i-n—-l)
n

K>k (5+
9
= =7 Z(j + n)ZCZ,ku(j,j +n—1) Z Cz“,k'(j +n—1,j+n)
n=1 K"eK(j+n~1) k'>ky(j+n)
9
+ T Z Z Cz’ku(j,j + n — 1) Z k,CZ/tykl(j + n— 17] + n)
n=1k"eK (j4n—-1) k'>ki(j4n)
n
= =70 (5 + k(5,5 +1n)
n=1
g1 . 0
b X dpliitn—1) X Kl tn =15+ n).
n=1 k"eK(j+n—-1) E'>ki(j+n)

Damit ergibt sich

g1 n-1
V() =~ Y+ n)rG i+ n)+ 1 > COG +n)bp (i + i+t 1)
n=1 n=0

Durch Einsetzen dieses Ergebnisses in Gleichung (21) ergibt sich die Behauptung
des Satzes.

Satz 4.4: Seien die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfillt und vo/m1 = go/g1,
go,91 €T, g1 > 0. Dann gilt fiir j € T¢:

g1
(Ejja — COU,d + 1)) w?() = D nr®(yi + n) +mC%(, 5 + 91)m® ().

n=1
Beweis: Nach Definition 4.1 ist fiir alle j € I'¢ und k € K(j)
wi(j) = Eo(6°(,k)N"(4, %))
= B (1 (s etiess) V0 R))
Mit den Definitionen fiir Z*(j, k) und k(5 + n) ergibt sich
uf(5) = Bo (1 (z+ (30201 k G+N*Gok) -0+ N+ G N () k),
so daB die Funktion z(n,y) durch

z2(n,y) = T (y01k1 (j4n)-g0(i+n)} T

gegeben ist. Da ky(j +n + g1) = k1(j + n) + go gilt, ergibt sich

z(n+g1,y) = 2(Y) + 91 T (430, k (4n)-g0(i+n)} -
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Mit Satz 3.2 gilt dann fiir den zu berechnenden Erwartungswertvektor

u®(j) = v2() + C°(j,5 + g)u®(j) + 91 C%(5, 5 + 91)m°(j)

bzw.
(Biste — C°Ghi +91) w°(5) = v2(7) + 9:C°(irj + )m®(j),  (22)
mit
6, - L ' . 0 /- -
vi(j) = Z Z z(n,glk — go(7 + n)ep, (4,5 + n)
n=1 preK(j+
a1
= Z Z 11 ok G4} 1 C(, 7+ 1)
n=1 peK(j
Daraus folgt
9
vf(j,k) = Zn Z Z ci,ku(j,j-#n— l)ci,,,k,(j-}-n—l,j—f-n)

n=1  k'>k(j+n) k"€K(j+n—1)

g1
= Yn > Gulitn—1P(X1>k(j+n)—k")
n=1  k"eK(j+n-1)

/31
=Yn Y duGitn—1rG+n—1,j+n).
‘n=1 k"€K(j+n—1)

Damit ergibt sich
a1
ve(j) =3 nrl(i+n).
n=1
Durch Einsetzen von v?(j) in die Gleichung (22) ergibt sich das Gleichungssystem
zur Berechnung von u ( ) = {Ee (6*(4J, )N (5, k) }rer(5)-

Mit Hilfe dieser beiden Erwartungswertvektoren 1aBt sich nun ein Gleichungssy-
stem zur Berechnung der ersten Ableitung der Giitefunktion aufstellen.

Satz 4.5: Seien die Voraussetzungen von Satz 3.2 und 4.2 erfillt und vo/m =
9o/91, 90,91 € T, g1 > 0. Dann gilt fiir den Vektor der ersten Ableitung m? (j)
der Giitefunktion m8(j), 0 € ©, der Tests T*(j,k) fir Vk € K(j) und j € T die
folgende Gleichung

(Ejjser — C°Ghi +91) m'(j) =
g1

— O S oG5 +n) — dORG) S 00,5 +n)

n=1 n=1
n-—1
+d(0) ) C,j+n)bl(j+n,j+n+1)
n=0

+ [d(0)g0 — ()01 C°(j, j + 91)m®(j) — '(0)C°(j,j + 91)m®(j),
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wobel

Xl

() = , ke K() und

0 101 2 2C1,3 N . NCin

C°G,j+g) =
.......... O lcn_lyn
—NCRL e _1cn,n-—1 0

ist. Die Elemente ¢;y; t,l = 1,...,n; der Matriz ae(j,j + g1) sind wie folgt
definiert:
it = crri(d,J +g1) ki € K(j), k1 € K(j+ ¢1).
Dabei gelte fir k; € K(3) bzw. kj € K(j + ¢1):
ki = ki(7), ki = ki(j + g1),
kr=k(j) -1, k=k(+a)-1,

kn = ko(j), k,, = ko(j + g1)-

Die Dimension n der beiden Matrizen ist durch die Wahl der Abbruchgrenzen a*
und b* sowie durch den Trennparameter 8* bestimmt. Es gilt

' [a* — b*]
n = .
84!
Beweis: Nach Satz 4.2 und mit den Definitionen 4.1 ist
o dmi()
mi(j) = —o

= d'(9) Hl—sﬁ(j) - (k —j%) mi(3) + Ci ui(j)]

Daraus folgt fiir den Vektor der Ableitungen der Giitefunktion m®’(j) mit Hilfe
von Satz 4.3 und Satz 4.4 sowie nach Multiplikation mit (E; j44, — C%(j,7 + o1)):

(Ejjtan — C°UJ + 1)) m®'(j) =
) 1 ol oo . . a .
d'(0) [;}- (71 S CU, b+ +n+1) — X (G +n)r(G,  + n))
n=0 n=1

- (Ej.j+91 - Co(j’j +gl)) I?l(]) mO(])

+C (i nr?(j,j +n)+ g1 C°(j, j +91)m9(j)> ] ,

n=1
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mit _
Ki(j)= | , ki€ K(j).
0 k, —-j}{‘l’-
Yo c’(0) .
Es ist — - daB sich
sist ) = " d’(H)’SO aB sic
(Em+gl — C8(j,j + ¢1)) m®(j) =
g1-1
ZCojj+n)bk,(]+n]+n+ an (7,7 +n)
n=0 n=1
g1
+[d(0)g0 — ¢(0)g1] C°(5, 5 + 91) m®(3) — d'(0) 22§ 3~ #(j, 5 + n)

1 =
— d'(0)Kq(j) m°(j) + d'(0)C° (5,5 + 91 Ka(j) m° (j)
ergibt. Weiterhin folgt aus Satz 3.4
= = . = . gl B B
Ki(j)m®(j) = Ki(7) C°(j,j + g1) m°(j) + K1 (j) 3_ 7°(j,5 + n).
Damit ergibt sich
(Ej.j-l-al - Ca(]h] + gl)) me,(j) =

g1 —1

ZCG ]+nbe(]+n]+n+1 ) = ¢( an 7 +n)
n=0
(2 (0)g0 — ¢(0)01] CG G +90) m () — dOKG) Y- 7 +n)

n=1
+d(0) [C°,j + 1) K (j) ~ I?lm Co(4,5 +g1)| m(j).
Fir die Differenz [C®(j, 5 + 1) K1 (j) — K1(3) C®(j,J + g1)] gilt
Ce(jaj + gl) El(]) - El(])ce(]vj +g1) = {(ki - kl)ck-‘,kl(jvj + gl)}i,l=1,...,n )
ki € K(j) und ky = k1(5), kn = ko(j).
Nach Definition 3.1 ist

b*
ko(7) = min{kEF k>—]+ } und
B! 8!

ki(y) = max{ke[‘;k<ﬂj+“_}’
84! T

so daf sich
ki — ko = ki(5) — ko(j)

B [a* _b*]
B !
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ergibt und somit

[a* - b*]
n = .
84!

Damit ist es also moglich, fiir sequentielle Tests T*(j, k) mit beliebigem Startpunkt
(7, k) € M zur Entscheidung iiber zusammengesetzte Hypothesen der Form (1),
die Ableitungen von Giite- bzw. OC-Funktion zu berechnen.

gilt.

4.3 Der Spezialfall § = 6*

Im Fall § = 6* ergeben sich spezielle Gleichungssysteme zur Berechnung der Giite-
bzw. OC-Funktion sowie ihrer Ableitungen. Im folgenden werden diese fiir die
Giitefunktion und ihren Anstieg angegeben.

Sei (N* 6*) ein sequentieller Test zur Entscheidung zwischen den Hypothesen (1)
mit dem Fortsetzungsgebiet M, darstellbar in der Form (2). T*(j, k) seien die
den Punkten (j,k) € M zugeordneten Tesis und 6 der unbekannte reellwerti-
ge Verteilungsparameter mit Werten in einer Parametermenge © = (Q, 5) einer
zur einparametrigen Exponentialfamilie gehérenden Wahrscheinlichkeitsfunktion
Po(X = z) = fo(x) = h(z)exp{d(f)z — ¢(#)}. Dann gilt unter den Voraussetzun-
gen der Satze 3.4, 4.1 und 4.5 fiir j € I'Y und 0 = 6*

(Em+m~(3(31+gn) Ejr (4,0 +n), (23)

(Bjjta — C (i +g1)) m*'(§) = Z (5 + 1) — C¥ (G, 7+ g1)m® (j)( |
n=1 24

bzw.

g1
(Ejjtan = C% (g +91)) m* () = =90 3 nv® (4,5 +n) (25)

+ 7 (Bsjea — C”(,d + 1)) K())m® (5)
a-1
+ ™ Z C? (j,j—{-n)bi?(j—i—n,j-%n—{- 1).

n=0

Dabei gilt fir k€ K(j+n—1), ¥ € K(j+n)undn=1,...,¢::

Ui +n) = CT (i +n =1 (j+n— 1,5 +n),
(_] +n—-l}+n) Poe (X1 > k(5 +n) — k),

C%(j,j +n)=C° ('j—{-n—l)Cg‘(j—i—n——l,j-{-n)
Guli+n—1,j+n)= Pu(Xy =k —k),
C%'(j,j+n)=C'(Gi+n—1)C¥(+n—1,j+n)

+ C (i +n-1)C (j+n—-1,j+n),
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re*'(j,j +n)= Ce“(]',j +n - 1)7‘0.(]' +n—1,5+n)
+ C¥ G = DG = 1) +n),

o Ppe( Xy > ky(j +n)—k
PG —Lj4n) = — Gl (lléj ") )l ;
0= o
.o . Pp(Xy =k —k
Guli+n—1,j+n)= o 1d0 )\ ,
0 =0
by (j+n,j+n+1)= { > k'Pg.(XI:k’—k”)} und
K>k (3) KMER (jn)
ky 0
K(j) = , ki€ K(j).
0 ke

Die Gleichungssysteme (23) und (24) sind Folgerungen der Satze 3.4 bzw. 4.1, die
sich sofort aus (8) und (13) mit 8 = 6 ergeben.

Das Gleichungssystem (25) ergibt sich zum einen aus Satz 4.2 mit '} = 0 fiir = 6*
sowie mit Hilfe von Satz 4.3, in dem ein Gleichungssystem zur Berechnung des
Srwartungswertvektors s% (j) = {E()- <6*(j, A:)Zlf,.(j,k))} angegeben wird.

ke N(7)

Zu dem gleichen Ergebnis, dem Gleichunssystem (25), fiihrt das Ausrechnen der
Ableitungen C®'(j,7 + ¢1) und #7(j, 5+ n), n = 1,..., g, in (24).

5 Beispiele

Beispiel 5.1: Gegeben sei eine Folge unabhédngiger, identisch verteilter Zufalls-
grofen Xy, X,, ... mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

Jo(x) = Py(X =) = h(z)exp{d(#)z — c(0)}
= 05(1 — )1~ t=0,1;0<0<1.

Zu prifen seien anhand des Tests (N*, 6*) die Hypothesen
Hy:0<0.03 und H,:0>0.03.

Gefordert sei, daf bei einem tatsachlichen Parameter § = 0.01 der Test die Hypo-
these Hy mit einer Wahrscheinlichkeit o < 0.1 ablehnt.

Iline solche Testsituation kann z. B. in der Qualitatskontrolle vorliegen, wenn
durch eine sequentielle Kontrolle iiber die Annahme bzw. Ablehnung einer Wa-
renlieferung mit einem unbekannten AusschuBanteil entschieden werden soll und
eine Ablehnung des Postens nur erfolgt, falls der AusschuBanteil grofier als ein
vorgegebener Wert ist sowie auBlerdem gefordert wird, daBl ein Posten mit einer
bestimmten (sehr kleinen) Ausschufirate mit einer vorgegebenen Wahrscheinlich-
keit angenommen wird (siehe auch [8]).
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Aus den anfangs beschriebenen Anforderungen an den Test ergibt sich fir die
Giitefunktion des Tests (N* 6*) die Forderung

M*(0.01) <0.1.

Nach Satz 6 in [3] kénnen dann die Stoppgrenzen des Tests wie folgt berechnet
werden

@ = "d(o'ij)’(f‘;(o') 1“(1-6-y a)

* *
b* = —a*,

wobei 8" durch die Beziehung

07)  c(8") — ¢(8')
2(0%) ~ d(6") — d(9')

definiert ist. Mit

6
d(9) = ln(l—O) und

) = —In(1-20)
ergibt sich fiir « = 0.1, * = 0.03 und ¢’ = 0.01

at = 38.741267 und

b* = —38.741267.

Die TestgroBe des Tests ist entsprechend Gleichung (13) in [3]

1 n
* — - Xi _ 0*
= e [Z " ]

10000 [

In Tabelle 1 und den Abbildungen 1 bis 3 sind die Giitefunktion, der mittlere
Stichprobenumfang sowie die Ableitung der Giitefunktion, die mit Hilfe der in
den vorangegangenen Kapiteln angegebenen Gleichungssysteme ermittelt wurden,
dargestellt.

Beispiel 5.2: Gegeben sei eine Folge unabhéangiger, identisch verteilter Zufalls-
groflen X, Xy, ... mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

fo(z) = Py(X =a) = h(z)exp{d(#)z — c(0)}
=%exp{—0}, z=0,1,...; 6>0.

Zu priifen seien anhand des Tests (N* 6*) die Hypothesen
Hy:0<0.03 und H;:0>0.03.
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Gefordert werde analog dem Beispiel 5.1, daf8 bei einem tatsichlichen Parameter
f = 0.01 der Test mit einer Wahrscheinlichkeit « < 0.1 die Hypothese Hy ablehnt.
Aus den Anforderungen an den Test ergibt sich fiir die Gitefunktion wiederum

M*(0.01) <0.1.

Die Stoppgrenzen des Tests konnen ebenfalls wieder mit Hilfe von Satz 6 in [3]
berechnet werden. Mit

d(#) = In@ und

c(d) = 0
ergibt sich
* = ! ln( a )
T T —me) \1-a
b* = —a*,
wobei 0" durch die Beziehung
9" — ¢
0 =

Ing” —In@’
definiert ist. Iiir a« = 0.1, 8* = 0.03 und ¢ = 0.01 ist damit

a* = 38.470585 und
b* = —38.470585.

Die Testgrofie des Tests ist entsprechend Gleichung (13) in [3]

1

Zy = o [; X; — 110*]

= lg—g [Z X; — 0.0371] .

i=1

In Tabelle 2 und den Abbildungen 1 bis 3 sind fiir diesen Test die Giitefunktion,
der mittlere Stichprobenumfang sowie die Ableitung der Giitefunktion dargestellt.
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Abbildung 2: Die Ableitung der Giitefunktionen zu Beispiel 5.1 und 5.2
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0* = 0.030
fo Eg,N* M*(6) M (o)
0.010 | 50.45666927 | 0.05040215 | 10.80017452
0.020 | 58.45310423 | 0.21380152 | 20.83930384
0.030 | 58.36030832 | 0.43615976 | 22.06009772
0.040 | 52.55722275 | 0.63343720 | 16.88860022
“0.050 | 45.10408530 | 0.77226906 | 11.06391690
0.060 | 38.23156793 | 0.86023299 6.82344850
0.070 | 32.56584243 | 0.91398106 4.14528983
0.080 | 28.06370404 | 0.94665591 2.52688065
0.090 | 24.50861640 | 0.96665581 1.55488110
0.100 | 21.68319720 | 0.97902037 0.96646003
0.200 | 10.06111691 | 0.99979105 0.00996931
0.300 6.66809516 | 0.99999870 0.00007055
0.400 5.00001870 | 1.00000000 0.00000024
0.500 4.00000011 | 1.00000000 0.00000000

Tabelle 1: Mittlerer Stichprobenumfang, Gitefunktion und Ableitung der Giite-
funktion zu Beispiel 5.1
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6* = 0.030

0o Eg, N* M* (o) M*'(6,)
0.010 | 51.88668905 | 0.04971789 | 10.72841772
0.020 | 60.19545949 | 0.21292472 | 20.85585147
0.030 | 60.05635843 | 0.43517098 | 22.00107781
0.040 | 54.03870530 | 0.63144791 | 16.76532781
0.050 | 46.38828082 | 0.76915106 | 10.97224259
0.060 | 39.37244126 | 0.85649564 | 6.79077043
0.070 | 33.60253766 | 0.91015741 | 4.15720405
0.080 | 29.01984416 | 0.94308912 | 2.56336526
0.090 | 25.39882028 | 0.96351344 | 1.60139591
0.100 | 22.51742899 | 0.97635523 | 1.01434551
0.200 | 10.61673094 | 0.99958588 | 0.01627496
0.300 | 7.17365758 | 0.99999170 | 0.00032379
0.400 | 550058710 | 0.99999983 |  0.00000655
0.500 | 4.50036757 | 1.00000000 | 0.00000013

Tabelle 2: Mittlerer Stichprobenumfang, Gitefunktion und Ableitung der Giite-

funktion zu Beispiel 5.2
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Abbildung 3: Die ASN-Funktionen zu Beispiel 5.1 und 5.2
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