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Grundlagen der Optimierung

Ubung 14

Aufgabe 59: Umformulierung von Ungleichungsnebenbedingungen mit Hilfe
von Slacks

Wir betrachten das Problem

Minimiere f(z) iiber x € R"
sodass gi(z) <0, i1=1,...,m
und das dazu dquivalente Problem
Minimiere f(z) iber (z,s) € R" x R™
sodass gi(z)+s; =0, i=1,...,m (2)
und s > 0.
(a) Gib die KKT-Bedingungen fiir beide Probleme an und zeige, dass sie zueinander
aquivalent sind.

(b) Es sei € R” mit g;(z) <0 firi=1,...,mund s; = —g;(x) fir i = 1,...,m.
Zeige, dass fiir Problem (1) die Abadie-CQ im Punkt z genau dann erfiillt ist,
wenn sie fiir das Problem (2) im Punkt (z,s) erfiillt ist.

Aufgabe 60: Umformulierung von Ungleichungsnebenbedingungen mit Hilfe
von Slacks erhilt MFCQ und LICQ

Wir betrachten die in Aufgabe 59 gegebenen Probleme. Es sei z € R™ mit g;(x) < 0 fiir
i=1,...,mund s; = —g;(z) fiiri = 1,...,m. Zeige, dass fiir Problem (1) MFCQ bzw.
LICQ im Punkt = genau dann erfiillt ist, wenn MFCQ bzw. LICQ fiir das Problem (2)
im Punkt (z,s) erfiillt ist.

Aufgabe 61: Lagrange-Multiplikatoren fiir Minimax—Aufgabe

Wir betrachten das Problem:

Minimiere max{fi(z),..., fr(z)} iber z € R"



mit stetig differenzierbaren Funktionen f; : R® - R, i=1,...,r.

Es sei 2* ein lokales Minimum. Zeige zunéchst iiber die MFCQ (Definition 17.9), dass
Lagrange-Multiplikatoren pj, j = 1,...,r existieren, so dass (z*, u*) das zugehorige
KKT-System erfiillen. Folgere daraus die notwendigen Bedingungen

DouVEE) =0, 20, Y =1
j=1 j=1
und =0, fir jmit f;(z") < max{fi(z%),..., fr(z")}.
Hinweis: Betrachte das dquivalente Problem (die sogenannte Epigraph-Formulierung):

Minimiere ¢ iiber (z,t) € R"!
sodass fj(z) <t, j=1,...,m7.

Aufgabe 62: Zusammenfassen von Lagrange-Multiplikatoren bei unteren und
oberen Beschriankungen

Wir betrachten das folgende Optimierungsproblem mit Box-Beschrankungen

Minimiere f(z) tiber x € R"
sodass a <g(z)<b (3)
und h(z) =0.

Hierbei sind f : R® - R, g : R® — R™, h : R® — RP stetig differenzierbar und
a,b € R™ mit a < b.

(a) Formuliere eine zu (3) dquivalente Aufgabe von der Form (16.1) und gib die zuge-
horigen KKT-Bedingungen an.

(b) Zeige, dass diese KKT-Bedingungen zu den folgenden Gleichungen dquivalent sind

m p
Vf(x)+ Z,ui Vgi(x) + Z Aj Vhj(z) =0
i=1 Jj=1

h(z) =0 (4)
0< (o)™, gi(x) < bi, ()" (gi(x) — bs) = '
0 < (wi) , ai <gi(x), (wi)~ (ai — gi(x))

0
0 i=1,...,m.

Dabei bezeichnet (11;)" = max{0, j1;} den positiven Anteil und (u;)~ = — min{0, u;}
den negativen Anteil von p; .



Hausaufgabe 33: KKT-Bedingungen fiir quadratische Optimierungsprobleme

Wir betrachten die folgende quadratische Optimierungsaufgabe mit linearen Glei-
chungsnebenbedingungen:

1
Minimiere §xTQx +c¢'x iiber z € R®

sodass Bz =d.

Dabei sei QT = Q > 0, und die Matrix B € R™*™ habe vollen Zeilenrang.

(a)

Stelle die KKT-Bedingungen auf und formuliere diese als lineares Gleichungssys-
tem.

(b) Ist der Lagrange-Multiplikator eindeutig bestimmt?

Hausaufgabe 34: Beispiele fiir Guignard-CQ # Abadie-CQ # MFCQ # LICQ

(a)

Zeige, dass fiir das Optimierungsproblem
min f(z)
sodass x1-x2 =0
T > 07 To > 0
im Nullpunkt z* = (0,0) die Guignard-CQ, aber nicht die Abadie-CQ erfiillt ist.

Gegeben seien die Funktionen ¢: R — R,

(y + 1)27 Yy < *]-a
C(y) = 07 -1 S Y S 17
(y - 1)27 Yy > 17

91,92 : R?2 5 R, g1(z) := c(w1) — 22, g2(x) := c(x1) + x9. Weiter sei f: R?2 — R
eine beliebige konvexe und stetig differenzierbare Funktion. Zeige, dass das Opti-
mierungsproblem

min  f(x)
sodass gi(x) <0
g2(x) <0

ein konvexes Problem ist. Welche constraint qualifications aus Definition 16.5, 17.9
und 17.14 sind im Punkt z* = (0,0) erfiillt?

Zeige, dass fiir das Optimierungsproblem

min 22 + (22 + 1)2
sodass —xif —x9 <0
—X9 § 0

im Nullpunkt z* = (0,0) die Bedingung MFCQ erfiillt ist, aber LICQ nicht erfiillt
ist.
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