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§ 10 Innere-Punkte-Verfahren

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 4.1

Innere-Punkte-Verfahren (IP-Verfahren) oder interior point methods* bewegen
sich im Gegensatz zum Simplex-Verfahren im (relativen) Inneren des zuléssigen Po-
lyeders zu einer Losung. Sie sind eine Alternative insbesondere fiir grofe LP und
aufkerdem verallgemeinerbar auf allgemeine nichtlineare Optimierungsaufgaben.

Wir betrachten wieder das primale LP in Normalform

Minimiere ¢'z sodass Az =b und 2 >0 (10.1)
mit dem dualen LP
Maximiere b'A sodass A'A+s=c und s>0 (10.2)
und den notwendigen und hinreichenden Optimalitdtsbedingungen
AT+ s = c, §>0 duale Zuléssigkeit
Az =b, >0 primale Zulassigkeit (10.3)
;8 =0, 1=1,...,n Komplementaritat.

Wir wissen nach Satz 8.5, dass eine Losung (x, A, s) von (10.3) gleichzeitig Losun-
gen von (10.1) und (10.2) liefert. Wir konzentrieren uns daher nun auf sogenannte
primal-duale Innere-Punkte-Verfahren zur Losung von (10.3).

Wir betrachten dazu folgende Stérung des Optimalititssystems (10.3):
AT A+s=¢, s>0
Ar=b, >0 (10.4)
Tis;i =1, t=1,...,n.
mit einem Parameter 7 > 0.
Falls existent, so heifst die Abbildung
s (@000, 50)

der zentrale Pfad, und (10.4) heifsen Zentraler-Pfad-Bedingungen (ZPB). Die
Idee der Innere-Punkte-Verfahren besteht darin, den Pfad fiir 7 \, 0 zu verfolgen.

Alternative Betrachtungsweise: Wir fithren das zu (10.1) gehorige (primale)
logarithmische Barriere-Problem ein:

Minimiere ¢’z — TZ]D(Z‘Z') sodass Ar =b und x> 0. (10.5)
i=1

Das zum dualen Problem (10.2) gehorige Barriere-Problem lautet analog

Maximiere b'\+ TZln(si) sodass A'A+s=c und s>0. (10.6)
i=1
Den Zusammenhang zwischen (10.5), (10.6) und dem gestorten Optimalitétssystem
(10.4) stellt der folgende Satz her, der ein Analogon zu Satz 8.5 ist.

Satz 10.1 (Notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingungen).
Es sei 7 > 0 gegeben.
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Alog barrier function Feasible region for perturbed complementarty condition x* s = 1.0

ABBILDUNG 10.1. Ein Barrierefunktional mit ¢ = (10,1)" und 7 = 1
(links) und zuléssige Region bzgl. der gestorten Komplementaritéts-
bedingung x s = 7 (rechts).

(a) Ist 2*(7 eine Losung des primalen Barriere-Problems (10.5), dann existieren
(A 5™ sodass (2, X7 %)) das System (10.4) erfiillt.

(b) Ist (\*(™, s*(M) eine Losung des dualen Barriere-Problems (10.6), dann exis-
tiert *(, sodass (z*, \*( s*(7)) das System (10.4) erfiillt.

(c) Erfiillt (*@, X* *()) das System (10.4), dann ist 2*() eine Losung von
(10.5), und (A*™), *(7)) ist eine Lésung von (10.6).

Beweis: Ein vollstindiger Beweis folgt spiter!” (Satz 17.8), siche auch Geiger, Kan-
zow, 2002, Satz 4.1. O

Beachte: Das Pfad-Problem (10.4) hat nicht immer eine Losung!

Beispiel 10.2 (Unlésbares Pfad-Problem).
Wir betrachten als primale Aufgabe:
Minimiere x7+ x5 sodass z14+ 29 =0 und z; >0, 29 >0

mit der eindeutigen Losung z* = (0,0)". Im zugehérigen Pfad-Problem (10.4) wi-
dersprechen sich jedoch x1 + x2 = 0 und = > 0, sodass (10.4) keine Losung besitzt.
(Wegen Satz 10.1 besitzen dann auch (10.5) und (10.6) keine Losung.)

Wir untersuchen jetzt die Losbarkeit von (10.4).

Definition 10.3 (Primal-dual zuldssige Menge).
Die Menge

F={(z,\s):Az=b, A"\ +s=c, >0, s>0}
heifst die (primal-dual) zulidssige Menge und

Fo={(z,\8): Ar=b AT A+s=c, >0, s> 0}

die (primal-dual) strikt zulissige Menge.

4TEg geht auch ad hoc.
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Wegen Satz 10.1 ist Fy # () notwendig dafiir, dass (10.4) und damit (10.5) und (10.6)
Losungen besitzen. Dies ist aber auch hinreichend:

Satz 10.4 (Existenz einer Losung fiir das primale Barriere-Problem®®).

Die strikt zuldssige Menge Fy sei nichtleer. Dann besitzt das primale Barriere-
Problem (10.5) fiir jedes 7 > 0 eine Losung 2*(™.* (Nach Satz 10.1 besitzen also
auch (10.4) und (10.6) Losungen.)

Beweis: Es seien 7 > 0 und ein (g, Ao, So) € Fo gegeben. Es gilt also
ATAO + Sp = ¢, Al’o = b, g >0, s9>0. (*)

Wir bezeichnen mit
BO(z)=c"x -7 Zln(:ci)
i=1

die Zielfunktion in (10.5). Wir werden zeigen, dass die (Sub-)Levelmenge
L(zg) ={z eR": Az =b, x>0, B7(z)< B (z)}

kompakt ist. (Nichtleer ist sie wegen zo € L(z).) Das Barriere-Problem (10.5) ist
daher #dquivalent zur Minimierung der stetigen Funktion B(™) iiber der kompakten
Menge L(xg), besitzt also eine globale Losung, vgl. Satz 1.4. Die eigentlich benétigte
strengere Bedingung = > 0 in der Definition von L(xg) ergibt sich automatisch aus
B (x) < BT (xy).

Offenbar ist £(zo) abgeschlossen.” Fiir x € £(x) folgt aus ()

BT(z) + 1 Z In(z;) =c'x
=1 =c'z — A\ (Az —b)
=clx—x AT N+ Db\
=c'z—a'(c—s50)+b" Ao
=x2's9+b Ao.
Daher gilt
B(T)(x) < B(T)(:L‘o)

& alsg+b N —T Z In(z;) < B™ ()
n i=1
& Z (250, — TIn(z;)] < B (x4) —b" Ao = const
i=1
Die Funktionen
ZTit—r [QZ'Z'SQ,Z‘ — Tln(.%'l)]

sind auf RT wegen sp; > 0 nach unten beschrénkt und konvergieren gegen oo fiir
x; — oo. Daher ist L(zg) auch beschrénkt, also kompakt. O

48Beachte: (10.4) ist also nicht nur die Stérung des Optimalitéitssystems (10.3), sondern sei-
nerseits das Optimalititssystem fiir die gestorte Aufgabe (10.5) (und (10.5)).

L jes: globales Minimum, denn (10.5) ist eine konvexe Aufgabe, vgl. Satz 11.16.

0als Schnitt von Urbildern abgeschlossener Mengen unter stetigen Funktionen
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Folgerung 10.5 (Existenz des zentralen Pfades).

Die strikt zuldssige Menge Fy sei nichtleer. Dann besitzen die ZPB (10.4) fiir jedes
7 > 0 eine Losung (z*(, A0 s*(")). Dabei sind die (z, s)-Komponenten eindeutig
bestimmt. Besitzt A vollen Zeilenrang (rang(A) = m), so ist auch A*(™ eindeutig.

Beweis: Nach Satz 10.4 besitzt das primale Barriere-Problem (10.5) fiir jedes 7 > 0
eine Losung 2*(7. Wegen Satz 10.1 existieren dann Vektoren A*™ und s*(7 sodass
(z*™, X7 *()) eine Losung von (10.4) ist.

Zur Eindeutigkeit: Das primale Barriere-Problem (10.5) besitzt eine strikt konvexe
Zielfunktion (Definition 11.9), und die zulédssige Menge

{reR": Az =0, x>0}
ist konvex. Daher ist 2*(7 eindeutig bestimmt, siehe Satz 11.16. Aufgrund der Be-
dingungen z}s; = 7 fiir 7 = 1,...,n ist damit auch s*7) eindeutig bestimmt.
Besitzt A vollen Zeilenrang, dann ist AAT € R™™ invertierbar, und aus AT \*(7 +
s*(T) = ¢ folgt

N = (AAT)TA(e — 557,

Definition 10.6 (Strikt komplementire Losung).

Eine Losung (z*, \*, s*) der Optimalitdtsbedingungen (8.5) heifst strikt komple-
mentar, wenn fiir alle : = 1, ..., n entweder 27 = 0 oder s; = 0 gilt.

Satz 10.7 (Konvergenz fiir 7\, 0).

Die strikt zulissige Menge F, sei nichtleer, und es gelte 7 \, 0. Es sei
(z®, s*) \*)) eine Losung von (10.4) fiir 7 = 7). Dann ist die Folge {(z*), s(¥))}
beschrankt und besitzt daher eine konvergente Teilfolge. Jeder Héufungspunkt
(Grenzwert einer Teilfolge) gehort zu einer strikt komplementéren Losung (x*, \*, s%)
von (10.3).%

Beweis: Es sei (g, Ao, So) € Fo. Es gilt
(2™ — 20)T(s® —50) = (™ —20) TATNg = A®) = (b =0)T (Ao — A¥) =0

T T
= xg s® g g®) 5y = a® ) xgso
\ / N e’ \ /

>0 >0 =r®n =e>0

= 0< xgs(k) —i—x(k)Tso =7 te<Fn+c firalekeN

= {[l2® ||} und {||s®||} sind beschréinkt.
Also existieren konvergente Teilfolgen
e®) g >0, s 5 5 >0,

und es gilt Az*) = b, also auch Az* = b, sowie k) T glke) — (ko) gy N\ 0, also auch
(2*)Ts* =0.

5INur solche kann man also iiberhaupt durch primal-duale IP-Verfahren erreichen.
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Die Folge {\*)} erfiillt ATA®) = ¢ — s d.h., ¢ — s*) € Bild (A") fiir alle
m € N. Da Bild (A") als Unterraum abgeschlossen ist, liegt auch der Grenzwert
c—s* €Bild (A"), d.h., es existiert \* mit AT\* + s* = ¢.°2 Mit anderen Worten:
(x*, \*, s*) erfiillt (8.5).
Zur strikten Komplementaritét:

(x(ke) — m*)T(s(k’f) —5*) = (x(kz) — ) TAT () — )\(kz)) =b-b)"\ - )\(kz)) =0

= (2) T80 g g0 Tgr = g0 Tglke) ()T g = kel

:T(ké)n =0
n * n * (kl) (kf)
z; S, (ke) _ T (ke) _ T
= Z _x(k") + Z —S(ke) =n wegens, = _x(kf) und z;"" = _S(ke)’
i=1 L5 i=1 Si i i

Die 2n Quotienten in den Summen sind jeweils entweder = 0 oder konvergieren fiir
¢ — oo gegen 1. Daraus folgt entweder 7 = 0 oder s7 =0 firalles=1,...,n. O

92D, h., \* ist nicht notwendig Grenzwert der Folge {\(*)}, sondern wird konstruiert.



