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Grundlagen der Optimierung

Ubung 15

Aufgabe 58: Abadie-CQ und Guignard-CQ am Beispiel

Untersuchen Sie bei folgenden Optimierungsaufgaben die Regularitétsbedingungen von
Abadie und Guignard im jeweils einzigen zuldssigen Punkt:

(a)

Minimiere (2 +1)? iiber z € R

unter 2% < 0,

Minimiere (z +1)? iiber € R

unter z = 0.

Aufgabe 59: KKT-Bedingungen fiir quadratische Optimierungsprobleme

Wir betrachten die folgende quadratische Optimierungsaufgabe mit linearen Glei-
chungsnebenbedingungen:

1
Minimiere §xTQx +c¢'x iiber z € R"
sodass Bx =d.

Dabei sei QT = Q > 0, und die Matrix B € R™*™ habe vollen Zeilenrang.

(a) Stelle die KKT-Bedingungen auf und formuliere diese als lineares Gleichungssys-
tem.

(b) Ist der Lagrange-Multiplikator eindeutig bestimmt?
Aufgabe 60: Lagrange-Multiplikatoren fiir Minimax—Aufgabe

Wir betrachten das Problem:
Minimiere max{fi(z),..., fr(z)} iber z € R"

mit stetig differenzierbaren Funktionen f; : R® - R, i =1,... 7.



Es sei z* ein lokales Minimum. Zeige zunéchst iiber die MFCQ (Definition 17.9), dass
Lagrange-Multiplikatoren pj, j = 1,...,r existieren, so dass (z*, u*) das zugehorige
KKT-System erfiillen. Folgere daraus die notwendigen Bedingungen

SV =0, pr=0, D u5=1
=1 =1
und =0, fiir jmit f;(z") <max{fi(z"),..., fr(2")}.

Hinweis: Betrachte das dquivalente Problem (die sogenannte Epigraph-Formulierung):

Minimiere ¢ iiber (z,t) € R"!
sodass fj(z) <t, j=1,...,m7

Aufgabe 61: Beispiele fiir Guignard-CQ # Abadie-CQ # MFCQ # LICQ

(a) Zeige, dass fiir das Optimierungsproblem

min f(x)
sodass x1- 120 =0
x1 20,29 >0

im Nullpunkt z* = (0,0) die Guignard-CQ), aber nicht die Abadie-CQ erfiillt ist.
(b) Gegeben seien die Funktionen ¢: R — R,

(y + 1)27 Yy < _]-a
C(y) = 07 -1 S Yy S 17
(y - 1)27 y > 17

91,92 : R?2 = R, g1(z) := c(w1) — 22, g2(x) := (1) + x9. Weiter sei f: R?2 = R
eine beliebige konvexe und stetig differenzierbare Funktion. Zeige, dass das Opti-

mierungsproblem
min  f(x)
sodass gi(x) <0
g2(x) <0

ein konvexes Problem ist. Welche constraint qualifications aus Definition 16.5, 17.9
und 17.13 sind im Punkt 2* = (0,0) erfillt?

(c) Zeige, dass fiir das Optimierungsproblem

min 22 + (22 +1)2
sodass —a3 — 29 <0
— X9 S 0

im Nullpunkt 2* = (0, 0) die Bedingung MFCQ erfiillt ist, aber LICQ nicht erfiillt

1st.



Aufgabe 62: MFCQ ist Aquivalent zur Kompaktheit der Menge der Lagrange-
Multiplikatoren

(a) Es sei xq ein zuldssiger Punkt fiir das Optimierungsproblem

Minimiere f(z) iiber z € R"
sodass g(z) <

(1)

mit stetig differenzierbaren Funktionen f: R" - R, g : R® - R™ und A : R" —
RP.

Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.

(a) xq erfiillt die MFCQ

(b) das System

> p1iVgi(zo) + Zp: A;jVhj(zo) =0  mit g >0 Vi € A(xg)
i€ A(x0) j=1
hat nur die triviale Losung (u, A) = 0.
Hinweis: Nutze Hausaufgabe 37.
(b) Es sei (z*, \*, u*) ein KKT-Punkt von (1). Zeige die Aquivalenz von
(a) MFCQ gilt in z*.

(b) Die Menge der zu x* gehorenden Lagrange-Multiplikatoren (p*, \*) € R™ x RP
ist kompakt.

Hausaufgabe 36: Grafisches Losen, KKT-Bedingungen und fmincon

(a) Lose das Optimierungsproblem

min  f(z) := (z1 — 2)* + (22 — 1)°
sodass g1(x) := 2% — 1y <0
gr) =x1+22—2 <0
grafisch. Zeichne dazu die Niveaulinien von f und die zuléssige Menge und markiere
darin die optimale Losung.

(b) Gilt LICQ in der Losung? Bestimme die zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren.

(c) Zusatz: Verwende den Befehl fmincon aus der Optimization-Toolbox von Matlab,
um das Optimierungsproblem zu losen. Lasse dir dabei auch die Lagrange-Multipli-
katoren ausgeben.



Hausaufgabe 37: Ein weiterer Alternativsatz

Seien A € R?*™ und B € RP*™ zwei Matrizen mit rank(B) = p. Zeige, dass dann

entweder das System
Ad <0, Bd=0

l16sbar ist oder dass das System
ATu+B™A=0

eine Losung (p, A) # 0 mit x4 > 0 hat.
Hinweis: Farkas-Lemma 16.7

Hausaufgabe 38: Umformulierung von Ungleichungsnebenbedingungen mit
Hilfe von Slacks

Wir betrachten das Problem

Minimiere f(x) tber x € R"
sodass g¢i(z) <0, i1=1,...,m

und das dazu dquivalente Problem

Minimiere f(x) iiber (z,s) € R" x R™
sodass gi(z)+s; =0, i=1,...,m (3)
und s> 0.

(a) Gib die KKT-Bedingungen fiir beide Probleme an und zeige, dass sie zueinander
aquivalent sind.

(b) Es sei z € R” mit g;(z) <0 firi=1,...,mund s; = —g;(x) fir i = 1,...,m.
Zeige, dass fiir Problem (2) MFCQ bzw. LICQ im Punkt z genau dann erfiillt ist,
wenn MFCQ bzw. LICQ fiir das Problem (3) im Punkt (x, s) erfiillt ist.
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