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Grundlagen der Optimierung

Ubung 14

Aufgabe 53: Eigenschaften des Kegels der zulissigen Richtungen

Beweise Lemma 14.8 aus der Vorlesung.

Aufgabe 54: Grafische Darstellung von K/ (z) und Ny (x)

Stellen Sie die Kegel der zuldssigen Richtungen Kj/(z) und die Normalenkegel Ny ()
fiir folgende Mengen dar:

(a) M = {G) , <_12>} im Punkt = = (1,-1)T,
(b) M:{(Zg)) € R?: xER} u {(g) € R?: zzo}

in den Punkten 1 = (0,0)" und zo = (—1,-1)T,
() M={zeR?: [z|3=1} U {z€R?: |z— (1,0)"|3 =1}
T
im Punkt x = (%, —%\/g) .

Aufgabe 55: Tx(z9) und T{"(z() an einem Beispiel

In den folgenden zwei Teilaufgaben wird jeweils eine zulassige Menge X durch X =
{z € R" : g(x) < 0} beschrieben. Gib jeweils fiir den gegebenen Punkt zo die Menge
der aktiven Indizes A(z¢), den Tangentialkegel Tx (z¢) und den linearisierten Tangen-
tialkegel T4 (zp) an. Fertige je eine Skizze an.

(a) .
g(x)_<x1+$2—1 ) mit o = (1, O)T
1-— il
(b)
a:% + x% -1
g(z) = 1—x mit zo=(1,0)"
Z2



Aufgabe 56: Optimalititsbedingungen der konvexen Optimierung auf LPs
angewandt

(a) Gegeben sei fiir A € R™*™ b e R™ das Polyeder P in Normalform
P={zecR": Az =05, z > 0}.
Zeige, dass fiir den Normalenkegel in x € P gilt:
Np(x)={yeR":INER™,scR": —y=A"\+5, §>0, s z=0}.

Hinweis: Benutze Lemma 16.7 (Farkas-Lemma).
(b) Leite damit aus Folgerung 15.2 die Aquivalenz von (a) und (c) in Satz 8.5 (Notwen-
dige und hinreichende Optimalitdtsbedingungen der linearen Optimierung) her.

(c) Berechne den Normalenkegel zu
P={zecR":Az=0b, z >0}

in einem Punkt z € P.

Aufgabe 57:

Zeige zuerst, dass flir K, Ky konvexe Kegel mit K; C K> stets K7 O K3 gilt und dann,
dass fiir zwei nichtleere, abgeschlossene, konvexe Mengen C7 und Co mit x € C1 N Cy
immer To,ne,(x) € Ty (z) N Te,(x) und Noyne,(z) D conv(Ne, (x) U Ney(x)) =
Ney (z) + Ney (). Gib ein Beispiel fiir C; und Cy an, wo Gleichheit nicht erfiillt ist.

Hausaufgabe 33: Eigenschaften des Normalenkegels

Beweise Lemma 14.13 aus der Vorlesung.

Hinweis: Zeige dazu in Teil a), dass die Beziehungen Ny (z) = Kjs(2)° und (M —
x)° = K (x)° erfiillt sind. Daraus folgt automatisch Ny (z) = (M — z)°. Aufierdem
konnte Lemma 14.11 in Teil b) hilfreich sein.

Hausaufgabe 34: Tx(z¢) und T4"(zy) am Beispiel

In den Teilaufgaben (a) und (b) wird jeweils eine zuldssige Menge X durch X = {z €
R™ : g(x) < 0 und h(xz) = 0} beschrieben. Gib jeweils fiir den gegebenen Punkt x
die Menge der aktiven Indizes A(zg), den Tangentialkegel Tx (xg), den linearisierten
Tangentialkegel 75i%(z¢) und den Normalenkegel Ny (z¢) an. Fertige je eine Skizze an.
(a)

(1 —1)* 4+ 23 -1
(1 —3)* + a2 -1
3+ 1
—xr3 — 2

g(x) = mit zo=(2,0,-1)"



(b) Verifiziere, dass der lineariserte Tangentialkegel von der Beschreibung der zuldssi-
gen Menge X abhéngt (Bemerkung 16.3 (c¢)). Benutze dazu die folgenden beiden
Darstellungen derselben Menge X C R? und betrachte den Punkt x¢ = (—1, 0) .

i)
g(z) = ( ;fci] 1 > Mo
ii) . < 2y — (21 + 1)3 ) . h(z) =

1‘1—1

Hausaufgabe 35: 74%(z¢) = TXin (0) (T0)

Beweise Bemerkung 16.3 (a). Folgere daraus, dass fiir lineare Programme

T2 diber z € R"

min ¢
sodass Az =1b

und x>0

mit A € R™*" b€ R™ und ¢ € R" die Abadie-CQ (d.h. Tx (z0) = Ti%(x0)) in jedem
zuldssigen Punkt xg € R™ erfiillt ist.
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