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Grundlagen der Optimierung

Beispiele Lagrange-dualer Optimierungsaufgaben

Beispiel (Lagrange-Dualitéit bei QP)
Betrachte das quadratische Optimierungsproblem (quadratisches Programm,
QP, siehe Definition 1.6)

1
Minimiere f(z) = ExTQx +c'z+y dberz e Q=R"

sodass Ajx < by (1.1)
und  Asx = by
mit einer symmetrischen positiv semidefiniten Matrix ¢ € R™"™ und A; € R™*",
Ay € RP*™ phy € R™, by € RP.
Beachte: (1.1) ist eine konvexe Optimierungsaufgabe.
Die Lagrange-Funktion

1
L(x,\ p) = §xTQx telom+y+pu (A — b))+ AT (Agx — by).

ist konvex bzgl. z. Notwendig und hinreichend fiir das infegn £(z, A, @) ist V. L(z, A, 1) =
0, also
Qr+c+ Al p+ Aj\=0. (%)
Das heifst, es gilt
g\ p) = L(z, A\ p) & (x) gilt.

Die duale Aufgabe ist demnach gegeben durch

Maximiere L(x, A, u) iber (z, A\, u) € R" x R? x R™
sodass Qr+c+ Al pu+ A =0 (1.2)
und u >0

und ist damit wieder ein QP. Ist @ sogar s.p.d., so konnen wir (%) auflésen und x
aus (1.2) eliminieren. o

Beispiel (Minimum-Norm-L3sung eines linearen Gleichungssystems)

Wir betrachten
Minimiere ||z || iber z € Q =R" (1.3)
sodass Axr =0b '

mit der euklidischen Norm ||-|]|, A € R™*" und b € R™. Die Lagrange-Funktion ist
L(z,\) = ||z]| + AT (Az —b).

Fall (I): Falls [|[AT)|| > 1, dann gibt es ein z € R™” mit ||2]] = 1 und 2TATX > 1.
Wiahle 2 = -tz
Lz, \) =t||z]| —tATAz—=ATb  fiir t >0
=t (|2l —ATAz) = ATb
—_———
<0
— —oo fiir t — oo.
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Fall (IT): Falls |ATA|| < 1, so gilt

L(x,\) = ||z|| + A\TAz — \Tb
> (1= |ATA|)|lz]l = ATb  Cauchy-Schwarz
Z'_AT@

und dieser Wert wird fiir #* = 0 angenommen.
Zusammen folgt:
~A\Th, falls ||[ATA| <1
o) 47
—00,, falls [|[A"A|| > 1.

[Wegen der Konvexitdt der Lagrange-Funktion bzgl. z hitten wir auch mit 0 €
0. L(x, \) argumentieren kénnen.|

Das zu (1.3) duale Problem ist also dquivalent zu:

Maximiere — \'b iiber A €¢ R™
i (1.4)
sodass ||A'A|| < 1.
Beachte: Das duale Problem hat eine diffbare Zielfunktion! o
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