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Grundlagen der Optimierung

Ubung 6

Aufgabe 20: Verschiedene Verfahren zum Losen eines LPs

Betrachten Sie das folgende lineare Optimierungsproblem

min 3x1 + o

sodass 1 —x9 < 3
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Z1, T2 Z

Losen Sie das Problem grafisch.
Formen Sie das Optimierungsproblem in ein LP in Normalform um.

Berechnen Sie alle Basisvektoren (mit zugehoriger Basis- und Nichtbasismatrix)
und identifizieren Sie sie in der Skizze aus (a).

Welche der Basisvektoren sind zuléssig?

Bestimmen Sie die Ecken des Polyeders in Normalform aus der Nebenbedingung

des LPs in (b).

Losen Sie das Programm ,,von Hand“ mit dem Simplex-Algorithmus (Algorith-
mus 7.6). Starten Sie mit dem zu (z1,x2) = (4,1) gehérenden Basisvektor aus (b).



Loésung Aufgabe 20:

(a)

(b) Die Normalform lautet
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(c) Wir berechnen alle (3) = 6 mogliche Basen.
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(d) Zulassig sind die Basisvektoren wenn ihre Komponenten > 0 sind, also sind xj, x9

und z¢ zuléssig, siche auch c).



(e) Nach Satz 6.13 sind alle zuldssigen Basisvektoren aus c¢) Ecken. Da in b) bereits
alle Basisvektoren ausgerechnet wurden, kann es keine weiteren Ecken geben.

Alternativ kann auch Satz 6.10 benutzt werden. Vielleicht sollte man darauf hin-

weisen.
(f) Wir starten mit By = {1,2}, No = {3,4}, 2°=(4 1 0 0)'

Dann ergeben sich die folgenden Simplex-Schritte
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Aufgabe 21: Beweis von Satz 6.13

Beweise Satz 6.13 aus der Vorlesung.

Losung Aufgabe 21:

,= Sei x eine Ecke von P. Wir bezeichnen die Indexmenge, auf der x positiv ist mit
IT=TI(x):={ie{l,...,n},z; > 0}.

Die Spalten von Az sind nach Satz 6.10 linear unabhéngig. Falls |Z| < m gilt,
kann Z (wegen rank A = m) zu einer Basis B ergénzt werden.

,<=" Sel z ein Basisvektor mit Basis B. Aus Z = Z(z) C B folgt die lineare Unabhén-
gigkeit der Spalten von Az und damit aus Satz 6.10, dass = eine Ecke ist.

Hausaufgabe 19: Jeder zulissige Basisvektor kann optimal sein

Es sei x ein zuldssiger Basisvektor zur Basis B des durch x € R", Ax = b, x > 0
(A € R™*™ b € R™) beschriebenen Polyeders. Zeige, dass ein Kostenvektor ¢ € R”
existiert, sodass x die einzige Optimallésung von

min ¢z
sodass Az =1b
und x>0

ist. Das heifst, jeder zuléssige Basisvektor kann optimal sein.



Losung Hausaufgabe 19:

Wir setzen
o 0 fallsjeB
7701 falls j ¢ B.

T

Dann ist 2 optimal wegen ¢' z = 0 und ¢' y > 0 fiir alle zuldssigen y.

Dariiber hinaus ist  einzige Optimallésung, denn sei y # x eine weitere Optimallésung,
d.h.
cly=0 = y; =0 fiir j ¢ B.

Aus Ay = b folgt
Apyp=b — yB:Aglb:xB = y==u

und damit ein Widerspruch zu y # x.

Hausaufgabe 20: LPs in Normalform umschreiben

Formen Sie die folgenden linearen Programme in Normalform um.

(a) min x1 + T2
sodass x1+x2 > 3,
max x4+ Iy
(b) sodass x1+xz2 > 3
z1, x2 < 0,
max xr1 + 9
sodass x14+x2 > 3
(c) 1 —2x9 > -1
2x1—x9 < 1
) > 0.
Losung Hausaufgabe 20:
min Tl + T2
(a) Erste Umformungen ergeben: sodass 1 +x2—s = 3,
s > 0.
min xi“—a:l_—i-x;—x;
Setze x1 = z] —a], o = 2§ — x5 sodass x| —a] +a5 —15, —5 = 3,
:cf, xy, a:;, Ty, s 2 0



min —Tr1 — T2
(b) Erste Umformungen ergeben: sodass x4+ x3 —s

min T1+ X9
Setze Ty := —x1 und T9 := —x9: sodass —T1 — Ty — 8§ =
5717 5:27 S Z 0

Beachte: Die zulassige Menge ist leer.

min —Xr1 — T2
sodass T1+x9—85 = 3
(¢) Erste Umformungen ergeben: 1 —2T9 — 859 = —1

2x1 —x2+83 = 1
x2, S1, S2, S3 > 0.

min —:Uir +x; — T2
sodass zf —x] +a3—81 = 3
Setze x1 =z — 7 vl —a] — 229 -850 = -1

2xf—2x1_—x2+33 =
+ —
Ty, Ty, T2, S1, S2, 53 >

Hausaufgabe 21: Basisvektoren eines LPs bestimmen

Gegeben sei das Polyeder in Normalform P = {x € R"| Az = b,z > 0} mit
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Welche der folgenden Vektoren sind (zuldssige) Basisvektoren des Polyeders P?

(a) = =(2,1,3,-2,0,0,0)"
(b)  =(1,0,3,0,1,0,0)"
(c) z=(1,0,3,0,3,1,0)"
(d) = =(2,2,0,0,0,0,3)"
(e) z=(2,1,1,0,2,0,2) T

Losung Hausaufgabe 21:

Fiir einen (zuléssigen) Basisvektor x sind die folgenden Sachen zu priifen:

(a) Es gilt Az = 0.

(b) Es existiert B C {1,...,7} mit |B| = 4, sodass Ap regulér ist und xy = 0 fur
N=A{1,...,7}\B.



(c) (Esgilt > 0.)

Teste das nun an den einzelnen Vektoren.

(a) Az = b ist erfiillt. Wahle B = {1, 2,3, 4}, dann ist Ap reguldr und x567 = 0.
= r=(2,1,3,-2,0,0,0)" ist ein Basisvektor, der nicht zulissig ist.

(b) Az = (4,4,1,3)T #b.
= r =(1,0,3,0,1,0,0)" ist kein Basisvektor.

(c) Az = b ist erfillt. Wahle B = {1,4, 5,6}, dann ist Ap regulér und z537 = 0.
= r =(1,0,3,0,3,1,0) 7 ist ein zulissiger Basisvektor.

(d) Az = b ist erfiillt. Wahle B = {1, 2,6, 7}, dann ist Ap regulér und z345 = 0.
= r =(2,2,0,0,0,0,3)7 ist ein zulissiger Basisvektor.

(e) In B sind mindestens alle aktiven Indizes, also B = {1,2,3,5,7}. Damit kann Ap
nicht regular sein.

= 2 =(2,1,1,0,2,0,2) " ist kein Basisvektor.

Hausaufgabe 22: Losung des Tischlereiproblems

Lose die Tischlereiaufgabe aus Ubung 1, Aufgabe 2 mit der Simplexmethode, ohne die
Ganzzahligkeit der Variablen zu fordern!

Hinweis: Die auftretenden Gleichungssysteme koénnen numerisch (z. B. mit Matlab)
gelost werden. Nutzen Sie auch, dass sie mit A(:, [1,2,4,5]) auf einzelne Spalten von
A zugreifen konnen, im Beispiel auf die Spalten 1, 2, 4 und 5.

Lo6sung Hausaufgabe 22:

Die Losung mittels implementiertem Simplex findet sich unter Optimierung/Aufgabe_063/solution.m.


http://www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/WS2014_Grundlagen_der_Optimierungexercise01.pdf#section.2

