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Aufgabe 27: Beschrinktheit des Beobachtungsoperators

Zeigen Sie, dass der lineare Beobachtungsoperator E : H'(Q) — R” mit

1 r
o /F Tds]izl. (10.14)

aus Beispiel 10.1 beschrankt und stetig ist.

ET::[

Aufgabe 28: Losbarkeit der Normalengleichung linearer KQ-Aufgaben

Wir betrachten eine lineare KQ-Aufgabe, bei der die affin-lineare Residuenfunktion
durch
r(p) =Jp—b,

gegeben ist, wobei die Jacobimatrix J € R"™*"™ konstant ist. Beweisen Sie Lemma 10.2
aus der Vorlesung:

(a) Die Normalengleichung
JTIp=JTb. (10.12)
ist immer losbar.
(b) Im Fall » > n sind dquivalent:
(1) Die Losung ist eindeutig.
(13) J besitzt vollen Spaltenrang.
(idi) J'J ist positiv definit.

Aufgabe 29: Identifikation von Warmequellstirken

Wir betrachten die stationdre Warmeleitungsgleichung aus Beispiel 10.1, also
—div (KVT) =q in

RET-FOZT:O[TOO auf I’
on



mit dem Ansatz

g(z) => pixe,(z) nQ,
j=1

bekanntem Warmeleitkoeffizienten , bekanntem Warmeiibergangskoeffizienten o und
bekannter Aufentemperatur T,. Unsere Modellfunktion ist die Lésungsabbildung

R" X R 3 (p,Too) = T = G(p; To) € H' (D)

des elliptischen Randwertproblems (1). Die Messung wird wie in der Vorlesung durch
r gleichméfig {iber den Rand verteilte Temperatursensoren vorgenommen. Es ergibt
sich der lineare und beschrinkte Beobachtungsoperator E : H'(2) — R", also

ET::[ ! /Tds]r .
ITal Jr, =1

(a) Laden Sie sich das Paket Heat Sources FEzercise.zip zur Identifikation der Wr-
mequellstirken von der Homepage und kopieren Sie die Dateien in einen eigenstén-
digen Ordner.

(b) Studieren Sie die Bestandteile des Codes, indem Sie den Code solve_heat_sources.
und dessen Subroutinen Zeile fiir Zeile durchgehen und ausfiihren.

(c) Schreiben Sie ein Skript, welches den Einfluss von Messfehlern simuliert. Dabei
bietet es sich an, zu Beginn des Skripts den random seed mittels rng(42) zu setzen,
um bei jedem Durchlauf diesselben Resultate zu erzeugen. Gehen Sie wie in der
Vorlesung von normalverteilten Messfehlern € aus, die der Verteilung

e~ N,(0,%)
geniigen. Wir wollen weiter annehmen, dass die Messfehler unabhéngig sind mit
Y =01

und o = 0.1. Simulieren Sie n = 2 000 Experimente, berechnen Sie anschliefsend die
Kovarianzmatrix und vergleichen Sie die Varianzen mit denen aus der Vorlesung.

(d) Stellen Sie grafisch dar, wie sich die Anzahl der Sensoren auf die Giite der Schitzung
auswirkt, indem Sie die in der Vorlesung kennengelernten Kriterien berechnen.
Berechnen Sie dazu die Kovarianzmatrizen und die auf ihnen erklirten Parameter
fiir n € {4,5,...,30}.

(e) Untersuchen Sie den Einfluss der Parameter « und « auf die Giite der Parameter-
schitzung durch die Berechnung von Kovarianzmatrizen C** fiir ein (a, k)-Gitter
mit Werten o, k = 2¢ mit i € {—2, 1,0, 1,2}. Stellen Sie die Losung grafisch dar.

(f) Inwiefern &ndert sich die Giite der Schitzung durch einen stiickweise konstanten
Wirmetibergangskoeffizienten £ = 1 1,9y + 2 - 11,5037 Dazu kénnen Sie « als
String-Formel direkt an assema bzw. assemb {ibergeben.



