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Ubung 6

Aufgabe 20: Newton-Differenzierbarkeit der Maximumsfunktion

Beweisen Sie die Aussage von Beispiel 9.15 (b) aus der Vorlesung: Zeigen Sie, dass
G(u)h =gy -h (punktweise Multiplikation)
mit

1, 0
gu(z) =<0, wou(z)=0
0,
)

eine Newton-Ableitung (6 € R beliebig) der Abbildung
LY(Q) 5 u— F(u) := max{0,u} € LP(Q)

(mit 1 < p < ¢ < o0) auf ganz LI(Q) ist.

Beachte: Man braucht einen Sprung in den Normen (,,norm gap‘), also ¢ > p.

Losung Aufgabe 20:

Esseil <p<qg<oound s < oo, sodass
1 1 1
T4+ D=
qQ s P
Fiir u, h € L9(?) definieren wir das Restglied
r(u;h) :=F(u+h) — F(u) —G(u+h)h
= max(0,u + h) — max(0,u) — gysp - h-



Per Definition gilt

+h)(z) —u(x) — h(z) fir (u+h)(x) > 0,u(z) >0
+ h)(z) — h(z) fir (u+h)(x) > 0,u(z) <0
(s h) () = —u(x) —oh(z) fir (u+ h)(xz) =0,u(z) >0
’ —dh(z) fur (u+h)(x) =0,u(z) <0
—u(x) fir (u+ h)(z) < 0,u(xz) >0
0 fir (u+h)(z) <0,u(x) <0

u(z) fir (u+ h)(z) > 0,u(x) <0

—u(x) fir (u+ h)(z) < 0,u(x) >0

=4 —u(x) —dh(x) fir (u+h)(z)=0,u(x) >0

—0h(z) fir (u+ h)(x) =0,u(z) <0

0 sonst

Wir bezeichnen die Teilmengen von  in der Fallunterscheidung als I; bis Iy (die
Abhéngigkeit dieser Mengen von A (und ) schleppen wir nicht mit). Nun schitzen wir

I gy = | (s )

auf diesen Teilmengen ab.

Teilmenge I;:
Auf Il gllt
h(z) > —u(x) >0

und
r(u; h) ()| = [u(@)] < |h(z)].

Wir zeigen zunéchst p(I1) — 0 fiir ||h|| fa(q) — 0.

Wir nehmen das Gegenteil an, also u(11) # 0 fiir |2 z»(q) — 0. Das heifit, es gibt eine
Folge hy, mit ||yl Lr@) — 0 und p(l1) > e > 0.

Nun existiert ein x > 0, sodass fiir alle mefbaren Teilmengen E C  mit u(E) > ¢

und v > 0 auf £ -
/]u\qu > K
E

gilt. Ein Beweis findet sich in der Diplomarbeit von Gerd Wachsmuth, Lemma 3.5,
oder so:
Sei E C ) wie oben. Wir fiihren die Mengen

A={z€Q : |u(x)| >0}
An:{xEQ:ﬁ>|u(m)|2%}




firn =1,2,... mit 1/0 = co. Dann ist A = |J A4,. Da pu(A4) < u(2) < oo existiert ein
N € Nmit 3% - u(A,) < e/2. Dann gilt w(ENUN A,,) < £/2, woraus die Existenz,
von « folgt.

€
Idx > Ide > ———M— =: 0
/E|u] w/EmUNlAnM T > 2N = 1) K >

n=1

/|hnqdm > / |u|?dz > k1.
Il Il

Das ist ein Widerspruch zu h,, — 0 in LI(Q).

Insbesondere gilt fiir Iy

Nun haben wir
1/p 1/p )
(vammmmu) s(AM@W¢ﬁ < Wl 2oy e ety = Il oy i(T) 2.
1 1
Die Teilmenge I kann analog behandelt werden.

Teilmenge I3 U Iy:
Analog zu I; zeigt man u(l3 U I4) — 0. Damit gilt

1/p
(/‘ vme@wm) < (14 8) Al oy (T U L)V
I3Uly

Insgesamt gilt also

”m”M”QS<A“W“@me+(bwmmmwfm+<éwrwmwwfm

< Al ooy ()Y + p(l2) /" + (L4 18]) (L U 1))

—0 fiir ||h||Lq(Q)—>0

und somit |7 (u; h)|]
IRV s 0 fiir || agey — 0.
[l za(e)

Aufgabe 21: Zur Newton-Differenzierbarkeit

(a) Zeigen Sie, dass die Fréchet-Ableitung einer stetig Fréchet-differenzierbaren Funk-
tion auch eine Newton-Ableitung ist.



(b) Beweisen Sie eine Kettenregel fiir die Newton-Differenzierbarkeit: Es seien U, V, W
Banachrédume, v € U und Uy C U eine Umgebung von w. Ferner seien g : U — V
stetig Fréchet-differenzierbar mit Ableitung ¢’ und f : V' — W Newton-differen-
zierbar in einer Umgebung Vj von g(u) mit Ableitung F', die in V) beschrinkt ist.
Dann ist f o g Newton-differenzierbar in einer Umgebung von u mit der Newton-
Ableitung

H(u) = F(g(u)) o g'(u).

Losung Aufgabe 21:

(a) Siehe Beweis von (b).
(b) Wird in Lemma 9.17 gebraucht.

Zuerst stellen wir fest, dass g Lipschitzstetig ist (die stetige Ableitung ist in einer
Umgebung beschrankt). Damit gilt ||g(u + h) — g(u)|[v < L||h|r. Insbesondere
folgt aus ||h|jy — 0 auch ||g(u + h) — g(u)||y — 0 und damit (dies ist die Newton-
differenzierbarkeit von f an der Stelle g(u) in Richtung g(u + h) — g(u))

[ f(g(u+h)) = flg(w) = Fg(u+h)) (g(u+h) — g(u)]];,
lg(u+h) —g(u)llv
Die Lipschitzstetigkeit von g impliziert nun

1/ (g(u+n)) = flg(w) = Fg(u+ 1)) (g(u+h) — g(w)) |y
e

0 fir [|A]ly — 0.

— 0 fiir ||kl — 0.

(%)

Aus der stetigen Fréchetdifferenzierbarkeit von g folgt

1
g(u+h) —g(u) = /0 g (u+0h)hdo,

und aus der Stetigkeit von ¢’ : U — L(U, V) folgt

Damit haben wir die Newton-differenzierbarkeit von g
lg(u+h) — g(u) — g'(u+ h) Al
12|
Da nun F in einer Umgebung von g(u) beschriankt ist, folgt
| F(g(u+ h))(g(u+h) — g(u) — g'(u+ h) h)||,
[1h]lv

Dies setzt man nun in (?7?) ein und erhélt

1£(g(u+h)) = fg(w)) — F(g(u+h)) g'(u+h)h||,
Al

1
/ g (u+0h)dd — g (u+h)
0

— 0 fur ||hljg — 0.
LUV

— 0 fur ||hljg — 0.

— 0 fiir ||hlly — 0.

— 0 fur ||hllg — 0.



Aufgabe 22: Voraussetzungen des Newton-Verfahrens

Zeigen Sie, dass das verallgemeinerte Newton-Verfahren angewendet auf das KKT-
System (9.34) der Aufgabe (2.4), also

Vi(u)+p

Bl )= | inf0, i+ ¢ (1 — 1g)} — max{0, st + ¢ (1 — up)}

=0 f.d in Qctrl

mit u, i € L?(Qetr1) und beliebigem ¢ > 0, nicht die Voraussetzungen von Satz 9.16
erfiillt. Betrachten Sie dabei die Fille, dass

(a) F als Abbildung F : L?(Qctn1) X L?(Qetr1) — L2 (Qetr1) X L?(Qetr1) definiert wird,

(b) F als Abbildung F : L?(Qctr1) X L2(Qetr1) — L2(Qetr1) X LP(Qer1) definiert wird
mit 1< p < 2.

Losung Aufgabe 22:

(a) Hier liegt das Problem darin, dass die zweite Komponente nicht die notwendige
Regularitéit besitzt. Genauer heifst das, dass der notwendige Norm-Gap fiir die
Differenzierbarkeit von max{0, ...} fehlt.

(b) Hier konnen wir zwar die Newton-Ableitung

Adu+op

G(u, ) (du,0pn) =
( M) ( M) XT () (5,U — CX A (u,u) ou — C XA+ (u,p) ou

S Lz(QCtr]) X Lp(Qctrl)

angeben, allerdings erhalten wir noch nicht einmal die Existenz der Inversen, da
G (u, ) nicht surjektiv ist. Dabei sind die aktiven Mengen wie in der Vorlesung

durch
A7 (u, 1) = {2 € Qe : p1 + ¢ (u — uy) < 0}
At (u, 1) = {x € Qo+ 4 ¢ (u — wp) > 0}
Alu, p) == AT (u, 1) UA™ (u, )
Z(u, pr) := Qe \ Alu, p).
gegeben.

Aufgabe 23: Transfer der punktweisen in koeffizientenweise Beschrankungen

)

Es seien U, }(LO) der Raum der stiickweise konstanten Funktionen und U ,(Ll der Raum der

stiickweise linearen Funktionen und wu;, € U}(Ll) bzw. up € U, }(lo) dargestellt durch

Nvertices Ncells
up(x) = Z u; pi(xr) bzw. up(z) = Z w; Yi(x).
i=1 i=1
Dann gilt:
Ug <up(z) <up InQ & uy<wu; <wuy firallei=1,..., Nyertices P2W. Neells-



Losung Aufgabe 23:

Sei K € T eine Zelle und ¢; g bzw. u; g die zugehdrigen globalen Basisfunktionen

bzw. die Koeffizienten. Wir nutzen in beiden Féllen (U, = U ,(LO) und Uy, = U ,(Ll)), dass
alle Basisfunktionen ¢; bzw. 9;

(a) nicht-negativ sind,
(b) als Maximum den Wert 1 annehmen

(c) und sich auf jeder Zelle K zu 1 addieren.
Wir betrachten im Folgenden nur den schwierigeren Fall U ,(Ll). Es folgt

3 3
(a) ()
up(2) |k = Zl ui i pi k() < z.I:nl?gf?){uz‘,K} Zl pi k() = igllfgfg{ui,K}-
1= 1=
Wegen (b) wird beim Knoten z = a; i tatséchlich der Wert max;—1 2 3{u; x} ange-
nommen. Es folgt also

3

up(x) <up in K <  max g uik pik() <up, << max u;g < Up.
€K i=1,2,3
1=

Analog zeigt man

3
up(x) >u, in K < i}él%z;u”{ vik(r) >u, & 13}133711;( > Ug.
i
Aufgabe 24: Zur Anwendung des verallgemeinerten Newton-Verfahrens
(a) Zeigen Sie, dass die Matrix (9.59)

S — A E(Tt;l Dy Ectr1:|

D4 —c¢ 'DzEc

aus der Vorlesung selbstadjungiert beziiglich des Skalarprodukts

E 0
M — CtI‘l :|

|: 0 Ectrl
und indefinit ist.

(b) Zeigen Sie fiir den Fall einer diagonalen Matrix Ect,, dass sich die linke Seite des
reduzierten Systems (9.60) erheblich vereinfacht, bzw. genauer, dass

(PzEcuP1) Y (P7Exn AP]) =PrAP]

gilt. Wie vereinfacht sich die rechte Seite —(Pz E¢tn1 P—Zr )" Pz Eetn (A(u+5u A)—
b) ?



Losung Aufgabe 24:

(a) Wir zeigen sie Selbstadjungiertheit durch Nachrechnen von STM = M S:

STM =

r _ T
A Ectll"l D4 Ectr1:| [Ectrl 0 ]
_DA —c! Dz Ectn 0 Ectrl
[ AT Dy ] |:Ectrl 0 :|
_Ectrl D E;tllfl —c! Ectr DI_ 0 Ectn
-AT Ectrl D.A Ectrl ]
_Ectrl Dy —c! Ectn Dz Ectrl_
[ Ectn A Ectrl Ec_til DA Ectrl-
Ectri DA —¢ ! Ectn Dz Ecy|
[Ect O ] [ A E_ Dy Ectr1:| _MS
| 0 Ecu| [Da —c'DzEqn

(b) Der Trick besteht darin, an geeigneter Stelle eine produktive Null einzufiigen. Es

gilt

(PI Ectrl P;)_l (PI Ectrl A P;)

= (PzEcn P7) ' (P7 Eoyn [P7 P2+ P P4 AP])

=P;AP] + (P7EunP;) Y(P7Exq P PAAP]) =P7rAP].
N—_————

=0

Mit demselben Trick kiirzt sich auch auf der rechten Seite die Multiplikation mit
der Inversen des Skalarprodukts heraus. Wir erhalten

_(PI Ectrl P%—)_l PI Ectrl (A(u + 5“/\) - b)

—Pz (A(u+duy) —b)



