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Optimierung mit partiellen Differentialgleichungen

Ubung 2

Aufgabe 3: Eigenschaften von Uyqg
Esseil <7r <oound
Uad i ={u € L"(Q) : ug <u<uy f.i in Q}

mit ug, up € L"(Q) und u, < up £ in Q.

(a) Zeigen Sie, dass U,q eine konvexe, abgeschlossene und beschrénkte Teilmenge von
L"(Q) ist. Berechnen Sie sup,,¢cp. . [|u// - )

(b) Zeigen Sie, dass U,q nicht kompakt ist, falls ug # up gilt.
(c) Zeigen Sie, dass im Fall < oo die Menge U,q schwach kompakt ist.

Aufgabe 4: Existenz optimaler Steuerungen

Essei G : U = L?(Qun) — Y = H'(Q) der aus der Vorlesung bekannte Steuerungs-
Zustands-Operator zur PDE

—div(k Vy(z)) = Xetrn u(x) in
K EL/(Jz) + a(x)y(z) =0 auf T W
on’
Untersuchen Sie die folgenden Optimalsteueraufgaben hinsichtlich Existenz einer Lo-
sung. Definieren Sie sich in jedem Fall einen passenden Steuerungs-Beobachtungs-Ope-
rator S und versuchen Sie jeweils, die Argumente von Theorem 3.6 aus der Vorlesung
anzupassen, bzw. begriinden Sie, warum keine Losung der Aufgabe existiert.

(a) Minimierung der quadratischen Abweichung zu einem gewiinschten Zustand unter
Box-Beschrankungen

1
Minimiere / (y — ya)?dz  unter (1)
2 Qobs

sodass u, <u<wu, f i inQ



(b) Minimierung der absoluten Abweichung zu einem gewiinschten Zustand unter Box-
Beschrinkungen

Minimiere / |y — ya|dz unter (1)
obs

sodass u, <u <wup f.1. in Q

(¢) Minimierung der quadratischen Abweichung zu einem gewiinschten Zustands-Steue-
rungs-Paar (mit v > 0)

1
Minimiere / (y — yq)* dz + J / (u — ug)*dz  unter (1)
2 Jo 2 Joun

obs

(d) Maximierung der Energie mit quadratischem Kontrollkostenterm (mit v > 0)

Minimiere — /
0

(e) Minimierung der quadratischen Abweichung des Gradienten des Zustands mit qua-
dratischem Kontrollkostenterm (mit v > 0)

ydx + fy/ u?dz  unter (1)
2 Qctrl

obs

1
Minimiere / (Vy — g4)* dx+7/ u?dz  unter (1)
2 Ja 2 Ja

obs ctrl

(f) Maximierung der quadratischen Abweichung zu einem unerwiinschten Zustand

1

Minimiere — / (y —yq)*dz  unter (1)
2 Qobs

(g) Maximierung der quadratischen Abweichung zu einem unerwiinschten Zustand mit
quadratischem Kontrollkostenterm (mit v > 0)

1

Minimiere — / (y — yq)* dx + 7/ u?dz  unter (1)
2 Qobs 2 Qctrl

(h) Minimierung der quadratischen Abweichung zur mittleren Temperatur mit qua-
dratischem Kontrollkostenterm (v > 0)

1
Minimiere — /
2 Jo

wobei m(y) =

(y — m(y))2 dz + ;/Qm(lu — ud)2 dz unter (1)

obs

1
‘Qob8| Q

ydx ist

obs



Aufgabe 5: Simulation des Fuf!bodenheizungs-Beispiels

Wir betrachten die aus der Vorlesung bekannte Warmeleitungsgleichung am Beispiel 2.1:
—div(k Vy(z)) = f(z) inQ

0
K %y(r) +a(z)y(z) =0 auf T'.
Dabei bezeichnet y(x) die Temperatur im Punkt x. Wir setzen wie in Aufgabe Auf-
gabe (noch nicht gestellt): 0SPDE165 iy = 1W/(m2 K) und auyindow = 3W/(m? K).
Desweiteren sei die Warmeleitfahigkeit £ = 20W /(m K) konstant in €.

(a) Kopieren Sie die Datei setup_problem.m von der Homepage in Ihren Ordner
Fussbodenheizung. Passen Sie die Datei so an, dass sie zu Ihrer Geometrie passt.
Dazu sollten Sie sich mit Hilfe der GUI die verschiedenen Labels der Kanten und
Subdomains anzeigen lassen. Dabei kénnen Sie die GUI mit dem letzten gespei-
cherten Stand Ihres Modells (Ubung 1, Aufgabe 2) direkt mittels pdemodel_Fuss-
bodenheizung aus der Matlab-Konsole aufrufen.

(b) Assemblieren Sie unter Benutzung von assema und assemb die Steifigkeitsmatrix
zur obigen PDE. Uberpriifen Sie die Besetzungsstruktur (mittels spy) sowie weitere
Eigenschaften wie Symmetrie und positive Definitheit.

(c) Assemblieren Sie mit assema den zu f = 50 gehorenden Lastvektor. Losen Sie
die PDE und stellen Sie den Zustand y mittels pdeplot dar. Uberpriifen Sie Ihre
Losung anhand der Losung, die Sie direkt in der GUI berechnen kénnen. Kopie-
ren Sie sich anschliefsend die Dateien plot_state.m, plot_boundary_data.m und
plot_subdomains.m von der Homepage. Stellen Sie den Zustand mit Hilfe von
plot_state erneut dar, und studieren Sie den Quellcode.

(d) Wiederholen Sie Teil (c¢) mit der rechten Seite f(z) = 100 xctr1(x). (Zur beque-
men Darstellung von f(x) nutzen Sie am besten eine subdomain expression wie
71001011007).

(e) Bisher haben wir die Randbedingungen iiber die mittels wbound erzeugte Datei
bc_Fussbodenheizung.m gesetzt. Diese basiert letztlich auf den in der GUI ange-
gebenen Daten. Fiir mehr Flexibilitat benutzt man besser eine benutzerdefinierte
Funktion, die die Randbedingungen setzt. Lesen Sie dazu die Dokumentation zum
Thema pdebound, die Sie durch doc pdebound aufrufen konnen. Schreiben Sie ei-
ne solche Funktion pdebound_Fussbodenheizung.m, die die in setup_problem.m
spezifizierten Werte fiir den Warmeiibergangsparameter o verwendet. Eine Vorla-
ge findet sich in der Dokumentation zu pdebound unter dem Stichwort BOUNDARY
CONDITIONS FOR SCALAR PDE. Wiederholen Sie Teil (¢) und (d) unter Benut-
zung Ihrer neuen Funktion pdebound_Fussbodenheizung.m bei der Assemblierung,
und stellen Sie sicher, dass Sie dieselbe Losung erhalten.


http://www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/WS2013_Optimierung_mit_PDEs/exercise01.pdf#section.2

Hausaufgabe 3: Minimierer konvexer Funktionale

(a) Es sei U ein normierter linearer Raum, U,q C U konvex und f : Uyq — R strikt
konvex. Weiter sei 4 € U,q ein globales Minimum der Aufgabe

Minimiere f(u) unter u € U,gq,

d.h., f(u) =infycy,, f(u). Zeigen Sie: u ist eindeutig bestimmt.

(b) Es seien U und H Hilbertraume, yq € H, S € L(U, H) und A > 0. Beweisen Sie,
dass das Funktional

1 A
Fw) = 5 118w = yally + 5 Nl

konvex und im Fall A > 0 sogar gleichméfig konvex ist.

Hausaufgabe 4: Affin linearer Steuerungs-Zustands-Operator

Beweisen Sie Satz 3.6 (Abstrakte Aufgabe im Hilbertraum: Existenz und Eindeutigkeit)
fiir den Fall, dass S : U — H affin-linear ist.



