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KAPITEL 1

Grundlegende Eigenschaften

§ 1 Einfiihrung

Sobolev-Réaume spielen eine herausragende Rolle bei der modernen Behandlung par-
tieller Differentialgleichungen (PDEs). Dies betrifft sowohl die Analysis als auch die
numerische Losung sowie darauf aufbauende Disziplinen wie zum Beispiel die opti-
male Steuerung partieller Differentialgleichungen. Der Begriff der klassischen Lsung
stellt sich dabei als zu eng heraus. Sobolev-Raume sind geeignete Funktionenrdume,
um schwichere Losungsbegriffe zu definieren.

Wir setzen voraus, dass der Leser vertraut ist mit

e Grundlagen der Funktionalanalysis
e Vektoranalysis

e Lebesgue-Integration

Voraussetzung 1.1

(a) Im gesamten Skript ist Q C R, Q # (), d > 1, ein Gebiet, also eine offene
zusammenhingende Menge.!

(b) Auferdem setzen wir € als beschrankt voraus.
(c) Q bezeichnet den Abschluss von Q, und I' = 9Q = Q \ Q bezeichnet den
Rand. o

Wir sprechen héufig von messbaren Mengen und messbaren Funktionen und meinen
dies immer in Bezug auf das Lebesgue-Maf. Als Konsequenz aus der Beschranktheit
besitzt  endliches MaR? |Q| < oco.

Notation

Wir verwenden folgende Notationen:

Fiir Vektoren v € R" ist |v| die Euklidische Norm.

IDie Offenheit von € hat den Vorteil, dass wir von differenzierbaren Funktionen auf 2 sprechen
kénnen, ohne einseitige Ableitungen benutzen zu miissen.
2d.h. anschaulich endliche Linge in 1D, endliche Fliche in 2D und endliches Volumen in 3D
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§ 2 Lebesgue-Riume

Definition 2.1 (Lebesgue-Raum L*(Q) fiir 1 < p < 00)
Unter LP(Q2), 1 < p < oo, versteht man den Lebesgue-Raum aller messbaren Funk-
tionen y : {2 — R mit der Eigenschaft

/Q|y(x)|p dz < oo.

LP(Q)) wird stets versehen mit der Norm?

1/p
Yl r () = (/Iy(m)V’ dx) .
@ o

Cenauer ist L”(Q) der Raum aller Aquivalenzklassen von Funktionen (wobei zwei
Funktionen, die fast {iberall im Sinne des Lebesgue-Mafses gleich sind, in derselben
Aquivalenzklasse liegen), sodass ein beliebiger Repriisentant der Aquivalenzklasse
zur p-ten Potenz integrierbar ist. (Dann sind alle Représentanten zur p-ten Potenz
integrierbar, und die Integrale sind gleich, also ist die Norm wohldefiniert.)

Beachte: Es gilt
yELN(Q) & el < |yPell()

Definition 2.2 (Lebesgue-Raum L>(())

Unter L>(2) versteht man den Raum aller messbaren und im Wesentlichen be-
schrankten Funktionen y :  — R, fiir die also der nachstehende Ausdruck ess sup,cq|y(2)|
endlich ist. Dieser dient auch als Norm:

Yl oo = essesﬂup|y(x)| = inf {c >0: ‘{x €Q:y(x)| > c}‘ = 0}.
x o

Wieder besteht L>(£2) genau genommen aus Aquivalenzklassen fast iiberall gleicher
Funktionen.

[BaIZ21288) (Eigenschaften der L?(Q)-Riume)
(a) LP(Q) ist ein Banachraum fiir alle 1 < p < co.

(b) LP(Q) ist separabel® fiir alle 1 < p < oo und nicht separabel im Fall p = 0.0

Dem Raum L?(Q2) kommt eine besondere Bedeutung zu. In ihm ist durch

(u,v) 1200 ::/Qu(x)v(x) dz

ein Skalarprodukt definiert, welches die oben definierte Norm erzeugt. Daher ist
L*() sogar ein Hilbertraum.

3Die Normeigenschaften werden hier nicht nachgewiesen. Die Dreiecksungleichung ist die Min-
kowskische Ungleichung, die auch sichert, dass LP(2) iiberhaupt ein Vektorraum ist.

4Ein normierter linearer Raum (nomierter Vektorraum) V' heiflt separabel, wenn es eine ab-
zéhlbare Teilmenge von V' gibt, die in V' dicht liegt.
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IBaIZI2% (Holdersche Ungleichung)
Es sei f € LP(Q) und g € L4(f2), wobei p und ¢ konjugierte Exponenten® sind:
1<p,g<oound 1/p+1/q=1. Dannist fg € Ll(Q und es gilt

Jisatas < ([iras)™( [igrar)” o

oder kurz || f glli) < [[fllzr@llgll Lo
&

Die Hoéldersche Ungleichung kann leicht verallgemeinert werden auf mehr als zwei
Faktoren oder um zu beweisen, dass

1f gller@) < [f e N9l Lo
gilt, falls 110 + % = % < 1 und natiirlich f und g den entsprechenden Rdumen ange-

horen.

Folgerung 2.5 (Stetige Einbettung von L*(2) — L4(Q))
Esseil <¢g<p<ooundu € LP(Q). Dann gilt: u gehort auch zu L(Q2), und es ist

lullagey < 915 ooy (2:2)
Fiir p = oo bedeute dabei (p — q)/(pq) = 1/q (fiir ¢ < 00) bzw. (p —q)/(pgq) =0
(fiir ¢ = 00).
Beachte: Folgerung 2.5 bedeutet:
L®(Q) = -+ LX(Q) < -+ — LY(Q).
Lebesgue-Raume mit dem hoheren Index p sind also die ,besseren (im Sinne von
Unterrdumen) und besitzen zudem eine stérkere Norm. Man sagt: LP(2) ist stetig

in L9(Q2) eingebettet: LP(2) — L(2) fur p > ¢q. Wie man an (2.2) sieht, hingt diese
Eigenschaft daran, dass  endliches Mafs || hat.

Definition 2.6 (Stetige Einbettung)

Es seien U und V normierte lineare Rdume mit U C V. U heifst stetig eingebettet
in V| wenn die Injektion i : U 3 u — u € V stetig ist, d.h., wenn eine Konstante ¢

existiert mit
|ully < c¢|lully  fir alle w € U.

Man schreibt: U — V. o
Beispiel 2.7 (a) |Jullzi) < Q12 ||ul| 2o fir alle u € L*(Q)

() [Jullz2) < 1QUY? ||ul| (o fiir alle u € L=($)

(¢) Jullri) < |9 ||ul| L (o) fir alle u € L>(Q) o
BaIZI218 (Dualriume und Reflexivitit der LP-Riume)

(a) Der Dualraum von LP(2) fiir | < p < oo kann (isometrisch isomorph) iden-
tifiziert werden mit L9(€2), wobei ¢ der zu p konjugierte Exponent ist. Jedes
F € LP(Q)* kann also eindeutig mit einem f € L9(Q2) identifiziert werden,
sodass

F(u):/fudx fir alle u € LP(Q)
Q

5Im Grenzfall p = co und ¢ = 1 ist 1 /p als null zu verstehen.
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gilt sowie ||F|lr)+ = || fllzeq). Umgekehrt definiert u — [, fudaz fir
jedes f € L(2) jeweils ein stetiges lineares Funktional auf LP(€2).

(b) Der Dualraum von L>(Q) ist groRer als L'(2). Er enthilt zusétzlich so-
genannte endlich additive Mafe, sieche Yosida and Hewitt [1952], [Rudin,
1987, Theorem 6.19| oder [Folland, 1984, Proposition 7.16|.

(c) Fiir 1 < p < oo sind die Rédume LP(Q) reflexiv, jedoch nicht fiir p € {1, 00}.0

Man kann auch LP(€2)-Réume fiir 0 < p < 1 definieren. In ihnen gilt jedoch mit der
oben definierten Norm ||| z»(q) nicht mehr die Dreiecksungleichung, und sie werden
deshalb hier nicht weiter betrachtet.

Bemerkung 2.9

Spéter werden wir auch den Rand I' von €2 mit einem (d — 1)-dimensionalen Mafs
ausstatten. Dazu bendtigen wir aber eine gewisse Regularitit dieses Randes, siehe
§ 4. Dann konnen wir analog zu oben auch die Rdume LP(I") definieren, und alle
Eigenschaften von LP((2) iibertragen sich. o

§ 3 Sobolev-Raume

Kurz gesagt bestehen Sobolev-Réume aus Funktionen, die mitsamt ihren (partiel-
len) Ableitungen in LP(2) liegen. Dabei erweitert man allerdings den Begriff der
yKklassischen“ Ableitung und arbeitet mit sogenannten schwachen Ableitungen.

§ 3.1 Schwache Ableitungen

Fiir Funktionen v : 2 — R heifst die Menge
supp v = Abschluss von {z € Q : v(z) # 0}

der Trager von v.
Definition 3.1 (Funktionen C*(Q2), C¥(Q) und C*(Q2))

(a) Die Menge aller k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen v : Q —
R wird mit C*(Q) bezeichnet, k € Ny. C*(Q) wird definiert als Nyen, C*(9).

(b) Mit C¥(€), k € Ny, bezeichnen wir die Menge aller k-mal stetig partiell dif-
ferenzierbaren Funktionen v : 2 — R mit kompaktem Trager in ). Analog
zu oben ist C5°(Q) = Npen, CH(Q).

(c) Mit C*(Q), k € Ny bezeichnen wir die Menge aller k-mal stetig partiell
differenzierbaren Funktionen v : 2 — R, sodass sich alle Ableitungen bis
einschlieklich zur Ordnung k stetig auf den Rand T fortsetzen lassen.® o

Beachte: Fiir v € C*(Q) ist der Triger aller partiellen Ableitungen bis einschlieflich
zur Ordnung k enthalten im Tréger von v selbst. Anschaulich sind Funktionen in
CY(Q) in einer ganzen Umgebung des Randes T' gleich null, bei C¥(Q) gilt das
auch fiir alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k. Aus diesem Grund ist auch
CE(Q) = C*(Q)NCYQ) und C§°(Q) = C>=(2) N CL(N).

5Die Funktion 1/2 gehort fiir Q = (0,1) zum Beispiel zu C*(€2), aber nicht zu C(Q), da sie
sich nicht stetig auf den Randpunkt x = 0 fortsetzen lasst.
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Definition 3.2 (Multiindex)

(a) Ein Vektor nichtnegativer ganzer Zahlen
a=(ay,..., o) € Nd

heifst ein Multiindex. Im Symbol D geben die Komponenten von « an,
wie oft nach welcher Raumkoordinate differenziert wird. Da wir D® vorerst
nur auf hinreichend glatte Funktionen anwenden, ist die Reihenfolge der
Differentiation unerheblich (Satz von Schwarz).

(b) Die Ordnung des Multiindex ist |a| := a3 + ... + aq.

¢) Insbesondere setzt man D@0y =y und
()
D —i_D(O’ 0,1,0,...,0)

! 8[El <
Beispiel 3.3
Im Fall d = 3 und fiir y € C3(Q) ist:

Py
D02),
y 01073 o

Lemma 3.4 (Partielle Integration) B
Sei ) ein beschriinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand.” Fiir y, v € C1(Q) gilt
die Formel der partiellen Integration (auch Greensche Formel):

/Q o(z) Diy() de = /F o(@) y(z) ni(x) ds — /Q y(2) Dyw(z) e (3.1)

Das Integral iiber I ist als Weg- bzw. Oberflichen-Integral zu verstehen.® Dabei
ist n;(z) die i-te Komponente des dufieren Normaleneinheitsvektors n(x) in x € T
Dieser existiert nach Voraussetzung fast iiberall (im Sinne des Randmafes).

Gilt v = 0 auf I, so folgt natiirlich
/ v(x) Dyy(x)de = — / y(x) Dyv(x) de.
0 Q

Durch mehrmaliges Anwenden dieser Beziehung erhiilt man fiir y € C*(Q) und
v € CF(Q) fiir einen Multiindex mit |o| < k

/Qy(x) D(z)dx = (1) / v(x) D%(z) dz. (3.2)

Q

Dies motiviert folgende Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffes auf die sehr grofie

Funktionenklasse L}, (9):

Definition 3.5 (L, .(Q) und schwache Ableitung) (a) Die Menge L},.(2)
bezeichnet die Funktionen v : 2 — R, die fiir jede kompakte Teilmenge
K C Q Lebesgue-integrierbar, also in L!(K) sind.”

"Hinreichend sind bereits Gebiete € mit Lipschitz-Rand, mehr dazu in § 4.
8(3.1) verallgemeinert die eindimensionale Formel der partiellen Integration f; v(x)y (z)de =

b
vylh = [, y(x) ' () da.
9Zum Beispiel gehort 1/z auf Q = (0,1) zu L}

loc

(), jedoch nicht zu L*(£2).
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(b) Es sei y € L},.(Q) und a ein Multiindex. Falls eine Funktion w € L}, .(Q)

loc loc
existiert, sodass

y(x) D(z) dz = (1) [ v(z)w(z)de
J /

Q
fir alle v € C§(Q) gilt, so heift w die schwache Ableitung oder die
Ableitung im Distributionensinn der Ordnung « von y. Man schreibt
w = D%y. o
Beachte: Fiir v € C§°(Q) besitzen v und D*v kompakten Triager K in Q. L},.(Q2)
ist deshalb die natiirliche Menge von Funktionen in dieser Definition, damit beide
Integrale existieren.

Bemerkung 3.6 (a) Die schwache Ableitung Dy bildet die Formel (3.2) der
partiellen Integration nach.

(b) Es gilt D0y =y fiir alle y € L}, (Q). Das ist gleichbedeutend mit: Fiir
y € L.(Q) gilt

loc

/y@dx:() fir alle p € C3°(2) <  y=0{i. in Q.
Q

(¢) Falls D und D*"Py in L} () existieren, so kann man leicht zeigen, dass

DBy = DP o D% ist. Jedoch impliziert die Existenz einer schwachen Ab-
leitung i.A. nicht die Existenz schwacher Ableitungen niedrigerer Ordnung.

(d) Man verwendet fiir schwache Ableitungen dieselben Symbole wie fiir ge-
wohnliche Ableitungen, z.B. Vu = (DW00q, . DO~019)T ete. o

Lemma 3.7 (Verallgemeinertes Fundamentallemma der Variationsrech-
nung, Lemma von du Bois—Reymond)

Sei u € L .(Q) und k € N. Falls D = 0 ist fiir alle Multiindizes o mit |a| = k,
dann ist u (fast iiberall) gleich einem Polynom der Ordnung hochstens k — 1.

Aus diesem Lemma folgt u.a. auch die Eindeutigkeit schwacher Ableitungen.

Beispiel 3.8
Die Funktion y(z) = |z| in = (—1,1) besitzt die schwache Ableitung erster Ord-
nung

o -1 firz e (—1,0)
y(fﬁ)—w(“’)—{l fiur z € (0,1).

y(z) besitzt jedoch keine schwache Ableitung'® der Ordnung 2 in L}, (). 3

loc

Wir sehen also, dass eine L}, -Funktion (z.B. die Funktion 3’ aus Beispiel 3.8) keine

schwache Ableitungen in L], besitzen muss. Andersherum kann eine schwache Ab-
leitung aber auch ,besseren Raumen angehéren als nur L},.(Q2). Dies fithrt auf die
Definition der Sobolev-Raume.

OMan kann im Rahmen der Theorie von Distributionen auch 3’ eine schwache Ableitung
zuordnen. Diese ist aber keine Funktion mehr, sondern 2§y (Delta-Distribution). Wir betrachten
hier aber nur schwache Ableitungen, die wieder Funktionen sind.
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§ 3.2 Definition der Sobolev-Raume

Definition 3.9 (Sobolev-Raum W+?(Q)) (a) Esseil < p < oound k €
Ny. Wir definieren

WHEP(Q) == {y € LP(Q) : D*y € LP(Q) fiir alle |a| < k}.
Dabei bezeichnet k den Differentiationsindex, und p wahlt die Norm aus.

(b) Fiir 1 < p < oo wird W*P(Q) versehen mit der Norm

/
sy = (X [ ID@raz)”

| <k

1/p
= (X IDl)

| <k
Wk (Q) wird versehen mit der Norm'*

yllwroo) == E}é}’gHDQyHLW(Q)-

Diese Raume werden als Sobolev-Raume bezeichnet. o

Beachte: Dass die Menge W*?(Q) ein Vektorraum ist, folgt sofort aus der Vektor-
raumeigenschaft von LP(€Q)) und der Linearitéit der Ableitungsoperatoren D®. Die
Norm ||-|lyyr.p(q) ,misst die LP-Normen aller partiellen Ableitungen, die man laut
Definition der Menge W*P(Q) bilden darf. Es gilt Wo?(Q2) = LP(2).

Beispiel 3.10

Nach Beispiel 3.8 gehort die Funktion y(x) = |z| auf Q = (=1, 1) zum Sobolev-Raum
Whee denn y,y € L=(Q). Aber y gehort zu keinem Raum W?2?(), da keine zweite
schwache Ableitung existiert. o

Bemerkung 3.11
Man kann die Sobolev-Raume alternativ auch iiber einen Vervollstdndigungsprozess
definieren:

H"?(Q) := Abschluss von C*°(£2) bzgl. der Norm -l q)-

Nach der Arbeit von Meyers and Serrin [1964] mit dem Titel ,H = W* sind je-

doch beide Zugange dquivalent. Die Rdume W(f () werden unten auf diese Weise
definiert. o

[SaZ20882] (Eigenschaften der W*?-Riume)
Sei k S No.

(a) WHP(Q) ist ein Banachraum fiir alle 1 < p < oco.

(b) WkP(Q) ist separabel fiir alle 1 < p < oo und nicht separabel im Fall p =
0. o

HUmanchmal auch 2 o<k DYl Lo (@), Was natiirlich eine dquivalente Norm ist
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Wie bei den Lebesgue-Rdumen kommt dem Fall p = 2 wieder eine besondere Be-
deutung zu. Man schreibt kurz H*(Q) := W*2(Q) fiir k € Ny. In diesen Rédumen ist
durch

(U,U)Hk(ﬂ) = Z /Do‘u(x) D% (x)dx
jof <k 7S
ein Skalarprodukt definiert, welches die oben definierte Norm erzeugt. Daher ist
H*(2) sogar ein Hilbertraum. Nach Definition ist H°(Q2) = L?(Q).

Beispiel 3.13
Zum Beispiel lautet das Skalarprodukt fiir den hiufig benutzten Raum H'((2)

(u, V) 11 (0) ::/uvdaz—i—/Vu-Vvdx,
Q 0

1/2
Q

1/2
= (Il + IVelaye)
2

Den Anteil ||Vu| z2(qy bezeichnet man auch als H'-Seminorm". o

und seine Norm ist

Bemerkung 3.14
Fiir beschrankte Gebiete €2 gelten die folgenden stetigen Einbettungen:

L®(Q) — - = L[*(Q) <= .. = LY{Q)
T i i
Whe(Q) — - — W2Q) < ... — Whi(Q)
T i i

W2*(Q) — - = W2(Q) — - = W»(Q)

Die horizontalen Inklusionen gelten tatsdchlich nur Gebieten mit endlichem Malfs
|2 < o0, die vertikalen immer aufgrund der Definition. Aufterdem gibt es noch ,dia-
gonale* Einbettungen in ,Richtung Nordwesten. Man kann also Differenzierbarkeit
eintauschen (im Tableau nach oben gehen) gegen einen hoheren Integrationsindex
(nach links gehen). Dazu spéter mehr beim Sobolevschen Einbettungssatz 4.8. ¢

Definition 3.15 (Sobolev-Raum W, (Q))
Wir definieren fiir £ € Ny und 1 < p < oo die Rdume

WP () = Abschluss von C3°(Q) bzgl. der Norm |- [lwep -
Insbesondere setzen wir HE(Q) := W5?(Q). o

Beachte: Nach Definition ist C5°(Q) dicht in jedem Wg?(2). Der Raum Wj*(€)
ein abgeschlossener Unterraum von W*?(Q). Wenn der Rand I' gewissen Glattheits-
anforderungen geniigt, so kann man I/VO1 P(Q)) verstehen als diejenigen Funktionen in
W1P(Q), deren Randwerte (im Sinne des Spuroperators, § 4.1) null sind, sieche Be-
merkung 4.6.

2Einer Seminorm fehlt zu einer Norm nur die Eigenschaft |[u| = 0 = u = 0. Das ist hier
der Fall, denn konstante Funktionen u = ¢ gehéren zu H'(2) und haben wegen Ve = 0 eine
H'-Seminorm von null.
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§ 4 Reguliare Gebiete

Aufser bei der Formel der partiellen Integration (3.1) haben wir bisher keine Anfor-
derungen an die Glattheit des Gebietsrandes I' gestellt. Diese erméglichen jedoch
eine Reihe weiterer Eigenschaften, die insbesondere fiir die Diskussion partieller Dif-
ferentialgleichungen niitzlich sind.

Wir definieren nur vage:

Definition 4.1 (Gebiet mit C*!-Rand)

Es sei Q C R?, d > 2, ein beschrinktes Gebiet mit Rand I'. Das Gebiet Q bzw. sein
Rand I" gehoren zur Klasse C*! fiir ein k € Ny, wenn I in endlich viele Stiicke I'; zer-
teilt werden kann, sodass jedes I'; der Graph einer auf einem (d — 1)-dimensionalen
Wiirfel in einem geeigneten Koordinatensystem k-mal stetig partiell differenzierba-
ren Funktion mit Lipschitz-stetigen Ableitungen bis einschlieflich zur Ordnung k
ist. Auerdem darf 2 lokal immer nur auf einer Seite des Randes liegen.

Fiir eine genauere Definition verweisen wir auf |Tréltzsch, 2005, 2.2.2] und die dort
genannten Referenzen. Gebiete mit Riandern der Klasse C%! heiken Gebiete mit
Lipschitz-Rand, kurz: L-Rand. Diese werden fiir unsere Zwecke hier ausreichend
sein. Ein Gebiet 2 C R ist {ibrigens notwendig ein offenes Intervall, sodass sich die
Frage nach der Glattheit des Randes im R® nicht stellt.

Beispiel 4.2 (Beispiele fiir Gebiete mit L-Rand)
Beispiele fiir Gebiete mit L-Rand sind:

O C

Keinen L-Rand besitzen dagegen:

—J)OE=

Bemerkung 4.3 ) Fiir Gebiete mit L-Rand existiert der dufsere Norma-

lenemheltsvektor n(x) fast iiberall, denn Lipschitz-stetige Funktionen f :
R™ — R sind fast iiberall differenzierbar (Satz von Rademacher).

(b) Durch die Darstellung der Randteile I'; als Graph einer Funktion ergibt sich
in natiirlicher Weise das (d — 1)-dimensionale Lebesgue-Mafs auf dem
Rand, siehe etwa den entsprechenden Abschnitt in Alt [2002]. Anschaulich
misst das Randmaf bei Q@ C R? die Linge einer Teilmenge £ C I' und
bei Q C R3 die Fliche. Wir bezeichnen zur Unterscheidung die Integration
bzgl. des Randmafes mit ds statt dx. o


http://www.iam.uni-bonn.de/~alt/ws2002/HTML/pdg1-hyp_65.html
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Vorsicht: Man muss sorgfiltig zwischen dem Lebesgue-MaR auf R? und dem (d—1)-
dimensionalen Maf auf dem Rand I" von Q C R¢ unterscheiden. Zum Beispiel ist das
3-dimensionale Lebesgue-Maf der Oberfliche einer Kugel 2 C R? eine Nullmenge,
das Volumen der Oberflache ist also null. Das 2-dimensionale Oberflachenmafs der
Kugeloberflache ist jedoch nicht null.

Voraussetzung 4.4

Generalvoraussetzung fiir den Rest von § 4 ist, dass ) # Q C R? ein beschrinktes
Gebiet mit L-Rand sei. o

§ 4.1 Der Spuroperator

Wir kldren nun die Frage von Randwerten von Funktionen in Sobolev-Raumen.

[SEEZMSI (Spursatz)

Fiir p > 1 existiert eine (eindeutige) lineare und stetige Abbildung 7 : W?(Q) —
L*(T) (die Spur), sodass fiir alle y € WH(Q) N C(Q) gilt: (ry)(z) = y(z) f.ii. auf
I. o

Fiir stetige Funktionen fallt also die Spurabbildung mit den iiblichen Randwerten y|r
zusammen. Statt Ty schreiben wir deshalb auch einfach weiter y|r. Die Stetigkeit der
Spurabbildung bedeutet, dass eine nur von p und €2 abhéngige Konstante c existiert,
sodass

yllzey < cllyllwrre)
fiir alle y € W'P(Q) gilt. Analog kann man den Spuroperator y|r, durch Einschriin-
kung auf messbare (bzgl. des Randmafes) Teilmengen I’y C I" definieren.

Bemerkung 4.6 (a) Man kann fiir beschrankte Gebiete 2 mit L-Rand und
1 < p < oo zeigen (vgl. Definition 3.15):

Wo™(9) = {y € WH(Q) : y|r = 0}.
(b) Der o.g. Spuroperator kann nicht stetig auf ganz LP(2) erweitert werden.

Funktionen in LP(€2)-Rdumen erlauben also im Allgemeinen keine Rand-
werte.

(c) Der Spuroperator 7 : W1P(Q) — LP(T') ist nicht surjektiv. Das heift, es
existieren Funktionen g € LP(I"), die nicht die Randwerte irgendwelcher
Funktionen in W'?(Q) sind.

(d) Der Spuroperator 7 : W1?(Q) — LP(T') ist auch nicht injektiv. Alle Funk-
tionen in W'P(Q), die in der Nihe des Randes ' gleich null und ,weiter
innen® beliebig sind, werden auf die Nullfunktion 0 € LP(I") abgebildet. ©

_ (Abbildungseigenschaften des Spuroperators)
Es sei 1 < p < oco. Dann bildet die Spurabbildung wie folgt stetig ab:

(7) Im Fall p < d:
T WH(Q) — L(T) fiiralle 1 <r < (dd——l)p
-p
12) Im Fall p = d:
(é4)
T W(Q) — L(T) fiiralle 1 <7 < oo.
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(747) Im Fall p > d:
T W(Q) — C(T).
Dabei wird C(I') mit der Norm max,cr|y(z)| ausgestattet.

Beweis: siche zum Beispiel [Adams and Fournier, 2003, Satz 5.36| U

Mapping properties of the trace operator W1‘p(ﬂ] to L'(T)
30 ! ! — !
—2D|: : : 1 :

—

ABBILDUNG 4.1. Darstellung der Abbildungseigenschaften des Spur-
operators 7 : WLP(Q) — L"(T) fiir Q C R? mit Lipschitz-Rand T in
verschiedenen Raumdimensionen d

§ 4.2 Der Sobolevsche Einbettungssatz

Der folgende Satz begriindet ,diagonale Einbettungen im Tableau der Bemerkung 3.14,
Durch Nachlassen im Differentiationsindex m kann man im Integrationsindex ¢ ge-
geniiber p hinzugewinnen.

ISAIZM8 (Sobolevscher Einbettungssatz)
Es sei 1 < p < oo und k € Ny. Dann bestehen folgende stetige Einbettungen:
(¢) Im Fall kp < d:
dp
d—kp

WHEP(Q) — LY(Q) fiiralle 1 < ¢ <

(#4) Im Fall kp = d:
WEP(Q) «— LY(Q) fiir alle 1 < ¢ < oo.
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(¢4i) Im Fall kp > d:
WE?(Q) — C(Q).

Dabei wird C(2) mit der Norm max, g|y(z)| ausgestattet.'

Beweis: siehe zum Beispiel [Adams and Fournier, 2003, Satz 5.4| 0

Eine Darstellung einiger Einbettungen findet sich in Abbildung 4.2. Durch Anwen-
dung von Satz 4.8 auf die Ableitungen einer Funktion kann man leicht Folgendes
zeigen:

Folgerung 4.9 (Sobolevscher Einbettungssatz)
Esseil < p < oo und k,m € Ny mit £ > m. Dann bestehen folgende stetige
Einbettungen:

(7) Im Fall (k —m)p < d:

dp
kp(Q) ma(Q) firalel <¢g< ————
WHP(Q) — W™1(Q) fir alle _q_d—(k—m)p
(73) Im Fall (k —m)p=d:
WEP(Q) — W™1(Q) fiir alle 1 < g < 0. o

Embeddings of W "P(Q) into L)

ABBILDUNG 4.2. Darstellung der Einbettungen W'?(Q) < L9(Q)
fir Q C R in verschiedenen Raumdimensionen d

13Genauer bettet dann W*P?(Q) sogar in einen Raum Holder-stetiger Funktionen ein.
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Beispiel 4.10 (Hiufig benutzte Einbettungen)

() Fiir Q = (a,0) C R gilt W2(Q) = H'(Q) — C(Q).
(b) Fiir Q = (a,b) C R gilt sogar in Erweiterung von Satz 4.8 bereits W (Q) <

C(@).
(c) Fiir Q C R? gilt W2(Q) = HY(Q) < LI(Q) fiir alle 1 < ¢ < oo.
(d) Fiir Q C R? gilt WH2(Q) = HY(Q) — L%(Q). o

§ 4.3 Kompakte Einbettungen

Definition 4.11 (Kompakte Einbettung, vgl. Definition 2.6)

Es seien U und V normierte lineare Rdume mit stetiger Einbettung U < V. U heilst
dann sogar kompakt eingebettet in V', wenn die Injektion ¢ : U > u +— u € V
kompakt ist, d.h.,

{u,} C U beschrénkt = {u,} besitzt eine Teilfolge, die Cauchyfolge in V ist.
Man schreibt: U —<— V. o
Falls V' ein Banach-Raum ist, dann impliziert U << V', dass aus schwacher Kon-
vergenz in U starke Konvergenz in V' wird, also:

U, ~uinlU = wu, —uinV.

Durch die erheblich schwéchere Norm auf V' werden also aus schwach konvergenten
Folgen in U bereits stark konvergente Folgen in V.

BalZi2] (Kompakte Sobolev-Einbettungen, Satz von Rellich-Kondra-

chov)
Unter den Voraussetzungen von Folgerung 4.9 sind die dort genannten Einbettungen
sogar kompakt, wenn man mit ¢ von der genannten oberen Grenze wegbleibt. o

Folgerung 4.13

Sei 1 < p < co und k € N. Dann besteht die kompakte Einbettung Wk?(Q) <
Wh=Lr(Q). o

§ 5 Weitere Eigenschaften von Sobolev-Raumen

Voraussetzung 5.1
Auch in diesem Abschnitt sei () # Q C R ein beschriinktes Gebiet mit L-Rand. o

IBaZ5%2 (Lebesgue-Punkte)

Fiir Funktionen y € L'(2) gilt: Fast jeder Punkt xy € E ist ein Lebesgue-Punkt,
d.h., es gilt dort
1

lim ——— y(x)dz = y(zo).
™0 | Br(20)] J B, (20)

Beweis: siehe zum Beispiel [Rudin, 1987, Theorem 7.7| O
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BaIZI88] (Stampacchia-Lemma)

Es sei y € WP(Q) fiir 1 < p < co. Dann besitzt max{0,y} die schwache Ableitung
Vy, woy=>0

0, wo y < 0,

V max{0,y} = {

und es gilt max{0,y} € W'?(Q). Falls y € Wy (Q) liegt, dann auch max{0, y}.
Beweis: siehe zum Beispiel [Kinderlehrer and Stampacchia, 1980, S. 50]; 0

Folgerung 5.4 (Verbandseigenschaft von W?((Q))

Es seien y1,90 € WHP(Q) fiir 1 < p < oco. Dann gehdren auch max{y;,y.} und
min{y;, y2} zu W?(Q), und es gilt

Vyi, Woy > ya Vyi, woy <

Viya, wo iy <y» Vya, WO y1 > yo.

Vmax{yi, 1y} = { Vmin{y, y2} = {

Definition 5.5 (Aquivalente Normen)
Es sei U ein normierter linearer Raum. Zwei Normen ||-|| und ||| ||| auf U heifsen
dquivalent, wenn es Konstanten ¢y, co > 0 gibt mit

e [lafl < flufl < ez [ wl
fir alle u € U.
Oft ist die Frage wichtig, wann eine Seminorm durch Einschrankung auf einen ge-
eigneten Unterraum dort zu einer Norm wird (die zur Standard-Norm dquivalent
ist). Zum Beispiel wird die H'(2)-Seminorm ||Vul|;2(g) auf dem Unterraum H{ ()

zu einer Norm, die zur H*(Q)-Norm dquivalent ist.'* Ein allgemeines Resultat in
diesem Sinne liefert der folgende Satz. Dabei bezeichnet

oo = (32 [ IDrupaz)’
|a|=k Q

die Standard-Seminorm in W*?(Q), und Py ist der Vektorraum aller Polynome vom
Héchstgrad k.19

IBAIZI8M6] (Normierungssatz von Sobolev)
Es sei 1 < p < oo sowie k£ € N. Dariiber hinaus sei

fi i WEP(Q) = [0,00)  di=1,...,¢
ein System von Seminormen mit folgenden Eigenschaften:
(a) Es existieren Konstanten ¢; > 0 mit 0 < fi(u) < ¢ ||ullwrso) fiir alle
u€ WkP(Q)und i =1,..., 7.
(b) Aus fi(v) =0firallei=1,...,¢ und v € P, folgt v =0.
Dann ist

¢ ,
llwlll = <Z[fi(u)]p + IUI’SVk,p(m>

i=1
auf WHP(Q) eine zu ||-|lyyensq) dquivalente Norm. ©

MDjes folgt aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung.
5Elemente in Pj, kénnen als > |a|<k Ca T geschrieben werden. Dabei ist z 1= 27" 257 - - - 237
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Bemerkung 5.7 (zum Normierungssatz 5.6)

Die Standard-Seminorm |u[y ..oy ist null genau fiir die Funktionen in W*P((), fiir
die D*u = 0 fur alle |a| = k gilt. Nach Lemma 3.7 sind dies genau die Polynome
Py.—1 vom Hochstgrad & — 1. Das heifit, die Seminorm |u|y.p(q) ,iibersieht die Poly-
nome in P;_; und weist ihnen den Wert null zu. Hier miissen jetzt die Seminormen
einspringen: Aus Voraussetzung (b) folgt, dass sie zusammen gerade das Nullpoly-
nom erkennen kénnen und fiir alle anderen Polynome in P,_; einen positiven Wert
liefern. o

Mit Hilfe des Normierungssatzes konnen mit einem Schlag verschiedene Norm-Aqui-
valenzen gezeigt werden:

Folgerung 5.8 (iquivalente Normen auf W'r(Q))
(a) Sei I'y C ' mit [T'y] > 0 und 1 < p < co. Dann ist

Y
‘/ uds‘ + [uflykn o
Iy

auf W?(Q) eine zu ||-||w1r(q) dquivalente Norm.

(b) Essei Q; C 2 mit |©4] >0 und 1 < p < co. Dann ist

1

p » P
‘/ udx‘ + [l
951

auf WP (Q) eine zu ||-||w1s(o) dquivalente Norm. o

Hieraus folgen wiederum verschiedene Ungleichungen vom (a) Friedrichs- und (b)
Poincaré-Typ.






Literaturverzeichnis

R. Adams and J. Fournier. Sobolev Spaces. Academic Press, New York, second
edition, 2003.

H.W. Alt. Skript zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen I, 2002. URL
http://www.iam.uni-bonn.de/ alt/ws2002/HTML/pdgl-hyp_0.html. Lecture
Notes.

G. Folland. Real Analysis. John Wiley & Sons, New York, 1984.

D. Kinderlehrer and G. Stampacchia. An Introduction to Variational Inequalities
and Their Applications. Academic Press, New York, 1980.

N. Meyers and J. Serrin. H=W. Proceedings of the National Academy of Sciences,
51:1055-1056, 1964.

W. Rudin. Real and Complex Analysis. McGraw—Hill, 1987.

F. Troltzsch. Optimale Steuerung partieller Differentialgleichungen. Vieweg, Wies-
baden, 2005.

K. Yosida and E. Hewitt. Finitely additive measures. Transactions of the American
Mathematical Society, 72:46—66, 1952.

21


http://www.iam.uni-bonn.de/~alt/ws2002/HTML/pdg1-hyp_0.html




4.1

4.2

Abbildungsverzeichnis

Darstellung der Abbildungseigenschaften des Spuroperators 7 : W1?(Q) —
L"(T) fiir Q € R? mit Lipschitz-Rand T in verschiedenen Raumdimen-

sionen d 15
Darstellung der Einbettungen W'?(Q) — L4(Q) fiir O C R? in ver-
schiedenen Raumdimensionen d 16

23






Index

Differentiationsindex, 11
distributionelle Ableitung, 10

Einbettung
kompakte, 17
stetige, 7

Einbettungssatz, 15
kompakter, 17

Gebiet, 5
mit C*!-Rand, 13
mit Lipschitzrand, 13
Greensche Formel, 9

Hoéldersche Ungleichung, 7

kompakte Einbettung, 17
konjugierte Exponenten, 7

Lebesgue-Maf, 5
Rand-, 13

Lebesgue-Punkt, 17

Lebesgue-Raum, 6
Dualraum, 7

Multiindex, 9
Ordnung, 9

partielle Integration, 9
Randwerte, 14

Satz von Rellich-Kondrachov, 17
schwache Ableitung, 10
Sobolev-Raum, 11

Sobolevscher Einbettungssatz, 15
Spuroperator, 14
Stampacchia-Lemma, 18

stetige Einbettung, 7

Tréager, 8

25



	Kapitel 1. Grundlegende Eigenschaften
	Einführung
	Lebesgue-Räume
	Sobolev-Räume
	Schwache Ableitungen
	Definition der Sobolev-Räume

	Reguläre Gebiete
	Der Spuroperator
	Der Sobolevsche Einbettungssatz
	Kompakte Einbettungen

	Weitere Eigenschaften von Sobolev-Räumen

	Literaturverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis
	Index

