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Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubung 7

Aufgabe 16: Wann ist im Céa-Lemma die Konstante 17

Welche Bedingung muss die Bilinearform a im Céa-Lemma (Lemma 10.2) erfiillen,
damit die dortige Abschéatzung mit Konstante 1 gilt (d.h. % =1)7

Aufgabe 17: Existenz einer Losung fiir Aufgabe mit Konvektionsterm

Beweisen Sie Satz 9.12 aus der Vorlesung.

Hinweise: Zeigen Sie fiir (a) die Beziehung

1

(8- Vu, u)p2g) = =5

5 (W (V- B)u)pzg) -

Dabei kann verwendet werden, dass die Formel der partiellen Integration auch fiir

H'-Funktionen gilt.

Aufgabe 18: Isomorphe Darstellungen von Funktionalen

Um eine eindeutige Losung fiir das Poisson-Problem mit reinen Neumann-Randbe-
dingungen (9.12) zu erhalten, muss man konstante Funktionen aus dem Losungsraum
,herausnehmen®.

(a) Zeigen Sie, dass sich die natiirliche Norm im Quotientenraum H!(£2)/R, also
= inf
1[0l 1 () wlg[v]HwHHl(Q)

durch 1
o]z (o) /m = H“ - |Q‘/QU dx”gl(m

ausdriicken ldsst. Dabei bezeichnet [v] die zu v € H'(Q2) gehorende Aquivalenz-
klasse.



(b) Zeigen Sie, dass der Raum H!(€)/R mit der obigen Norm isomorph zu

V:{veHl(Q):/demzo}

mit der H'(Q)-Norm ist.

(c) Beweisen Sie mit dem Lemma von Lax-Milgram, dass fiir das Problem mit rei-
nen Neumann-Randbedingungen im Raum V eine eindeutige Losung existiert, die
stetig von den Daten f € L?(2) und g € L*(T") abhiingt.

(d) Man hétte auch mit dem zu V isomorphen Raum H'(Q)/R arbeiten kénnen. Damit
dort das Funktional F([v]) = [, fv dz + [; gv ds wohldefiniert ist, benStigt man
die Kompatibilitatsbedingung

/fdx+/gds:0.
Q r

Warum wurde diese in Aufgabenteil (c) nicht benétigt?

Hinweis: Verwende die in Ubung 5, Aufgabe 13 gezeigte Ungleichung
2
[ullZ2() < ¢ <||vuyi2(m + </Quda:) ) Yu e HY(Q).

Hausaufgabe 14: Existenz einer Losung fiir Aufgabe mit Konvektionsterm

Betrachte das Problem (9.13). Wir haben bereits hinreichende Bedingungen fiir die
Losbarkeit in Aufgabe 17 diskutiert. Wir verwenden nun die schwéicheren Vorausset-
zungen p > 0, 3 € [L=®(Q)]? und ¢y € L>=(Q). Zeige, dass die zum Problem gehorende
Bilinearform a : H}(Q) x H}(€2) — R eine Garding-Ungleichung erfiillt, d. h., es exis-
tieren Konstanten C7 > 0, Cy € R, so dass

a(u,u) > Ct ||ull gy — C2 llullf2(q)

gilt.

Hausaufgabe 15: Charakterisierung von Unisolvenz

Angenommen P ist ein Vektorraum endlicher Dimension s € N. Ferner, sei V' O P ein
normierter Vektorraum und ¥ = (o1, ...,05) € V*. Zeige, dass folgende Eigenschaften
dquivalent sind:

(a) Die Menge ¥ is P-unisolvent, d. h.,
pEP oi(p)=0 firallei=1,...,8s = p=0.
(b) Fiir alle a € R® existiert ein p € P mit 04(p) = a; fur allei =1,...,s.

(c) Es existieren p1,...,ps € P mit 0;(p;j) = 05 fiir alle 1 <i,5 <'s.

Hinweis: P besitzt eine Basis.
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