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Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubung 6

Aufgabe 14: Beweis des schwachen Maximumprinzips

In Satz 5.1 haben wir bereits das diskrete Maximumprinzip fiir ein Differenzenverfahren
kennengelernt. Beweise nun das schwache Maximumprinzip fiir das Poisson-Problem,
d.h., zeige, dass die schwache Lésung u € H}(€2) der Aufgabe

—Au = fin Q u=0auf I’

die Eigenschaft v < 0 f.i. erfillt, falls f < 0 f.i..
Hinweis: Teste die Gleichung mit der Funktion

_l’_

" = max{0, u}.

Fiir u € H}(Q) gilt ut € H(Q) (vgl. Stampacchia-Lemma, Ubung 5, Aufgabe 11).

Aufgabe 15: Koerzive Bilinearformen

Sei V' ein Banachraum und sei a: V x V' — R eine beschrinkte und koerzive Biline-
arform, d.h. die Voraussetzungen des Lax-Milgram-Lemmas (9.5) sind erfiillt. Ferner
erfiille a die Cauchy-Schwarz-Ungleichung der Form

a(u,v) < ya(u,u) - a(v,v), u,v € V.

(a) Wir definieren die Abbildung ||-[|o: V' — R {iber [|v]|q = /a[v,v] fir v € V. Zeige,
dass ||| eine zu |||y &quivalente Norm ist. Zeige auferdem, dass (V,||-||lo) ein
Hilbertraum ist.

(b) Sei a nun zusétzlich symmetrisch und sei F' € V* ein Funktional auf V. Wie in
Bemerkung 9.3 betrachten wir das Minimierungsproblem

1
Minimize ¢(u) := §Hu\|g — F(u) iberueV. (9.7)
Zeige, dass 4 € V eine Losung dieses Problems ist, genau dann wenn
alt,v] = F(v) YvoeV

erfiillt ist. Gilt das auch, wenn wir die Symmetrieannahme nicht fordern?



Hausaufgabe 11: Abhéngigkeit der Beschranktheitskonstante des Losungs-
operators von der Wahl der Norm

Wie #ndern sich die Konstanten in Satz 9.4, wenn man anstelle der H'(2)-Norm die
auf H}(Q) dquivalente H!(2)-Seminorm wiihlt?

Hausaufgabe 12: Partielle Integration fiir Sobolev-Funktionen

Gegeben sei p € (1,00). Wir bezeichnen mit p’ den konjugierten Exponenten.
(a) Zeige, dass
/ Diuv+uD;vdz =0
Q

fiir alle Funktionen u € Wy?(Q) und v € Wh#' (Q) erfiillt ist.

(b) Angenommen () besitze einen Lipschitz-Rand. Beweise, dass die Gleichung

/Diuv—i—uDide—/ uvn;ds
Q [2)9]

fiir alle w € WP(Q) und v € WH¥'(Q) gilt.

Hinweis: Approximiere v und v durch glatte Funktionen (Dichtheitsargument). Fiir
glatte Funktionen kann (a) direkt gezeigt werden. Die Gleichung aus (b) kann unter
Verwendung von (8.2) gezeigt werden.

Hausaufgabe 13: Einbettungen in den Raum der stetigen Funktionen

Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet und sei p > d gegeben. Zeige, dass eine Konstante
C > 0 existiert, sodass

[l o) < C llullwir@)
fir all u € I/VO1 P(Q) erfiillt ist. Folgere aukerdem, dass u stetig ist.

Hinweis: Beweise die Behauptung zunéchst fir v € C°(). Zeige dazu, dass fiir
beliebiges z¢ €  und ¢ € RY mit [¢| = 1, fiir hinreichend grokes R > 0 gilt:

R
lu(z0)| g/o V(o + £€)| dt.

Integriere diese Ungleichung anschliefsend iiber £ € 0B1(0) (beziiglich dem Oberfla-
chenmafs) und fithre die Riicktransformation in kartesische Koordinaten durch um
[Vu(z)]

u(zg)| < C
e <O [

dx

zu erhalten. Folgere die Behauptung aus der Holder-Ungleichung.
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