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Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubung 5

Aufgabe 10: Eine stiickweise glatte Funktion

Wir betrachten die Funktion f,(z) := |z|* mit a € R auf dem Gebiet Q@ = B;(0) =
{r e R%: |z| < 1}.

(a) Fiir welche Werte o € R und p € [1,00] gilt f, € LP(2)?
(b) Fiir welche Werte o € R besitzt f, schwache Ableitungen erster Ordnung?
(c) Fiir welche Werte o € R und p € [1,00] gilt f, € WHP(Q)?

Aufgabe 11: Kettenregel und Stampacchia-Lemma

Sei € ein beschranktes Gebiet.

(a) Sei f € C'(R) und es existiere eine Konstante M > 0, sodass |f'(x)| < M fiir alle
z € R erfiillt ist. Zeige, dass f(u) € WHP(Q) fiir ein beliebiges u € WHP(Q) erfiillt
ist, sowie die Kettenregel D;(f(u)) = f'(u) Dju fur i =1,...,d.

(b) Sei u € WHP() gegeben. Zeige, dass u™ definiert durch u*(z) = max(u(x),0) zu
WLP(Q) gehort und dass
Dj;u(x) falls u(z) > 0,

0 sonst

Diut(z) = {

fir i = 1,...,d und fast alle x € Q erfiillt ist.

(c) Sei u € WHP(Q) gegeben. Zeige, dass D; u = 0 fast iiberall auf {x € Q: u(z) = 0}
erfiillt ist.

d) Zeige, dass fiir eine beliebige Funktion v € WiP(Q) die Beziehungen u™,u~ €
0
Wol’p(ﬂ) gelten.



Aufgabe 12: Poincaré-Ungleichung fiir H!(Q)-Funktionen

Sei Q € R%, d € N, ein beschrénktes Gebiet mit Rand I'. Zeige, dass eine Konstante
C = C(92) > 0 existiert, sodass die Ungleichung
9 9 1/2
lull 2y < € (V0220 + lulaqry)
fiir jede Funktion u € H'(Q) erfiillt ist.

Hinweis: Betrachte den Ausdruck [, (u?A¢) mit ¢ = (2d)~*|z|?, nutze die Eigenschaft
A¢ =1 und argumentiere mit der Green’schen Identitét

/vAwd:c:—/Vv-dex+/v8nwds,
Q Q r

wobei n(z) der aukere Normalenvektor am Rand I ist.

Aufgabe 13: Poincaré-Ungleichung fiir H!(Q2)-Funktionen

Es sei  := (0,1)? das Einheitsquadrat. Fiir eine beliebige Funktion v € L?*(Q) defi-
nieren wir die Projektion v = ﬁ fQ v(z) dz auf konstante Funktionen. Zeige, dass eine
Konstante C' = C(€2) > 0 existiert, so dass die Ungleichung

[v =02y < ClIVY| 1200
fiir alle Funktionen v € H'(Q) erfiillt ist. Folgere daraus die Poincaré-Ungleichung

o 1/2
[vllz2) < C (HVUH%Q(Q) + </Q’U(CU)dl’> ) :

Hausaufgabe 9: Eine stiickweise glatte Funktion

Auf Q = B1(0) = {x € R%: |z| < 1/2}, d > 1, betrachten wir die Funktion f, definiert
durch f,(x) := ‘log|$Ha mit o € R.

(a) Fiir welche Werte o € R und p € [1,00] gilt f, € LP(Q)?
(b) Fiir welche Werte o € R besitzt f, schwache Ableitungen erster Ordnung?
(¢) Fiir welche Werte o € R und p € [1, 0] ist f, € W1P(Q) erfiillt?

Hausaufgabe 10: Sobolevridume in einer Dimension

Sei L > 0 und p € [1,00]. Zeige folgende Aquivalenz:
u€ WHP(0,L) < wist absolut stetig mit v’ € LP(0, L).

Hinweis: “=": Wihle v(z) = [ v/ dt. Zeige v' = v/ und, dass v — u konstant ist.
“<" Nutze die Tatsache, dass eine absolut stetige Funktion u im klassischen Sinne
fast iiberall differenzierbar ist, sowie u(z) = u(0) + [’ v’ dt.
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