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Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubung 3

Aufgabe 6: Implementierung verschiedener Normen

Fiir Funktionen vy, wy, € Vj,, up € Uy, definiert man
e die diskrete L°°-Norm durch

[[0n]| Loe = max |vp(z)]
z€Qy

e das diskrete L?-Skalarprodukt durch
(vn, wa)n = B op(x) wa(x)
zE€Q
und die zugehorige diskrete L2-Norm durch

[vnll7z ), = 2% D Jon(e)]?

z€Qp

e die diskrete H!'-Seminorm durch

d
2 d 2
funlfp g, =0y > [IDF unl(@)]
Jj=1 Ieﬁh
I-‘rh@j Eﬁh

Hierbei bezeichnet €, die inneren Gitterpunkte zur Gitterweite h. Implementieren Sie
diese vier Funktionen in Matlab fiir den Fall, dass es sich bei 2 um das Einheitsquadrat
(d = 2) handelt (vgl. § 3). Dabei wird der Funktion fiir die H'-Seminorm ein Vektor
iy, mit

U = (U0,0, U105 - - - Un,0; U0, UL, - -3 Un,1s - - - s U0y Ul - - - Unp)

0. Zeile in Qp, 1. Zeile in Qp, n. Zeile in Qy,

ibergeben. Fiir uj, € Uy ist u;; der Funktionswert an der Stelle z;; = (z’h,jh)T.
Hingegen wird den anderen Funktionen ein Vektor ¥, mit

" T
Tp = (V1,15 s Vn=1,15-- s Vln—1s-- s Un—1,n—1)

ibergeben (dem Skalarprodukt werden natiirlich zwei solcher Vektoren iibergeben).
Implementiere auch eine Funktion Restrict_to_Inner, welche die Randkomponenten
von 1}, abschneidet sowie eine Funktion Extend_to_Boundary, welche die fehlenden
Randkomponenten von ¢, mit 0 auffiillt. Die entsprechenden Funktionsképfe sollen



function norm = Linfty_Norm Unitsquare (v)

function ip = L2_InnerProduct_Unitsquare(v,w)
function norm = L2_Norm_Unitsquare(v)

function norm = H1_Seminorm_Unitsquare (u)
function v = Restrict_to_Inner (u)

function u Extend_to_Boundary (v)

lauten.

Aufgabe 7: Quadratische Konsistenzordnung des 5-Punkte-Sterns numerisch
verifizieren

Uberpriifen Sie numerisch die quadratische Konsistenzordnung des 5-Punkte-Schemas
(vgl. Satz 4.3). Verwenden Sie dafiir die Funktion

u(z) = e*2 . sin(x?)

auf dem Einheitsquadrat. Bestimmen Sie zunéchst
fi=-Au
exakt, und berechnen Sie anschliefend den Konsistenzfehler

en = |[[=a77ul = 7|

o0,h

fiir verschieden feine Gitterweiten h. Stellen Sie den Zusammenhang von h und ej in
einem doppelt logarithmischen Plot dar, und schétzen Sie die Konvergenzordnung wie
in Ubung 2, Hausaufgabe 3 (a) und (b) beschrieben.

Aufgabe 8: FDV auf dem Einheitsquadrat

Implementieren Sie in Matlab das Finite-Differenzen-Verfahren mit dem 5-Punkte-
Stern zur Losung des Problems

Lu:=—-Au=f inQ
u=g¢g aufl

auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1) x (0,1) C R2. Sie miissen das in der Vorlesung be-
handelte Verfahren leicht modifizieren, um die inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen
behandeln zu kénnen. Nehmen Sie dazu die Gleichungen

up(z) = g(x) fiir alle x € Ty,

an entsprechender Stelle mit in die Systemmatrix auf.


http://tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/SS2018_Numerik_von_PDEsexercise02.pdf#section.3

Um das Verfahren zu testen, sei die exakte Losung u(z) = €*12 - sin(z3) vorgegeben.

Daraus bestimmt sich f := —Aw und g := u|r entsprechend. Zeichnen Sie den Verlauf
der Fehler eroo j, := ||[u—up| Lo n, ep2p = |u—unl[r2, und egr p, == [u—up| g ), sowie
die Kondition der Systemmatrix (bzgl. der Euklidischen Norm || - ||2) in Abhéngigkeit
von h in doppelt logarithmische Plots ein. Bestimmen Sie auch die experimentelle
Konvergenzordnung.
Hinweise:
e Verwenden Sie sparse Matrizen (help sparse). Weitere niitzliche Befehle sind
speye, spdiags und kron.
e Mit den Aufrufen eigs(Lh,1) und eigs(Lh,1,’SM’) konnen der grofite und
kleinste Eigenwert von Lh bestimmt werden.

e Eine Schitzung der Konditionszahl (beziiglich der 1-Norm) fiir sparse Matrizen
erhélt man mit condest.

Hausaufgabe 5: Besetzungsstruktur der Systemmatrix fiir verschiedene Sor-
tierungen

Die Systemmatrix, welche aus (4.2) entsteht, hdngt von der Sortierung der unbekannten
Funktionswerte u; ; ab. Zeichnen Sie schematisch die Gestalt der Systemmatrix, falls
die unbekannten Funktionswerte

(a) lexikographisch,
(b) diagonal,
(¢) im Schachbrettmuster

sortiert werden.

2] 22 23 24 2% 11 16 20 23 23 11 24 12 25 1
16 17 18 19 2 70 12 17 21 24 21 9] 22 10 2
11 12 13 14 15 4, 8] 13 18 2 6| 19 7] 20 8
6| 71 8 9| 1 21 51 9] 14 19 16 4] 17 5| 1
11 2y 3| 4| 5 1/ 3] 6 1(‘) 15 1/ 14 24 15 3

Abbildung 1: lexikographische, diagonale und Schachbrettmuster-Anordnung

Hausaufgabe 6: Diskrete Sobolev-Einbettung

Zeigen Sie, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, sodass fiir u € U}? und n > 2 die
Abschétzung
ull oo < C (logn) /2 [ul g1,



gilt.
Hinweis: Nehmen Sie n/2 < k,¢ <n —1 und fir 1 <i <k — 1 gilt dann

¢ k—1
uge =h <Z(D2u)(:p”) + Z(Dfu)(ag@)
j=1 j=i

Gewichten Sie diese Gleichungen mit a; > 0 und summieren Sie iiber ¢ = 1,...,k — 1.
Durch Abschétzen und eine geschickte Wahl der a; erhalten Sie dann

luge| < C (logn) "2 [ul g1 -

Falls (n —1)/2 < k,¢ < n — 1 nicht gilt, kann man durch Spiegeln die Situation auf
die obige zuriickfiihren.
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