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Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubung 2

Aufgabe 4: Eigenwerte des diskreten Laplace-Operators

Wir betrachten die Matrix Lj, € RM=D*x(n=1)* ;i 5 Punkte-Stern
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(a) Rechnen Sie nach, dass der Laplace-Operator auf dem Einheitsquadrat Q := (0, 1)?
die Eigenwerte und Eigenvektoren

Nod = (2 + j))7? und W™ = sin(imx)sin(j T y), ,j=1,2,...
besitzt, d. h. die Paare (A%, w"7) 16sen das Randwertproblem
—Aw" =\ in Q, w™ =0 auf 9.
(b) Zeigen Sie, dass Lj, die Eigenwerte
N = L (4 — 2 (cos(i h) + cos(j hw)))

h2
1 <sin2(m7”)+sin2($)) ij=1,...,n—1

T2

mit den zugehorigen Eigenvektoren
W (g ) = sin(i mk h) sin(j 7 mh) Ekm=1,...,n—1

besitzt. Zeigen Sie, dass die Eigenvektoren beziiglich des diskreten L2-Skalarpro-
duktes senkrecht aufeinander stehen.

(c) Zeigen Sie, dass fiir die Kondition bzgl. der Spektralnorm von Ly,

Amax (L) 4 1
K2(Lp) = ML) 72 B2 +0(1)

gilt.



Aufgabe 5: Ein Differenzenverfahren der Ordnung 4

Durch Hinzunahme weiterer Punkte im Differenzenstern kénnen hohere Approximati-
onsordnungen erreicht werden. Zeigen Sie, dass der kompakte 9-Punkte-Stern
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also das Schema

[—Agg)u] (x) = o2 [20u(z) — 4u(z1 £ b, 22) — du(z1, x2 £ h) — u(wy + h, 9 + b)),
in Verbindung mit
) () — AN
79 @) = @)+ 1A fl(a)

die Konsistenzordnung 4 bzgl. der diskreten L>-Norm (u € C*1(2) vorausgesetzt) hat.
Das Schema hat jedoch nur Konsistenzordnung 2 bei Verwendung von f}(ll)(m) = f(x).

Hausaufgabe 3: Bestimmung der experimentellen Konvergenzordnung

Héufig besteht zwischen der Norm des Fehlers Ej, := ||ep,|| und dem Diskretisierungs-
parameter h ein theoretischer Zusammenhang der Form

E, < ChP.

Um experimentell die vorausgesagte Konvergenzordnung p zu iiberpriifen, macht man
den Ansatz

Eh ~ Ch? s
wobei C' sowie p unbekannt sind.

a) Wie kann aus zwei Fehlern Fj,, und Ej, die numerische (experimentelle) Konver-
1 2
genzordnung p geschétzt werden?

(b) Die erhaltene Formel lésst sich als Anstieg der Gerade, welche die beiden Punkte
(h1, Ep,) und (hga, Ep,) in einem doppelt logarithmischen Plot verbindet, interpre-
tieren. Fiir mehrere Punkte (hy, Ep,), ..., (hn, Ep,) (n > 2) kann die Idee entspre-
chend verallgemeinert werden. Gesucht sind nun die Parameter C' und p von einer
Funktion h — C' kP, welche die Punkte in einem doppelt logarithmischen Plot im
Sinne der ,kleinsten Quadrate” am besten approximiert. Wie lautet das entspre-
chende ,,Kleinste-Quadrate-Problem‘ und die zugehorige Normalengleichung?

(c¢) Implementieren Sie die Losung aus (b) als eine Funktion in MATLAB. Der entspre-
chende Funktionskopf soll

function [p,q] = eoc(h, e)




lauten. Die Vektoren h und e enthalten die Gitterweiten und Fehler. Die Riickga-
bewerte p und q sind (kleinste-Quadrate)-Schétzungen fiir p und In(C).

(d) Schétzen Sie die Konstante C' und Konvergenzordnung p fiir die folgenden Mess-
daten.
ho| 27t | 22 | 278 | 27t | 27
Ej, | 6.91e-01 | 1.78e-01 | 4.33e-02 | 1.78e-02 | 3.07e-03

Zeichnen Sie Messdaten und die Funktion C'h? in einen doppelt-logarithmischen
Plot ein.

Hausaufgabe 4: Im Dunstkreis des 5-Punkte-Sterns

(a) Beweisen Sie Bemerkung 4.4 (a).

(b) Zeigen Sie, dass das 5-Punkte-Schema fiir den Fall u € C3(Q) nur die Konsistenz-
ordnung 1 hat.
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