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§ 13 Details der Implementierung

Die Losung einer (linearen) PDE mit der FEM gliedert sich in folgende Unterpunkte:

(1) Modellierung des Gebietes (z.B. mit CAD) und Erzeugung eines Gitters
(mit einem Gittergenerator)

2) Entscheidung fiir einen FE-Typ
3) Choose a (global) finite element space, cf. Definition 12.4

(2)
(3)
(4) Organisation der globalen Freiheitsgrade, cf. Definition 12.6
(5) Assemblierung der Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors
(6)

6) Einarbeiten von Dirichlet-Randbedingungen und evtl. weiterer Bedingun-
gen

(7) Losen des linearen Gleichungssystems

(8) Abschétzung des Fehlers

(9) gef. Gitterverfeinerung und zuriick zu (4)
(10) Postprocessing und Darstellung der Losung

Verschiedene FE-Bibliotheken setzen diese Schritte sehr unterschiedlich um. Manch-
mal sind z. B. (2) und (3) untrennbar verbunden, etwa bei Auswahl von Lagrange-
Elementen P, oder Q) immer die Standard-P,-Raume bzw. Standard-Q-Raume
verwendet werden, also H'-konforme (stetige) globale Basisfunktionen, vgl. Lem-
ma 12.5. Bei nichtlinearen Aufgaben (PDEs) sind die Schritte (5)—(7) noch in eine
Newton-Schleife eingeschlossen.

In what follows, we give some details concerning steps (5) and (6).

Vorab einige Bezeichnungen:
e 5 := 5 Anzahl der globalen Freiheitsgrade

e s Anzahl der lokalen Freiheitsgrade auf jeder Zelle
§ 13.1 Assemblierung der schwachen Form

Es liege aus Schritt (1)—(4) bereits ein (nicht notwendig konformes) Gitter 7 und (fiir
die Vereinfachung der folgenden Beschreibung) eine affine Familie { (K, Pk, Xk ) } ket
von Elementen auf Simplex-Zellen vor (z. B. Pi-Elemente). Es sei V7 ein FE-Raum
wie in Definition 12.4. Further, suppose that we have chosen a collection of global
degrees of freedom as in Definition 12.6. In particular, we already have the vectors
¢t which link the global degrees of freedom with the local degrees of freedom.

Wir betrachten nun Punkt (5) genauer. Im Fall der Poisson-Gleichung lautet die
Steifigkeitsmatrix (vgl. § 7.2)

(A)z] = CL{QO]', 901] = /Qv<)03 ’ Vgol d.T,

wobei {p;}7_, die globalen Formfunktionen (Basisfunktionen von Vi) sind. Similar
to § 7.4, these integrals will be evaluated on the reference element. The key is that
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any global basis function is a linear combination of local basis functions on each cell,
see (12.2).

We have

/V% Vp;dr = Z/ Vo, V;do

KeT
S e f”/ Vs Vo de.
KeT mn=1 ~— _
::(AK)m,n

Here, Ax € R**® denotes the lokale Steifigkeitsmatrix, with entries

(AK)m / Vpkn - VPrm de. (13.1)

Now, it will be convenient to introduce the matrix® Cx € R5**,

(Ck)im = ™.

)

Recall that C'x encodes the relation of the local and global dofs, cf. Definition 12.6,
as well as the coupling of the local and global shape functions, cf. Lemma 12.8.

Now, the above calculation yields

A= CxAkCy. (13.2)

KeT

Analog gilt fiir den lokalen Lastvektor (Elementlastvektor) Fx € R®

(Fr )k = / [ ik dz, (13.3)

K

den man zum globalen Lastvektor addiert:
F= Z CrFlrk. (13.4)

KeT

Frage: Wie berechnet man die elementweisen Beitrége (13.1) und (13.3)7

Es sei Tk : K>7 B x + by € K wieder eine bijektive affine Abbildung.
Aufgrund der Substitutionsregel gilt

/K o(z) dz = /;( o(T(3)) |det Tl (3)] 7 = |det Bx| /;{ o(Te(@)d  (13.5)

59Sometimes called the connectivity matrix.
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fiir integrierbare Funktionen g. Die Anwendung auf (13.1) ergibt®°

/VPKn ) - Vpm(z) do

/ V(pn o T () - V(P 0 TiY) (2) dao Konstruktion der pg, (11.4e)

—/ (B TVpn( Hx))] - [BI}Tﬁﬁm(Tgl(x))] dz Kettenregel

K

= |det Bg| /A [B;(Tﬁﬁn(f)] : [B;(Tﬁjo\m(f)] dZ  Substitutionsregel.
R

Der besseren Unterscheidung wegen bezeichnen wir den Gradienten einer Funktion
auf de/g Referenzzelle K mit V. Die Transformationsmatrix By auf das Einheitssim-
plex K wird fiir jede (Simplex-)Zelle K wie folgt bestimmt: Ist

K = conv{vg,v1,...,v4} CRY v € R
dann gilt

dxd d
BK:[U]__UO,UQ_UO,...,Ud_’UD}GR , b = vg € R*.

Oy
Tw %2
/\
» /4
K
a, o,
ajo a“‘

Aufgrund der (hdufig anzutreffenden) Polynomeigenschaft von p; kann das obige
Integral exakt berechnet werden. Bei Operatoren mit nicht-konstanten Koeffizienten,
etwa

alu, v :/QV"U([B)TA($) Vu(z)dz, (%)

ist das aber i.d. R. nicht méglich. Deshalb setzt man eine Quadraturformel (Q-
Formel)

q
/ i@ i~y wp, dER,)
K =1

auf K ecin mit Gewichten wg , und Stiitzstellen {3 ,. Die Exaktheitsordnung

r € N der Formel ist der maximale Grad, sodass fiir alle Polynome § € P,(K)
Gleichheit gilt (analog fiir Randintegrale).

60Beachte: Die Ableitung (Jacobimatrix) ist J(px o T )(z) = J(pr) (T ' (x)) Bx'. Der Gra-
dient ist die Transposition davon.
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Die Anwendung auf (x) ergibt:

/VpKn (2) Vpgem(x) dz = - - -

_ |det By| / < Viu(@)] ATk (2)) [Bx V(@) d2

=~ ]det BK’ ZwK,f Tvpn(fl( g)} (TK(g )) [B;(Tﬁﬁm(ff(,é)}

schwache Form  lokale Beitrige der Zelle K

/ V! AV da |detBK|Zwm *T%n(gm)}TA(TK(gm))[B;J%m(gm)}

(=1

/Q Vo, - Beidz  |det BK|Z("}IA(,€ [Br"Vha(Er,)] - B(Tk(Ex,)) PR )
/=1

/Q ©;j Co pida |det Bic| Y " wi , Pul(€z.0) 0T (z.0)) Pn(Ez)
(=1

[ rede et Bl 3w STk ) s )
/=1

Beachte: Es gilt
K] ~
|det Bg| = ﬁ, denn [ l1dz= [ 1|det Bg|dZ. (13.6)
K K

Folgende Daten konnen tabelliert (vorberechnet) werden:

e Transformationsmatrix B und Vektor by fiir jede Zelle sowie By ' € R4
und evtl. det Bi (gehoren zum Gitter)

Speicheraufwand: Negs X (2d + 1) Vektoren des R?

e die Funktionswerte px({z ,,,) und ﬁﬁk(f %.m) der lokalen Formfunktionen auf

der Referenzzelle IA(, k=1,...,sund m = 1,...,q (gehort zum FE bzw.
zur Q-Formel)

Speicheraufwand: ¢ x s Skalare und ¢ x s Vektoren des R?

Beachte: Es bietet sich nicht an, B;J@ﬁk(f %) Zuspeichern, denn dies sind Neeps X
q x s Vektoren des R?¢! (Ersparnisse ergeben sich nur, wenn viele Zellen nur Translate
voneinander sind.)

Die Randintegrale in der schwachen Formulierung werden analog berechnet. Wir
betrachten als Beispiel

[ei@aamas=Y [ psalatsds.

KeT v

-~

@ij
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r o q Koordinaten Anzahl Gewichte

11 : (53 3) 1 K|

2 3 (5:3.0) 3 1K1
(3:3:3) 1 50K

307 | G408 2R
(1,0,0) 3 20l K|

TABELLE 13.1. Quadraturformeln auf Dreiecken mit baryzentrischen
Koordinaten. Bei Anzahlen > 1 ergeben sich die Koordinaten der
weiteren Quadraturpunkte durch zyklische Vertauschung.

rooq Koordinaten Anzahl Gewichte
11 (3:3:0) 1 |73l
- G+4V51-W30 1 LB
(G=§V3 5 +5v3.0) 1 315

G+ivii-3/t0 1 R

S

> G-/t ity 1 &l
PN

(1,30 1 151 Eil

TABELLE 13.2. Quadraturformeln auf Dreieckskanten mit baryzentri-
schen Koordinaten. Formeln fiir die anderen Kanten entstehen jeweils
durch zyklisches Vertauschen der Koordinaten.

Man berechnet wieder die lokalen Beitriige a; ; auf der Zelle K% Beachte: 0K N T’
ist entweder () oder besteht aus einer (oder mehreren) Facetten Fj von K. Dies muss
ebenfalls in einer zum Gitter gehérenden Datenstruktur festgehalten werden.

61Man kénnte hier auch facettenweise vorgehen.
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Man transformiert das Integral (z. B. mittels Tk) auf eine Facette des Referenzele-
ments und setzt eine Q-Formel®? ei

[ o) a9 picns) s = ;?: Pl5) a(T(9) () 05
1Bl

~ B2 Z gy Bl o) (T (€7, ) Bl o)

wobei |Fj| bzw. ]f}\ die (d — 1)-dimensionalen Volumina der Facetten bezeichnen.

schwache Form lokale Beitrige der Zelle K

il & ~ -
/F pjals)pids QZ%j,wn(&j,e)&(TK(S))pm(éﬁj,z)

Jl =1

/F 9(s) i ds ?ez $)) Pm(é5 0)

J

Wie bereits in § 7.2 gesehen, fiihrt die Assemblierung auf ein LGS%
AU =F (13.7)
mit ;
A= ( 05, 901]) i =17 F = F() }izl ohne Q-Fehler
S .
A= ( [%7%])” v F=Fup) }i:1 mit Q-Fehler.

62Man benstigt mehrere Q-Formeln pro Zelle, fiir jede Facette eine.
63Implementation fiir P;- und Py-Elemente mit verschiedenen Q-Formeln in der Ubung



