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Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubung 10

Aufgabe 25: Lineare Unabhangigkeit der o;

Beweisen Sie Bemerkung 11.2.

Aufgabe 26: Ableitung einer Funktion in baryzentrischen Koordinaten

Es sei K ¢ R¢ das Einheitssimplex und p : R — R eine in baryzentrischen Koordi-
naten gegebene Funktion. Wie lautet die Ableitung von p nach z; fir i =1,...,d?

Aufgabe 27: Invarianz baryzentrischer Koordinaten unter affinen Transfor-
mationen

Es sei K = conv{ag,...,aq} C R? ein Simplex und X : RY — R die Funktion,
welche einen Punkt z € K auf seine baryzentrischen Koordinaten bzgl. K abbildet.
Weiter sei T : R? — R? eine affine Abbildung, d.h. T'(z) = Bz + b mit einer reguliren
Matrix B € R*? und einem Vektor b € R?. Dann gilt

K :=T(K) = conv{T(ap), ..., T(aq)},

und Ii ist wieder ein Simplex. Zeigen Sie, dass fiir die baryzentrischen Koordinaten by
bzgl. K die Beziehung _
AT (z)) = Ax)

gilt, d.h. baryzentrische Koordinaten sind invariant unter affinen Transformationen.

Aufgabe 28: Baryzentrische Koordinaten

Es seien {ag, ..., aq} C R? affin unabhingige Punkte, d.h., {a1 — ag, ..., aq — ao} sind
linear unabhangig. Dann ist ihre konvexe Hiille

d

d
K := conv{ag, ..., ag} := {weRd:x:Z/\iai : A > 0 und Z)\Z-zl}
i=0 i=0



ein Simplex mit int(K) # (). Die Zahlen (Ag(x),. .., \g(z)) wie oben heiken die ba-
ryzentrischen Koordinaten eines Punktes € R Sie lassen sich mit Hilfe des
LGS
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berechnen. Es gilt: z € K < A(z) > 0. AuRerdem ist \;(a;j) = d;; und
x € F, < Mz) >0, \i(z) =0,
wobei F; die Facette ist, die der Ecke a; gegeniiber liegt.

(a) Wie lauten die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes x im Einheitssimplex
conv {0, ey, ..., eq}?

(b) Geben Sie die baryzentrischen Koordinaten der rot markierten Punkte in

Lagrange Element P in 2D Lagrange Element F, in 30

o g \ g » 05 s

-02 0 02 0.4)< 0.8 0.8 1 12 w

(vgl. Beiblatt Lagrange-Elemente) an.
Wie lauten die baryzentrischen Koordinaten der Schwerpunkte der Facetten im
rechten Bild?

(c) Welche Punktmengen sind durch \; = const, Z;l:o Aj = 1 beschrieben?

(d) Vergewissern Sie sich, dass A eine affine Funktion von z ist. Zeigen Sie anschlieftend,
dass A die Darstellung

(x —a;) -n;

)\i:Rd )\1 =1-—
>z — N(z) (@ —a)

eR i=0,....d

hat. Dabei bezeichnet n; einen Normalenvektor der Facette F; und a; einen belie-
bigen Eckpunkt der Facette Fj, d.h. j # i (\; ist unabhéngig von der Wahl von

7).

Hausaufgabe 20: Zusammenhang verschiedener Gittergréfien

Es sei T ein konformes Gitter aus Dreiecken (d = 2) bzw. Tetraedern (d = 3) auf dem
einfach zusammenhingenden Gebiet Q C R9.


http://www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/SS2010_Numerik_von_PDEs/Beiblatt_Lagrange-Elemente.pdf

Finden Sie fiir d = 2 einen ,einfachen” Zusammenhang (ohne Beweis) zwischen

(a) Ncells; Nedges und Nyertices SOWie

(b) Nce1157 Nedges und Neadges

und fiir d = 3 zwischen
(a) Ncells; Nfaces; Nedges und Nyertices SOWie

(b) th31157 Nfaces und ]\Tfa

aces”

Wir verwenden folgende Bezeichnungen fiir die Bestandteile 1-, 2- und 3-dimensionaler
Gitter:

Bezeichnung Anzahl der ... Dimension d=...
Neells Zellen K d 1,2,3
Neaces Seitenflachen 2 3
Nf?ices dufseren Seitenflachen 2 3
Negges Kanten 1 2,3
Ngiges dufseren Kanten 1 2,3
Nyertices Knoten, 0 1,2,3
N\imces Randknoten 0 1,2,3

(4 Punkte)



