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Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubung 8

Aufgabe 17: Beweis der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung

Beweisen Sie die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Lemma 8.4 aus der Vorlesung).

Aufgabe 18: Wann ist im Céa-Lemma die Konstante 17

Welche Bedingung muss die Bilinearform a im Céa-Lemma (Lemma 9.2) erfiillen, damit
die dortige Abschétzung mit Konstante 1 gilt (d.h. 32 =1).

Aufgabe 19: Isomorphe Darstellungen von Funktionalen

Um eine eindeutige Losung fiir das Poisson-Problem mit reinen Neumann-Randbe-
dingungen (8.13) zu erhalten, muss man konstante Funktionen aus dem Losungsraum
,,herausnehmen‘.

(a) Zeigen Sie, dass sich die natiirliche Norm im Quotientenraum H!(€2)/R, also
= inf
H[U]HHI(Q)/R wlg[v]HwHHl(Q)

durch 1
Il e ) /m = H“ - ,Q\/Q“ dxHHl(Q)

ausdriicken ldsst. Dabei bezeichnet [v] die zu v € H'(Q2) gehorende Aquivalenz-
klasse.

(b) Zeigen Sie, dass der Raum H!(Q)/R mit der obigen Norm isomorph zu

V:{veHl(Q):/dexzo}

mit der H!(Q)-Norm ist.

(c) Beweisen Sie mit dem Lemma von Lax-Milgram, dass fiir das Problem mit rei-
nen Neumann-Randbedingungen im Raum V eine eindeutige Losung existiert, die
stetig von den Daten f € L?(Q2) und g € L*(T) abhingt.



(d) Man hitte auch mit dem zu V isomorphen Raum H'(Q)/R arbeiten kénnen. Damit
dort das Funktional F([v]) = [, fv dz + [, gv ds wohldefiniert ist, bendtigt man
die Kompatibilitdtsbedingung

/fdaz+/gds:0.
Q r

Warum wurde diese in Aufgabenteil (c) nicht benétigt?

Hinweis: Es gilt die folgende Ungleichung (folgt sofort aus Aufgabe (noch nicht
gestellt): Sob_aufgabe005 (b))

2

fiir alle w € H'(2) und eine Konstante c.

Aufgabe 20: Simulation des Fuftbodenheizungs-Beispiels

Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung an folgendem Beispiel:
—div(k Vy(x)) = Xcontrol u(x) 1in Q

0
K %y(z:) +a(x)y(z) =0 auf I'.
Dabei bezeichnet y(z) die Temperatur im Punkt z, x die in diesem Fall konstante
Wiérmeleitfihigkeit und a(z) den Wérmeiibergangskoeffizienten. Die Steuerung u(x)
bezeichnet die Warmeleistungsdichte im Punkt .

Hinweis: Es bietet sich an, fiir jedes Beispiel einen Unterordner, hier zum Beispiel mit
der Bezeichnung Fussbodenheizung, anzulegen, in dem sich die problemspezifischen
Programmteile befinden.

Benutzen Sie die PDE-T0OOLBOX von MATLAB fiir folgende Aufgaben:

(a) Konstruieren Sie mit Hilfe der GUI die folgene Geometrie. Stellen Sie dabei si-
cher, dass Qops, Qctr1 und alle Fenster als eigenstdndige Geometrieteile erstellt
und dargestellt werden:

Hinweis: Es bietet sich an, Achsen und Ticks vorher geméf der Achsenbezeichung
einzustellen, um mit dem GRID SNAPPING arbeiten zu konnen.

(b) Was sagen die durch DRAW > EXPORT GEOMETRY DESCRIPTION, SET FORMU-
LA, LABELS erzeugten Variablen aus?

(c) Setzen Sie im BOUNDARY MODE homogene Robin-Randbedingungen mit Wir-
meiibergangskoeffizienten ayay = 1W/(m? K) und ayindow = 3W/(m?K) an den
Aufsenkanten der Geometrie. Entfernen Sie auch alle iiberfliissigen inneren Kanten.
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(d) Exportieren sie mittels BOUNDARY > EXPORT DECOMPOSED GEOMETRY, BOUN-
DARY COND’s die Matrizen g und b. Erzeugen Sie aufserdem in der MATLAB-
Konsole mit wgeom die Datei geometry_Fussbodenheizung.m sowie mit wbound
die Datei bc_Fussbodenheizung.m.

(e) Speichern Sie das Modell mit SAVE AS unter pdemodel_Fussbodenheizung.m und
kommentieren Sie diese. (Das Speichern des Modells dient nur dem Zweck der
spateren Weiterbearbeitung in der GUI.)

Aufgabe 21: Zur Hilbertmatrix

Wir betrachten die Hilbertmatrix A mit Eintrdgen

1
Aji=—\ ij=1,...,n,
2y i—i—j—l’ ) ) 3

die sich unter anderem als Steifigkeitsmatrix bei der Losung der Aufgabe
—u" = f in (0,1), w(0)=4'(1)=0

mit dem Ansatzraum

xt yn
Vi = Span{ — } ,
i Ji=1
=:pi

d. h. Polynomen vom Ho6chstgrad n, ergibt.



Untersuchen Sie, bis zu welchem Grad n sich lineare Gleichungssysteme mit der Hil-
bertmatrix Ax = b in Matlab zuverlassig 16sen lassen.

Hinweis: Die Inverse der Hilbertmatrix lésst sich explizit angeben. In Matlab stehen
hierfiir die Funktionen hilb und invhilb zur Verfiigung.

Aufgabe 22: FEM in 1D

Losen Sie die Aufgabe

_u//(x)
(0)
(1)

numerisch. Verwenden Sie dazu stiickweise lineare Ansatzfunktionen. Uberlegen Sie
sich zunéchst die Eintrdge in der Steifigkeitsmatrix K und im Lastvektor f. Berech-
nen Sie die exakte Losung teyxaks und losen Sie anschlieffend die diskretisierte Aufgabe
mit Matlab und berechnen Sie die Fehler |up — texakt|t und ||up — Uexakt||£2(0,1) filr
verschiedene Gitterweiten h und schitzen Sie die Konvergenzordnung. Verwenden Sie
zur Berechnung der Normen eine hinreichend genaue Integrationsformel (z.B. zusam-
mengesetzte Simpson-Regel).

auf (0,1),

1
m 0,
U 0

Hausaufgabe 17: Existenz einer Lésung fiir Aufgabe mit Konvektionsterm

Beweisen Sie Satz 8.12 aus der Vorlesung.

Hinweise: Zeigen Sie fiir (a) die Beziehung

1

(/8 . VU, U)LQ(Q) = _5 (u7 (v : B) u)Lz(Q) :

Dabei kann verwendet werden, dass die Formel der partiellen Integration auch fiir
H'-Funktionen gilt.

Verwenden Sie fiir Teil (b) die Young’sche Ungleichung in der Form

1
ab < ea® + —b?
4e

(3 Punkte)

mit € =

=



