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Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubung 6

Aufgabe 13: Beispiel unterschiedlich reguliarer Funktionen

In welchem Raum H™(Q) (m positiv und ganzzahlig) liegen die folgenden Funktionen?

(a) @=(-1,1), f(z) = ||
x? ur =
(b) @=(-1,1), f(z) { o frw<O

23, firz >0

ST

() Q=(0,1), f(z) =2~

Aufgabe 14: Kein stetiger Spuroperator fiir Funktionen in LP(Q)

Es sei Q C RY ein beschriinktes Lipschitzgebiet. Zeigen Sie, dass keine Konstante ¢, =
¢ (Q) > 0 existiert, sodass

lull Loy < er llulliro)

fur alle u € C(2) gilt.
Hinweis: Konstruieren Sie ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 15: Implementierung des parabolischen FDV

(a) Implementieren Sie in Matlab das Finite-Differenzen-Verfahren zur Losung der
Aufgabe

u—Au=f inQx(0,7T)
u=0 aufl x (0,7)
u=up auf Q x {0}.
(Gleichung (6.1) aus der Vorlesung) auf dem Einheitsquadrat = (0,1) x (0,1) C
R2. Losen Sie dazu in jedem Zeitschritt die entsprechende elliptische Aufgabe.

(b) Um das Verfahren zu testen, sei die exakte Losung
u(zx,t) = e 8t sin(27x1) sin(2mxg)

und 7' = 1 vorgegeben. Daraus ist ug(x) := wu(x,0) = sin(27wz1) sin(27zs) be-
stimmt. (Beachte: uy — Au = 0). Berechnen Sie ||u — up ;||oo,n,» fiir A = 0.05 fiir
die mit x gekennzeichneten Kombinationen von 6 und 7.
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Was konnen Sie feststellen?

(c) Es sei 1y der grofite mogliche Wert von 7, damit das Crank-Nicolson-Verfahren fiir
alle in der unteren Tabelle mit x gekennzeichneten Kombinationen von A und 7
gerade noch die Stabilitdatsbedingung (6.4) erfiillt. Bestimmen Sie 7 fiir hg = 0.2.
Berechnen Sie den Fehler ||u—up, 7 ||oo h,+ fiir die mit x gekennzeichneten Kombina-
tionen von h und 7 jeweils fiir § = % und 0 = 1. Schétzen Sie (vgl. Hausaufgabe 11)
die Konvergenzordnungen bzgl. h und 7 (u, up und 7" wie in Aufgabenteil (b)).

| h=nhg-2° | h=ho-27' | h=ho-272 | h="hg-273

T =19-2° X X X X
T=19-2"" X
T=19-272 X
T=19-273 X

Hausaufgabe 11: Experimentelle Konvergenzordnung bzgl. zweier Ordnungen

(a) Es gelte die Bezichung
enr = Oh 4 79) = O(hP) + O(17)

(vgl. Satz 6.1 und 6.4 aus der Vorlesung). Ziel ist es, analog zu Ubung 4, Hausauf-
gabe 7, aus einer gegebenen Menge von ,,Messpunkten“ die Konvergenzordnungen
p und ¢ zu schétzen, d.h. die experimentellen Konvergenzordnungen zu bestimmen.
Wie kann mit dem Ansatz

enr = C1hP + Cot?

aus den Daten
(8) €ny,ry Choyrs €hy,r Mit o = rhy und h3 = rhy eine Schétzung fiir p
(b) €nrys €hrys €hry Mit 7o = 571 und 73 = STy eine Schétzung fiir ¢
gewonnen werden?
(b) Schétzen Sie die Konvergenzordnungen p und ¢ fiir die folgenden Messdaten
T\h | 27! 272 273
272 | 1.00E+00 | 8.13E-01 | 7.66E-01

23 | 6.25E-01
24 | 4.38E-01




(c) Zeichnen Sie die Funktion e(h, ) = h%+37 fiir h € [10°, 1073] und 7 € [10°, 1079]
in einen ,dreifach-logarithmischen Plot.
Hinweis: Verwenden Sie den Befehl mesh zum zeichnen und legen Sie anschliefend

mit set(gca,’Xscale’,’log’) die logarithmische Skalierung fiir alle drei Achsen
fest.

(d) Was ist eine gute Strategie zur gleichzeitigen Reduktion von h und 7 im Fall der
Funktion e(h, ) aus dem Teil (c)?

(4 Punkte)

Hausaufgabe 12: Implementierung FDV fiir RB 2. und 3. Art

Implementieren Sie in Matlab das Finite-Differenzen-Verfahren zur Losung des Pro-

blems
Lu:=—-Au=f in

@—}—au:g auf ', >0,
on

auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1) x (0,1) € R? (vgl. (5.22)). Implementieren Sie
beide in der Vorlesung vorgeschlagene Verfahren. Der Einfachheit halber nehmen wir
an, dass a auf dem ganzen Rand I' konstant ist und « > 0 erfiillt.

Um das Verfahren zu testen, sei die exakte Losung u(x) = e*1#2 - sin(z?) vorgegeben.
Daraus bestimmt sich f := —Aw und (fiir &« = 1) g := 9,u+ u entsprechend. Zeichnen
Sie den Verlauf der Fehler e, 1= |[u — uplloon, €0 = ||u — upllon und ey =
|lu — hy|l17 n sowie die Kondition der Systemmatrix (bzgl. | - [|2) in Abhéngigkeit von
h in doppelt logarithmische Plots ein. Bestimmen Sie auch jeweils die experimentelle
Konvergenzordnung. (6 Punkte)



