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Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubung 3

Aufgabe 5: Beweis des Maximumprinzips

Beweisen Sie Satz 3.3 aus der Vorlesung.

Hinweis: Beweisen Sie (indirekt) zuerst die Aussage fiir den Fall (L u)(z) = —Au(z) <
0 fiir alle z € Q.

Aufgabe 6: Im Dunstkreis des 5-Punkte-Sterns

(a) Beweisen Sie Bemerkung 5.4 (a).

(b) Zeigen Sie, dass das 5-Punkte-Schema fiir den Fall v € C3(Q) nur die Konsistenz-
ordnung 1 hat.

Aufgabe 7: Implementierung verschiedener Normen

Fiir Funktionen vy, wy, € V3, (bzw. Up,) definiert man
e die diskrete L°°-Norm durch

1vAlso,n = max |on ()]

e das diskrete L?-Skalarprodukt durch

(vnwp)n =B Y vop(z) wa(x)

zEQ

und die zugehérige diskrete L2-Norm durch

lonllg.n = h* D lon()®

zeQy

e die diskrete H!'-Seminorm durch

d
lonll3n =02 S [[DFon](@)]

Jj=1 Cﬂeﬁh -
x—i—he]- EQh



Hierbei bezeichnet €, die inneren Gitterpunkte zur Gitterweite h. Implementieren Sie
diese vier Funktionen in Matlab fiir den Fall, dass es sich bei 2 um das Einheitsquadrat
(d = 2) handelt (vgl. § 5). Dabei wird der Funktion fiir die H'-Seminorm ein Vektor
iy, mit

6]1 = (UO,Oa ul,O) cee 7un,0’ uO,lv ul,la e 7un,la e qu,na ul,’rl,a R Un,n)T

0. Zeile 1. Zeile n. Zeile

ibergeben. Fiir up, € Uy ist u;; der Funktionswert an der Stelle z; ; = (ih,jh)T.
Hingegen wird den anderen Funktionen ein Vektor ¥, mit

— T
Up = (Ul,la ceesUn—115++-5,V1n—1y--- 7Un71,n71)

ibergeben (dem Skalarprodukt werden natiirlich zwei solcher Vektoren iibergeben).
Implementiere auch eine Funktion Restrict_to_Inner, welche die Randkomponenten
von iy abschneidet sowie eine Funktion Extend_to_Boundary, welche die fehlenden
Randkomponenten von 4, mit 0 auffiillt.

Hausaufgabe 4: Schreibweise des 5-Punkte-Sterns mit Differenzenoperatoren

Beweisen Sie Gleichung (5.4), d.h.

2
AP (x) = - Y [D; Dful(x)
j=1
Gilt auch )
Ay =—> (D} D; ul(x) ?
7j=1
(4 Punkte)

Hausaufgabe 5: Die Wellen- und Warmeleitungsgleichung sind energieerhal-
tend

(a) Zeige, dass fiir die Losung der Wellengleichung
utt—Au:O inQX(O,T)
u=0 aufI' x(0,7)
u=ug auf x {0}
up =vg auf Q x {0}

die Energie (Summe aus kinetischer und potentieller Energie) zu jedem Zeitpunkt
gleich ist, d.h. dass

1
5 (lhull ey + 1Vulz)
konstant iiber die Zeit ist. (3 Punkte)



(b) Zeige, dass fiir die instationdre Warmeleitungsgleichung mit homogenen Neumann-

Randbedingungen
u—Au=0 inQx(0,7T)

%:0 auf I x (0,7)
u=uy aufQx {0}
die Wérmeenergie Q(t) = [, u(z,t) dz konstant iiber die Zeit ist. (3 Punkte)

Hinweis: Multipliziere die Differentialgleichung mit einer geeignet gewéahlten Funk-
tion und integriere partiell.
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