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Abstract

In der folgenden Arbeit werden spezielle Mautoptimierungsprobleme betrachtet. Diese
stellen Bilevelprobleme dar, welche als Problem der untere Stufe ein Mehrgüterflussprob-
lem besitzen. Im Problem der oberen Stufe sollen die verbleibenden Restkapazitäten
auf dem zugrundeligenden Netzwerk an eine vorgegebene Verteilung dieser angenähert
werden, indem auf den Kanten des Netzwerkes Mautgebühren erhoben werden. Die
betrachteten Optimierungsprobleme werden in MPCCs umgeschrieben und in der von
Hatz et al. in [9] vorgeschlagenenWeise modifiziert. Dabei fällt auf, dass die Hauptabsicht
dieser Modifikation, welche die Gültigkeit der MPCC-LICQ im Problem der oberen Stufe
ist, nicht erfüllt wird. Für den numerischen Vergleich werden die von Hoheisel, Kanzow
und Schwartz in [23] vorgestellten Regularisierungsverfahren für MPCCs in MATLAB
implementiert. Die erhaltenen Resultate zeigen, dass das Regularisierungsverfahren von
Scholtes, bei der Berechnung der hier genutzten selbst erstellten Beispielprobleme, die
besten Resultate liefert, unabhängig davon ob die Idee aus [9] verwendet wird oder
nicht. Generell wurden bessere Ergebnisse erzielt, wenn die Modifikation von Hatz nicht
verwendet wurde.
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1. Einleitung

In den letzten Jahren spielten Überlegungen zur Gestaltung eines deutschen Mautsys-
temes wiederholt eine Rolle. So wurde im Juli 2011 eine Maut für nahezu alle Kraft-
fahrzeuge über 12 Tonnen eingeführt, die bei der Benutzung von Autobahnen und
größeren Bundesstraßen entrichtet werden muss [3, §1 Abs.1,2]. Eine Ausweitung dieser
Maut auf alle Bundesstraßen und darüber hinaus auch die Bemautung von Fahrten mit
einem PKW wurde im Koalitionsvertrag [4, S. 29] der Regierung der 18. Legislaturperi-
ode festgelegt. Das für LKW exstierende Mautsystem sieht vor, dass für jeden genutzten
Straßenkilometer ein festgesetzter Geldbetrag gezahlt werden muss. In [18] wurde eine
Überlegung vorgestellt, nach der die Höhe der Maut von der Auslastung der Straße ab-
hängig gemacht wird und damit der Verkehrsfluss auf einem Straßennetzwerk gesteuert
werden kann. Grundlage dafür ist, dass sich die einzelnen Verkehrsteilnehmer in dem
Sine optimal verhalten, dass sie jeweils den Weg wählen, der für sie am kostengünstig-
sten ist. Der Betreiber eines solchen Mautsystems kann also durch das Anheben der Maut
auf einem stark frequentierten Streckenabschnitt erreichen, dass die Verkehrsteilnehmer
einen anderen, kostengünstigeren Weg wählen, falls ein solcher existiert. In diesem Fall
sinkt folglich das Verkehrsaufkommen auf dem Abschnitt mit der gestiegenden Maut.
Mathematisch gesehen handelt es sich bei einem solchen Problem um ein Bilevelprob-
lem. Das Problem der unteren Stufe stellt dabei das optimale Verhalten der einzelnen
Verkehrsteilnehmer dar, während das Problem der oberen Stufe die Optimierung des
Verkehrsflusses durch den Betreiber des Mautsystems repräsentiert. Formuliert man das
Problem der unteren Stufe um, erhält man ein mathematical problem with comple-
mentary constraints (MPCC), also ein Optimierungsproblem mit Komplementarität-
snebenbedingungen. Da diese Probleme numerisch schwierig zu behandeln sind, wurden
in [23] verschiedene, in letzter Zeit entstandene Regularisierungsverfahren vorgestellt und
diese sowohl vom Standpunkt der theoretischen Eigenschaften als auch der numerischen
Ergebnisse verglichen. Gegenstand dieser Regularisierungsverfahren ist das Abschwächen
der Komplementaritätsbedingungen. Durch stufenweises Verstärken dieser neuen Bedin-
gungen und somit dem Lösen einer Vielzahl von Optimierungsaufgaben soll letztendlich
die Lösung des ursprünglichen Problems numerisch leichter möglich sein. Ein anderer
Ansatz wird in [9] verfolgt. Hier werden durch ein Modifizieren des Problems bessere
theoretische Eigenschaften erreicht. Somit soll das Problem besser lösbar sein, ohne das
Auftreten von Komplementaritätsbedingungen zu umgehen. In der vorliegenden Arbeit
soll untersucht werden, welcher der beiden Ansätze bei der Anwendung auf Mautprob-
leme bessere Resultate liefert und ob eine Kombination beider Konzepte die Ergebnisse
weiter verbessern kann.
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2. Modellierung des Mautproblems

Wie in der Einleitung erwähnt, handelt es sich bei dem vorliegenden Problem um ein
sogenanntes Bilevelproblem, also ein mehrstufiges Optimierungsproblem. Für die Mod-
ellierung wird nun zunächst das Problem der unteren Stufe betrachtet. Anschließend
wird das Problem der oberen Stufe ausgearbeitet. Der wichtigste Aspekt dabei ist das
Formulieren von Nebenbedingungen, die zur Optimalität des Problems der unteren Stufe
äquivalent sind.

2.1. Modellierung des Problems der unteren Stufe
Das Problem der unteren Stufe stellt sich als ein Mehrgüterflussproblem dar, welches
beispielsweise in [16, Kapitel 17] thematisiert wird. Diese Optimierungsprobleme sind
dadurch gekennzeichnet, dass bestimmte Mengen mehrerer Güter gleichzeitig auf einem
gemeinsamen Netzwerk transportiert werden. Das zugrunde liegende Netzwerk soll an
dieser Stelle Straßen zwischen verschiedenen Orten repräsentieren, während die Flüsse
der einzelnen Güter Wege darstellen, welche jeweils durch eine bestimmte Anzahl an
Fahrzeugen befahren werden. Die Fahrzeuge, welche jeweils am selben Ort starten und
das selbe Ziel haben, werden dabei zu Gruppen zusammengefasst und im Weiteren durch
ein Gut repräsentiert. Damit ergibt sich, dass die Menge eines Gutes gleich der Anzahl
der Fahrzeuge der zugehörigen Gruppe ist. Für die Modellierung soll im Folgenden die
Annahme gelten, nach der sich die Gruppen der Fahrzeugnutzer in dem Sinn rational
verhalten, dass die Gesamtkosten der Fahrer für die Nutzung der Straßen minimiert
werden. Diese Annahme wurde auch in der Modellierung von Dempe in [18] so getroffen.
Der Hauptaspekt bei der weiteren Formulierung dieser Probleme als Optimierungsauf-

gabe ist die Herleitung der Nebenbedingungen, die sich als Folge des Transportes auf dem
Straßennetzwerk ergeben. Dafür werden an dieser Stelle drei Definitionen eingeführt, die
sich jeweils in [16, Kapitel 2] beziehungsweise [13, Abschnitt 9.1] wiederfinden.

Definition 2.1. Ein gerichteter Graph D = (N,A) besteht aus einer Knotenmenge N
und einer Menge A von Bögen, welche aus geordneten Paaren verschiedener Knoten
besteht. Weiterhin heißt Graph D′ = (N ′,A′) Teilgraph von D, falls N ′ ⊂N und A′ ⊂A
gilt.

Die folgenden beiden Definition werden ebenfalls im weiteren Verlauf benötigt und
sollen deshalb schon an dieser Stelle formuliert werden.

Definition 2.2. Ein gerichteter Kantenzug ist ein Teilgraph von D, der aus einer Folge
von Knoten und Bögen i1 − a1 − i2 − a2 − . . . − ir−1 − ar−1 − ir besteht, wobei
1≤ k≤ r−1 und ak = (ik, ik+1)∈A oder ak = (ik+1, ik)∈A gilt. Tritt in einem gerichteten
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2.1. Modellierung des Problems der unteren Stufe

Kantenzug keine Wiederholung von Knoten auf, so spricht man von einem gerichteten
Pfad.

Definition 2.3. Ein Graph heißt zusammenhängend, wenn jedes Paar (i, j) seiner
Knoten zusammenhängend ist, also mindestens ein Pfad von i nach j existiert.
An dieser Stelle genügt ein ungerichter Pfad, der wie ein gerichter Pfad definiert ist,
gleichzeitig jedoch die Richtung der Bögen nicht beachtet wird.

Im Weiteren soll nun n = |N | und m = |A| gelten. Eine Ordnung auf den Mengen N
und A wird ebenfalls vorausgesetzt. Mit K soll die Menge der Fahrzeuggruppen beze-
ichnet werden und darüber hinaus wird k = |K| gesetzt.
Auch wenn die folgende Modellierung mittels gerichteter Graphen stattfindet, wird weit-
erhin vereinfachend nur noch von Graphen gesprochen. Dabei sind aber dennoch stets
gerichtete Graphen gemeint. Dies gilt auch für die gerichteten Pfade.
Analog zu den Bezeichnungen beispielsweise in [12] werden im Folgenden die Knoten,
die Ausgangspunkt für den Transport eines Gutes sind, als Quellen und die Knoten,
welche die Zielorte darstellen, als Senken bezeichnet. Aufgrund der Tatsache, dass jedes
Gut eine Gruppe von Fahrzeugen repräsentiert, die jeweils den selben Startknoten und
gleichzeitig den selben Zielknoten haben, hat jedes Gut genau eine Quelle und genau
eine Senke.
Nun wird dargestellt, welche Nebenbedingungen sich aus den Eigenschaften des

Straßennetzes sowie den Transporten auf diesen ergeben.

• Knotenbilanzen
Als Knotenbilanz bezeichnet man die Differenz zwischen der Summe der im Knoten
eingehenden Ströme und der Summe der vom Knoten ausgehenden Ströme. Als
Nebenbedingung für das Optimierungsproblem müssen nun für jede Gruppe l ∈K
die Knotenbilanzen wie folgt gesetzt werden:
– gleich der Gruppengröße mit negativen Vorzeichen in der Quelle,
– gleich der Gruppengröße mit positivem Vorzeichen in der Senke
– und für alle weiteren Knoten gleich 0.

• Einhaltung der Kapazitätsobergrenzen
Für alle Kanten (i, j) ∈ A muss die Summe der über diese Kante stattfindenden
Ströme aller Waren kleiner als die Kapazität dieser Kante sein.

• Nichtnegativität der transportierten Menge
Für alle Waren l ∈K muss der Strom auf allen Kanten (i, j) ∈A nichtnegativ sein.

Diese Bedingungen werden nun in Gleichungen und Ungleichungen gefasst. Dazu wird
zunächst blj für alle Güter l ∈K und alle Knoten j ∈N definiert:

blj :=


−vlqs, für j = q

vlqs, für j = s

0, sonst.
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2. Modellierung des Mautproblems

Hierbei wird für jeden Transport l mit vlqs die Menge der zu transportierenden Waren
vom der Quelle q zur Senke s bezeichnet.
Im Weiteren soll mit xli,j die Zahl bezeichnet werden, die angibt, welche Menge von Gut
l auf der Kante (i, j) fließt. Dies Größe wird auch als Strom des Gutes l auf der Kante
(i, j) bezeichnet. Analog zu [18, Formel (7.3)] ergeben sich damit für den Fluss auf dem
Graphen D folgende Nebenbedingungen:∑

(i,j)∈E
xli,j−

∑
(j,i)∈E

xlj,i = blj für alle j ∈N und l ∈K

k∑
l=1

xli,j ≤ ui,j für alle (i, j) ∈A

xli,j ≥ 0 für alle (i, j) ∈A und l ∈K

(2.1)

Die Darstellung dieser Nebenbedingungen soll nun vereinfacht werden. Dazu wird mit
der folgenden Definiton aus [12, Abschnitt 2.3, S.29] der Begriff der Inzidenzmatrix
eingeführt.

Definition 2.4. Als Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen D = (N,A) wird die
Matrix N = (ar,(i,j))r∈N,(i,j)∈A mit

ar,(i,j) =


−1, für r = i

1, für r = j

0, sonst
bezeichnet.

Somit gilt insbesondere N ∈ Rn×m. Wie später in Lemma 3.1 gezeigt wird, ist es an
dieser Stelle notwendig eine beliebige Zeile aus der Inzidenzmatrix N herauszustreichen,
damit sich die Eigenschaften des Problems verbessern. Sei nun q die Nummer einer
beliebigen Zeile aus N oder dazu äquivalent q ∈N . Die Äquivalenz folgt dabei leicht aus
der Überlegung, dass die Zeilen von N die Knoten N repräsentieren. Im Weiteren sei
nun N̂ ∈ R(n−1)×m die Matrix, die man erhält, wenn man aus N die Zeile q weglässt.
Weiterhin gelten folgende Bezeichungen:

N̄ =


N̂ 0

. . .
0 N̂

 ∈ Rk(n−1)×km , J =
(
I · · · I

)
∈ Rm×km ,

xl = (xli,j)(i,j)∈A l ∈K , bl = (blj)j∈N\{q} l ∈K , (2.2)

xu =
(
x1 · · · xk

)>
∈ Rkm , b=

(
b1 · · · bk

)>
∈ Rk(n−1) ,

u= (ui,j)(i,j)∈A.

Setzt man diese Bezeichnungen in (2.1) ein, werden die Nebenbedingungen wie gewün-
scht vereinfacht und man erhält eine Problemformulierung, die Formel (17.1) aus [16]
ähnlich ist.

12



2.2. Modellierung des Problems der oberen Stufe

Nun soll die Zielfunktion des Problems der unteren Stufe betrachtet werden, also
die zu optimierende Größe gewählt werden. Wie schon erwähnt, soll analog zu [18] ein
gesamtkostenminimaler Fluss betrachtet werden. Es wird also angenommen, dass sich
jede Gruppe von Fahrzeugen so verhält, dass die Summe der Kosten für alle Fahrer
minimal wird.
Die Kosten pro Kante setzen sich wie in [18] jeweils aus den mautunabhängigen Kosten
c ∈Rm und den durch die Maut verursachten Kosten cm ∈Rm zusammen. Da die Maut
im Problem der oberen Stufe optimiert werden soll, wird cm an dieser Stelle mit in
die Modellierung des Problems der unteren Stufe einbezogen, allerdings zunächst als
konstant angesehen. In dieser Modellierung sollen c und cm für alle Transporte identisch
sein. Dies wird umgesetzt, indem beide Vektoren von links mit J> multipliziert werden.
Dadurch erhält man die Zielfunktion des Problems der unteren Stufe.
Insgesamt lautet das Problem der unteren Stufe:

minimiere
xu∈Rkm

(c+ cm)>Jxu
unter N̄xu = b

Jxu ≤ u
xu ≥ 0

(2.3)

2.2. Modellierung des Problems der oberen Stufe

Nun soll das Problem der oberen Stufe modelliert werden, wobei auch hier die Model-
lierung in Anlehung an [18] erfolgte. In den Nebenbedingungen dieses Problems kommen
zu der Optimalität des Problems der unteren Stufe zusätzlich auch Bedingungen an cm
hinzu. Während in [18] auf die möglichen Nebenbedingungen an cm nicht detailiert einge-
gangen wurde, sollen diese in diesem Modell durch eine untere Schranke lcm und eine
obere Schranke ucm dargestellt werden. Damit auch Mautvektoren berücksichtigt werden
können, bei denen es Komponenten gibt, die keine obere oder untere Schranke besitzen,
werden für die Komponenten von lcm und ucm auch die Werte +∞ beziehungsweise −∞
zugelassen.
Wie schon in der Einleitung erwähnt, soll mit der Maut der Verkehrsfluss gesteuert
werden. In [18] wurde dies dadurch umgesetzt, dass der Betreiber des Mautnetzwerkes
eine spezielle Verteilung der Restkapazitäten xz auf dem Netzwerk vorgibt und dann die
euklidische Norm der Differenz aus den tatsächlichen Restkapazitäten und xz gebildet
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2. Modellierung des Mautproblems

wird. Insgesamt erhält man damit als Problem der oberen Stufe:

minimiere
cm∈Rm
xu∈Rkm

||u−Jxu−xz||

unter cm ≥ lcm
cm ≤ ucm

minimiere
xu∈Rkm

(c+ cm)>Jxu
unter N̄xu = b

Jxu ≤ u
xu ≥ 0.

(2.4)

Zu beachten ist bei dieser Modellierung jedoch, dass diese eine weitere Annahme
an das Verhalten der Nutzer des Straßennetzwerkes vorraussetzt. Liegt der Fall vor,
dass es mehrere mögliche Flüsse mit identischen Gesamtkosten gibt, so wird in dieser
Modellierung stets der Fluss gewählt, der die Zielfunktion des Problems der oberen
Stufe minimiert. Diese Problematik wurde auch in [18] thematisiert.

Wie schon zu Beginn dieses Kapitels angedeutet, soll nun das Problem der unteren
Stufe ersetzt werden. Dazu soll nun zunächst analog zu [2, Formel (4.32)] das allgemeine
Optimierungsproblem

minimiere
x∈Rp

f(x)
unter Bx≤ b

Cx= c

(2.5)

betrachtet werden, wobei b und c Vektoren bzw. B und C Matrizen von der jeweils
passenden Dimension sowie f eine Funktion f :Rp→R sind. Es gelten die nun folgenden
Definitionen.

Definition 2.5. (vgl. [27, S. 274])
Sei f : Rp→ R eine Funktion. f heißt konvex, falls für alle x,y ∈ Rp und alle λ ∈ [0,1]
gilt:

f(λx+ (1−λ)y)≤ λf(x) + (1−λ)f(y).

Im folgenden Satz werden die Karush-Kuhn-Tucker(KKT) Bedingungen einführt, die
später zum Umschreiben des Problems der unteren Stufe verwendet werden sollen.

Satz 2.1. (vgl. [2, Theorem 4.11])

a) Sei x∗ ein lokales Minimum von (2.5), dann gibt es Vektoren λ∗ und µ∗ von
passender Größe, sodass die folgenden KKT-Bedingungen erfüllt sind:

14



2.2. Modellierung des Problems der oberen Stufe

Of(x∗) +B>µ∗+C>λ∗ = 0 (2.6a)
Cx= c (2.6b)

0≤ µ⊥ b−Bx ≥ 0, (2.6c)

wobei für zwei Vektoren a, b ∈ Rq die Bedingung a ⊥ b bedeutet, dass aibi = 0 für
alle i= 1, . . . , q.

b) Ist f(x) konvex und existieren Vektoren x+, λ+ und µ+, die die KKT-Bedingungen
(2.6) erfüllen, dann ist x+ ein globales Minimum von (2.5).

Mit dieses Resultaten soll das nun folgenden Korollar bewiesen werden.

Korollar 2.2. Ist die Funktion f(x) aus (2.5) linear, so ist x∗ genau dann eine globale
Lösung von (2.5), wenn es Vektoren λ∗ und µ∗ der jeweils passenden Größe gibt, sodass
x∗, λ∗ und µ∗ die KKT-Bedingungen (2.6) erfüllen.

Beweis. „⇒“ Sei x∗ eine globale Lösung von (2.5) und somit auch eine lokale Lösung.
Die Anwendung von Punkt a) aus Satz 2.1 liefert, dass es Vektoren λ∗ und µ∗ gibt
mit denen (2.6) erfüllt ist.

„⇐“ Seien nun x∗, λ∗ und µ∗ Vektoren, sodass (2.6) erfüllt ist. Da f(x) linear ist,
gibt es einen Vektor c, sodass f(x) = c>x. Somit gilt insbesondere f(x) = c>c =
λc>x+(1−λ)c>x= λf(x)+(1−λ)f(x) für alle λ ∈ [0,1]. Folglich ist f(x) konvex
und die Anwendung von Teil b) aus Satz 2.1 liefert, dass x∗ ein globales Minimum
von (2.5) ist.

Anhand dieses Korollars wird auch deutlich, warum die Umformulierung der
dargestellten Bilevelprobleme zu MPCCs führt, da durch die Nebenbedingung (2.6c)
eine solche Komplementaritẗsbedingung in den Nebenbedingungen des Problems der
oberen Stufe auftreten wird.
In dieser Arbeit soll ein numerischer Vergleich zwischen der in [9] vorgeschlagenen

Modifikation und der Formulierung ohne eine derartige Veränderung erfolgen. Zunächst
wird die Forumlierung ohne Lift betrachtet.

2.2.1. Formulierung ohne Lift

Nun soll das unmodifizierte Problem der unteren Stufe durch seine KKT-Bedingungen
ersetzt werden. Dazu wird das Problem (2.3) zunächst in eine Form analog zu (2.5)
gebracht.

minimiere
xu∈Rkm

(
J>(c+ cm)

)
>xu

unter
(
J
−I

)
xu ≤

(
u
0

)
N̄xu = b

15



2. Modellierung des Mautproblems

Hierbei ist der Vektor 0 von der passenden Dimension. An dieser Stelle wird deutlich,
dass das Korollar 2.2 auf dieses Probme angewendet werden kann und somit das Problem
der unteren Stufe äquivalent durch seine KKT-Bedingungen ersetzt werden kann.
Die KKT-Bedingungen (2.6) für das Problem der unteren Stufe lauten:

J>(c+ cm) + N̄>λ+J>µ1−µ2 = 0
Axu− b= 0

0≤ µ1 ⊥u−Jxu ≥ 0
0≤ µ2 ⊥ xu ≥ 0.

Setzt man dies in (2.4) ein, erhält man:

minimiere
cm∈Rm
xu∈Rkm
λ∈Rk(n−1)

(µ1,µ2)>∈Rm+km

‖u−Jxu−xz‖2

unter J>(c+ cm) + N̄>λ+J>µ1−µ2 = 0
N̄xu− b= 0

cm ≥ lcm
cm ≤ ucm

0≤ µ1 ⊥ u−Jxu ≥ 0
0≤ µ2 ⊥ xu ≥ 0

(2.7)

Wie in [20] empfohlen, wird nun zur Verbesserung der numerischen Resultate in der
ersten Komplementaritätsnebenbedingung die Slackvariable s1 eingeführt. Darüber hin-
aus alle weiteren Nebenbedingungen, außer dem Komplementaritätssystem und den
Schranken von cm, in Matrixschreibweise formuliert. Zur Vereinfachung der Notation
wird weiterhin die Schreibweise

xo = (cm,xu,λ,µ1,µ2,s1)>,wobei
xo ∈ R(2k+3)m+k(n−1) =: Rp1

verwendet. Setzt man diese beschriebenen Veränderung im Problem 2.7 um, ergibt sich
folgendes Problem:

minimiere
xo∈Rp1

‖u−Jxu−xz‖2

unter

J> N̄>J> −I
N̄
J I

xo =

−J>cb
u


cm ≥ lcm
cm ≤ ucm

0≤ µ1 ⊥ s1 ≥ 0
0≤ µ2 ⊥ xu ≥ 0.

(2.8)
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2.2. Modellierung des Problems der oberen Stufe

2.2.2. Formulierung mit Lift
Nun soll das Problem nach der Vorschrift, die von Hatz et al. in [9] dargestellt wurde,
modifiziert werden. Zunächst folgt eine Betrachtung der Nebenbedingungen des neuen
Optimierungsproblems.
In [9, Abschnitt 1] wurde darauf hingewiesen, dass die Nebenbedingungen des Problems
der oberen Stufe, die das Problem der unteren Stufe nicht beeinflussen, bei der Modifika-
tion nicht verändert werden müssen. Im vorliegenden Modell sind das die Bedingungen
an den Mautvektor cm.
Somit wird nun zunächst das Problem der unteren Stufe und seine Veränderungen durch
den Lift betrachtet. Dieses Problem soll nun in der Form

minimiere
xu∈Rkm

(
J>(c+ cm)

)>
xu

unter N̄xu− b= 0
−Jxu+u≥ 0

xu ≥ 0

betrachtet werden. Wie ebenfalls im ersten Abschnitt von [9] erwähnt, werden die Glei-
chungsnebenbedinungen des Probems der unteren Stufe nicht verändert. Die Unglei-
chungsnebenbedingungen werden hingegen wie in [9, Formel (2.11)] mit neuen Lifting-
Variablen wi modifiziert, welche im Folgenden stets von der jeweils passenden Dimension
sein sollen. Insgesamt erhält man nun

minimiere
xu∈Rkm

(
J>(c+ cm)

)>
xu

unter N̄xu− b= 0
−Jxu+u≥ w1

xu ≥ w2.

(2.9)

Dieses Problem, das als Nebenbedingung im Problem der oberen Stufe auftritt, soll
nun analog zu den Betrachtungen in [9] durch seine KKT-Bedingungen ersetzt werden.
Genau wie in der Formulierung ohne Lift ist dieser Austausch aufgrund des Korollar 2.2
eine äquivalente Umformung. Die KKT-Bedingungen für das Problem lauten

J>(c+ cm) + N̄>λ+J>µ1−µ2 = 0
N̄xu = b

0≤ µ1 ⊥−Jxu+u−w1 ≥ 0
0≤ µ2 ⊥ xu−w2 ≥ 0.

Zusammen mit den Nebenbedingungen an cm ergeben sich somit für das Problem der
oberen Stufe insgesamt folgende Nebenbedinungen:

cm ≥ lcm (2.10a)
cm ≤ ucm (2.10b)

J>(c+ cm) + N̄>λ+J>µ1−µ2 = 0 (2.10c)
N̄xu = b (2.10d)
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2. Modellierung des Mautproblems

0≤ µ1 ⊥−Jxu+u−w1 ≥ 0 (2.10e)
0≤ µ2 ⊥ xu−w2 ≥ 0. (2.10f)

Neben den Veränderungen in den Nebenbedingungen durch die Variable w :=
(
w1 w2

)
wird bei der Modifikation auch ein Strafterm für w der Form πp(w) in der Zielfunktion
des Problems der oberen Stufe eingeführt. Für die Wahl der Funktion p(w) wurde in [9]
die L1-Norm und die quadrierte L2-Norm vorgeschlagen. Bei Verwendung der L1-Norm
wurde zusätzlich w ≥ 0 als Nebenbedingung verwendet, um die numerischen Probleme,
welche aufgrund der Nichtdifferenzierbarkeit im Koordinatenursprung auftreten, zu min-
imieren.
Die Ergebnisse in [9] zeigen, dass mit der L1-Norm im Allgemeinen bessere Resultate
erzielt wurden. Versuche haben gezeigt, dass dies auch beim hier behandelten Modell
der Fall ist. Aus diesem Grund soll im Folgenden p(w) = ‖w‖1 gelten. Der Parameter π
dient dazu, dass das Gewicht des Strafterms in der Zielfunktion vergrößert werden kann,
falls in einer Lösung w 6= 0 gilt. Der daraus resultierende Algorithmus wird in Abschnitt
6.1.2 näher erläutert.
Insgesamt erhält man nun folgendes Problem der oberen Stufe:

minimiere
cm∈Rm
xu∈Rkm
λ∈Rk(n−1)

(µ1,µ2)>,w∈R(k+1)m

‖u−Jxu−xz‖2+π‖w‖1

unter cm ≥ lcm
cm ≤ ucm

J>(c+ cm) + N̄>λ+J>µ1−µ2 = 0
N̄xu− b= 0

w ≥ 0
0≤ µ1⊥ u−Jxu−w1 ≥ 0
0≤ µ2⊥ xu−w2 ≥ 0.

(2.11)

Analog zur Formulierung ohne Lift sollen nun im Komplementaritätssystem Slackvari-
balen eingeführt werden, um die numerischen Ergebnisse zu verbessern. Darüber hinaus
sollen wieder alle Nebenbedingungen außer den Beschränkungen an cm sowie w und den
Komplementaritätsbedingungen in Matrixschreibweise gefasst werden. Schließlich soll
nun auch anders als in [9] die Norm ‖ · ‖1 analog zur Überlegung in [26, Kapitel 17] so
ersetzt werden, dass die besprochene Nichtdifferenzierbarkeitsstelle nicht mehr auftritt.
Dies wird mittels zusätzlicher Variablen erreicht, die mit v bezeichnet werden sollen. Die
Nebenbedingung w ≥ 0 soll aber weiterhin beibehalten werden, da auf diese Art und
Wiese bei Tests bessere Ergebnisse erzielt wurden.
Die im Problem der oberen Stufe zu optimierende Variable lautet:

xo = (cm,xu,λ,µ1,µ2,w1,w2,s1,s2,v)>,wobei
xo ∈ R5(k+1)m+k(n−1) =: Rp2 .
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2.3. Beispiele

Nun sei ê ∈ R(k+1)m der Vektor, der nur aus Einsen besteht. Das Problem in der For-
mulierung mit Lift lautet nun

minimiere
xo∈Rp2

‖u−Jxu−xz‖2 +πê>v

unter


J> N̄>J> −I
N̄
J I I
−I I I

xo =


−J>c
b
u
0


cm ≥ lcm
cm ≤ ucm

0≤ w ≤ v
0≤ µ1 ⊥ s1 ≥ 0
0≤ µ2 ⊥ s2 ≥ 0.

(2.12)

2.3. Beispiele

Als Abschluss dieses Kapitels soll nun noch einmal die Modellierung anhand zweier
konkreter Beispiele verdeutlicht werden. Dabei wird zunächst das Beispiel aus [18] und
darüber hinaus noch ein eigenes Beispiel dargestellt.

Beispiel 2.1. vgl. [18]
Dieses Beispiel eines Mautproblems findet auf dem in Abbildung 1 dargestellten Graphen
mit 8 Ecken und 11 Kanten statt. Die zugehörigen Kantenbeschränkungen, Kantenkosten
und Beschränkungen an cm sind in Tabelle 1 zusammengefasst. Anhand der Daten aus

1

2

3

4

5

6

7

8

Abbildung 1.: Beispielgraph 2.1
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2. Modellierung des Mautproblems

Kante (i, j) (1,4) (2,1) (2,3) (2,6) (3,4) (3,5) (4,7) (5,7) (6,5) (6,8) (8,7)
Kantennr. e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(u)e 15 5 15 15 10 8 10 12 8 7 10
(xz)e 11 1 10 9 8 5 4 5 4 5 8

(c)e 15 20 23 19 14 11 10 16 14 21 17
(lcm)e 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(ucm)e 0 0 0 0 0 0 ∞ 0 0 0 0

Tabelle 1.: Beispieldaten 2.1

Tabelle 1 ergibt sich folgende Inzidenzmatrix N :

N =



−1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 −1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 −1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 −1 −1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1


N̂ erhält man nun beispielsweise, indem man die 8. Zeile von N streicht.
Auf diesem Graphen soll ein Transport der Menge 15 vom Knoten 2 zum Knoten 7
stattfinden, woraus zusammen mit dem Streichen der 8. Zeile aus N

b=
(
0 −15 0 0 0 0 15

)>
folgt. Da nur ein Transport stattfindet, gilt hier N̄ = N̂ sowie J = I.
In [18] wurde ermittelt, dass

cm =
(
0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0

)>
zusammen mit

x= λx∗+ (1−λ)x∗∗ wobei λ ∈ (0,1)

sowie x∗ =
(
5 5 5 5 5 0 10 5 5 0 0

)
und x∗∗ =

(
5 5 2 8 2 0 7 8 8 0 0

)

das globale Minimum des Optimierungsproblems (2.8) ist. Zusammen mit w = 0, was in
einem Optimum stets gilt, trifft dies dann auch auf (2.12) zu.
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2.3. Beispiele

Beispiel 2.2. Das hier betrachtete Beispiel wird später bei der Untersuchung der For-
mulierung mit Lift auf Constraint Qualification benötigt und soll schon an dieser Stelle
mit vorgestellt werden. Dem Optimierungsproblem liegt der Graph aus Abbildung 2 mit
den zugehörigen Daten aus Tabelle 2 zugrunde.

1

2

3

Abbildung 2.: Beispielgraph 2.2

Kante (i, j) (1,2) (1,3) (2,3)
Kantennr. e 1 2 3

(u)e 6 6 6
(xz)e 0 4 0

(c)e 1 1 1
(lcm)e 0 0 0
(ucm)e 0 ∞ 0

Tabelle 2.: Beispieldaten 2.2

Die zu dem Graphen gehörige Inzidenzmatrix lautet nun

N =

−1 −1 0
1 0 −1
0 1 1

 .
Auch hier wird N̂ aus N erzeugt, indem die letzte Zeile von N gestrichen wird. Auf
dem Graphen sollen zwei Transporte stattfinden, bei denen jeweils 4 Einheiten vom
Knoten 1 zum Knoten 3 fließen sollen. Daraus ergeben sich folgende weitere Vektoren
und Matrizen:

N̄ =
(
N̂ 0
0 N̂

)
, J =

(
I I

)
∈ R3×6

b=
(
b1

b2

)
, wobei b1 = b2 = (−4,0,4)>

xu =
(
x1

x2

)
, wobei xi ∈ R3 den Fluss von Ware i darstellt.

Der optimale Fluss dieses Beispiels ist durch

x∗λ = λ
(
2 2 2 4 0 4

)>
+ (1−λ)

(
4 0 4 2 2 2

)>
mit λ ∈ [0,1] gegeben und wird im Anhang A ausführlich hergeleitet.
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3. Untersuchung auf Constraint Qualifications

Ziel dieses Kapitels soll die Untersuchung der Probleme (2.8) und (2.12) auf Constraint
Qualifications sein. Zunächst soll jedoch ein Abschnitt zur Vorbereitung dieser Unter-
suchungen folgen.

3.1. Definitionen und Vorbetrachtungen
Zunächst wird wieder ein allgemeines nichtlineares Optimierungsproblem der Form

minimiere
x∈Rn

f(x)
unter gi(x)≤ 0 ∀ i= 1, . . . ,m

hi(x) = 0 ∀ i= 1, . . . ,p
(3.1)

betrachtet. Für die weiteren Betrachtungen spielen die folgenden Definitionen eine zen-
trale Rolle.

Definition 3.1. (vgl. [28, S. 358])
Die Vektoren (ai)i=1,...,p ∈Rn heißen linear unabhängig, falls aus

∑p
i=1αiai = 0 mit αi ∈R

für i= 1, . . . ,p folgt, dass αi = 0 für alle i= 1, . . . ,p.

Definition 3.2. (vgl. [8, S. 64])
Der Rang einer Matrix M ist die maximale Anzahl an linear unabhängigen Zeilenvek-
toren oder Spaltenvektoren von M . Dieser wird mit rank(M) bezeichnet.

Definition 3.3. (vgl. [8, S.64])
Sei M ∈ Rk1×k2 eine beliebige Matrix. Gilt

a) rank(M) = k1, so hat M vollen Zeilenrang.

b) rank(M) = k2, so hat M vollen Spaltenrang.

An dieser Stelle sollen nun zwei weit verbreitete Constraint Qualifications vorgestellt
werden, die beispielsweise [23] entnommen werden können. Bei den weiteren Betrach-
tungen gelte dabei A(x̂) := { i ∈ {1, . . . ,m} | gi(x̂) = 0}.

Definition 3.4. Ein zulässiger Punkt x̂ von (3.1) erfüllt die

a) LICQ (linear indipendence constraint qualification), wenn die Gradienten

∇gi(x̂) (i ∈A), ∇hi(x̂) (i= 1, . . . ,p)

linear unabhängig sind.
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3.1. Definitionen und Vorbetrachtungen

b) MFCQ (Mangasarian-Fromovitz constraint qualification), wenn die Gradienten
∇hi(x̂) (i= 1, . . . ,p) linear unabhängig sind und ein Vektor d∈Rn existiert, sodass

∇gi(x̂)>d < 0 (i ∈A) und ∇hi(x̂)>d= 0 (i= 1, . . . ,p)

gilt.

Nun soll das folgende allgemeine MPCC betrachtet werden:

minimiere
x∈Rn

f(x)
unter gi(x)≤ 0 ∀ i= 1, . . . ,m

hi(x) = 0 ∀ i= 1, . . . ,p
Gi(x)≥ 0 ∀ i= 1, . . . , l
Hi(x)≥ 0 ∀ i= 1, . . . , l

Gi(x)Hi(x)= 0 ∀ i= 1, . . . , l.

(3.2)

Aufgrund der Komplementaritätsbedingung erfüllt das Problem (3.2) die MFCQ in
keinem zulässigen Punkt(vgl. [6, Lemma 3.1]). In [24, Satz 2.28] wurde gezeigt, dass
das Vorliegen der LICQ in einem Punkt x hinreichend für das Vorliegen der MFCQ ist.
Da die MFCQ für (3.2) in keinem Punkt erfüllt ist, gilt dies somit auch für die LICQ. Auf
dieses Resultat weisen beispielsweise auch Hoheisel, Kanzow und Schwartz in [23] hin, da
dies ausschlaggebend für die Entwicklung weiterer Constraint Qualifications speziell für
MPCCs war. Wichtig für die Formulierung dieser speziellen Constraint Qualifications
sind die Indexmengen

A+0(x̂) = {i ∈ {1, . . . , l} |Gi(x̂)> 0 ,Hi(x̂) = 0} ,
A0+(x̂) = {i ∈ {1, . . . , l} |Gi(x̂) = 0 ,Hi(x̂)> 0} und
A00(x̂) = {i ∈ {1, . . . , l} |Gi(x̂) = 0 ,Hi(x̂) = 0} .

Mit diesen Indexmengen wird nun wie in [23] das folgende, vom MPCC (3.2) abgeleit-
ete Problem formuliert:

minimiere
x∈Rn

f(x)
unter gi(x)≤ 0 ∀ i= 1, . . . ,m

hi(x) = 0 ∀ i= 1, . . . ,p
Gi(x)> 0 , Hi(x) = 0 ∀ i ∈ A+0(x̂)
Gi(x) = 0 , Hi(x)> 0 ∀ i ∈ A0+(x̂)
Gi(x) = 0 , Hi(x) = 0 ∀ i ∈ A00(x̂).

(3.3)

Dieses Problem wird tightend nonlinear problem (TNLP) oder auch verschärftes nicht-
lineares Problem im Punkt x̂ genannt und im folgenden mit TNLP(x̂) bezeichnet.
Mittels dieses Problems werden in [23] folgende MPCC-Constraint Qualifications

eingeführt:

Definition 3.5. Ein zulässiger Punkt des MPCC (3.2) erfüllt die
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3. Untersuchung auf Constraint Qualifications

a) MPCC-LICQ, wenn das zugehörige TNLP(x̂) der LICQ genügt.

b) MPCC-MFCQ, wenn das zugehörige TNLP(x̂) der MFCQ genügt.

Zur Vereinfachung der Notation werden nun AG(x̂) := A0+(x̂) ∪ A00(x̂),
AH(x̂) := A+0(x̂) ∪ A00(x̂) und P = {1, . . . ,p} gesetzt sowie die Schreibweisen aus
der folgenden Bemerkung verwendet.

Bemerkung 3.1. Es seien (ai)i∈I eine Menge von Vektoren wobei I eine beliebige
endliche Indexmenge ist. Weiterhin sei Ĩ ⊆ I mit Ĩ =

{
i1, i2, . . . , i|Ĩ|

}
eine weitere Index-

menge. Dann gelte folgende Schreibweise :

(ai)Ĩ :=

ai1 ai2 · · · ai|Ĩ|

 . (3.4)

Ist A∈Rq1×q2 , so wird A=
(
a1 · · · ap2

)
mit ai ∈Rq1×1 für alle∈ 1, . . . , q2 gesetzt. Ana-

log zu (3.4) gilt dann mit Ĩ ⊆ {1, . . . , q2} und Ĩ =
{
i1, i2, . . . , i|Ĩ|

}
folgende Schreibweise:

(A)Ĩ :=

ai1 ai2 · · · ai|Ĩ|

 .
Entscheidend für die weiteren Untersuchungen der Probleme 2.8 und 2.12 auf die Con-

straint Qualifications MPCC-LICQ und MPCC-MFCQ, ist die nun folgende Bemerkung.

Bemerkung 3.2. Betrachtet man Definition 3.5 und die Struktur des Problems (3.3)
so fällt auf, dass sowohl für das Vorliegen der MPCC-LICQ, als auch für das Vorliegen
der MPCC-MFCQ die Unabhängigkeit der Gradienten

∇hi(x̂) (i ∈ P ), ∇Gi(x̂) (i ∈ AG(x̂)) und ∇Hi(x̂) (i ∈ AH(x̂))

notwendig ist. Dies ist laut den Definitonen 3.2 und 3.3 dazu äquivalent, dass die Matrix

H(x̂) =
(
(∇hi(x̂))P (∇Gi(x̂))AG(x̂) (∇Hi(x̂))AH(x̂)

)
vollen Spaltenrang hat. Somit ist H(x̂) die transponierte Jacobimatrix der beteiligten
Nebenbedingungen.

Bevor die beiden Probleme auf Constraint Qualifications untersucht werden, ist noch
das folgende Lemma notwendig.

Lemma 3.1. Die wie in (2.2) definierte Matrix A hat vollen Zeilenrang.

Für den Beweis werden die folgenden Resultate aus der Literatur verwendet:
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3.2. Formulierung ohne Lift

Lemma 3.2. (vgl. [5, Theorem 7-2]) Sei N die Inzidenzmatrix eines zusammenhängen-
den Graphen G mit n Knoten. Dann gilt rank(N ) = n−1.

sowie

Lemma 3.3. (vgl. [10, Lemma 4.5.11.]) Für beliebige Matrizen B1 und B2 gilt:

rank
(
B1 0
0 B2

)
= rank(B1) + rank(B2). (3.5)

Nun folgt der Beweis von Lemma 3.1.

Beweis. Wie schon erwähnt, soll der Beweis mit Hilfe von Lemma 3.2 und Lemma 3.3
erfolgen. Bevor Lemma 3.2 angewendet werden kann, muss jedoch sichergestellt wer-
den, dass alle hier verwendeten Graphen zusammenhängend sind. Für die vorgestellten
Beispiele 2.1 und 2.2 ist diese Eigenschaft offensichtlich erfüllt. Bei der Erstellung der
Beispielgraphen für die umfangreicheren Tests wurde diese Eigenschaft durch den dazu
verwendeten Algorithmus B.1 sichergestellt. Damit kann Lemma 3.2 für die hier verwen-
deten Graphen angewendet werden und man erhält rank(N ) = n−1. Betrachtet man die
Struktur von N , so stellt sich heraus, dass diese Matrix im Fall eines zusammenhäng-
enden Graphen stets mehr Spalten als Zeilen hat. Dies folgt sofort aus der Überlegung,
dass in einem zusammenhängenden Graphen stets mehr Kanten als Knoten existieren
müssen. Zusammen mit dem Rang von N liefert diese Eigenschaft, dass aus N eine
beliebige Zeile herausgelassen werden kann, ohne die Flussbedingung zu verändern. Die
auf diese Art und Weise konstruierte Matrix N̂ hat also n− 1 Zeilen. Gleichzeitig gilt
rank(N̂ ) = n−1, woraus folgt, dass N̂ vollen Zeilenrang hat. Nach 2.2 gilt

N̄ =


N̂ 0

. . .
0 N̂

 .
Wendet man nun Lemma 3.3 (k− 1)-mal an, so erhält man, dass N̄ vollen Zeilenrang
aufweist, da N̂ vollen Zeilenrang hat.

3.2. Formulierung ohne Lift
Zur Vereinfachung der weiteren Notation werden nun weitere Indexmengen definiert.

Bemerkung 3.3. Sei x̂o = (ĉm, x̂u, λ̂, µ̂1, µ̂2, ŝ1)> ein zulässiger Punkt von (2.8). Dann
werden folgende Indexmengen definiert:

Aµ̂1 = {i ∈ {1, . . . ,m} | (µ̂1)i = 0}
Aµ̂2 = {i ∈ {1, . . . ,km} | (µ̂2)i = 0}
Aŝ1 = {i ∈ {1, . . . ,m} | (ŝ1)i = 0}
Ax̂u = {i ∈ {1, . . . ,km} | (x̂u)i = 0}.
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3. Untersuchung auf Constraint Qualifications

Zur nun folgenden Untersuchung auf Constraint Qualifications soll die Überlegung aus
Bemerkung 3.2 angewendet werden, nach der das Problem (2.8) nur dann die MPCC-
LICQ oder die MPCC-MFCQ erfüllen kann, wenn die Matrix( )

H1(x̂o) = (∇hi(x̂))P (∇Gi(x̂))AG(x̂) (∇Hi(x̂))AH(x̂)

=





J cm
N̄> J> IAx̂u xu

N̄ λ

J IAµ̂1 µ1
−I IAµ̂2 µ2

I IAŝ1 s1

vollen Spaltenrang hat. Es gilt aber folgendes Lemma:

Lemma 3.4. Sei x̂o ein zulässiger Punkt von (2.8). Existiert eine Ecke g̃ ∈ N \ {q},
bei der für alle Kanten e ∈ Ag̃ := A1 ∪̇A2 mit A1 = {e ∈ A|e = (g̃,v), v ∈ N} sowie
A2 = {e ∈A|e= (v, g̃), v ∈N} genau eine der beiden Bedingungen

(i) x̂le = 0 für alle l ∈K oder

(ii)
k∑
l=1

x̂le = ue.

gilt, dann hat die Matrix H1(x̂o) keinen vollen Spaltenrang und somit erfüllt das Problem
(2.8) weder die MPCC-LICQ noch die MPCC-MFCQ.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Abschnitten. Im ersten Teil wird gezeigt, dass das
Gleichungssystem

N̄>y1 +J>
Aŝ1y2 + IAx̂uy3 = 0 (3.6)

eine nichttriviale Lösung hat. Dies wird anschließend verwendet, um zu zeigen, dass
H1(x̂o) keinen vollen Spaltenrang hat.

a) Sei nun x̂o ein zulässiger Punkt von (2.8) und g̃ ∈N \{q} eine Ecke sodass die Be-
dingung aus dem Lemma erfüllt ist. Im Weiteren sei mit ei der i-te Einheitsvektor
bezeichnet. Außerdem werden die Mengen

C1 = {e ∈Ag̃ | e erfüllt Eigenschaft (i)}und
C2 = {e ∈Ag̃ | e erfüllt Eigenschaft (ii)} .

benötigt. Nun werden die yi mit i= 1,2,3 wie folgt gesetzt:
• y1

Da g̃ ∈N \ {q} gibt es eine zum Knoten g̃ korrespondierende Zeile in N̂ die
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3.2. Formulierung ohne Lift

mit c bezeichnet sei. Im Hinblick auf die spezielle Struktur von N̄ , kann y1
wird folgt gesetzt werden:

y1 =
(
y1

1 · · · yk1

)>
wobei yl1 = ec für l ∈K.

• y2
Nun soll mit ê die Nummer der zur Kante e korrespondierenden Spalte von
J>
Aŝ1 bezeichnet werden. y2 wird nun wie folgt gesetzt:

(y2)j =


1, falls ∃e ∈A1∩C2 : j = ê

−1, falls ∃e ∈A2∩C2 : j = ê

0, sonst.

• y3
Auch hier wird analog zu y2 mit êl die Nummer der zur Kante e des Transports
der Ware l korrespondierenden Spalte von IAx̂u bezeichnet. y3 wird nun wie
folgt gesetzt:

(y3)j =


1, falls ∃ l ∈K,e ∈A1∩C1 : j = êl

−1, falls ∃ l ∈K,e ∈A2∩C1 : j = êl

0, sonst.

Das Gleichungssystem (3.6) wird nun umgeformt:

0 = N̄>y1 +J>
Aŝ1y2 + IAx̂uy3

=


N̂> 0

. . .
0 N̂>


y

1
1
...
yk1

+

I...
I


Aŝ1

y2 + IAx̂uy3

−


N̂>g̃
...
N̂>g̃

=

I...
I


Aŝ1

y2 + IAx̂uy3 =:M1y2 +M2y3 (3.7)

wobei N̂g̃ die zum Knoten g̃ gehörende Zeile von N̂ ist. Wichtig für die weiteren
Betrachtungen ist, dass aufgrund der Struktur vonM1 jede zu einer Kante e korres-
pondierende Spalte von M1 Einfluss auf genau die Zeilen der Gleichung hat, die
für alle Waren l die Kante e repräsentieren. Für die Matrix M2 gilt dagegen, dass
eine zu x̂le korrespondierende Spalte Einfluss auf genau die Zeile der Gleichung hat,
die x̂le repräsentiert. In der nun folgenden Fallunterscheidung werden alle Kanten
e∈A durchlaufen und dabei bei jeder Kante die Gültigkeit der Gleichung (3.7) auf
allen zu dieser Kante korrespondierenden Zeilen gezeigt.
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3. Untersuchung auf Constraint Qualifications

Fall 1: e /∈Ag̃
Auf der linken Seite von (3.7) stehen auf den zu e korresponierenden Zeilen
jeweils Nullen, was sich direkt daraus ergibt, dass in einer zum Knoten
gehörenden Zeile nur bei den zu diesem Knoten inzidenten Kanten Nicht-
nulleinträge auftreten.
Auf der rechten Seite wird deutlich, dass die zu e korresponierenden Einträge
von y2 und y3 gleich Null gesetzt wurden. Somit treten auch auf der rechten
Seite auf den betreffenden Zeilen nur Nullen auf.

Fall 2: e ∈A1
Die linke Seite von (3.7) ergibt in diesem Fall 1, was man direkt aus der Defi-
nition von N̂ und der Multiplikation mit −1 erhält. Laut den Vorraussetzung
muss nun für e genau einer dieser beiden Fälle zutreffen.

Fall 2a: e ∈A1∩C1
Da e ∈C1 gilt nach den Vorraussetzungen, dass xle = 0 für alle l ∈K und
somit gibt es für alle Waren l eine zu e korresponierende Spalte in M2
und somit auch jeweils eine zu der Spalte korrespondierende Komponente
in y3. Mit der beschriebenen Setzung von y3 erhält man, dass genau auf
jeder zu e korrespondierenden Zeile 1 steht.

Fall 2b: e ∈A1∩C2

Aus e∈C2 folgt wegen den Vorraussetzungen und s1 = u−
k∑
l=1

x̂l, dass die

zu e gehörende Spalte in M1 enthalten sein muss. Durch die Wahl von
y2 ergibt sich, dass diese Spalte mit 1 multipliziert wird, woraus folgt,
dass auch in diesem Fall in jeder zu e korresponierenden Zeile der rechten
Seite 1 steht.

Da stets nur einer dieser beiden Fälle eintritt, gilt in allen zu e gehörenden
Zeilen von (3.7) Gleichheit.

Fall 3: e ∈A2
Dieser Fall soll analog zu Fall 2 behandelt werden. Auf der linken Seite steht
nun auf jeder betreffenden Zeile −1, da man aus der Definition von N̂ jeweils
eine 1 erhält die noch mit −1 multipliziert wird. Nun gilt für e wieder genau
einer der folgenden Fälle.

Fall 3a: e ∈A2∩C1
Hier gilt, dass auf jeder der Zeilen eine −1 auftritt, was sich durch die
andere Setzung von y3 im Gegensatz zum Fall 2a ergibt. Die übrigen
Überlegungen erfolgen analog.

Fall 3b: e ∈A2∩C2
Auch hier erhält man in jeder zu e korrespondierenden Zeilen der rechten
Seite eine −1, was wieder durch zum Fall 2b analoge Überlegungen, aber
das entgegensetzte Vorzeichen bei der Setzung von y2, ergibt.
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3.2. Formulierung ohne Lift

Somit erhält man auch in diesem Fall bei allen zu e korrespondierenden Zeilen
Gleichheit in der Gleichung (3.7).

Somit löst die beschriebene, nichttriviale Wahl von y1, y2 und y3 die Gleichung
(3.6).

b) Nun soll gezeigt werden, dass (2.8) unter den im Lemma genannten Vorraussetzun-
gen weder die MPCC-LICQ noch die MPCC-MFCQ erfüllt. Laut Bemerkung 3.2
kann dies dadurch gezeigt werden, dass H1(x̂o) keinen vollen Spaltenrang hat, also
das Gleichungssystem H1(x̂o)z = 0 eine nichttriviale Lösung hat. Schreibt man das
Gleichungssystem aus, so erhält man:

0 =H1(x̂o)z

0
0
0
0
0
0


=



J

N̄> J> IAx̂u

A

J IAµ̂1

−I IAµ̂2

I IAŝ1





z1
z2
z3
z4
z5
z6
z7


(3.8)

Nun werden Setzungen für die zi vorgenommen, wobei für einen beliebigen Vektor
x die Notation (xi)i∈I auf xI reduziert wird.

z1 = 0 z2 = y1

(z3)Aŝ1
= y2 (z3)Iŝ1

= 0
z4 = 0 z5 = 0
z6 =−y2 z7 = y3.

Dabei soll Iŝ1 := {i ∈ {1, . . . ,m}|(ŝ1)i > 0} gelten. Das Gleichungssystem verein-
facht sich damit zu: 

0
0
0
0
0
0


=



0
N̄>y1 +J>

Aŝ1y2 + IAx̂uy3
0
0
0

IAŝ1y2− IAŝ1y2


0 = N̄>y1 +J>

Aŝ1y2 + IAx̂uy3

Diese Gleichung ist identisch mit der in Teil 1 behandelten. Dabei wurde gezeigt,
dass

(
y1 y2 y3

)>
eine nichttriviale Lösung ist. Somit ist z eine nichttriviale

Lösung von (3.8), woraus folgt, dass H1(x̂o) keinen vollen Spaltenrang hat.

29



3. Untersuchung auf Constraint Qualifications

Beim Betrachten der Bedingungen an das Problem (2.8) und die Lösung x̂o fällt auf,
dass nur eine der beiden Bedingungen gelten darf. Das gleichzeitige Auftreten beider
Bedingungen ändert an der Gültigkeit dieses Lemmas nichts, allerdings würde dies be-
deuten, dass über eine Kante e kein Transport stattfindet und gleichzeitig die obere
Kapazitätsgrenze erreicht ist. Somit hat diese Kante eine Kapazität ue = 0. Derartige
Kanten werden in der Modellierung einer konkreten Problemstellung nicht auftreten.
Gleichzeitig wurde nur bewiesen, dass das Kriterium in 3.4 nur hinreichend dafür ist,

dass H1(x̂o) keinen vollem Zeilenrang hat. Gleichwohl ist schon allein die Sicherstellung,
dass dieses Kriterium für ein Problem nicht erfüllt ist, algorithmisch sehr schwierig,
insbesondere da man für verlässliche Resultate diese Bedingung für alle zulässigen x̂o
sicher verhindern müsste.
Nun soll noch gezeigt werden, dass die Bedingung aus Lemma 3.4 auch an einem

Beispiel erfüllt ist. Dazu wird Beispiel 2.1 verwendet. Betrachtet man die Lösung so
erhält man, dass über alle an Knoten 8 anliegenden Kanten kein Transport stattfindet.
Somit ist die Vorraussetzung aus Lemma 3.4 erfüllt und man erhält, dass das Beispiel
2.1 in der Formulierung (2.8) weder die MPCC-LICQ noch die MPCC-MFCQ erfüllt.

3.3. Formulierung mit Lift

Die Intension zur Einführung des Lifts in [9] war es, unter gewissen Annahmen an das
Problem der unteren Stufe zu zeigen, dass das Problem der oberen Stufe stets die MPCC-
LICQ erfüllt. Zunächst sollen wieder einige Indexmengen definiert werden:

Bemerkung 3.4. Sei x̂o = (ĉm, x̂u, λ̂, µ̂1, µ̂2, ŵ1, ŵ2, ŝ1, ŝ2)> ein zulässiger Punkt von
(2.8). Dann soll gelten:

Aµ̂1 := {i ∈ {1, . . . ,m} | (µ̂1)i = 0}
Aµ̂2 := {i ∈ {1, . . . ,km} | (µ̂2)i = 0}
Aŝ1 := {i ∈ {1, . . . ,m} | (ŝ1)i = 0}
Aŝ2 := {i ∈ {1, . . . ,km} | (ŝ2)i = 0}.

Laut [9, Theorem 2.1.] ist es nun insbesondere notwendig, dass das Problem (3.9),
welches

minimiere
xu∈Rkm

(
J>(c+ cm)

)>
xu

unter N̄xu− b= 0
−Jxu+u≥ w1

xu ≥ w2.

(3.9)

lautete, die LICQ in der Lösung x∗o> = (c∗m,x∗u,λ∗,µ∗1,µ∗2,w∗1,w∗2,s∗1,s∗2) erfüllt. Nach der
Konstruktion des Lifts muss jedoch in einer Lösung w∗1 = 0 und w∗2 = 0 gelten. Dies sorgt
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3.3. Formulierung mit Lift

dafür, dass das Problem (3.9) vereinfacht wird, indem die als Nebenbedingungen auftre-
tenden Ungleichungen nun ≥ 0 lauten. Darüber hinaus vereinfacht sich die Definition
von s∗1 zu s∗1 = u−Jx∗u. Somit erfüllt dieses Problem die LICQ im Punkt x∗o, falls die
Matrix (

N̄> J>
Aŝ1 −IAx̂u

)
vollen Spaltenrang hat. Im ersten Teil des Beweises von Lemma 3.4 wurde jedoch bereits
gezeigt, dass diese Matrix keinen vollen Spaltenrang hat, falls man das Vorzeichen vor
der Einheitsmatrix ändert. Dieses Vorzeichen hat aber auf die lineare Abhängigkeit der
Spalten keinen Einfluss, da man das Vorzeichen der entsprechenden Koeffizienten auch
vertauschen kann, was dazu führt, dass die hier betrachtete Matrix auch keinen vollen
Spaltenrang besitzt. Somit erfüllt das Problem die LICQ nicht und damit ist auch der
Satz aus [9] nicht anwendbar.
Aus diesem Grund soll nun das Vorliegen der MPCC-LICQ analog zum Fall ohne Lift
untersucht werden, wobei wieder die Überlegungen aus Bemerkung 3.2 benutzt werden
soll und ( )

H2(x̂o) = (∇hi(x̂))P (∇Gi(x̂))AG(x̂) (∇Hi(x̂))AH(x̂)

=





J cm
N̄> J> −I xu

N̄ λ

J IAµ̂1 µ1
−I IAµ̂2 µ2

I w1
I w2

I IAŝ1 s1
I IAŝ2 s2

auf vollen Spaltenrang untersucht werden soll. Das nun folgende Lemma zeigt, dass das
Problem (2.12) unter bestimmten Vorraussetzungen die MPCC-LICQ und die MPCC-
MFCQ nicht erfüllt.

Lemma 3.5. Sei x̂o eine Lösung von (2.8). Dann wird mit

Di :=
(
N,
{
e ∈A

∣∣∣( ˆ(xi)
)
e
> 0

})
der Teilgraph von D bezeichnet, auf dem ein Transport von Gut i stattfindet, wobei i∈K.
Weiterhin gelte Dij :=Di∩Dj. Gibt es nun i, j ∈K und i 6= j mit der Eigenschaft:

Es existieren Knoten n1,n2 ∈N, sodass PfadeW1,W2 ⊂Dij existieren,
für dieW1 = n1, . . . ,n2 , W2 = n1, . . . ,n2 sowieW1∩W2 = (V,∅) gilt.

(3.10)

dann, erfüllt das Problem (2.8) in x̂o weder die MPCC-LICQ noch die MPCC-MFCQ.
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3. Untersuchung auf Constraint Qualifications

Beweis. Sei x̂o eine Lösung von (2.8) sowie Dij , n1, n2, W1 und W2 gegeben, sodass
die Eigenschaft (3.10) erfüllt ist. Nun soll wieder die Überlegung aus Bemerkung 3.2
angewendet werden, wonach der volle Spaltenrang von H2(x∗o) notwendig für das Vor-
liegen der MPCC-LICQ oder MPCC-MFCQ von (2.8) im Punkt x̂o ist.
Im Folgenden wird gezeigt, dass die Spalten von H2(x̂o) linear abhängig sind und somit
weder die MPCC-LICQ noch die MPCC-MFCQ vorliegen kann. Dazu wird das Glei-
chungssystem

0 =H2(x̂o)y

0
0
0
0
0
0
0
0
0


=



J

N̄> J> −I
N̄
J IAµ̂1

−I IAµ̂2

I
I

I IAŝ1

I IAŝ2





y1
y2
y3
y4
y5
y6
y7
y8


(3.11)

betrachtet. Nun werden folgende Setzungen vorgenommen:

y1 =
(
y1

1 · · · yk1
)>

, wobei yl1 ∈ Rm und l ∈K sowie:

yl1 = 0, falls l 6= i∧ l 6= j

(
(y1)i

)
e =


1, falls e ∈W1

−1, falls e ∈W2

0, sonst
, und

yj1 =−yi1

y2 = 0 y3 = 0 y4 = 0
y5 = 0 y6 = (y1)Aµ̂2

y7 = 0
y8 = 0.
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3.3. Formulierung mit Lift

Setzt man dies in (3.11) ein, so erhält man



0
0
0
0
0
0
0
0
0


=



J

N̄> J> −I
N̄
J IAµ̂1

−I IAµ̂2

I
I

I IAŝ1

I IAŝ2





y1
0
0
0
0

(y1)Aµ̂2
0
0




0
0
0
0
0
0
0
0
0


=



Jy1
0
N̄ y1
Jy1

−Iy1 + IAµ̂2 (y1)Aµ̂2
0
0
0
0


.

Dies ist aber äquivalent zu

0 = Jy1 (3.12a)
0 = N̄ y1 (3.12b)

Iy1 = IAµ̂2 (y1)Aµ̂2
. (3.12c)

Dass diese Gleichungen mit der obigen Setzung von y1 gelten, wird nun gezeigt, indem
die Definitionen von J und N̄ aus (2.2) eingesetzt werden.

• Gleichung (3.12a):

0 = Jy1

0 =
(
I · · · I

)y
1
1
...
yk1


0 = yi1 +yj1 da yl1 = 0 für l 6= i∧ l 6= j

Dies gilt aufgrund der Setzung von y1.
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3. Untersuchung auf Constraint Qualifications

• Gleichung (3.12b)

0 = N̄ y10
...
0

=


N̂

. . .
N̂


y

1
1
...
yk1


(

0
0

)
=
(
N̂ yi1
N̂ yj1

)
(

0
0

)
=


∑

e∈W1

N̂ {e}
(
yi1
)
e+

∑
e∈W2

N̂ {e}
(
yi1
)
e∑

e∈W1

N̂ {e}
(
yj1

)
e
+
∑

e∈W2

N̂ {e}
(
yj1

)
e


(

0
0

)
=


∑

e∈W1

N̂ {e}−
∑

e∈W2

N̂ {e}

−
∑

e∈W1

N̂ {e}+
∑

e∈W2

N̂ {e}


Hierbei sei N̂ {e} analog zur schon eingeführten Schreibweise die e-te Spalte von N̂ .
Da W1 und W2 Wege vom Knoten i zum Knoten j sind, gilt∑

e∈W1

N̂ {e} =
∑
e∈W2

N̂ {e} = ej−ei,

wobei mit ep wieder der p-te Einheitsvektor bezeichnet wird. Somit ist auch Glei-
chung (3.12b) erfüllt.

• Gleichung (3.12c) Es gilt

Iy1 = IAµ̂2 (y1)Aµ̂2

y1 = q mit (q)e =
{

(y1)e, falls (µ̂2)e = 0
0, sonst.

Da x̂o eine Lösung von (2.12) ist, muss es auch zulässig sein und somit gilt ins-
besondere ŝ2 = x̂u− ŵ2 und 0≤ µ̂2 ⊥ ŝ2 ≥ 0. Nach der Konstruktion des Lifts liegt
in einer Lösung ŵ2 = 0 vor. Damit kann im Weiteren 0 ≤ µ̂2 ⊥ x̂u ≥ 0 vorrausge-
setzt werden. Die Gültigkeit von y1 = q wird nun mit einer Fallunterscheidung, die
für jede Komponente e ∈ Rkm durchgeführt wird, gezeigt.
Fall 1: (µ̂2)e = 0

In diesem Fall gilt die Gleichung trivialer Weise.
Fall 2: (µ̂2)e > 0

In diesem Fall steht auf der rechten Seite der Gleichung eine 0, was aus der
Definition von q folgt.
Betrachtet man die Setzung von y1, so wird deutlich, dass (y1)e > 0 nur dann
gelten kann, falls (x̂u))e > 0. Mit (µ̂2)e > 0 und der Komplementarität von µ̂2
und x̂u erhält man jedoch (x̂u)e = 0 und somit auch (y1)e = 0.
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3.3. Formulierung mit Lift

Damit gilt auch die Gleichung (3.12c).

Insgesamt erhält man also, dass die dargestellte Setzung des y =
(
y1 · · · y8

)>
die

Gleichung 0 = H2(x̂o)y erfüllt und gleichzeitig y1 und y6 nichttriviale Einträge haben.
Somit wurde gezeigt, dass H2(x̂o) keinen vollen Spaltenrang hat, woraus folgt, dass das
Problem (2.12) im Punkt x̂o weder die MPCC-LICQ noch die MPCC-MFCQ erfüllen
kann.

An einem Beispiel soll nun noch verdeutlicht werden, dass die im Lemma 3.5
beschriebenen Anforderungen an eine Lösung x̂o auftreten können. Dazu soll nun Beispiel
2.2 mit dem optimalen Fluss x 1

2
betrachtet werden, welcher im Anhang A beschrieben

wurde. Man erhält also für die einzelnen Waren die Flüsse

x1 = x2 =
(
3 1 3

)>
.

Es wird deutlich, dass der Transport beider Waren jeweils über die Wege W1 = 1,3 und
W2 = 1,2,3 erfolgt, die jeweils vom ersten zum dritten Knoten führen. Somit sind hier
die Vorraussetzungen von Lemma 3.5 erfüllt und damit folgt, dass in dieser Lösung das
Problem (2.12) weder die MPCC-LICQ noch die MPCC-MFCQ erfüllt.
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4. Regularisierungsverfahren

Im nun folgenden Abschnitt sollen die in [23] vorgestellten Regularisierungsverfahren für
MPCCs kurz zusammengefasst werden, da diese bei der numerischen Lösung der MPCCs
(2.8) und (2.12) angewendet wurden. Die Grundidee eines Regularisierungsverfahrens ist
dabei die zulässige Menge durch einen Parameter t > 0 zu vergrößern. Um eine Lösung
des ursprünglichen Problems zu erhalten, wird dann eine Folge von Optimierungsprob-
lemen mit t→ 0 gelöst.
Der Unterschied zwischen diesen verschiedenen Regularisierungsverfahren betrifft dabei
die Art und Weise mit der die Modifikation des zulässigen Bereiches erfolgt.
Im Weiteren wird ein allgemeines MPCC der Form

minimiere
x∈Rn

f(x)
unter gi(x)≤ 0 ∀i= 1, . . . ,m

hi(x) = 0 ∀i= 1, . . . ,p
Gi(x)≥ 0 ∀i= 1, . . . , l
Hi(x)≥ 0 ∀i= 1, . . . , l

Gi(x)Hi(x) = 0 ∀i= 1, . . . , l

(4.1)

betrachtet. Zur numerischen Lösung dieses MPCCs ohne Regularisierung wurde in [20]
die Form

minimiere
x∈Rn

f(x)
unter g(x)≤ 0

h(x) = 0
G(x)≥ 0
H(x)≥ 0

G(x)>H(x)≤ 0

(4.2)

sowie das Einführen von Slackvariablen im Komplementaritätssystem vorgeschlagen.
Zum Vergleich mit den Regularisierungen sowie um einen Vergleich mit den Ergebnissen
aus [9] herzustellen, sollen die Probleme auch ohne Regularisierungsverfahren in der obi-
gen Formulierung gelöst werden, wobei das besprochene Einführen von Slackvariablen
im Komplementaritätssystem in der Modellierung bereits vorgenommen wurde.
Der Fokus soll im Weiteren jedoch auf dem Test der in [23] thematisierten Regu-

larisierungsverfahren liegen, die das Problem (4.1) in folgende Optimierungsprobleme
überführen:
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• Globale Relaxierung nach Scholtes (S), vorgestellt in [21]

minimiere
x∈Rn

f(x)
unter gi(x)≤ 0 ∀i= 1, . . . ,m

hi(x) = 0 ∀i= 1, . . . ,p
Gi(x)≥ 0 ∀i= 1, . . . , l
Hi(x)≥ 0 ∀i= 1, . . . , l

Gi(x)Hi(x)≤ t ∀i= 1, . . . , l

• Relaxierung nach Lin und Fukushima (LF), vorgestellt in [7]

minimiere
x∈Rn

f(x)
unter gi(x)≤ 0 ∀i= 1, . . . ,m

hi(x) = 0 ∀i= 1, . . . ,p
Gi(x)Hi(x)− t2 ≤ 0 ∀i= 1, . . . , l

(Gi(x) + t)(Hi(x) + t)− t2 ≥ 0 ∀i= 1, . . . , l

• Relaxierung nach Kadrani et al. (KDB), vorgestellt in [1]

minimiere
x∈Rn

f(x)
unter gi(x)≤ 0 ∀i= 1, . . . ,m

hi(x) = 0 ∀i= 1, . . . ,p
Gi(x)≥ −t ∀i= 1, . . . , l
Hi(x)≥ −t ∀i= 1, . . . , l

(Gi(x)− t)(Hi(x)− t)≤ 0 ∀i= 1, . . . , l

• Lokale Relaxierung nach Steffensen und Ulbrich (SU), vorgestellt in [25]

minimiere
x∈Rn

f(x)
unter gi(x)≤ 0 ∀i= 1, . . . ,m

hi(x) = 0 ∀i= 1, . . . ,p
Gi(x)≥ 0 ∀i= 1, . . . , l
Hi(x)≥ 0 ∀i= 1, . . . , l

Φ1(Gi(x),Hi(x); t)≤ 0 ∀i= 1, . . . , l

wobei Φ1 : R2×R→ R Φ1(x1,x2; t) = x1 +x2−φ1(x1−x2; t), mit

φ1( · ; t) : R→ R, φ1(a; t) :=
{
|a|, falls |a| ≥ t
tθ
(
a
t

)
, sonst.

Die Funktion θ : [−1,1]→ R muss dabei folgende Eigenschaften erfüllen:
– θ ist auf [−1,1] zweimal stetig differenzierbar;
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4. Regularisierungsverfahren

– θ(−1) = θ(1) = 1;
– θ′(−1) =−1, sowie θ′(1) = 1;
– θ′′(−1) = θ′′(1) = 0;
– θ′′(z)> 0 für z ∈ (−1,1).

In [25] wurde die Funktion θ(z) = 2
π sin

(
z π2 + 3π

2

)
+ 1 vorgeschlagen, die für die

numerischen Versuche auch Anwendung fand.

• Relaxierung nach Kanzow und Schwartz (KS), vorgestellt in [22]

minimiere
x∈Rn

f(x)
unter gi(x)≤ 0 ∀i= 1, . . . ,m

hi(x) = 0 ∀i= 1, . . . ,p
Gi(x)≥ 0 ∀i= 1, . . . , l
Hi(x)≥ 0 ∀i= 1, . . . , l

Φ2(Gi(x),Hi(x); t)≤ 0 ∀i= 1, . . . , l

wobei Φ2 : R2×R→ R Φ2(x1,x2; t) = φ2(x1− t,x2− t) und

φ2 : R2→ R, φ2(a,b) :=
{
ab, falls a+ b≥ 0
−1

2(a2 + b2), sonst.

Bevor der numerische Vergleich dieser Regularisierungsverfahren erfolgen kann, müssen
noch passende Beispielprobleme generiert werden. Auf welche Art und Weise dies umge-
setzt wurde, soll im nächsten Kapitel dargestellt werden.
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5. Beispielprobleme

Der Test der vorgestellten numerischen Verfahren kann nur anhand von Beispiel-
problemen erfolgen. In [23] und [9] wurden die numerischen Untersuchungen jeweilis
an der MacMPEC Problemsammlung [17] durchgeführt. Diese Sammlung umfasst ver-
schiedene Beispiele für MPCCs, insbesondere auch einzelne Transportprobleme, wie die
Probleme tollmpec und tollmpec1. Bei diesen Problemen wird die Zielfunktion im Prob-
lem der oberen Stufe jedoch so formuliert, dass in dem zugrundeliegenden Netzwerk
Stau minimiert werden soll beziehungsweise die Gesamteinnahmen durch die Maut zu
maximieren sind. Da bei der hier vorgestellten Modellierung im Gegensatz dazu die
Restkapazitäten auf dem Netzwerk an die vorher vorgegebenen Restkapazitäten xz an-
genähert werden sollen, sind diese Beispiele für die hier notwendigen Untersuchungen
nicht geeignet. Dadurch wird es notwendig eine passende Aufgabenkolletion zu erstellen.
Die Erstellung der Beispielprobleme erfolgt mittels des Algorithmus B.1, der im An-

hang B dargestellt ist. Als Eingabegrößen für diesen Algorithmus sind eine Anzahl an
Transporten k und Knotenzahl n̂ notwendig. Dabei ist zu beachten, dass die Knoten-
zahl des Graphen, der zu dem erzeugten Optimerungsproblem gehört, tatsächlich in
der Menge {d0.7 n̂e, . . . , n̂} liegt. Darüber hinaus ist ein Parameter p ∈ (0,2) notwendig,
über den die Anzahl der zu setzenden Kanten gesteuert wird. Dieser Parameter wurde
so gewählt, dass cirka 60 % der Kanten im Graphen gesetzt werden. Damit weist der
Graph ausreichend Verzweigungen auf und gleichzeitig werden nicht zu viele Kanten
gesetzt, was dazu führen würde, dass die Waren zu kurze Wege hätten. In der nach-
folgenden Tabelle ist dargestellt, welche Anzahl an Problemen mit welchen Parametern
erzeugt wurden. Dabei ist zu beachten, dass bei der angegebenen Anzahl nur diejenigen
Probleme gezählt wurden, welche von Algorithmus B.1 als gültige Aufgaben ausgegeben
wurden.

Anzahl der
n̂ k p

durchschnittlicher Anteil
Probleme der gesetzten Kanten

20 6 3 0,9 62,2 %
20 8 5 1 57,7 %

Tabelle 3.: Beispielprobleme
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6. Numerische Betrachtungen

6.1. Grundlegende verwendete Algorithmen
Zu Beginn dieses Abschnitts sollen die grundlegenden Routinen dargestellt werden, die
beim Lösen der Beispielprobleme verwendet wurden. Die beiden wichtigsten sind dabei
die algorithmische Umsetzung der Regularisierung sowie die Bestimmung der Lösung
eines Problems, welches nach dem Ansatz von Hatz et al. modifiziert wurde.

6.1.1. Algorithmen für die Regularisierungen

Zunächst soll das algorithmische Vorgehen bei der Lösung von regularisierten Problemen
beschrieben werden. Wie schon in Kapitel 4 dargestellt, ist die Grundidee der Regulari-
sierungen eine Folge von Problemen mit einem Regularisierungsparamter t↘ 0 zu lösen.
Die darauf aufbauenden Algorithmen wurden in [23] beschrieben und sind im Anhang C
dargestellt. Wichtig ist dabei, dass für alle Regularisierungen, außer der von Kandrani et
al. ein verbesserter Algorithmus verwendet werden kann. Dieser nutzt die Eigenschaft,
dass für diese Regularisierungen das zulässige Gebiet X(tk) im Schritt tk eine Teilmenge
des Gebietes X(tk−1) ist und somit eine im Schritt k− 1 gefundene Lösung xk−1 auch
im Schritt tk optimal ist, falls xk−1 ∈X(tk) gilt.
Als Löungsroutine wird die MATLAB-Funktion fmincon mit dem SQP-Verfahren ver-

wendet. Dabei handelt es sich um ein Verfahren, bei dem in jeder Iteration ein quadra-
tisches Teilproblem gelöst wird. Mittels den dabei erhaltenen Lösungen sowie den zuge-
hörigen Multiplikatoren wird dann schrittweise ein KKT-Punkt des ursprünglichen Prob-
lems berechnet (vgl. [19, Abschnitt 19]). Die guten Eigenschaften dieses Verfahrens für
die Lösung von MPCCs ohne Regularisierungsverfahren wurden von Flechter et al. in
[20] diskutiert.
In MATLAB sind neben dem SQP-Verfahren das Active-Set, Interior-Point sowie das

Trust-Region-Reflektive Verfahren implementiert. Ein Vergleich dieser Lösungsverfahren
hat ergeben, dass auch für die Lösung der MPCCs mit einer Regularisierung das SQP-
Verfahren die besten Resulate liefert. Aus diesem Grund wird bei der Implementierung
die Funktion fmincon mit dem SQP-Verfahren verwendet.

6.1.2. Umsetzung des Lifts

Nun soll beschrieben werden, wie das Lifting-Verfahren umgesetzt wurde. Die dazu ver-
wendete Routine ist in Algorithmus 1 dargestellt.
Der erste entscheidende Abschnitt in diesem Algorithmus ist, wie auch in [9] darge-

stellt, das Finden eines Paramters w, sodass die durch dieses w veränderten Nebenbe-
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6.1. Grundlegende verwendete Algorithmen

Algorithmus 1 Algorithmus zum Lösen der gelifteten Probleme
Eingabe: Start-Liftingparameter w und π, ε̂ , πmax
Ausgabe: zugehöriger Zielfunktionswert fval

1: Teste ob das Problem mit Parametern w und π eine Lösung (xo)0 hat
2: while @ Lösung (xo)0 des Problems mit Parametern w und π do
3: w := 0,1 ·w
4: Teste ob das Problem mit Parametern w und π eine Lösung (xo)0 hat
5: end while
6: Rufe Alg. C.1 bzw. C.2 für das Problem mit den Paramtern w, π sowie Startlösung

(xo)0 auf und setzte xo und fval auf den erhaltenen Output.
7: Setze w̃ auf den Anteil von xo, der die Lifting-Variablen repräsentiert
8: while (‖w̃‖∞ ≥ ε̂) und (xo war zulässig) do
9: π := π ·100

10: if π > πmax then
11: Abbruch der Schleife
12: end if
13: Rufe Alg. C.1 bzw. C.2 für das Problem mit den Paramtern w, π sowie

Startlösung (xo)0 auf und setzte xo und fval auf den erhaltenen Output.
14: Setze w̃ auf den Anteil von xo, der die Lifting-Variablen
15: end while

dingungen in der Startlösung (xu)0 zulässig sind. Dies geschieht im Algorithmus in den
Zeilen 1 bis 5, indem w so lange verkleinert wird, bis eine zulässige Lösung des zugehöri-
gen Problems gefunden wird. Das Finden einer solchen Lösung wird realisiert, indem
zunächst aus lcm und ucm ein zulässiger Mautvektor cm konstruiert wird. Dabei wer-
den die Komponenten von cm für die sowohl eine untere als auch eine obere Grenze
existiert, auf das arithmetische Mittel aus beiden Werte gesetzt. Existiert nur eine un-
tere beziehungsweise obere Grenze, so wird zu dieser Grenze 0,1 addiert respektive 0,1
subtrahiert. Alle anderen Komponenten werden auf 0 gesetzt. Mit diesem Mautvektor
cm wird anschließend mittels der MATLAB-Funktion linprog nach einer zulässigen Lö-
sung für das mit dem Vektor w veränderte Problem der unteren Stufe (3.9) gesucht.
Die Abfrage, ob eine zulässige Lösung gefunden wurde, erfolgt mittels den von linprog
zurückgegebenen Exitflags.
Der zweite wichtige Aspekt bei der Lösung eines gelifteten Problems besteht darin, nach
dem Finden einer Lösung des gelifteten Problems zu testen, ob das eingeführte w in allen
Komponenten gleich 0 ist. Da die hier geforderte Genauigkeit in [9] nicht näher bestimmt
ist, soll diese gleich der Genauigkeit der zu optimierenden Variable sein, die dem Lös-
er, in diesem Fall fmincon, vorgegeben wird. Bei den Versuchen wurde diese auf 10−7

gesetzt. Ist das w nicht innerhalb dieser Genauigkeit gleich 0 und hat der Löser jedoch
gleichzeitig eine zulässige Lösung gefunden, so muss der Paramter π vergrößert werden.
Dies erfolgt in den Schritten 8-14 von Algorithmus 1. Überschreitet π den Parameter
πmax, der stets auf 1010 gesetzt wird, oder ist eine gefundene Lösung nicht zulässig, so
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6. Numerische Betrachtungen

bricht die Schleife ab. Der Test, ob eine Lösung zulässig war, erfolgt wieder mittels der
Exitflags, die die verwendete Lösungsroutine fmincon zurückgibt.
Der Startwert für den Parameter π wurde in [9] mit 1 angegeben. Um eine häufige Er-

höhung dieses Parameters zu vermeiden und so die benötigte Rechenzeit zu verkleinern,
wurde bei den Untersuchungen π = 100 gesetzt. Insgesamt erhielt man bei der Lösung
der nach [9] modifizierten Probleme, dass in 69 von 72 Fällen bei denen durch die Al-
gorithmen eine zulässige Lösung ausgegeben wurde, π mit dieser Wahl ausreichend groß
war.

6.2. Ergebnisse der vorgestellten Beispiele

Bevor die Ergebnisse der nach Algorithmus B.1 erzeugten Probleme dargestellt wer-
den, erfolgt nun zunächst die Präsentation der Resultate der vorgestellten Beispiele 2.1
und 2.2. Zur Berechnung wurde jeweils MATLAB 8.4.0.150421 (R2014b) eingesetzt.
Als Genauigkeiten für die Zielfunktion, die Verletzung der Nebenbedingungen sowie als
Schrittlänge der zu optimierenden Variable wurde jeweils 10−7 verwendet.
Darüber hinaus wurde zur Bestimmung des Grades der Verletzung der Nebenbedin-

gungen einer gefundenen Lösung x∗o, die Funktion

maxVio(x∗o) = max{max{0,g (x∗o)}, |h(x∗o) |, |min{G(x∗o) ,H (x∗o)}|}

verwendet, die in [23] ebenfalls für diesen Zweck genutzt wurde. Ein Problem wird als
gelöst betrachtet, wenn maxVio(x∗o)≤ 10−6 gilt.
Für das Beispiel 2.1 erhält man die in Tabelle D.1 aufgeführten Resultate. Bei den

Ergebnissen fällt auf, dass ohne Reguarisierung stets ein optimaler Wert (cm)7 = 0,1
zurückgegeben wurde. Dieser ist jedoch Teil der Startlösung (xo)0, somit hat sich der
Punkt x∗o, welcher vom Algorithmus ausgegeben wurde, für cm nicht von der Startlösung
entfernt. Die anderen Kombinationen aus den zwei Formulierungen Problemformulierun-
gen und den Regularisierungsverfahren gaben, falls eine zulässige Lösung erreicht wurde,
ein (cm)7 aus der Menge {2,3,5} sowie die dazugehörigen Zielfunktionswerte zurück. Wie
aus der Darstellung der zugehörigen Zielfunktion in [18] deutlich wird, handelt es sich
bei allen drei Lösungen sowie den zugehörigen Flüssen um lokale Minima des Problems.
Bei der Anwendung des Regularisierungsverfahrens von Steffensen und Ulbricht wurde
sowohl in der Formulierung mit als auch ohne Lift keine Lösung gefunden. Dies trifft
auch auf das Verfahren von Lin und Fukushima in der Formulierung ohne Lift zu.
Während die Genauigkeiten der Löungen bezüglich der Verletzung der Nebenbedingun-
gen alle ähnliche Resultate lieferten, benötigten die Regularisierungen zur Lösung der
Formulierung mit Lift deutlich mehr Zeit, insbesondere die Regularisierung von Scholtes.
Die Ergebnisse der Berechnungen an Beispiel 2.2 sind in Tabelle D.2 dargestellt. Auch

hier fällt auf, dass sich das Verfahren ohne Regularisierung in (cm)2 nicht von der Startlö-
sung entfernt hat. Darüber hinaus lieferten alle Regularisierungsverfahren sowohl in der
Formulierung mit als auch ohne Lift einen Wert von (cm)2 > 1 sowie einen Funktionswert
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6.3. Resultate der in Kapitel 5 generierten Beispiele

kleiner als die eingestellte Funktionswerttoleranz von 10−7. Auch die zur Berechnung der
Resultate benötigten Zeiten sind vergleichbar.

6.3. Resultate der in Kapitel 5 generierten Beispiele

Der Vergleich der verschiedenen numerischen Ansätze erfolgt nun anhand der 40
Beispiele, welche in Kapitel 5 thematisiert wurden. Die Berechnung erfolgte wieder mit-
tels MATLAB 8.4.0.150421 (R2014b) und die für das Verfahren benötigten Genauigkeit-
en wurden, wie bereits dargestellt, wieder auf 10−7 gesetzt.
Zur Darstellung der Ergebnisse sollen die Performance-Profile verwendet werden,

welche von Dolan und Moré in [14] eingeführt wurden und sowohl in [9] als auch in [23]
ebenfalls zur Analyse der Ergebnisse genutzt wurden. Die Analyse soll dabei bezüglich
der Verletzung des Nebenbedingungen, des Zielfunktionswertes in dem ausgegebenen
Punkt sowie der zur Berechnung benötigten Zeit erfolgen. Die Berechnung der Verlet-
zung der Nebenbedingungen erfolgte dabei wieder mit der bereits vorgestellten Funktion
maxVio(x∗o). Anders als in [23] ist jedoch die Modifizierung des urspünglichen Ansatzes
zur Auswertung der Zielfunktion nicht notwendig, da die Zielfunktionswerte hier stets
nichtnegativ sind. Um realisitische Ergebnisse zu erhalten, wird dabei für die Unter-
suchung des Zielfunktionswertes und der benötigten Zeit die zu untersuchende Größe
auf U unendlich gesetzt, falls die ermittelte Lösung nicht in der geforderten Genauigkeit
zulässig ist, also x∗o maxVio(x∗o) ≤ 10−6 nicht erfüllt. Die Performance-Profile wurden
gebildet, indem zunächst für jedes untersuchte Optimierungsproblem das Minimum der
untersuchten Größe über die Ergebnisse aller Kombinationen aus den Regularisierun-
gen und dem Ansatz mit bzw. ohne Lift gebildet wurde. Anschließend wurde für jede
Kombination untersucht, für welchen Anteil der Probleme das durch diese Kombination
ermittelte Ergebnis innerhalb des q−fachen des jeweiligen Mininalwertes liegt, wobei der
Faktor q schrittweise erhöht wird. Daraus folgt, dass je schneller der Graph einer Kom-
bination steigt, um so mehr Lösungen dieser Kombination bezüglich der betrachteten
Größe nahe an dem jeweiligen Minimum liegen.
Betrachtet man den Vergleich der Zielfunktionswerte in Abbildung 3, so fällt auf, dass

sowohl in der Fomulierung mit Lift als auch ohne Lift das Lösungsverfahren ohne Regu-
larisierung alle Probleme löst. Gleichzeitig steigen die zugehörigen Graphen nur sehr
langsam an, was drauf hindeutet, dass die Zielfunktionswerte der gefundenen Lösungen
größer als die anderer gefundener Lösungen sind. Betrachtet man die zur Berechnung der
Lösung notwendigen Iterationen, so fällt auf, dass bei der Formulierung ohne Lift stets
nur sehr wenige Iterationen durchgeführt wurden. So wurde bei der Formulierung ohne
Lift in 25 Fällen nach nur einer Iteration ein Ergebnis zurückgegeben und gleichzeitig
wurden bei nur 2 Problemen mehr als 5 Iterationen benötigt. Ein ähnliches Verhalten
ist bei den Problemformulierungen mit Lift zu beobachten. Obwohl hier der Parameter
w verkleinert werden muss, bis dieser der Forderung ‖w‖∞ ≤ 10−7 genügt, wurden auch
hier nur in 5 Fällen mehr als 5 Iterationen benötigt.
Insgesamt benötigte dieses Verfahren also sehr wenige Iterationen, gab aber auch Lö-
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Abbildung 3.: Vergleich der berechneten Zielfunktionswerte

sungen mit verhältnismäßig schlechten Zielfunktionswerten aus. Abgesehen von der Lö-
sung ohne Regularisierung, lieferte der Ansatz von Scholtes sowohl mit als auch ohne
Lift die besten Resultate, dicht gefolgt von den Verfahren von Kanzow und Schwartz
beziehungsweise von Kadrani et al. Dabei erhielt man mit der Regularisierung von Kan-
zow und Schwartz ohne Lift bessere Ergebnisse, wohingegen das Verfahren von Kadrani
et al. mit Lift bessere Resultate ergab. Die Verfahren von Lin und Fukushima sowie von
Steffensen und Ulbricht lieferten nur eine beziehungsweise keine Lösung.
Vergleicht man die Ergebnisse der Formulierungen mit Lift mit denen der Formulierung
ohne Lift, so stellt man fest, dass die Verwendung des Liftes für diesese Probleme die
numerischen Ergebnisse insgesamt verschlechterten.
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Abbildung 4.: Vergleich der Verletzung der Nebenbedingungen

Bei der Auswertung der Performance-Profile für die Verletzung der Nebenbedingungen
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fällt auf, dass auch hier der Ansatz ohne Regularisierung die besten Werte lieferte.
Darüber hinaus lieferten die Regularisierungen von Scholtes, Kanzow und Schwartz sowie
von Kadrani et al. die besten Resultate. Mit dem Ansatz von Kanzow und Schwartz
erhielt man die höchsten Genauigkeiten für Formulierung ohne Lift, wohingegen bei der
Formulierung mit Lift die Regularisierung von Scholtes die besten Ergebnisse lieferte. Die
schlechten Resultate der Regularisierungsverfahren von Steffensen und Ulbrich sowie von
Lin und Fukushima zeigten sich auch an dieser Stelle. Insgesamt fällt auch hier wieder
auf, dass die Ergebnisse der Fomulierung ohne Lift besser als die der Formulierung mit
Lift waren.
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Abbildung 5.: Vergleich der benötigten Zeit

Die Darstellung der für die Berechnung der jeweiligen Lösung benötigten Zeit verdeut-
licht, dass der Ansatz ohne Regularisierung deutlich schneller eine Lösung lieferten als
die Verfahren mit Regularisierung. Dies war aufgrund der wenigen benötigten Iteratio-
nen in diesen Fällen auch zu erwarten. Wurde die Formulierung ohne Lift verwendet, so
lagen die Regularisierungen von Scholtes und Kanzow/Schwartz nahezu gleichauf, wobei
mit dem Verfahren von Scholtes noch leicht bessere Ergebnisse erzielt wurden. Das An-
wenden des Lifts führte dazu, dass die besseren Ergebnisse von den Regularierungen von
Scholtes und Kadrani et al. erzielt wurden. Bei der Betrachtung der benötigten Zeit wird
der Unterschied zwischen der Formulierung mit und der Lift ohne besonders deutlich,
wobei zur Lösung eines gelifteten Problems deutlich mehr Zeit benötigt wurde.
Beim weiteren Analysieren der Ergebnisse stellt man fest, dass unabhängig davon ob

der Lift verwendet wird oder nicht, der Anteil der Probleme, die mit den Verfahren
gelöst wurden, generell stark abnahm. So wurden, mit dem Regularisierungsverfahren
von Scholtes 15 von den 20 kleineren Problemen (vgl. Tabelle 3) ohne Lift gelöst, jedoch
bei leicht größeren Problemen nur noch 8 der 20 Aufgaben. Wurden die Probleme mit
dem Lifting-Verfahren von Hatz et al. modifiziert, so wurden nur noch 6 beziehungweise
4 der Probleme gelöst. Im Weiteren soll eine Diskussion der gewählten Modellierung und
den vorgestellten Ergebnissen erfolgen.
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7. Diskussion der Ergebnisse

Zunächst soll nun eine Einschätzung der gewählten Modellierung des Problems er-
folgen. Ausgehend von den im Modell getroffenen Annahmen an das Verhalten der
Fahrzeugführer, stellt man fest, dass sich die mit diesem Modell ermittelten Ergebnisse
nicht unbedingt auf praktisch auftretende Situationen übertragen lassen. Insbesondere
die Annahme, nach der sich die Fahrzeugführer bei verschiedenen gesamtkostenmini-
malen Flüssen für denjenigen entscheiden, der für den Betreiber des Mautnetzwerkes die
besten Resultate liefert, ist praktisch zweifelhaft, insbesondere da den Straßennutzern
nicht zwangsläufig das Ziel des Betreibers bekannt sein muss. In einem solchen Fall
kann die getroffene Annahme nicht erfüllt werden. Allerdings gibt es selbst wenn die
gewünschte Verteilung der Restkapazitäten bekannt ist, praktisch keine Garantie,
dass sich die Fahrzeugführer in diesem Sinne verhalten, da die Alternativen ebenfalls
gesamtkostenminimal sind.
Weitere Probleme bei der Anwendung des Modells auf praktische Probleme ergeben
sich, wenn die Maut nicht für alle Verkehrteilnehmer identisch sein soll oder die Maut
einer Kante von der genutzten Kapazität einer Kante abhängen soll. Tritt ein solcher
Fall ein, muss das Modell erweitert werden.
Eine weitere sich ergebende Schwierigkeit ist, dass Flüsse einer Lösung des Problems
der unteren Stufe und somit auch des Modells insgesamt nicht ganzzahlig sein müssen,
wie beispielsweise in [16, Kapitel 17] dargestellt wird. Wird für eine Anwendung
die Ganzzahligkeit der Lösung gefordert, müssen weitere Methoden der diskreten
Optimierung angewendet werden.
Ein weiteres mögliches Problem der Modellierung ergibt sich, wenn untersucht wird, wie
gut die Lösungen in Abhängigkeit von der Größe des Graphen und der Anzahl der Trans-
porte sind. Dabei konnte festgestellt werden, dass die Anzahl der gelösten Probleme
stark gesunken ist, wenn diese beiden Problemparameter erhöht wurden. Eine mögliche
Erklärung für dieses Verhalten ist, dass bei der gewählten Modellierung die Anzahl der
Nebenbedingungen bei Steigerung der jeweiligen Größen schnell steigt. Dieses Problem
der gewählten, Kanten-basierten Modellierung wurde in [16, Abschnitt 17.5] erläutert.
Als alternativen Ansatz wurde eine Pfad-basierte Modellierung vorgeschlagen, bei der
für jede Ware vor der eigentlichen Berechnung die möglichen Wege von jeder Quelle zu
jeder Senke bestimmt werden und in der Modellierung schließlich nur die Flüsse entlang
dieser Wege betrachtet werden. Dies verringert die Anzahl der Nebenbedingungen, kann
aber insbesondere dann zu einer exponentiell wachsenden Anzahl an Variablen führen,
wenn es für jedes Gut mehrere Quellen und Senken gibt. In [16, Abschnitt 17.5] wird
erläutert wie dieses Problem umgangen werden kann.

Im Weiteren sollen die in Kapitel 6 vorgestellten Ergebnisse mit denen aus [23] und
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[9] verglichen werden. Generell ist zur Vergleichbarkeit der Ergebnisse aber anzumerken,
dass unterschiedliche numerische Lösungsverfahren verwendet wurden. Während in [23]
das SQP-Verfahren des Lösers snopt der Umgebung TOMLAB verwendet wurde und in
[9] ein filterSQP-Verfahren zum Einsatz kam, erfolgten die numerischen Untersuchun-
gen in dieser Arbeit mittels der SQP-Implementation von MATLAB, sodass generell
Unterschiede auftreten können. Gleichzeitig wurden sowohl in [23] als auch in [9] die für
die Lösung verwendeten Parameter, mit denen die Genauigkeiten der Zielfunktion sowie
der Verletzung der Nebenbedingungen und der zu optimierenden Variable vorgegeben
wurden, nicht näher dargestellt. Demzufolge können die hier verwendeten Parameter
von denen aus [9] und [23] abweichen, sodass sich auch dadurch Unterschiede ergeben
können.
Zunächst soll ein Vergleich der Ergebnisse aus [9] mit den hier erhaltenen erfolgen. In

[9] wurde untersucht, wie sich ein filterSQP-Verfahren während der Lösung eines MPCCs
mit beziehungsweise ohne Lift verhält, falls keine Regularisierung verwendet wird. Dabei
wird das MPCC als nichtlineare Optimierungsaufgabe in der Formulierung (4.2) gelöst.
Vergleichbare Berechnungen wurden in dieser Arbeit ebenfalls vorgenommen. In Kapitel
6 zeigten die Ergebnisse, dass dabei stets nach wenigen Iterationen eine Lösung aus-
gegeben wurde. Das detaillierte Performance-Profil der benötigten Iterationen ist nun in
Abbildung 6 dargestellt.
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Abbildung 6.: Vergleich der Verletzung der Nebenbedingungen

In dieser Abbildung ist zunächst wieder die schon erwähnte Tatsache zu sehen, dass
jeweils alle getesteten Probleme gelöst wurden. Weiterhin wird deutlich, dass das Lösen
der Probleme ohne Lift weniger Iterationen benötigte. Dies war in Anbetracht der Ergeb-
niss aus Kapitel 6 auch zu erwarten, da bei dieser Formulierungsvariante sehr oft nur
die Startlösung wieder zurückgegeben wurde. Vergleicht man diese Tatsache mit den
Ergebnissen aus [9], so stellt sich heraus, dass bei den Problemen der Problemsammlung
[17], die ebenfalls auf Transportproblemen beruhen und für die eine Lösung ermittelt
werden konnte, also beispielsweise den Problemen tollmpec und tap-09, ebenfalls keine
Verbesserung der Anzahl der Iterationen durch die Anwendung des Lifts erreicht werden
konnte. Für die Probleme tap-15 und tollmpec1, die ebenfalls Bilevel-Transportprobleme
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7. Diskussion der Ergebnisse

sind, konnte in [9] keine Lösung ermittelt werden beziehungsweise nur eine für die For-
mulierung mit Lift, sodass keine Aussage darüber getroffen werden kann, ob die Anwen-
dung des Lift die Anzahl der benötigten Iterationen reduziert wurde. Weiterhin muss
an dieser Stelle noch einmal hervorgehoben werden, dass die ohne Regularisierung er-
mittelten Lösungen einen Zielfunktionswert hatten, der, außer bei einem Problem, stets
größer als der von allen anderen eventuell ermittelten zulässigen Lösungen war. Aus
diesem Grund liefern diese Verfahren zwar schnell gültige Lösungen, die aber bei der
praktischen Suche nach einer Verteilung der Maut im Netzwerk kaum Vorteile bringen.
Nun soll ein Vergleich der erhaltenen Ergebnisse mit denen aus [23] erfolgen. Dabei ist

zunächst anzumerken, dass die einzelnen Ergebnisse für die gestesten Probleme in [23]
nicht angegeben sind. Somit kann an dieser Stelle nur ein Vergleich mit den Ergebnis-
sen eines Querschnitts über verschiedene Problemtypen erfolgen, was dazu führt, dass
die Vergleichbarkeit nur sehr begrenzt gegeben ist. Weiterhin ist zu beachten, dass in
[23] die Probleme nur ohne die Anwendung eines Lifts gelöst wurden. Da es sich jedoch
bei der Formulierung mit Lift nach wie vor um ein MPCC handelt, soll der Vergleich
zu den Ergebnissen aus [23] im Weiteren zu den hier ermittelten Resultaten sowohl
der Formulierung mit als auch ohne Lift erfolgen. Für die gleichzeitige Anwendung von
Lift und Regularisierungsverfahren ist bisher keine Literatur bekannt. In [23] wurde
deutlich, dass bezüglich der erreichten Zielfunktionswerte und der benötigten Zeit die
Regularisierungen von Kadrani et. al, Steffensen und Ulbrich sowie von Kanzow und
Schwartz vergleichbare Ergebnisse lieferten. Die Regularisierung von Scholtes lieferte
wiederum leicht bessere Resultate, während der Ansatz von Lin und Fukushima eine
deutlich schlechtere Performance zeigte. Beim Vergleich der erzeugten Genauigkeiten
stellt man fest, dass die besten Resultate von den Regularisierungen von Steffensen und
Ulbrich sowie von Scholtes erbracht wurden. Danach folgten die Ansätze von Kanzow
und Schwarz beziehungsweise von Kadrani et al. Die schlechtesten Ergebnisse wurden
auch hier von dem von Lin und Fukushima vorgestellten Verfahren erzielt. Vergleicht
man diese Ergebnisse mit den in dieser Arbeit ermittelten Resultaten, so stellt sich her-
aus, dass der Ansatz von Scholtes, der in [23] mit die besten Resultate lieferte, an dieser
Stelle sowohl mit als auch ohne Lift die weiteren verwendeten Verfahren übertrifft. Einzig
bei der Genauigkeit der Formulierung ohne Lift wurde das Verfahren von dem Ansatz
nach Kanzow und Schwartz übertroffen. Insgesamt kann man weiterhin sagen, dass eben
jenes Verfahren von Kanzow und Schwartz in der Formulierung ohne Lift etwas besser
funktionierte als das Verfahren von Kadrani et al. Betrachtet man die Formulierung mit
Lift, so ist es genau anders herum. Somit decken sich die Ergebnisse mit Beobachtungen
aus [23]. Betrachtet man die Regularisierung von Lin und Fukushima, so konnte mit
dieser bei den in Kapitel 6 vorgestellten Untersuchungen kein Problem gelöst werden,
wenn die Problemformulierung ohne Lift Anwendung fand. Wurde der Lift verwendet,
so erreichte der Lösungsalgorithmus nur eine Löung, die die geforderte Genauigkeit der
Verletzung der Nebenbedingungen aufwies. In [23] lieferte die Regularisierung nach Lin
und Fukushima die schlechtesten Ergebnisse, was sich folglich mit den Resultaten dieser
Arbeit deckt. Mögliche Erklärungsansätze für die schlechten numerischen Eigenschaften
werden in [23] geliefert, indem dargestellt wird, dass die beiden durch das Verfahren
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eingeführten Nebenbedingungen für sehr kleine Regularisierungsparamter t numerisch
fast zusammenfallen und auf diese Weise Schwierigkeiten verursacht haben könnten.
Die größten Unterschiede zu den Ergebnissen aus [23] ergeben sich beim Verfahren von
Steffensen und Ulbrich. Während dieser Ansatz in [23] bei der Genauigkeit der Lösung
mit Abstand die besten Resultate lieferte, konnte in dieser Arbeit damit kein einziges
Problem gelöst werden. Weitere Untersuchungen ergaben die im Anhang E dargestellten
Ergebnisse. Dabei wurden die in Kapitel 6 verwendeten Problem leicht modifiziert, in-
dem auf jeder Kante eine Mindestmaut gelten soll. Berechnet man die Lösungen dieser
Beispiele, so werden mit dem Regularisierungsverfahren von Steffensen und Ulbrich in
der Formulierung ohne Lift 32,5 % der Probleme und mit Lift 40 % der Probleme gelöst
werden. Während im ersten Fall das Verfahren von Steffensen und Ulbrich dennoch neben
dem Ansatz von Lin und Fukushima die schlechtesten Resultate lieferte, so ergaben sich
im Fall mit Lift die besten Resualtate aller verwendeten Regularisierungen. Dies zeigt
sich besonders an der auch schon in [23] beobachteten hohen Genauigkeiten der Lö-
sungen. Gleichwohl bedeuten diese modifizierten Beispiele aber eine Einschränkung der
möglichen modellierbaren Probleme, sodass die Ergebnisse dieser Beispiele nicht weiter
im Detail betrachtet werden sollen.
Betrachtet man die Ergebnisse der Formulierungen mit und ohne Lift im Vergleich,

so stellt man insgesamt fest, dass bei den verwendeten Beispielen, sowohl bei der Ver-
wendung einer Regularisierung als auch ohne eine solche, keine Verbesserung der Re-
sultate eintrifft. Eine Erklärung dafür kann sein, dass die ursprüngliche Intention der
Einführung des Lift, die die Sicherstellung der MPCC-LICQ beabsichtigte, zumindest
bei der in dieser Arbeit gewählten Forumlierung nicht in jedem Fall anwendbar ist, wie
in Kapitel 3 gezeigt wurde. In den meisten Fällen war die MPCC-LICQ in den erhal-
tenen Lösungen aber dennoch erfüllt. Gleichzeitig führt die Einführung der Modifikation
der Probleme nach [9] aber in jedem Fall zu einer Erhöhung der Problemdimension und
somit dazu, dass ein Problem potenziell schwieriger zu lösen ist.
Ein weiterer wichtiger Punkt bei der Frage, inwieweit diese Ergebnisse auf beliebige

praktisch auftretende Probleme übertragen werden können, zielt letztlich darauf ab, wie
allgemeingültig die getesteten Probleme sind. Dazu ist zunächst generell anzumerken,
dass die Verfahren nur an sehr kleinen Problemen getestet wurden. Dabei hat sich je-
doch gezeigt, dass die tendenziellen Unterschiede zwischen den Verfahren hinsichtlich
ihrer Resultate erhalten blieben, wenn die zugrundeliegenden Graphen und damit auch
die Optimierungsaufgaben vergrößert wurden. Weiterhin wurden bei den Problemen
stets auf allen Kanten eine Maut zugelassen und diese auch nicht nach oben beschränkt.
An dieser Stelle können in praktischen Situationen andere Bedingungen an die Maut
auftreten, was die Resultate verändern kann, wie an den zusätzlichen Untersuchungen
im Anhang E deutlich wurde. Auch die Anzahl von Gütern kann bei praktischen Anwen-
dungen deutlich von der abweichen, die in den hier verwendeten Beispielen angenommen
wurde.
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8. Conclusion

In dieser Arbeit wurden MPCCs untersucht, die sich ergeben, wenn man die Annäherung
eines Flusses auf einem Netzwerk an eine vorgegebene Verteilung mittels der Einführung
einer Maut erreichen möchte.
Dabei wurde die in [9] vorgeschlagene Modifikation eines MPCCs angewendet, die sich-
erstellen soll, dass unter gewissen Annahmen an das Problem der unteren Stufe, die
MPCC-LICQ für das Problem der oberen Stufe erfüllt ist. Es konnte gezeigt werden,
dass dieses Resultat nicht auf die hier betrachteten MPCCs angewendet werden kann.
Darüber hinaus wurde diese Modifikation sowie die in [23] vorgeschlagenen Regularisier-
ungsverfahren in MATLAB implementiert und anhand von erstellten Beispielproblemen
getestet. Dabei ergab sich, dass die Regularisierung nach Scholtes die besten Resultate
lieferte. Generell wurden bessere Resultate erzielt, wenn keine Modifikation der Probleme
nach [9] vorgenommen wurde.
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Anhang A.

Herleitung der Lösungen von Beispiel 2.2

Im Folgenden sollen alle Lösungen von Beispiel 2.2 ermittelt werden.
Sei dazu c∗m =

(
0 (cm)2 0

)>
mit (cm)2 ≥ 1. Für den Transport von Gut 1 und 2 sind

die in Tabelle A.1 dargestellten Pfade möglich.

Pfad Kosten maximale Kapazität
cWi uWi

W1 = (1,2,3) 2 6
W2 = (1,3) 1+ (cm)2 6

Tabelle A.1.: Mögliche Pfade

Nun sollen alle gesamtkostenminimalen Lösungen bestimmt werden. Dazu wird ein
Paramter λ ∈ [0,1] eingeführt, mit dem die verschiedenen Lösungen beschrieben werden
sollen.
Sei nun zunächst (cm)2 > 1. Die sich daraus ergebenden gesamtkostenminimalen Flüsse

können Tabelle A.2 entnommen werden. In dieser ist für jeden Pfad dargestellt, welche
Ware diesen Pfad mit welcher Kapazität nutzt.

Pfad Kosten max. Kapazität Ware genutzte Kapazität

W1 2 6 1 4−2λ
2 2 + 2λ

W2 >2 6 1 2λ
2 2−2λ

Tabelle A.2.: Optimaler Fluss

Gilt (cm)2 = 1, so gilt cW1 = cW2 , woraus sich neben der in Tabelle A.2 dargestell-
ten Lösungen noch weitere gesamtkostenminimale Flüsse ergeben. Durch die gewählte
Modellierung verhalten sich die Gütertransporte jedoch stets so, dass bei identischen
Gesamtkosten für den Fluss stets derjenige verwendet wird, der die Restkapazitäten an
xz am weitesten annähert, also die Zielfunktion des Problems der oberen Stufe mini-
mal wird. Im Weiteren wird sich aber zeigen, dass die Zielfunktion genau bei den in
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Tabelle A.2 beschriebenen Flüssen minimal wird. Somit spielen die gesamtkostenmini-
malen Flüsse, die im Fall (cm)2 = 1 zusätzlich auftreten, im Problem der oberen Stufe
keine Rolle und werden deshalb nicht weiter betrachtet. Wandelt man die beschriebenen
Flüsse in die im Modell verwendete Schreibweise um, so erhält man

x∗ =
(
x∗1
x∗2

)
wobei x∗1 =

(
2 2 2

)>
und x∗2 =

(
4 0 4

)>
und

x∗∗ =
(
x∗∗1
x∗∗2

)
wobei x∗∗1 =

(
4 0 4

)>
und x∗∗2 =

(
2 2 2

)>

sowie die Konvexkombination xλ = λx∗+(1−λ)x∗∗ für λ ∈ [0,1]. Wertet man mit diesen
Flüssen xλ die Zielfunktion des Problems der oberen Stufe (2.8) aus, so erhält man

‖u−Jxλ−xr‖2 = ‖u−J(λx∗+ (1−λ)x∗∗)−xr‖2

= ‖u−λJx∗− (1−λ)Jx∗∗−xr‖2

= ‖u−λ(x∗1 +x∗2)− (1−λ)(x∗∗1 +x∗∗2 )−xr‖2

x∗1+x∗2=x∗∗1 +x∗∗2=⇒ = ‖u− (x∗1 +x∗2)−xr‖2

= ‖xr−xr‖2

= 0.

Da die Zielfunktion als Norm stets nur nichtnegative Werte liefert, muss mit der
beschriebenen Wahl von cm und den draus folgenden optimalen Flüssen ein Minimum
vorliegen. Betrachtet man die Formulierung (2.12) und setzt w = 0, was in einem
Optimum stets gelten muss, so erhält man, dass mit den obigen Setzungen ebenfalls ein
Minimum auftritt.

Die Tatsache, dass bereits alle Lösungen gefunden wurden, sieht man dran, dass wenn
0 ≤ (cm)2 < 1 gilt, daraus cW2 < cW1 folgt. Somit würden sich in Tabelle A.2 die ver-
wendeten Kapazitäten des Pfads W1 mit dem W2 vertauschen. Dies führt aber zu einem
echt positiven Zielfunktionswert im Problem der oberen Stufe, was offensichtlich größer
als der Zielfunktionswert im Fall (cm)2 ≥ 1 ist und somit kein Optimum liefern kann.
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Anhang B.

Algorithmus zur Erstellung der Beispielprobleme

Die Erstellung der zufälligen Probleme findet mit Hilfe des Algorithmus B.1 statt.

Algorithmus B.1 Erstellung der Beispielprobleme
Eingabe: ursprüngliche Knotenanzahl n̂ ∈ N+, Anzahl der Transporte k ∈ N+, Para-

meter p ∈ (0,2)
Ausgabe: N , c, bl für l ∈K, xz, lcm , ucm

1: N1 := {1, . . . ,n}
2: Erzeuge zufällige Punkte Pi für i ∈N1 mit Pi ∼ U([0,20]× [0,20]).
3: Entferne doppelte Punkte und verkleinere N1 entsprechend
4: di,j := dist(Pi,Pj)

max
e,f∈N1

(dist(Pe,Pf )) für j > i und di,j = 0 für j ≤ i

5: qi,j := 1−di,j +zi,j (j > i) mit zi,j ∼ U([0,1])

6: Erstelle Adjazenzmatrix A mit ai,j :=
{

1 falls qi,j > p

0 sonst
für j > i

und ai,j = aj,i für j < i sowie ai,j = 0 falls i= j
7: if Graph mit Adjazenzmatrix A ist nicht zusammenhängend then
8: return
9: end if

10: while Falls in Zeile k von A weniger als 2 Einträge do
11: Lösche Zeile k sowie Spalte k aus A, verkleinere N1 entsprechend
12: end while
13: if |N1|< 0.7 n̂ then
14: return
15: end if
16: N :=adj2inc(A) . Inzidenzmatrix
17: ci,j := 1

10dist(Pi,Pj) . mautunabhängige Kosten
18: S = ∅, B = [ ]
19: m := Anzahl der Spalten von N
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20: for l = 1, . . . ,k do . Knotenbilanzen
21: Finde (i, j) sodass dist(Pi,Pj) = max

e,f∈N1
(e,f)/∈S

(dist(Pe,Pf ))

22: S := S∪{(i, j)}
23: Setze dl ∈ {1, . . . ,5} zufällig und gleichverteilt

24: Setze bl ∈ Rm sodass (bl)t :=


−d, falls t= i

d, falls t= j

0, sonst
25: end for
26: dmax := max

l∈K
(dl)

27: Wähle ui,j zufällig, gleichverteilt aus {dmax, . . . ,2dmax} . Kantenkapazitäten
28: if bisheriges Problem nicht lösbar then
29: return
30: end if
31: (xz)i,j = ui,j ·z2

i,j mit zi,j ∼ U([0,1]) . Restkapazitäten

32: lcm =
(
0 · · · 0

)>
∈ Rm . untere Beschränkung an Maut

33: ucm =
(
∞ ·· · ∞

)>
∈ Rm . obere Beschränkung an Maut

Zu diesem Algorithmus folgen nun noch einige Anmerkungen.

Bemerkung B.1. • Die Berechnung der qi,j in Schritt 5 erfolgt derart, dass der auf
[0,1] normierte Abstand di,j von 1 abgezogen wird. Somit ist das zugehörige qi,j
umso größer, je kleiner der Abstand der Punkte Pi und Pj ist. Nach dem Hinzufü-
gen einer zufälligen Komponente erfolgt anschließend der Test, ob qi,j größer als
ein vorher festgelegter Parameter p ist. Liegt dieser Fall vor, so wird die Kante
zwischen den Punkten Pi und Pj sowie zwischen Pj nach Pi gesetzt. Somit wer-
den insgesamt eher kürzere Kanten gesetzt. Beim Setzen der Quellen und Senken
werden diese im Schritt 21 hingegen so ausgewählt, dass der Abstand zwischen
diesen maximal wird. Dadurch wird insgesamt erreicht, dass die Transporte über
mehrere Kanten stattfinden müssen und keine unmittelbare Verbindung zwischen
den Quellen und Senken besteht.

• In den Zeilen 7 bis 9 wird getestet, ob der erzeugte Graph zusammenhängend ist.
Der Test erfolgt dabei mittels der in [11, Hilfssatz 4.2.4] vorgestellten Tatsache,
dass der i, j-te Eintrag der r−ten Potenz der Adjazenzmatrix angibt, wie viele
Kantenzüge der Länge r zwischen den Knoten i und j existieren. Addiert man
also die ersten |N1|−1 Potenzen von A auf und erhält eine Matrix mit Einträgen,
die gleich 0 sind, so ist der Graph nicht zusammenhängend. Dieses Resultat erhält
man, da es in einem solchen Fall zwei Knoten gibt, die nicht durch einen Kantenzug
mit maximaler Länge |N1|−1 verbunden sind. Da aber jeder Pfad ein Kantenzug
ist und in einem Graph mit |N1| Knoten der längste Pfad maximal die Länge
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|N1| − 1 hat, kann der Graph in diesem Fall nicht zusammenhängend sein. Bei
einer Implementierung kann die Addition der Potenzen vonA abgebrochen werden,
wenn die Summe keine Null-Einträge mehr enthält.

• Die Schleife in den Zeilen 10 bis 12 stellt sicher, dass die Knoten ausgeschlossen
werden, von denen nur eine Kante ausgeht bzw. an denen nur eine Kante ankommt.
Solche Knoten haben auf den Transport in einem Netzwerk nur dann Einfluss, falls
ein Transport bei diesen beginnt bzw. endet. In beiden Fällen liegt aber kein Net-
zwerkcharakter vor, da der Transport über diese eine eingehende bzw. ausgehende
Kante stattfinden muss. Gleichzeitig wird aber durch die höhere Anzahl an Kan-
ten die Problemdimension vergrößert. Aus diesem Grund werden derartige Knoten
nicht weiter betrachtet.

• Die in Zeile 13 dargestellte Abfrage, ob nach dem Entfernen der Knoten, von
denen weniger als 2 Kanten ausgehen, noch mindestens 70% der Knoten von der
ursprünglich eingegebenen Knotenzahl n̂ erhalten geblieben sind, stellt sicher, dass
der entstehende Graph nicht zu klein wird. Tritt dies auf, so wird kein Problem
zurückgegeben.

• Die in Zeile 16 verwendete Funktion ADJ2INC stammt aus [15].

• In den Zeilen 28 bis 30 wird getestet, ob das bis dahin erstellte Problem lösbar
ist. Dies erfolgt, indem zunächst aus den schon erzeugten Daten das Problem der
unteren Stufe (2.3) generiert wird. Die von der Maut abhängigen Kantenkosten cm
werden dabei auf 0 gesetzt. Das entstandene lineare Optimierungsproblem wird
mittels der MATLAB-Funktion linprog gelöst. Gibt die Routine dabei einen Ex-
itflag aus, der anzeigt, dass keine Lösung gefunden wurde, so wird kein Problem
zurückgegeben.
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Anhang C.

Algorithmen zur Lösung regularisierter Probleme

An dieser Stelle sollen die in [23] beschriebenen Algorithmen zur Lösung von regu-
larisierten Problemen sowie die verwendeten Parameter dargestellt werden. Generell
wurde analog zu [23] tmin = 10−15 gesetzt.

Regularisation S LF KDB SU KS

t0 1 1 1 2π
π−2 1

σ 0,0001 0,01 0,01 0,01 0,01

Tabelle C.1.: Übersicht der verwendeten Parameter

Algorithmus C.1 Allgemeiner Algorithmus zum Lösen der reg. Probleme
Eingabe: Startlösung (xo)0, t0, σ, tmin
Ausgabe: finale Iteration xopt = (xo)k, zugehöriger Zielfunktionswert fval

1: k := 0
2: while tk ≥ tmin und (xo)k zulässig do
3: Setzte (xo)k+1, fval auf die Ausgabe eines Minimierungsverfahrens für

das mit t regularisierte Problem und (xo)k als Startlösung.
4: k := k+ 1
5: tk := σ · tk
6: end while
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Algorithmus C.2 Verbesserter Algorithmus zum Lösen der reg. Probleme
Eingabe: Startlösung (xo)0, t0, σ, tmin
Ausgabe: finale Iteration xopt = (xo)k, zugehöriger Zielfunktionswert fval

1: k := 0
2: while tk ≥ tmin und (xo)k zulässig do
3: Setzte (xo)k+1, fval auf die Ausgabe eines Minimierungsverfahrens für

das mit t regularisierte Problem und (xo)k als Startlösung.
4: k := k+ 1
5: if (xo)k unzulässig then
6: return
7: end if
8: Setze tk := min

l∈N
{σl · tk−1| xo ist zulässig für das mit δl · tk−1 regularisierte

Problem}
9: end while
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Anhang D.

Ergebnisse der vorgestellten Beispiele

An dieser Stelle sollen die Resultate der numerischen Berechnungen der Beispiele 2.1
und 2.2 detailiert angegeben werden. Dabei soll vioxo := log(maxVio(x∗o)) und viow :=
log(‖w∗‖∞) gelten.

Lift Regulari-
vioxo viow (cm)7

Zielfunk- Zeit
psierung tionswert in s

nein S -3,88 3,00 47,75 0,14
LF -0,61 2,74 14,00 0,30
KDB -7,44 2,00 36,50 0,12
SU -0,17 2,33 14,00 0,21
KS -8,00 3,00 47,75 0,14
keine -8,11 0,10 50,00 0,02

ja S -7,52 -23,81 5,00 53,33 26,59 100
LF -7,30 -7,00 2,00 36,50 1,17 100
KDB -7,00 -7,00 2,00 36,50 3,73 100
SU -0,41 -14,21 2,61 14,00 7,30 100
KS -6,70 -7,00 3,00 47,75 2,40 100
keine -7,21 -20,42 0,10 50,00 0,04 100

Tabelle D.1.: Ergebnisse von Beispiel 2.1
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Lift Regulari-
vioxo viow (cm)2

Zielfunk- Zeit
psierung tionswert in s

nein S -8,00 1,01 7,89e-31 0,05
LF -8,00 1,22 4,10e-22 0,07
KDB -8,00 2,08 4,23e-17 0,06
SU -15,05 1.00 7.89e-31 0,03
KS -8,00 1.00 2.60e-16 0,05
ohne -8,83 0,10 48,00 0,01

ja S −8,00 −8,40 1,00 1.10e-17 0,04 100
LF −8,00 −8,58 1,24 4.28e-18 0,07 100
KDB −7,92 −8,72 1,72 6.32e-17 0,07 100
SU −15,82 −15,79 1,00 1.97e-31 0,03 100
KS −8.00 −8,17 1,00 9.51e-16 0,06 100
ohne −14,78 −22,41 0,01 48,00 0,02 100

Tabelle D.2.: Ergebnisse von Beispiel 2.2
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Anhang E.

Ergebnisse bei modifizierten Beispiele

In diesem Anhang sollen kurz die Ergebnisse der modifizierten Probleme dargestellt
werden. Der Anlass für diese weiteren Untersuchungen ist, dass das Regularisierungsver-
fahren nach Steffensen und Ulbrich in den Untersuchungen von [23] die besten Resultate
erzielte und gleichzeitig von den in dieser Arbeit untersuchten Problemen kein einziges
lösen konnte.
Im Weiteren werden wieder die Probleme aus Kapitel 6 zur Berechnung verwendet,

allerdings wird stets (lcm)i = 1 für alle i ∈ A gesetzt. Löst man diese Probleme mit den
selben Regularisierungen und Parametern, so erhält man die in den Abbildungen E.1 bis
E.3 dargestellten Ergebnisse.
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Abbildung E.1.: Vergleich der berechneten Zielfunktionswerte

Vergleicht man diese Ergebnisse mit denen aus Kapitel 6, so stellt man, neben der
leichten Verbesserung der Resultate des Regularisierungsverfahrens vorallem fest, dass
das Verfahren von Steffensen und Ulbrich deutlich bessere Resultate liefert. Da diese
Untersuchungen durchgeführt wurden, um den Ansatz von Steffensen und Ulbrich besser
beurteilen zu können, sollen dessen Ergebnisse nun näher betrachtet werden.
Benutzt man die Problemformulierung ohne Lift so fällt auf, dass mit der Regulari-

sierung von Steffensen und Ulbrich nun Probleme erfolgreich gelöst wurden. Gleichzeitig
blieben sowohl der Anteil der gelösten Probleme als auch die berechnete Genauigkeit
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hinter denen der Regularisierungen von Scholtes, Kadrani et al. sowie von Kanzow und
Schwartz zurück. Dies wird in den Abbildungen E.1a und E.2a deutlich. Darüber hinaus
zeigt die Abbildung E.3a, dass die zur Berechnung benötigte Zeit vergleichbar mit den
Zeiten ist, die die anderen Regularisierungen zur Berechnung der Ergebnisse benötigten.
Bei der Problemformulierung mit Lift zeigte sich dagegen eine deutliche Verbesserung
der numerischen Resultate gegenüber den Ergebnissen der ursprünglichen Probleme. So
wird in Abbildung E.1b deutlich, dass mit der Regularisierung von Steffensen und Ul-
brich der Anteil der gelösten Probleme höher als bei den anderen Regularisierungen war.
Gleichzeitig tritt hier der Fall ein, dass die Regularisierung von Steffensen und Ulbrich
bei der Problemformulierung mit Lift mehr Probleme gelöst werden konnten, als bei der
Nutzung der Forumlierung ohne Lift. Auch beim Vergleich der erreichten Genauigkeiten
erzielte die Regularisierung von Steffensen und Ulbrich geringfügig bessere Resultate als
die übrigen Regularisierungen (vgl. Abbildung E.2b). Die zur Berechnung benötigte Zeit
war bei der Verwendung der Regularisierung nach Steffensen und Ulbrich am kürzesten,
sodass auch nach diesem Kriterium das beste Ergebnis mit der Regularisierung nach
Steffensen und Ulbrich erzielt wurde, was sich in Abbildung E.3b zeigt.
Insgesamt kann man somit sagen, dass durch die betrachtete Modifizierung der Prob-

leme die Ergebnisse der Regularisierung nach Steffensen und Ulbrich deutlich bessere
Resultate lieferte. Darüber hinaus erhält man hier, dass für diese Regularisierung die
Ergebnisse bei der Verwendung der Formulierung mit bzw. ohne Lift vergleichbar waren.
Während bei der Formulierung ohne Lift die Ergebnisse schneller berechnet wurden, war
der Anteil der gelösten Problem bei der Formulierung mit Lift etwas höher.
Abschließend muss jedoch noch angemerkt werden, dass die hier gelösten Probleme

letztlich bedeuten, dass auf jeder Kante eine Maut der Mindesthöhe 1 eingeführt wird.
Auch wenn diese Fälle bei praktischen Anwendungen vorkommen können, so stellt dies
doch eine erhebliche Einschränkung der Allgemeingültigkeit des eingeführten Modells
dar.
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Abbildung E.2.: Vergleich der Verletzung der Nebenbedingungen
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Abbildung E.3.: Vergleich der benötigten Zeit
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