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Ubung 8: Stochastische Prozesse in diskreter Zeit

Aufgabe 1: 1. Irrfahrt

Sei (X;);cy eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit Verteilung

Weiter seien Sy € Z fest, und S, = So+ ;- ; X;. Wir definieren mit 7 : Q — NoU{oo}
die Zeit, bis S, das erste mal A oder —B erreicht fiir A, B € N, d.h.

T:min{nZO:Sn:AoderSn:B}.

(a) Zeige, dass

B
A+ B’

P(S,, erreicht A bevor es B erreicht | Sop = 0) =

(b) Zeige, dass E[r9] < oo fiir alle d € N gilt, d.h. alle Momente von 7 sind endlich.
(c) Zeige, dass E[T | So = 0] = AB.

(d) Was andert sich an den Aussagen (a) und (c), falls jetzt P(X; = 1) = p und
P(X;=-1)=q=1—pgilt?

(e) Berechne mit Hilfe der obigen Aussagen die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler,
der mit Wahrscheinlichkeit p einen Euro gewinnt und mit Wahrscheinlichkeit ¢ =
1 — p einen Euro verliert, 100 Euro gewinnt, bevor er 100 Euro verliert fiir p €
{0.5,0.495,0.49,0.47}. Gib auch die erwartete Dauer des Spiels an.

Aufgabe 2: Beispiel fiir ein Martingal

Sei (X;),cn eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit E(X;) = 0 und Var(X;) = o2,
My =0 und M, = S?L —no?mit S, = X1+ ...+ X,. Zeige, dass M, ein Martingal
beziiglich der durch die Folge (X,,),, oy erzeugten o-Algebra ist.



Aufgabe 3: Martingaltransformation

Sei (€2, F, (Fn)pen,: P) ein filtrierter Raum. Eine Folge (Ay,),,cy, von Zufallsvariablen
wird vorhersagbarer Prozess genannt, falls A,, € F;,—1 fiir alle n € N. Fiir ein Martingal
(M,,) und einen vorhersagbaren Prozess (A,) definieren wir den Prozess (M,,) durch
M() = Mo und

M, = My + Ay (My — Mg) + Ay (My — My) + ...+ Ap (M, — M,,_1).

Dieser Prozess heifst die Martingaltransformation von (M, )nen durch (Ay)pen.

Beweise folgende Aussage: Ist (My)nen ein Martingal und (Ay,)nen ein vorhersag-
barer Prozess beziiglich (F,)neny mit A; € LY(Q), so ist die Martingaltransformation
von (M,,)nen durch (Ay)nen ebenfalls ein Martingal.

Aufgabe 4: Stoppzeiten

Eine Zufallsvariable 7 : @ — NoU{oco} wird Stoppzeit beziiglich der Filtration (F;);cn,
genannt, falls
{r <n}eF, firalleneN,.

Beweise folgende Aussage: Ist (M), oy ein Martingal beziiglich einer Filtration
(Fn)pen und 7 eine Stoppzeit, so ist der gestoppte Prozess (Myuar),cy ebenfalls ein
Martingal beziiglich (F,),,cn-

Hinweis: Es gilt die Notation n A 7 = min{n, 7} sowie n V 7 = max{n, 7}.
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