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3. Ubung

Aufgabe 1

Haufig besteht zwischen der Norm des Fehlers E}, := ||ey,|| und dem Diskretisierungsparameter h
ein theoretischer Zusammenhang der Form

Ey, < ChP.

Um experimentell die vorausgesagte Konvergenzordnung p zu Uberpriifen, macht man den Ansatz
Ey, =~ Ch?,

wobei C' sowie p unbekannt sind.

(a) Wie kann aus zwei Fehlern £}, und Ey,, die numerische (experimentelle) Konvergenzordnung
p geschatzt werden?

(b) Die erhaltene Formel lasst sich als Anstieg der Gerade, welche die beiden Punkte (hq, Ep,)
und (hg, Ep,) in einem doppelt logarithmischen Plot verbindet, interpretieren. Fiir mehrere
Punkte (h1, Ep,), - - -, (hn, Ep,, ) (n > 2) kann die Idee entsprechend verallgemeinert werden.
Gesucht sind nun die Parameter C' und p von einer Funktion C'hP, welche die Punkte in ei-
nem doppelt logarithmischen Plot im Sinne der ,kleinsten Quadrate” am besten approximiert.
Wie lautet das entsprechende ,Kleinste-Quadrate-Problem” und die zugehérige Normalen-
gleichung?

(c) Schatzen Sie (wie in Teil (b) beschrieben) die Konstante C' und Konvergenzordnung p fir die
folgenden Messdaten.
ho| 27t | 272 ] 278 | 27t | 27
Ej, | 6.91e-01 | 1.78e-01 | 4.33e-02 | 1.78e-02 | 3.07e-03

Zeichnen Sie Messdaten und die Funktion C'h? in einen doppelt-logarithmischen Plot ein.

Aufgabe 2
Beweisen Sie Gleichung

j=1
Gilt auch ,
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Aufgabe 3

Fir Funktionen vy, wy, € Vj, (bzw. Up,) definiert man



e die diskrete L°°-Norm durch
[Vnll o, = max |op ()]

e das diskrete L?-Skalarprodukt durch

(vn, wp)p, = h? Z vp () wp ()

z€Q

und die zugehérige diskrete L2-Norm durch

lonllos = 4 Y lon(@)l®

LEEQ]—L
e die diskrete H'-Halbnorm durch
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Hierbei bezeichnet )}, die inneren Gitterpunkte zur Gitterweite h. Implementieren Sie diese vier
Funktionen in Matlab fir den Fall, dass es sich bei €2 um das Einheitsquadrat (d = 2) handelt. Dabei
wird der Funktion fiir die H'-Seminorm ein Vektor w;, mit

_ T
up = (UO,Ua U1,0y++ 5 Un,0, U0, 1, UL, 1y -y Unly--., UOn, Ulny - - - aun,n)
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Ubergeben. Fir uj, € Uy, ist u; j der Funktionswert an der Stelle x; ; = (ih, jh) . Hingegen wird den
anderen Funktionen ein Vektor v, mit

T
Uy = (1)171, ceey Un_171, ceoy Ul,n—l, ooy Un—l,n—l)

Ubergeben (dem Skalarprodukt werden natlrlich zwei solcher Vektoren Ubergeben).

Implementieren Sie auch eine Funktion Restrict_to_Inner, welche die Randkomponenten von uy,
abschneidet sowie eine Funktion Extend_to_Boundary, welche die fehlenden Randkomponenten
von vy, mit 0 auffillt.

Aufgabe 4

Verifizieren Sie numerisch die quadratische Konsistenzordnung des 5-Punkte-Schemas. Verwenden
Sie daflr die Funktion

T1-T2

u(z) =e - sin(z?)

auf dem Einheitsquadrat. Bestimmen Sie zunachst
f=—Au

exakt (von Hand oder z.B. mit Maple), und berechnen Sie anschlieBend den Konsistenzfehler

en:=||l- i) = 77|

00,h

fir verschieden feine Gitterweiten h. Schreiben Sie dazu eine Funktion, welche den diskreten
Laplace-Operator auf eine Gitterfunktion anwendet. Stellen Sie den Zusammenhang von s und ey, in
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einem doppelt logarithmischen Plot dar, und schatzen Sie die Konvergenzordnung wie in der obigen
Aufgabe beschrieben.

Aufgabe 5

Implementieren Sie in Matlab das Finite-Differenzen-Verfahren mit dem 5-Punkte-Stern zur Lésung
des Problems
Lu:=—Au=f inQ

u=g¢g aufl

auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1) x (0,1) C R2. Sie missen das in der Vorlesung behandelte
Verfahren leicht modifizieren, um die inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen behandeln zu kén-
nen. Addieren Sie dazu die rechte Seite der Systemgleichung geeignet auf und behalten Sie als
SystemgréBe die Anzahl der inneren Knoten.

(a) Implementieren Sie das FDV flr das Poissonproblem auf dem Einheitsquadrat als Funktion
mit h sowie f und g als Argumenten. Die beiden letzten sollen als Funktionen bzw. Funkti-
onshandles Ubergeben werden. Lassen Sie sich den (kompletten) Lésungsvektor u; sowie
die Systemmatrix L; zurlickgeben und bauen Sie eine (optionale) grafische Darstellung der
Lésung ein.

(b) Um das Verfahren zu testen, sei die exakte Lésung u(z) = e®1*2.sin(z?) vorgegeben. Daraus
bestimmt sich f := — Aw und g := u|p entsprechend. Zeichnen Sie den Verlauf der Fehler
eco,h 1= || — unllo ps €0,n = [[u — unllg, und ey p 1= |u — up|, , sowie die Kondition der Sy-
stemmatrix (bzgl. der Euklidischen Norm ||-||2) in Abhangigkeit von h in doppelt logarithmische
Plots ein. Bestimmen Sie auch die experimentelle Konvergenzordnung.

Hinweise:

e Verwenden Sie sparse Matrizen (help sparse). Weitere nitzliche Befehle sind speye,
spdiags und kron.

e Gliedern Sie lhre FDV-Funktion in Abschnitte, z.B. in Knoten erzeugen, Systemmatrix und
rechte Seite erstellen, Randbedingungen einbauen, I6sen.

e Nutzen Sie die Routinen aus den vorherigen Aufgaben aus.

e Mit dem Aufruf eigs(Lh,1) kann der gréBte Eigenwert und mit eigs(L,1,’SM?) der kleinste
Eigenwert einer Matrix L bestimmt werden.

e Eine Schatzung der Konditionszahl (bezlglich der 1-Norm) flir sparse Matrizen erhalt man
mit condest.



