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Elliptische Randwertaufgaben

Modellproblem

Literatur: [Grossmann et al., 2007] Kapitel 2.1, 2.4 und 2.5].

Wir beschrdnken uns zunidchst auf das Modellproblem

Lu:=—-Au=f inQ

51
u=0 aufl (5.1)

auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1) x (0,1) = R2. Wir iiberdecken {2 mit einem

z;;=(ih,jh)" € R’

mit der Gitterweite h -

regelmiRigen (3quidistanten) und kartesischen Punktgitter der (n+ 1) Gitterpunkte
Diese zerfallen in

Qh:ZQhﬁQ (n—l
I'hy:=Q,nT 4nRa
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Grundidee FD

Idee aller Finite-Differenzen-Verfahren (FD-Verfahren):

e Approximiere die Lésung u der PDE durch eine Gitterfunktion uy, die nur in
den Gitterpunkten €}, definiert ist.

o Ersetze an den Gitterpunkten alle Ableitungen von u in der PDE durch Diffe-
renzenquotienten; ersetze also den Differentialoperator L durch einen Diffe-
renzenoperator L.

Wir suchen also eine diskrete Losung (Gitterfunktion)
Up ﬁh - R,
die eine diskretisierte Gleichung

[Lp up](z) = fn(x) firalle x € Qp (innere Gitterpunkte)

5.2
up(xz) =0 fiir alle x € T, (Randpunkte) (52)

erfiillt, wobei die Differenzenoperatoren Lj;, und fj, noch zu definieren sind.
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Vektorraume von Gitterfunktionen

Wir interessieren uns im Verlauf der Vorlesung dafiir, ob und wie schnell (mit wel-
cher Ordnung bzgl. h) die Lésungen der diskreten Aufgabe gegen die Ldsung des
kontinuierlichen Problems konvergieren. Zu diesem Zweck fiihren wir folgende
Raume ein:

Up = {up : Qn — R} Gitterfunktionen

UY = {up : Q, > R, up(x) = 0auf T} Gitterfunktionen mit Null-Randwerten
Vo= {up : Qp —> R} Gitterfunktionen im Inneren

Es gilt

dimUy, = (n+1)> und dimUy =dimV}, = (n —1)%

Letztere kdnnen als Unterrdume von Uy, aufgefasst werden.
Der Differenzenoperator L;, bildet Uy, (oder Uy) nach V}, ab.® Diese Raume wer-
den je nach Kontext mit einer geeigneten Norm ausgestattet.

8Damit ist dieses Ly, hier durch eine rechteckige Matrix L}, € R=1*x(n+1)? Py eine
quadratische Matrix Lj € R(r=1)?x(n=1) reprasentiert.
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Konsistenz und Konsistenzordnung

Im Folgenden bezeichne u die (eindeutige) klassische Lésung von (5.1) mit rechter
Seite f € C(Q). ,Konsistenz" bezieht sich immer auf das Einsetzen der exakten
Losung in ein diskretes Schema.

Definition 5.1 (Konsistenz und Konsistenzordnung)

Es sei f € Vi, und ||, eine Norm auf V},.

(a) Das Schema (5.2) heift konsistent (mit der Aufgabe (5.1)) bzgl. der Norm
I, wenn gilt:?

HLhu — fh“-,h — 0 fUr h — 07

d.h., dass der Konsistenzfehler fiir h — 0 verschwindet.
Beachte: Dabei ist u beim Einsetzen in L, auf Uy, zu restringieren.?

(b) Das Schema (5.2) heit konsistent von der Ordnung p bzgl. der Norm ||-|. ;.
wenn gilt: ’

Inu= ful, = O(hP) fir h—0.

?Hier ist zu beachten, dass h — 0 eigentlich meint: h, = 1/n — 0.
bln manchen Biichern wird dafiir noch ein Restriktionsoperator eingefiihrt.

Der Zusammenhang mit dem eigentlich interessierenden Fehler u — u, folgt spater.
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Konstruktion von Differenzenschemata

Wir konstruieren nun ein konsistentes Differenzen-Schema; Grundlage dafiir ist
die Taylorformel.

Wir wollen (—Au)(z) durch u(x) sowie die vier benachbarten Werte
u(zy £ h,xo) und  wu(xy,xe £ h)
approximieren und machen den Ansatz:

[Lru](z) := Cu(z) + Eul(xy + h,z2) + Wu(zy — h, z2)
+ Nu(x1,x9 + h) + Su(x1,22 — h)
= —Au(z) + O(h?)

mit moglichst hoher Ordnung p.
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Konstruktion von Differenzenschemata

Falls w e C* in einer Umgebung von z ist, so gilt:°
g g g

u(zy + h,x9) = u(x) + h Dyu(z) + %2Dfu(x) + %Di’u(az) + %D‘l}u(fl)
w(zy — h,z2) = u(z) — h Dyu(z) + %2Dfu(x) — %SDi’u(x) + ;L—le‘fu(fg)
w(z1, o + h) = u(z) + h Dau(z) + %2D§u(x) + %Dgu(x) + ;L—lezu(&,)
w(zy, o — h) = u(z) — h Dau(z) + %QDgu(x) - %BDS’U(:E) + Z—iDgu(@)
-t
mit entsprechenden Zwischenstellen &;,. . | ',

9Man kann evtl. bei der Regularitit mit (aber sicher nicht substantiell) weniger auskommen,
wenn man eine andere (integrale) Darstellung des Restgliedes verwendet.
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Konstruktion von Differenzenschemata

Aus dem Ansatz ergibt sich somit

(C+E+W+N + S)u(z)

+h (E—W)Dyu(z) +h (N = S)Dau(z)

+ %2 (E + W)D3u(x) + %2 (N + S)D3u(x)

+ (B — W) Dbu(z) + 2 (N — S)D3u(x)
h4

+ b (EDu(&)) + WDHu(&))  + &5 (NDju(&s) + SD3u(&s))
< —D2u(x) — D3u(z) + O(hP).
Koeffizientenvergleich liefert die eindeutige Losung

C=4/h* E=W=N=5=-1/h?

welche auf eine Differenzenapproximation mit Konsistenzordnung p = 2 fiihrt.
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Konstruktion von Differenzenschemata

Der so konstruierte Differenzen-Operator wird anschaulich als sogenannter 5-
Punkte-Stern

geschrieben. Dieser ergibt die klassische 5-Punkte-Approximation

[—A§l5)u](gc) = %[4u(w) —u(xy + h,z) —u(x) — h,x2) (5.3)
— U(l‘1, Tro + h) — U($1,$2 — h)]
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Konstruktion von Differenzenschemata

Mit Hilfe der sogenannten Differenzenoperatoren
1
[DFfu](z) = 7 [u(z + he;) —u(z)]  Vorwirtsdifferenz

[D} ul(x) = %[u(x) — u(x — he;))] Riickwértsdifferenz

mit Einheitsvektoren e;, j = 1,...,d kdnnen wir auch schreiben:

[-a}u] i Dy Djul (5.4)

Fiir die rechte Seite wéhlen wir die einfache Punkt-Auswertung
1
2 (@) = (@)
und erhalten ein konkretes Diskretisierungsschema fiir die Aufgabe (5.1):

[—Aﬁf’)uh](x) = ;(Ll)(m) fiir alle z € Qy,
up(r) =0 fiir alle z € T'y,.
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Konstruktion von Differenzenschemata

Definition 5.2 (Diskrete L*-Norm)

Fiir Funktionen vy, € V}, (oder UE) definieren wir die diskrete L“-Norm

[ohlloo,, = max v (x)].

Satz 5.3 (Konsistenzordnung des 5-Punkte-Schemas)

Es sei u die exakte Lésung von (5.1). Falls u € C*(€Q) ist

H*Af) f}(LI)H [max|D1u )| + max | Dyu(z)|]. (5.6)

e e

V.

Bemerkung 5.4 (zur Konsistenzordnung)

(a) Die Konsistenzordnung p = 2 bleibt erhalten, wenn das Gitter nur in jeder einzelnen
Koordinatenrichtung dquidistant mit Schrittweiten h; und hs ist und der 5-Punkte-
Stern entsprechend angepasst wird.

(b) Auf nicht-dquidistanten Gittern geht die Konsistenzordnung auf 1 zuriick.
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Konstruktion von Differenzenschemata

e Das System (5.5) bildet ein lineares Gleichungssystem.
e Unbekannte: Funktionswerte
u;,; von uy, an den Stellen z; ; fir4,5 =0,1,...,n.
e Die Funktionswerte am Rand T'j, sind null und konnen direkt eliminiert wer-
den.

Sortiert man die verbleibenden Unbekannten w; ; in lexikographischer (zeilen-
weiser) Nummerierung, also

up = (U171, U21y-+-,Un-1,1,U1,2,U2,2,- - -, Up—-1,2,--+,
~ "
1. Zeile 2. Zeile
T
Ul n—1,U2n—1,--- ,un—1,n—1) s
(n —1). Zeile

so ergibt sich folgende Struktur:
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Konstruktion von Differenzenschemata

T I
-1 T -I

— u, = fi, oder kurz: Ly uy = f,. (5.7)
o=
-1 T
Jede Blockzeile in (5.7) entspricht dabei einer Zeile von Unbekannten an den in-
neren Knoten im Gitter, und T ist die Tridiagonalmatrix

T = e R-Dx(=1)  pd [ e R-DX(-1),
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Konstruktion von Differenzenschemata

Beachte:

o Wir bezeichnen dabei mit L;, sowohl den Differenzenoperator (der auf Git-
terfunktionen wy, angewendet wird) als auch seine Darstellung als Matrix (die
auf Gitterfunktionen u;, bzw. deren Funktionswertevektor u; wirkt).

e Die Matrixdarstellung hidngt von der gewdhlten Nummerierung der Unbe-
kannten und der Gleichungen ab.

o L bildet jetzt U;? nach V}, ab, die Matrix Lj, hat also die Dimension (n —

1)2 x (n—1)%
e Die Koeffizienten des Differenzensterns kommen in jeder Zeile der Matrix Ly,
vor.
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Konstruktion von Differenzenschemata

Bemerkung 5.5 (Eigenschaften von L)

(a) Die Matrix Ly, € R=1"x(=1" wird schnell sehr groR. Bei n = 101 (also 100 inneren
Gitterpunkten pro Raumdimension) ergibt sich in 2D (d = 2) eine 10 000 x 10 000-
Matrix, in 3D (d = 3) bereits eine Matrix der GroRe 1 000 000 x 1 000 000.

(b) Die Matrix besitzt jedoch eine spezielle Struktur: Sie ist diinn besetzt und hat (bei der
obigen Abzahlung) Bandstruktur mit halber Bandbreite n —1 in 2D. Dafiir stehen effizi-
ente Losungsmethoden zur Verfligung, siehe Vorlesung numerische lineare Algebra oder
Mehrgitterverfahren.

(c) Die Matrix Ly, ist symmetrisch positiv definit.

) Das Verhiltnis zwischen groBtem und kleinstem Eigenwert ist O(h~2), unabhangig von
der Raumdimension.

(e) Eliminiert man die 4n Randknoten nicht, so enthélt das Gleichungssystem 4n zusatz-

liche triviale Gleichungen u; ; = 0. Diese werden manchmal aus Skalierungsgriinden in

der Form
1

implementiert.
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Konstruktion von Differenzenschemata

Frage: Wie schnell konvergiert die diskrete Losung u;, gegen die kontinuierliche
Losung u?

FD-Konvergenzanalyse (Prinzip)

Lpup = fp diskrete Gleichung
= Lp(u—up)=Lpu—fp Fehlergleichung
= U—Up = L;l(Lhu = fh)
= u—up| <Ly | Lau — fal Fehlerabschatzung (5.8)
—_—— —_—
Fehler Konsistenzfehler

4

Wenn es gelingt, die Norm |L; | des Lésungsoperators L; ' der diskreten Aufga-
be unabhingig von h zu beschrinken, dann nennt man das Differenzenverfahren
stabil.

In diesem Fall folgt die Konvergenz des Verfahrens aus seiner Konsistenz, und die
Konsistenzordnung libertragt sich auf die Konvergenzordnung.
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Konstruktion von Differenzenschemata

Metatheorem:
Konvergenz = Konsistenz + Stabilitat.

Beachte: Genauso wie der Konsistenzfehler kann auch der Fehler in der Lésung
in verschiedenen Normen gemessen werden. Die Norm der bendtigten Stabilitats-
abschdtzung muss jeweils dazu passen, also:

lu—unlly < L3, 1w = Fully -
Dabei ist die Operatornorm definiert als

| L0 ol

Lt =
(P2l FONS oneVirdo}  onl,

Bei unserer homogenen Dirichlet-Aufgabe (5.2) steht ,,a" fiir eine Norm in U}f
und ,,b" fur eine Norm in V},.
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Konstruktion von Differenzenschemata

Definition 5.6 (Konvergenz und Konvergenzordnung)

(a) Das Schema (5.2) heilt konvergent bzgl. der Norm ||-[_, in U}, wenn gilt:
lu—wunl.;, — 0 fiir b — 0.

(b) Das Schema (5.2) heift konvergent mit der Ordnung p bzgl. der Norm
I-[l. 5, in U, wenn gilt:

lu —unl. ,, = O(R?) fiir h — 0.
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Fehlerabschatzungen bzgl. der diskreten L*°-Norm

Der Beweis der o0 — 00-Stabilitat des 5-Punkte-Schemas —AS’), siehe (5.5),
basiert auf dem diskreten Maximumprinzip.

Satz 5.7 (Diskretes Maximumprinzip fiir —A,(ls), vgl. Satz

Fiir jede Gitterfunktion uy, : Q, — R (uy, € Up,) gilt:

[—Agf)uh](x) <0 firallezeQ, = maxuy(zr)=maxuy(z),
zeQ), z€ly

d.h., up nimmt sein Maximum auf dem Rand I';, an.

Beachte: Das numerische Verfahren erhilt also das Maximumprinzip, das fiir die
kontinuierliche Aufgabe gilt.
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Fehlerabschatzungen bzgl. der diskreten L*°-Norm

Korollar 5.8 (Diskretes Vergleichsprinzip, vgl. Korrollar

Es seien v, wy, : Q, — R Gitterfunktionen in Uj,. Dann gilt:

[A(5) ] (z) < [_Agf’)wh](x) fiir alle z € Q, } _ vp(z) < wp ()

vp(x) < wp(x) fiir alle z € Ty, fiir alle 2 € Qy,.

Fiir die Stabilitdtsabschatzung betrachten wir
Lp: Ul — V, und L;':V,—>U
~— —
Il o Iloo, 2

und statten beide Raume mit der Norm ||| , aus. Wir miissen HL;l”OO b b S

C unabhéingig von h zeigen. Dazu betrachten wir die Gleichung Lju;, = v, mit
vp, € Vi, und Lésung uy, € Uy und weisen nach:

lunlopn < C lonllo,n
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Fehlerabschatzungen bzgl. der diskreten L*°-Norm

Satz 5.9 (Stabilitat bzgl. ||, und ||, ;)

Es sei vp, : 2, — R (in V4,) eine Gitterfunktion mit |vs|, , = o. Dann erfiillt die
eindeutige Losung uy, von

[—Af)uh](x) = v,(Ll)(x) fiir alle z € Qp,

up(xz) =0 fur alle x e T,
auf dem Einheitsquadrat
o _
”uhHoo,h < g’ d.h., HLh1||oo,h—>oo,h S 1/8’ (5'9)

unabhangig von h.

4

Beachte: (5.9) heift eine A-priori-Abschédtzung, da sie die Norm der Lésung uy,
durch die Norm der Daten v;, abschatzt, ohne dass man die Losung kennen muss.
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Fehlerabschatzungen bzgl. der diskreten L*°-Norm

Satz 5.10 (Fehlerabschatzung bzgl. der diskreten L*-Norm)

Es sei u die eindeutige klassische Losung von (5.1) und uy, die eindeutige Lésung
von (5.5). Falls u € C*() gilt, dann erhalten wir die Fehlerabschitzung

h2
= unllp < g Malu), (5.10)

d.h., das Verfahren (5.5) besitzt Konvergenzordnung p = 2 bzgl. der diskreten
L*®-Norm. Hierbei ist

My (u) = max{max|Do‘u| ol = k} (5.11)
z€Q
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Fehlerabschatzungen bzgl. der diskreten L*°-Norm

Bemerkung 5.11 (zur Fehlerabschatzung)

(a) Die Fehlerabschatzung (5.10) hat die typische Struktur

lu = un| < C AP full,

wobei |||-||| eine (Halb-)Norm ist, die héhere Ableitungen als ||| enthilt.

(b) Die Anforderungen an die Lésung (hier: u € C*(Q2)), um Fehlerabschitzun-
gen zu bekommen, sind bei FDV in der Regel sehr hoch. Sie werden i.Allg.
nur bei glatt berandeten Gebieten oder speziellen Geometrien (z.B. Recht-
eck) sowie glatter rechter Seite f € C%(Q) erfiillt sein.
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Fehlerabschitzungen bzgl. der H1-Halbnorm und der L2-Norm

Definition 5.12 (Diskrete L?-Norm)

Fiir Funktionen vy, wy, € V}, definieren wir
(a) das diskrete L?-Skalarprodukt

(vp, wp)p = h? Z vp () wp (z)

€y,

(b) die diskrete L?-Norm

2 2
lonl = 2% ] lon(@)l.

€Ny,

(Fur Funktionen in U}, ist dies nur eine Halbnorm.)

Beachte: Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[(vns wn)nl < [onlon lwallop - (5.12)
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Fehlerabschitzungen bzgl. der H1-Halbnorm und der L2-Norm

Wie zuvor bendtigen wir
e eine Abschitzung des Konsistenzfehlers (hier bzgl. der L2-Norm),
o sowie die Stabilitdt des Differenzenschemas (in einem passenden Normpaar).

Ersteres ist einfach, denn fiir jede Gitterfunktion vy, € V}, auf dem Einheitsquadrat
gilt:

lonlon =h* X5 lon(@)” < (0= 1)? max o (@) < Jonl% .- (5.13)
eQpn ’

TNy

Man sagt: Die diskrete L2-Norm ist schwicher als die diskrete L®-Norm. Aus
(5.6) erhalten wir also auch eine Abschatzung fiir den Konsistenzfehler des Ver-
fahrens (5.5) in der diskreten L2-Norm:

h2
H—A;}m fhl)H maX|D1u )| + max | Diu(x)[] < G Ma(w). (514)

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerik partieller Differentialgleichungen Sommersemester 2015 76 / 131



Elliptische Randwertaufgaben

Fehlerabschitzungen bzgl. der H1-Halbnorm und der L2-Norm

Im Folgenden: Fehlerabschatzungen in ||, und dariiber hinaus in der stirkeren
Halbnorm |-[, . Das liegt daran, dass wir sogar die Beschrénktheit (Stabilitdt)

von HL zeigen konnen.

”O h—1,h

Definition 5.13 (Diskrete H'-Halbnorm)

Fiir Funktionen vy, € Uy, definieren? wir die diskrete H'-Halbnorm

|vh|1h—hd2 St @) =ptY. Y |Dful@)

Jj=1 EEQ}-L j=1 mEQhUFh,linkl
m+he]€Qh

Dabei besteht I'j jinks aus den Randpunkten in I', die bzgl. der j-ten Koordinate
Jlinks” liegen.

?Jetzt werden Randwerte der Funktion benétigt.
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Fehlerabschitzungen bzgl. der H1-Halbnorm und der L2-Norm

Lemma 5.14 (Diskrete Koerzivitat)

Fiir alle Gitterfunktionen uy, € U} und vy, € Uy, auf dem Einheitsquadrat gilt:?
(a) (Dj_vh,uh)h = —(vh,D;Luh)h — h? Z vh(x)[D;-ruh](x)
mer‘h,,linlu
»partielle Integration”
(b) (= A un,un), = unly .

2Die Randterme in (a) sind eigentlich gar keine, sondern sie erweitern nur das dis-
krete L2-Skalarprodukt von den inneren Knoten auf die linken Randknoten, sodass von

D;L alle moglichen Differenzen erfasst werden.
v

Beachte: Diese Aussagen entsprechen den kontinuierlichen Aussagen

ﬁud Jv—dx und ,[ —Auudx=f Vul? de
Q Q

0x;

fiir hinreichend glatte Funktionen u, v, wobei u Nullrandwerte hat.
Sommersemester 2015 78 / 131
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Fehlerabschitzungen bzgl. der H1-Halbnorm und der L2-Norm

Wir betrachten jetzt die Stabilitdt von Lj, in folgenden Normen:
Ly: U — W
~—— ~——
Hl,h “'Ho,h
Dazu untersuchen wir wieder die Gleichung
Lyup, = vp, up € Uy, vy € Vi,

und weisen nach:
|uh|1,h <C thHO,h

mit C' unabhi3ngig von h.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerik partieller Differentialgleichungen Sommersemester 2015 79 /131



Elliptische Randwertaufgaben

Fehlerabschitzungen bzgl. der H1-Halbnorm und der L2-Norm

Satz 5.15 (Stabilitét bzgl. |-[,, und [-], )

Es sei v, : Q — R (in V4) eine Gitterfunktion. Dann erfiillt die eindeutige L6-
sung wuy von

[—Af)uh](m) = vg)(x) fiir alle z € Qp,
up(x) =0 fiir alle z € Ty,

auf dem Einheitsquadrat die A-priori-Abschatzung

unlyp < lonlons dh  |Zp <1, (5.15)

! ||O,h—>1,h =

unabhangig von h.
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Fehlerabschitzungen bzgl. der H1-Halbnorm und der L2-Norm

Lemma 5.16 (Diskrete Poincaré-Friedrichs-Ungleichung)

Es sei uy, € Uy Dann gilt
lunlon < Tunly - (5.16)

Beachte: Die diskrete Poincaré-Friedrichs-Ungleichung sagt aus, dass zumindest
auf dem Unterraum U} von U}, die Halbnorm ||, , &quivalent zur vollen Norm
[, , ist, denn:

2 2 2 2 2
|”h|1,h < [vn |0,h + |Uh|1,h = thul,h <2 |Uh|1,h- (5.17)

Die Abschatzungen (5.16) und damit (5.17) kdnnen aber nicht auf ganz Uj, gel-
ten, wahle etwa v;, = const. Die kontinuierliche Version dieser Ungleichung folgt
spater.
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Fehlerabschitzungen bzgl. der H1-Halbnorm und der L2-Norm

Aus der Stabilitdt (5.15) und der Konsistenzabschatzung (5.14) erhalten wir nun
wieder eine Konvergenzaussage:

Satz 5.17 (Fehlerabsch. bzgl. diskreter H'-Halbnorm, vgl. Satz )

Es sei u die eindeutige klassische Losung von (5.1) und uy, die eindeutige Lésung
von (5.5). Falls u € C*(9) gilt, erhalten wir die Fehlerabschitzung

lu —unly p < —Ma(u), (5.18)

d.h. das Verfahren (5.5) besitzt Konvergenzordnung p = 2 bzgl. der diskreten H'-
Halbnorm.

V.

Beachte: Diese Abschiatzung konnte allerdings unscharf sein, weil wir zu Anfang
in (5.13)—(5.14) die Konsistenzordnung bzgl. ||, , einfach mit der in ||| ;, ab-
geschitzt haben.
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Fehlerabschitzungen bzgl. der H1-Halbnorm und der L2-Norm

Korollar 5.18 (Fehlerabschatzung bzgl. der diskreten L?-Norm und der
vollen H'-Norm)

Wegen (5.16) und (5.17) gilt also auch
h2
lw = unllo,n < & Ma(w). (5.19)
und
h2
lu = uply, < V2 & Ma(u). (5.20)
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Elliptische Randwertaufgaben

Verallgemeinerung auf quaderférmige Gebiete im R¢

Wir wollen die bisherigen Ergebnisse des § 5 verallgemeinern.

Definition 5.19 (Breite, Volumen eines Gebietes)

Es sei Q c R? ein beschrinktes Gebiet.

(a) Dessen Breite d, sei der minimale Abstand zweier paralleler Hyperebenen,
die das Gebiet €2 einschlieen.

(b) Dessen Volumen || sei definiert durch §, 1dz.

Wir betrachten hier nur quaderférmige Gebiete Q2 — R, also

Q = (a1,b1) x (az,b2) x -+ x (aq, ba).
Dort gilt
d
do = min (b;—a;) und |Q = [ [(b: — ai).

i=1,...,d ;
=1
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Verallgemeinerung auf quaderférmige Gebiete im R¢

Wir arbeiten weiter mit dquidistanten kartesischen Gittern. Deren Gitterweite h
sei so gewshlt, dass der Rand von € korrekt erfasst wird.1® Wir gehen zunichst
die L*-Abschatzungen durch:

(a) Der ,5-Punkte-Stern” besteht im R? aus 1+2d Summanden. Wir bezeichnen
ihn dennoch weiter mit Af). Der Koeffizient des zentralen Punktes dndert
sich zu 2d/h>.

(b) Fiir das ,5-Punkte-Schema” (5.5) gilt Satz 5.3 analog mit der angepassten
Konsistenzabschitzung

(), _ ¢ S 4 n?
H—Ah u—f, Hoo’h < E;rileag|Dju(x)| < dEM4(u).

(c) Das diskrete Maximumprinzip fiir —AS) (Satz 5.7) und das Vergleichsprinzip
(Korollar 5.8) gelten unveréndert.

10Dazu miissen die Lingenverhiltnisse in den unterschiedlichen Dimensionen rational sein.
Man kann aber auch wieder mit individuellen Gitterweiten pro Raumdimension arbeiten.
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Verallgemeinerung auf quaderférmige Gebiete im R¢

(d) In der Stabilitdtsabschdtzung bzgl. ||, , (Satz 5.9) wahlen wir als Ver-
gleichsfunktion

w(z) = %(g;i —a)(bi — ), ie{l,2,...,d).

Es gilt [_Agf)wh](x) = o und max, g wp(z) < g(bi — a;)*. Der Index i
mit minimalem b; — a; liefert die Stabilitatsabschatzung

(o1 < T

(e) Folglich erhalten wir analog zu Satz 5.10 die Fehlerabschatzung

h2
Ju = unlp < dfy G Ma(u).
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Verallgemeinerung auf quaderférmige Gebiete im R¢

Bzgl. der Abschitzungen in der L2-Norm ergibt sich folgendes Bild:
(a) Die Abschatzung (5.13) zwischen |-[, , und ||, , dndert sich in**

U

2
lonlon =A% Y lon(2)

wEQh =

ax [on (@ WP =19 JonlZ -

(b) In der Konsistenzfehlerabschitzung (5.14) dndert sich dementsprechend die
Konstante:

o], 0 i)

00,h

<0/ ).

(c) Lemma 5.14 (diskrete Koerzivitatsabschitzung) gilt unverandert weiter.

11Dje Anzahl der Summanden in Y, ., wird in jeder Dimension um eins iiberschitzt.
2
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Verallgemeinerung auf quaderférmige Gebiete im R¢

(d) In der diskreten Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Lemma 5.16) dndert sich
die Konstante:

lorllo,s < d vnly -
(e) Damit wird die Stabilitdtsabschitzung (Satz 5.15) wie folgt geandert:
[unly p < da lvnllon

(f) Dementsprechend dndern sich auch die Konstanten in der Fehlerabschatzung
(Satz 5.17):

h2
u—unly, < dgd|Q]"? 13 Ma(u)
(g) und in Korollar 5.18:

12 h?

| —unlly,, < dolu—unl, ), < dg d |0 EM4(U)-
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Elliptische Randwertaufgaben

Verallgemeinerung auf quaderférmige Gebiete im R¢

Fazit: Die Abschatzungen bleiben im Wesentlichen erhalten, insbesondere die
Ordnungen bzgl. h. In die Konstanten gehen die Raumdimension d sowie die Gro-
Re des Gebietes in Form von || und r{lin d(b,» — a;) ein.

i=1,...,
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Elliptische Randwertaufgaben

Approximation beliebiger Rander

Wir behandeln jetzt die Diskretisierung der Randwertaufgabe

Lu:=—-Au=f inQ

5.21
u=g¢g aufl ( )
mit ,beliebigen” Gebieten Q < R2. Wir arbeiten weiter mit dquidistanten kar-
tesischen Gittern. Fiir die Approximation der (evtl. gekriimmten) Rinder gibt es
verschiedene Moglichkeiten.

Es miissen nur die Punkte P besonders behandelt werden, in denen der (5-Punkte)-
Differenzen-Stern nicht anwendbar ist, weil mindestens ein Nachbar nicht mehr im
Gebiet liegt.
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Approximation beliebiger Rander

Gitter fiir Gebiet mit gekriimmten Rand

benutzte Gitterpunkte
1 néchste Randpunkte
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Elliptische Randwertaufgaben

Approximation beliebiger Rander

(a) Konstante Randwertextrapolation: Im Punkt P wird die Gleichung
un(P) = g(Po)

verwendet, wobei Py der zu P nichstgelegene Punkt auf I' entlang der Git-
terlinien ist.

Man kann zeigen: Dies ergibt (hochstens) eine Approximationsordnung von
p=1bzgl ||,

(b) Lineare Randwertextrapolation: Der Punkt P liegt zwischen einem Rand-
punkt Py wie oben und einem Punkt P; im Gitter. Die Abstidnde betragen
‘_P—P_S’ = ah und ’1_3—151)‘ =h mit 0 < a < 1. Im Punkt P wird die Gleichung

1

up(P) = H——a[g(PO) +aup(Pr)]

verwendet.
Dies ermdglicht wieder eine Approximationsordnung von p = 2 bzgl. |||, ;-
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Elliptische Randwertaufgaben

Approximation beliebiger Rander

‘/"/‘ -
/ / g
= | / |
o ——
VR P PP L
/ e
//

Abbildung 1: Konstante (links) und lineare Randwertextrapolation (rechts).
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Elliptische Randwertaufgaben

Approximation beliebiger Rander

B Error i< norm over mesh width h . Emorin = nomm over mesh width h

+— ertor 1§ % emor

| ETl I oo 2

Abbildung 2: Fehler in der diskreten L*-Norm bei konstanter (links) bzw. linearer
Randwertextrapolation (rechts) am Beispiel —Au = 4 auf dem Einheitskreis, v = 0
am Rand; exakte Lésung: v = 1 — (23 4 z3).
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Elliptische Randwertaufgaben

Behandlung von Randbedingungen 2. und 3. Art

Literatur: [Grossmann et al., 2007; S. 87] und [Schwarz, 1997; Kapitel 10.1] .
Wir betrachten nun in (5.1) die Randbedingungen 2. und 3. Art:

Lu:=—Au=f inQ

0 5.22

—u+au=g aufI', a=0, a#0, ( )
on

wobei der Einfachheit halber wieder Q = (0,1) x (0,1) < R? ist. An allen inneren

Gitterpunkten wird wieder der 5-Punkte-Stern verwendet. Zur Behandlung der

Randpunkte Py gibt es wiederum mehrere Méglichkeiten:
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Behandlung von Randbedingungen 2. und 3. Art

Variante 1: Man approximiert mit einseitigen Differenzen

0 U(PQ) — U(Pl)
PR P ~x —— - 7
6nu( 0) h ’
wobei P; der jeweils nichstgelegene innere Gitterpunkt in Gegenrichtung von n
ist. Aus der RB in (5.22) erhilt man also die Gleichung

uh(Po) — uh(Pl)

h + aun(Po) = g(FPo)

fiir alle Randpunkte mit Ausnahme der Ecken. In den Eckpunkten entstehen zwei
solche konkurrierenden Gleichungen, die man z.B. addieren kann.

Man kann zeigen: Dies ergibt hdchstens eine Approximationsordnung von p = 1
bzgl. o, -
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Behandlung von Randbedingungen 2. und 3. Art

Variante 2: Eine Approximation 2. Ordnung ist aufwendiger: Man fiihrt voriiber-
gehend eine Schicht von Hilfsgitterpunkten (,Geisterpunkte”) ein, sodass man
auch in Py (inkl. der Ecken) den 5-Punkte-Stern anwenden kann. Nun kann man
Ou/0n im Punkt Py mit dem zentralen Differenzenquotienten

2y & HED P

approximieren (2. Ordnung!) und erhilt aus der RB die fehlende Gleichung

up(P) — up(Pr)

57 + aup(Py) = g(FP)

fiir den Funktionswert am Geisterpunkt wup, (Py). In der Regel wird man diese
gleich in den Differenzenstern bei Py einarbeiten.
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Behandlung von Randbedingungen 2. und 3. Art

Im Beispiel (Abbildung 3) ergibt sich etwa am rechten Rand der modifizierte Dif-
ferenzenstern

-1
1
W -2 4+ 21ah 0 (5.23a)
bzw. in der rechten unteren Ecke
-2
—2 4+4ah 0. (5.23b)

h2
h 0
In der Regel teilt man noch (5.23a) durch 2 und (5.23b) durch 4, um wieder eine
symmetrische Systemmatrix zu erhalten.In die rechte Seite flieBen noch die Daten
von g ein. Dieser Ansatz ermdglicht wieder eine Approximationsordnung von p =

2 bzgl. [, -
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Behandlung von Randbedingungen 2. und 3. Art
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Abbildung 3: Approximation 1. Ordnung allgemeiner RB (links) und 2. Ordnung mit
,Geisterpunkten” (rechts).
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Behandlung von Randbedingungen 2. und 3. Art

| Distance at midpoint o 2D fine grid solution . Distance at midpoint to 2D fine gid solution
10 0
+
w0k 0y
a
10 W
a
10 w's
5
10 w0y
o
10 10
2 ] 3 n
10 10 10 10 W0 10 0 10
mesh size h mesh sizeh

Abbildung 4: Fehler zur Feingitterldsung am Mittelpunkt des Einheitsquadrates
fiir obige Approximationen 1. Ordnung (links) bzw. 2. Ordnung (rechts) der Robin-
Randbedingungen.
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Parabolische Anfangs-Randwertaufgaben

Aufgabenstellung

Literatur: [Grossmann et al., 2007, Kapitel 2.6]
Wir behandeln jetzt FD-Verfahren fiir die parabolische Warmeleitungsgleichung

u—Au=f inQ=Qx(0,7T)
u=0 aufI'x (0,7) (6.1)
u=uy auf Qx {0}

mit homogenen Dirichlet-RB auf dem Einheitsquadrat 2 = (0,1) x (0,1) = R2.
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Orts-Zeitgitter, Diskrete Operatoren

Zusatzlich zum Ortsgitter mit Punkten z; ; fiihren wir ein Zeitgitter
th =k, k=0,1,...,.M

ein zur Zeitschrittweite 7 = T'/M.
Es gibt also nun zwei Diskretisierungsparameter: h und 7.

e Die Werte einer Gitterfunktion uy, , bezeichnen wir mit
uh’T(xm,tk) =: uf]
e Fiir die Diskretisierung des —A verwenden wir wieder —Af) bzw. die Matrix
Ly, aus (5.7).
e Die Zeitableitung am Punkt (z; ;,t*) ersetzen wir durch die finite Differenz
1. Ordnung

w(wi g, ) — u(ay 4, th)

T

D;ru(xm-, tk) =
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Familie von Differenzenschemata

Wir betrachten folgende Klasse von Orts-Zeit-Diskretisierungs-Schemata mit ei-
nem Parameter 0 € [0, 1]:'?

%[u(m,tkﬂ) —u(z, th)] = A;LS) [0u(z, ") + (1 — 0) u(x,t*)] + f(z, t517)
firallexzeQp, k=0,...,M —1,
u(z,t*) =0 firallezely, k=1,..., M, (6.2)
u(z,t°) = ug(z) fiir alle z € Q.
Dabei bedeutet
fa, t540) i= fa, 068 + (1 —0)th).

Beachte: Das Schema transportiert Information nur in positive Zeitrichtung, wie
wir es auch bei der kontinuierlichen Lésung beobachten (siehe § 2).
Daher kann (6.2) Zeitschicht fiir Zeitschicht gelést werden.

12Wir benennen die Funktion im Schema hier mit u statt uy, -, kdnnten die Funktionswerte
natiirlich auch mit ufj etc. bezeichnen.
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Drei Spezialfille

Besondere Bedeutung haben folgende Werte von 6:
(a) 6 = 0: explizites (Vorwérts-)Euler-Schema

(b) 6 = 1: implizites (Riickwérts-)Euler-Schema
(c) @ = 1/2: Crank-Nicolson-Schema

Diese fiihren zu folgenden Ort-Zeit-Differenzensternen (siehe Abbildung 5).

e e ot e e PRS—

Abbildung 5: Schematische Differenzensterne fiir das explizite Euler-Verfahren (6 = 0,
links), das implizite Euler-Verfahren (6§ = 1, Mitte) und das Crank-Nicolson-Verfahren
(6 = 1/2, rechts) fir Q c R.
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Explizite/implizite Varianten, Konsistenz

e Der Fall 8 = 0 fiihrt auf ein explizites Verfahren.
e Fiir § > 0 ergeben sich implizite Verfahren, d.h., in jedem Zeitschritt ist ein
lineares Gleichungssystem

(11 + 6’Lh> ubtl = (11 —(1-90) Lh> ub  fro
.

T

fiir die Unbekannten u**1, bzw. u(z,t**1) mit z € Qy,, zu I6sen.

Satz 6.1 (Konsistenzordnung der parabolischen Schemata)

Es sei u die exakte Lésung von (6.1). Falls u € C*(Q) bzgl. des Ortes und

u e C?(Q) und damit f € C1(Q) bzgl. der Zeit sind, dann ist der Konsistenzfeh-
ler des Schemas (6.2) bzgl. der diskreten L*-Norm ||| von folgender Gro-
Renordnung:

(a) O(h* + 7) fiir jedes 6 € [0,1]

(b) O(h? + 72) fiir 0 = 1/2, falls zusitzlich u € C3(Q) und f € C?(Q) bzgl. der
Zeit sind.

0,h,T

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerik partieller Differentialgleichungen Sommersemester 2015 109 / 131



Parabolische Anfangs-Randwertaufgaben

Stabilitat

Wir untersuchen nun die Stabilitdt des Verfahrens (6.2) bzgl. der diskreten L*-
Norm. Dazu ersetzen wir (vgl. z.B. Satz 5.9 und Satz 5.15) im Schema (6.2) u
durch v und die Daten ug und f durch d:*3
d(x,t°) := () fiir alle = € Qy,,
d(z, t"TY) = f(a, t**?) firallezeQy, k=0,...,M —1.

Wir mussen feststellen, ob wir

e k
0 = e e o, )]

gleichmaRig in & und 7 abschatzen kdnnen durch die Norm der Daten |d||, , ..,
also durch

d tk+6 .
max ug(w)]  un jmax g;gflf(w, )|

13Wir schreiben auch hier wieder v statt vy, , und d statt dj, ..
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Parabolische Anfangs-Randwertaufgaben

Stabilitat

Beachte: Da die AB u(z,t) = ug(x) im Schema (6.2) keinen Konsistenzfehler
erzeugt, wiirde es ausreichen, d(z,t°) = 0 zu wihlen.

Wir betrachten einen Zeitschritt t* — t**+1 von (6.2) fiir £ > 0, den wir mit Hilfe
von

F(x,th) = (I +7(1-0) Af)) v(z, t*) + 7 f (2, t79)

als
<I — T9A§15)) v(x, thTY) = F(x,t*) fiir alle z € Qp,

(6.3)
v(x, t*) =0 fir alle x e T,

schreiben.
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Parabolische Anfangs-Randwertaufgaben
Stabilitat

Satz 6.2 (Stabilitat bzgl. der diskreten L*-Norm)

Unter der Stabilitdtsbedingung
T T 1
1-4(1-6)— =0, also (1_9>ﬁ\4_1

ist das Schema (6.2) stabil bzgl. der diskreten L*-Norm auf Q.

(6.4)

v

Bemerkung 6.3 (zur Stabilititsbedingung)

(a) Fiir das implizite Eulerverfahren (6 = 1) ist (6.4) stets erfiillt.

(b) Fiir alle anderen Verfahren mit 6 € [0, 1) bedeutet die hinreichende Stabili-
tatsbedingung (6.4) eine Einschrankung an die maximale Zeitschrittweite 7
zu gegebener Ortsschrittweite h. Die Einschrankung ist umso gravierender, je
~expliziter* das Schema (je kleiner ) ist. Ist (6.4) nicht erfiillt, so kann es zu
unphysikalischen Oszillationen in der Lésung kommen.

(c) Bzgl. der L2-Norm gelten andere Stabilititsaussagen.
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Konvergenz

Satz 6.4 (Fehlerabschatzung bzgl. der diskreten L*-Norm)

Die exakte Losung u von (6.1) erfiille die Voraussetzungen von Satz 6.1 (a) bzw.
(b). Falls die Stabilitdtsbedingung (6.4) erfiillt ist, dann erhalten wir fiir die L&-
sung aus (6.2) die Fehlerabschitzungen

(a) fiir das allgemeine Verfahren mit 6 € [0, 1]
lu = vn,rlpp < C (R* +7) (6.5)

(b) fiir das Crank-Nicolson-Verfahren mit 6§ = 1/2

lv = vn,rlpp, < C (h* +72). (6.6)

4

Beachte: Durch die Konsistenzfehlerabschatzung (Satz 6.1) gehen in die Kon-
stante C' wieder héhere Ableitungen der Losung u ein, vgl. Bemerkung 5.11.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerik partieller Differentialgleichungen Sommersemester 2015 113 / 131



Inhalt

@ Hyperbolische Anfangs-Randwertaufgaben

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerik partieller Differentialgleichungen Sommersemester 2015 114 / 131



Hyperbolische Anfangs-Randwertaufgaben

Aufgabenstellung, Diskretisierung

Wir betrachten jetzt noch FD-Verfahren fiir die hyperbolische Wellengleichung

up—Au=f inQ=02x(0,T)
u=0 aufT x(0,7)
u=ug auf Qx {0}
ug =vg auf Q x {0}

(7.1)

mit homogenen Dirichlet-RB auf dem Einheitsquadrat = (0,1) x (0,1) = R2.

e Wir benutzen wieder das Ortsgitter x; ; und das Zeitgitter
th =k, k=0,1,....M

zur Zeitschrittweite 7 = T/M.
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Hyperbolische Anfangs-Randwertaufgaben

Diskretisierung

Die Werte einer Gitterfunktion uy, ; bezeichnen wir wieder mit

Uh, - (5 5, tk) = uﬁj.

Die zweite Zeitableitung am Punkt (z; ;,t*) ersetzen wir durch die finite
Differenz

w(wij, ") — 2u(wij, t7) + ulwy, t°1)

T2

D;D?u(xi,j,tk) =

Zum Start des Verfahrens verwenden wir fiir die ersten zwei Zeitschichten die
Anfangswerte

x) fiir alle x € Q,
t

0
(z,t°) + Tvo(z) fiir alle 2 € Q.

Fiir die Diskretisierung des —A verwenden wir wieder —Agf’) bzw. die Matrix
Ly, aus (5.7).
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Hyperbolische Anfangs-Randwertaufgaben

Differenzenschema

Wir erhalten das voll-diskrete Schema

%[u(w,t“l) —2u(z,t*) + u(z, ")) = Agf)u(x,tk) + flx,t*)

furallexeQy, k=1,...,M —1,

u(z, ") =0 firallexely, k=1,...,M —1, (7.2)
u(z,t%) = ug(z) fiir alle = € Qy, '
u(z, th) = u(z,t%) + Tog(z) fir alle z € Q.

Das Schema (7.2) ist explizit und wird als Leapfrog-Schema'* bezeichnet, siehe

Abbildung 6. Seine Stabilitat kann man wieder nur unter Beschrankungen der
Zeitschrittweite zeigen.

14deutsch: Bockspringen
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Hyperbolische Anfangs-Randwertaufgaben

Implizites Differenzenschema

Ein gebriuchliches implizites Schema mit besseren Stabilitidtseigenschaften erhilt
man, wenn man in (7.2) die erste Gleichung ersetzt durch

T—i(u(m,tkﬂ) —2u(z,t*) + u(z, t"1))

(7.3)
= AS’) (%u(m,t’”l) + %u(;mtk_l)) + f(x,th),

siehe auch Abbildung 6. Hierbei ist in jedem Zeitschritt k = 1,..., M —1 das LGS

72 72
(I + ?Lh> u(-, tF ) = 2u(-, t*) — (I + ?Lh> u(-, ") + 2 f (L )

zu losen.
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Hyperbolische Anfangs-Randwertaufgaben

Differenzenschema

Leaptrog stencil Impiicit stenci

Abbildung 6: Schematische Differenzensterne fiir das (explizite) Leapfrog-Verfahren
(links) und ein implizites Schema (rechts).
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Hyperbolische Anfangs-Randwertaufgaben

Stabilitdt hyperbolischer Schemata

Bemerkung 7.1 (zur Stabilitit hyperbolischer Schemata)

Im Unterschied zur Stabilitdtsbedingung (6.4) im parabolischen Fall erhilt man
fir hyperbolische Gleichungen eine weniger restriktive Beschrankung der Art 7 <
C h. Dies steht im Zusammenhang mit dem Verlauf der Charakteristiken, also
der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit von Information im Unterschied zum
parabolischen Fall.

Weiterfiihrende Literatur:
e R. Rannacher: Skript zur Vorlesung Numerische Mathematik 2 (2008), §6.1.
e [Grossmann et al., 2007], S. 119-121.

G. Strang: Skript zu MIT 18.086: Applied Mathematics (2006)

B. Gustafsson, H.-O. Kreiss, J. Oliger: Time-Dependent Problems and Difference
Methods, Wiley (2013) 2nd ed.

e R. Courant, K. Friedrichs, H. Lewy: Uber die partiellen Differenzengleichungen der
mathematischen Physik, Mathematische Annalen 100 (1): 32-74 (1928)
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