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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

Ausgangspunkt wie immer (Substitution: s =t + 7h, 0 < 7 < 1)

t+h
y(t+h) = yt)+ [yt +h) —yit)] = y) +L y'(s)ds
= y(t) + hfo y'(t+7h)dr.
Approximiere durch Quadraturformel
| sy~ 3 siata). (+)

j=1

Damit zumindest g = 1 exakt integriert wird, fordern wir Z;nzl B; = 1.
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

Daraus folgt

y(t+h) ~ y(t)+h Y. By (t+5h)
j=1

= y(t) +h Y. Bif (t+ vk, y(t + ;1))
j=1

Problem: y(t + v;h) = y(t) + h§)’ y'(t + Th) dr sind unbekannt. Niherungen
wieder durch Quadraturformeln, aber m|t den alten Knoten v; (j = 1,...,m) aus
(+) (sonst wiirden sich neue ,Unbekannte” y (¢ + Knoten - h) ergeben).

Vi m )

f g(r)dr ~ > ajeg(ve) (G =1,...,m). ()
0

=1
Damit zumindest g = 1 exakt integriert wird, fordern wir

m
Zaj’g='7j (j=1,...,m).
=1
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

Damit ergibt sich

y(t+vh) = y(t) + hY)" ooy’ (t + veh)

RK-
= y(t) + hX g of (E+ veh, y(t + veh)). (RK-2)

Abkiirzung: k; := f(t + vjh, y(t +v;h) (G = 1,...,m).
(RK-2): N- (t+*y]hy t)+h Y 1%@12@) G=1,...,m).
(RK-1): y(t+h) ~ y(t) + h 2L, Bik;

m-stufiges Runge-Kutta-Verfahren (RKV)

m
Yntl1 = Yn + h Z ,Bjkj mit
j=1

kj=f<tn+’)’jh7yn+h2aj’[kg> (j=1,...,m).

{=1
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

Y| Q1,1 1,m
Butcher-Tableau
(John Charles Butcher, %1933) Yoo | Gma o Qm
B Bm
Beispiele.
symbolisiert ein zweistufiges explizites RKV, namlich das
0 0 0 verbesserte Euler-Verfahren.
1 1 0 (Ein RKV ist explizit, wenn a; o = 0 Vj < £ gilt.)
1/2 1/2
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

symbolisiert ein zweistufiges implizites RKV:

N T R )
/4 3/4 ky = f (tn + 2h,yn + 1hky + Shks)

(,zwei" i.A. nichtlineare Gleichungen fiir k; und k)

Ynt+1 = Yn + %h(kl + 3k2)

(Das Verfahren (2.2) aus Abschnitt 2 ist ein weiteres implizites zweistufiges RKV.)
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

ol 0 0 o0
12112 0 0
1/-1 2 0
/6 4/6 1/6

Verfahren dritter Ordnung von Kutta

ki = f(tn,yn),

ky = f (tn + 3h, yn + 3hki1),

ks = f(tn + h,yn, — hky + 2hks),
Yoi1 = Yo + gh(ks + 4ky + k3).

symbolisiert ein dreistufiges explizites RKV.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2016/17 203 / 294



Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

o[ o 0o o0
1/311/3 0 0
2/3| 0 2/3 0

/4 0 3/4

Verfahren dritter Ordnung von Heun

ki = f(tn, yn),

ky = f (tn+ 3h,yn + $hk1),

ks = f (tn + 2h, yn + 2hks),
Yni1 = Yn + sh(ks + 3ks).

symbolisiert ein dreistufiges explizites RKV.

(Vgl. (2.1) aus Abschnitt 2.)
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

0 0 0 0 0

12/1/2 0 0 0

1/2 0 1/2 0 0 symbolisiert ein vierstufiges explizites RKV.
1 0 0 1 0

1/6 2/6 2/6 1/6

Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

f( myn)
kg ftn + hyn—i— hkl)
= f(tn + hyn %hkg),
k4 f(tn + h,yn + hks),
Yn+1 = Yn + gh(ks + 2k + 2ks + Ky).
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

Alternative Form von RKV

Yntl = Yn +h Z IBj.f(tn + ’thv QJ)
j=1

(RKV*)

m
mit G = yo +h Y, aef (tn + v B) (G =1,...,m).
(=1

Setze k; = f(tn + v;h, U;).

o ki ~ y'(tn +v;h)
° yj = yY(tn +75h).
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Jedes RKV hat die Form
Yn+1 = Yn T+ hq)f(yn,tn; h) mit (I)f yn, n» 2

Es ist ein Einschrittverfahren (p(¢) = ¢ — 1), also stabil und (vgl. Abschnitt 3)
genau dann konsistent, wenn

O (y(tn); tn; 0) = £ (tn, y(tn))p'(1)
erfiillt ist, was hier zu 37", 3; = 1 dquivalent ist.

Ein RKV ist deshalb genau dann konvergent, wenn

2.5 =
j=1

gilt.
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Um die Konsistenzordnung eines RKVs zu bestimmen (oder um m-stufige RKV mit
moglichst hoher Konsistenzordnung zu konstruieren), sind wie im Fall der Taylor-
Verfahren (siehe Abschnitt 5) komplizierte Rechnungen erforderlich. Wir untersu-
chen als Beispiel explizite dreistufige RKV,

0 0 0 0
Y2 V2 0 0

Y3 |v3—az2 oz 0 7
| b B2 B3

und entwickeln

1

h

3
Ry = Wb 2V ) g ) ) = Y 90D 55 g,
j=1

nach Potenzen von h (unter der Voraussetzung, dass y bzw. f geniigend oft diffe-
renzierbar sind).
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Fiir skalare AWPe ergibt sich mit den Abkiirzungen

Fi=fi+f,f und G:=fu+2fuf+ fuf’
(alle Ableitungen von f werden an der Stelle (t,,, y(t,)) ausgewertet) die Beziehung

Y(tni1) — y(tn)

- =f+ Fh+ (G+fy )h? + O(h%).

Anderseits ist

ki = f(tn,y(tn)) = f,
ky = f(tn + hyo, y(tn) + hyok1) = f + hyoF + 3h°5G + O(R?),
ks = f(tn + hy3,y(tn) + h(vs — a3 2)k1 + has 2ks)

= [+ hy3F + h*(yeas o F f, + %7§G) +O(h?).

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2016/17 210 / 294



Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Das bedeutet:
Ry = [1 - Zleﬁj] f+[3 = B2v2 — B3y3] Fh
+[(3 = By — B373) 3G + (& — Bsveas2) F fy] B2 + O(K?).

Folgerungen:

1. Das Euler-Verfahren ist das einzige einstufige explizite RKV der Ordnung 1
(81 = 1). Es gibt kein einstufiges explizites RKV héherer Ordnung.

2. Die zweistufigen expliziten RKV der Ordnung 2 sind durch

Bi+PB2=1 und PBoyr =12

charakterisiert. Beispiele sind das modifizierte (51 =0, 2 =1, 12 = %) und
das verbesserte Euler-Verfahren (81 = 83 = % v2 = 1). Kein explizites
zweistufiges RKV besitzt die Ordnung 3.
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

3. Explizite dreistufige RKV der Ordnung 3 sind durch die vier Gleichungen

B1+ P2+ B3 =
Bays + Bays =

D= W

Bovs + Bsvs

53’72043,2 =

L,
1
27

charakterisiert. (Man kann zeigen, dass keine dieser Methoden die Ordnung 4
besitzt.) Beispiele sind das Verfahren von Heun (81 = 1, 8, =0, 83 = 3,
Y2 = %, 73 = asp = 2) und das Verfahren von Kutta (8, = &, B2 = 2,
Bs=13.72=373=1 asz=2).

4. Ahnliche (kompliziertere) Rechnungen zeigen, dass es eine zweiparametrige
Familie expliziter vierstufiger RKV der Ordnung 4 gibt, von denen keines die
Ordnung 5 besitzt. Ein Beispiel ist das klassische Runge-Kutta-Verfahren.

=00
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Weitere Beispiele sind

0 0 0 0 0
13/ 13 0 0 0
2/31-1/3 1 0 0 (3/8-Regel)
1 1 -1 1 0
T1/8 3R 38 18
0 0 0 0 0
2/5| 2/5 0 0 0
3/5 | —3/20 3/4 0 0 (Formel von Kuntzmann).

1 | 19/44 —15/44  40/44 0
55/360 125/360 125/360 55/360

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2016/17 213 / 294



Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

e Die oben beschriebene Methode, die Ordnung eines RKVs zu bestimmen,
wird fiir Verfahren héherer Ordnung schnell uniibersichtlich: Die Koeffizienten
eines expliziten Verfahrens der Ordnung 3 missen 4 Gleichungen erfiillen
(s.0.), wahrend bei einem Verfahren der Ordnung 8 bereits 200 nicht-lineare
Gleichungen iberpriift werden miissen.

e Die sog. Butcher-Theorie?® erleichtert mit Hilfe graphentheoretischer Biume
die Buchhaltung bei den partiellen Ableitungen von f und erlaubt eine
elegante Berechnung der Ordnung eines gegebenen RKVs (sie liefert aber
keine Methode, ein Verfahren mit gewiinschter Ordnung zu konstruieren).

e Wir beschranken uns hier darauf, notwendige Ordnungsbedingungen
abzuleiten, die sich aus den speziellen AWPen

y =y+t"' y0)=0, (€N,

ergeben.

23). C. Butcher, The Numerical Analysis of Ordinary Differential Equations. Runge-Kutta and
General Linear Methods. John Wiley & Sons, Chichester 1987
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Satz 4.1 (Notwendige Ordnungsbedingungen fiir RKV)

Das durch das Butcher-Tableau

c|l A
bT
definierte RKV besitze die Ordnung p. Dann gelten
(£—1)! 1

bTAk: =i, _ T
O e= TR W) .. 0+ h
fir{=1,2,...,pund k=0,1,...,p— L.
Dabei sind b:= [Blaﬂ?) .. 'aﬂm]—ra A= [aj,u]lsj,uﬁma

C := diag(v1,72,...,Ym), und e:=[1,1,...,1]T e R™.
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Spezialfille der notwendigen Bedingungen aus Satz 4.1 sind (fiir k£ = 0)

1
bTC‘e—le: Zﬁjfye_lzz ﬂ]r£:1727--~7p

sowie (fir £ =1mit k — k+1)

bTAk—le _ l

o firk=1,2,...,p.

Bemerkung. Ein explizites m-stufiges RKV besitzt hochstens die Konsistenzord-
nung m, denn hier ist A™ = O (A ist echte untere Dreiecksmatrix). Fiir die op-
timale Ordnung p(m) eines expliziten m-stufigen RKVs gilt sogar p(m) < m — 1
falls m > 5, genauer:

m 1
p(m) [ 1

2 3 4 5 6 8 9 10 11 12
2 3 4 4 5 6 7

7 8 9

7
6
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Runge-Kutta-Verfahren

Absolute Stabilitat
Wir wenden ein m-stufiges RKV auf die Testgleichung 3’ = Ay an und erhalten
Yn+1 = [1 + hbT (I, — sz)_le] Yn =: R(A)yn, (h = Ah)
so dass (bei festem h)
lim y, =0 (fiir alle yo) < |R(h)| < 1.

In Analogie zu Abschnitt 6 definieren wir den Stabilitdtsbereich eines RKVs durch
Hy:={heC :|RM)| <1}

Fiir ein beliebiges m-stufiges RKV gilt

0
R(h)=1+hb"(I,, —hA)le=1+ 2 hpT AT le.
j=1
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Runge-Kutta-Verfahren

Absolute Stabilitat

Besitzt das Verfahren die Ordnung p, so folgt

i}’+ Z hbTAI e
j=p+1

&l,_\

R(h) =),
j=0

Ist das RKV explizit, so folgt

R(h) =1+ Y WbTA e
j=1

Insbesondere hangt der Stabilitdtsbereich eines m-stufigen expliziten RKVs
der Ordnung m (1 < m < 4) wegen R(h) = X7 1, h7 nicht von den
Koeffizienten des Verfahrens ab.

AuBerdem besitzt kein explizites RKV einen unbeschrankten
Stabilitdtsbereich (denn R ist in diesem Fall ein Polynom).
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Runge-Kutta-Verfahren

Absolute Stabilitat

Beispiele fiir Stabilitdtsgebiete zweier RKV:

Verfahren dritter Ordnung von Heun
3 T T T T 3

klassisches Rung-Kutta—Verfahren
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

o Kein Verfahren zur Lésung von AWPen arbeitet in der Praxis mit einer
konstanten Schrittweite.

e Man wird vielmehr versuchen, die Schrittweite an das Verhalten der Lésung y
anzupassen (andert sich y in einem Bereich schnell, so ist dort eine kleine
Schrittweite angebracht; in Bereichen, in denen y kaum variiert, ist eine
groBere Schrittweite ausreichend).

e Wir werden hier eine Schrittweitensteuerung vorstellen, die zum Ziel hat, den
Konsistenzfehler K,, ;1 := %R,H_l (wird in der Literatur oft lokaler
Diskretisierungsfehler genannt, vgl. Abschnitt 3) zu kontrollieren:

[ K| ~tol, n=12...,

mit einer vorgebenen Toleranz tol.

e Bei Systemen von DGen (insbesondere dann, wenn die Lésungskomponenten
von unterschiedlicher GréBenordnung sind) wird man fiir jede Komponente
eine eigene absolute Fehlertoleranz und global eine relative Fehlertoleranz
festsetzen.
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Das folgende Lemma besagt, dass mit dem Konsistenzfehler auch der (eigentlich
interessierende) globale Diskretisierungsfehler kontrolliert wird.

Lemma 4.2

Fiir den globalen Diskretisierungsfehler e,, = y(t,,) — y, eines Einschrittverfahrens
gilt

len]l < (tn = to) fin exp(M (tn — to))-
Dabei ist x,, := max{||Kj| : j =0,1,...,n} und M die Lipschitzkonstante der
Verfahrensfunktion (vgl. (V2) aus Abschnitt 2).

v

Um den Konsistenzfehler zu schatzen, verwendet man zwei Methoden unterschied-
licher Konsistenzordnungen (sagen wir p und ¢ mit p < ¢), um ¥y, aus y,_1 zu
berechnen:

Yo = Yn—1 + h®f(Yn—1,tn_1;h) bzw.
@n = Yn—1 + h(if(yn—latn—l; h)
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Fiir die zugehdrigen Konsistenzfehler gelten (Lokalisierungsannahme):

y(tn) - y(tn—l)

K, = T — (I)f(y(tn—l)atn—l;h) = O(hp)a
K, = W= Vmt) g 1,00, 0ie) = O(00)

Daraus folgt
Ky — Ky = &7 (y(ta1), ta-1:h) = @5 (y (1), ta—15h) = 5 (G — ya) + O(RP).
Wegen K, — K,, = K, (1 + O(h97?)) ~ K,, erhalten wir aus

Flyn = Gl ~ [ Kl

eine (grobe) Schitzung fiir | K,|.
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

e Ist |y, — n| > tol, so wird die Schrittweite h verworfen und mit

E p_a h tol (+)

eine neue Schrittweite h bestimmt (c ist hier ein Sicherheitsfaktor, etwa
a=0.9).

o Ausgehend von y,,_1 werden jetzt neue Niherungen y,, und @, (an der Stelle
th—1 + fz) berechnet. Diesen Prozess wiederholt man so lange, bis
+lyn — Un| < tol erfiillt ist. Dann wird (=) verwendet, um eine neue
(groRere) Schrittweite fiir den nichsten Schritt (n — n + 1) vorzuschlagen.

o Die Wahl von & nach (x) motiviert sich folgendermaRen:

benutzte Schrittweite h: Hyn = Gl ~ | Knl| = ch? + O(RP*h) ~ ch?,
erwiinschte Schrittweite h: tol = | K, | = ch? + O(hP*Y) ~ ch?.
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

e Um den Aufwand in Grenzen zu halten, verwendet man zur Berechnung von
yn und 4, zwei RKV (verschiedener Ordnungen), deren Butcher-Tableaus

sich nur im Vektor b unterscheiden (d.h. A

und ¢ sind fiir beide Verfahren

gleich, so dass die GroBen k; nur einmal berechnet werden miissen).

e Man spricht von eingebetteten RKV und schreibt

oo o

¢l A 111 0
b’ , zB. 4

1/21/2

Im Beispiel wird ein RKV der Ordnung 1 (das Euler-Verfahren) in ein RKV
der Ordnung 2 (das verbesserte Euler-Verfahren) eingebettet.
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Ein populéres Beispiel ist die Fehlberg 4(5)-Formel:

0] 0 0 0 0 0 O

1] 1

1 1 0 0 0 0 0

3| 3 9

3| 33 33 0 0 0 0

121932 7200 7296

13|2197 ~ 2197 2197 0 0 0
439 3680 845

1 216 —8 513 4104 0 0

118 o _ 3544 1859 _ 11

2| 27 2565 4104 40
25 0 1408 2197 _ 1
21 2565 4104 5
16 0 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55

Hier werden zwei sechsstufige RKV der Ordnungen 4 bzw. 5 kombiniert.
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Ein weiteres Beispiel ist das Verfahren von Dormand-Prince 4(5):

0 0 0 0 0 0 0 0

1] 1

R 0 0 0 0 0 0

3| 3 9

ol 0 0 0 0 0 0

4| 44 56 32

5| 45 15 9 0 0 0 0

8 19372 _ 25360 64448 _ 212 0 0

9 | 6561 2187 6561 729
9017 355 46732 49 5103

1| 55L —=22 = 0 0
3168 33 5247 176 18656

1] 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 _ 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40

Hier wird ein sechstufiges RKV der Ordnung 4 in ein siebenstufiges RKV der Ord-
nung 5 eingebettet.
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Runge-Kutta-Verfahren

Implizite und halb-implizite Verfahren

e Ist die Matrix A eines m-stufigen RKVs keine echte untere A-Matrix (ist das
RKV also implizit), so muss in jedem Zeitschritt ein nicht-lineares
Gleichungssystem der Form

ki = f(tn+mh hY L a1 0ke)

k, = .f(tn + Ymh, hZleam7€k£)

gelost werden.

e Dieses System hat also mn Unbekannte, wenn y’ = f(¢,y) aus n
Gleichungen besteht.

e Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes erkennt man, dass (o) fiir
geniigend kleine h eindeutig l6sbar ist.

e In der Praxis wird man dieses System aber nicht mit der Fixpunktiteration,
sondern mit einem Newton- bzw. Quasi-Newton-Verfahren dsen.
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Runge-Kutta-Verfahren

Implizite und halb-implizite Verfahren

e Ist A eine untere (aber keine echte untere) A-Matrix, so nennt man das
zugehdrige RKV halb-implizit. Das System (o) zerfallt dann in m Systeme
mit jeweils n Unbekannten.

e Implizite RKV werden oft mit Hilfe von Gaul-Quadraturformeln konstruiert.
Dies sind Formeln der Bauart

b m
[ atrar = 190 + Ruto).

a j=1

Hier werden die Gewichte ; und Knoten ; so gewahlt, dass R,,(p) = 0 fiir
Polynome p méglichst hohen Grades d erfiillt ist. Man kann zeigen (vgl.
Numerik 1), dass eine optimale Wahl auf d = 2m — 1 fiihrt (man sagt die
Quadraturformel hat Exaktheitsgrad 2m — 1).

o Die zugehérigen RKV (auch sie werden Gaul-Formeln genannt) haben die
Ordnung 2m. Beachte, dass kein m-stufiges RKV eine hohere Ordnung
besitzen kann. Warum?
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Runge-Kutta-Verfahren

Implizite und halb-implizite Verfahren

Fiir m = 1 ergibt sich die implizite Mittelpunktsregel 1/2 1{2 ,

welche die Ordnung 2 besitzt.

Fiir m = 2 und m = 3 ergeben sich die GauB-Formeln

5—+15 5 10—3+/15 25—6+/15

3—/3 1 3—-2/3 10 36 45 180
6 1 12 1 104315 2 10—-3+/15

3+v3|3+2v/3 1 bzw 2 72 9 72

6 12 4 ' 5+4/15 | 25+6+/15 10+3+/15 5

‘ 1 1 10 180 45 36

2 2 5 4 5

18 9 18

mit den Konsistenzordnungen 4 bzw. 6.

Bei Gaul-Radau-Integrationsformeln wahlt man einen Knoten als (entweder linken
oder rechten) Endpunkt des Integrationsintervalls.
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Runge-Kutta-Verfahren

Implizite und halb-implizite Verfahren

e Die iibrigen Knoten und alle Gewichte werden so bestimmt, dass sich ein
moglichst hoher Exaktheitsgrad ergibt.

e Man kann zeigen, dass eine GauR-Radau-Formel mit m Knoten den
Exaktheitsgrad 2m — 2 besitzt. Daher haben die zugehdrigen impliziten RKV
die Konsistenzordnung 2m — 1.

e Zu dieser Klasse gehdren die Verfahren

e SchlieBlich kann man noch beide Enden des Integrationsintervalls als Knoten
wiahlen und die {ibrigen Daten so bestimmen, dass die zugehérige
Integrationsformel den Exaktheitsgrad 2m — 3 (bzw. das zugehdrige implizite
RKV die Konsistenzordnung 2m — 2) besitzt. Man spricht von
GauB-Lobatto-Formeln. Ein Beispiel ist die Trapezregel (fir m = 2).
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Runge-Kutta-Verfahren

Implizite und halb-implizite Verfahren

e Ein Vorteil von impliziten gegeniiber expliziten RKV ist ihr wesentlich
groBerer Stabilititsbereich (wird ausfiihrlicher im nichsten Kapitel diskutiert).

e Wir betrachten die Trapezregel

0] O ky
111/2 1/2 d.h. ko
1/2 1/2 Yn+1

oder kiirzer:

f(tna yn)7

f(tng1, yn + Wk + k2)/2),

Yn + h(kl + k?)/2a

Yn+1 = Yn + h(f(tnv yn) + f(thrl? yn+1))/2'

Die zugehérige Stabilitatsfunktion ist R(h) = (1 + h/2)/(1 — h/2) und es gilt:

IR(h)| <1< |1+ h/2| <|1—h/2| < Reh < 0.

Die Trapezregel ist daher A-stabil.
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Runge-Kutta-Verfahren

Kollokationsmethoden

Kollokationsmethoden sind spezielle implizite RKV, die — auf Grund ihrer Konstruk-
tion — sehr viel leichter zu analysieren sind als allgemeine RKV.

Mit gegebenen
0<7 <72 <-- <7m < 1 setzen wir t) =ty +vh (j=12,...,m)

und suchen ein ,,Polynom" p vom Grad < m (bei Systemen von k DGen ist das ein
Vektor* p = [p1,p2,.-.,pr]’ aus k Polynomen vom Grad hdchstens m), das die
Interpolationsbedingungen

p(tn) = Yn, pl(t(j)) Zf(t(j)7p(t(j))) (.7 = 1727'-~7m)

erfiillt. Die Naherung y,,.1 an der Stelle ¢,,, 1 wird dann definiert durch

Yn+1 1= P(tnsr).
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Runge-Kutta-Verfahren

Kollokationsmethoden

p’ ist ein Polynom vom Grad m — 1, das durch die letzten m dieser Interpolations-
bedingungen eindeutig bestimmt ist. In Lagrange-Form besitzt es die Darstellung

P'(tn +7h) = 25 L (tn + Th)k;

mit fj(tn =+ Th) = H?;éi:l% und k] = p/(t(]))
3 N

Jetzt folgt fiir jedes i € {1,2,...,m}

+(1) +(1)

(V) = p(t,) = f pltntsh)ds = | X bt + sh)k; ds
tn

Vi
=h Z;Zl ( o Kj(’l") d’l") kj =:h Z?zlawkj.
Analog:

p(tr) = p(t) =2 ( [ 1 )0 )y =Sl
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Runge-Kutta-Verfahren

Kollokationsmethoden

Daraus folgt

Yn+1 = P(tnt1) = p(tn) +h Z?:ygjkj =Unth ZT:lﬂjkj
mit k; = p'(t9V) = £F(t9, p(tD))) = F(tn + vjh. Yo + 01 0j.0ke).

Mit anderen Worten: Jedes Kollokationsverfahren ist ein (implizites) RKV. Imple-
mentiert wird es in der Form (RKV) bzw. (RKV*), d.h. zu gegebenen v; (j =
1,2,...,m) bestimmt man zun&chst

Vi 1
aij = | 4 dr und ,8j=foej(r)dr (ij=1,2....m).

Nicht jedes implizite RKV ist ein Kollokationsverfahren.

0 |1/4 —1/4
Beispiel. 2/3 | 1/4 —5/12 reprasentiert kein Kollokationsverfahren.
| 1/4  3/4
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Runge-Kutta-Verfahren

Kollokationsmethoden

Satz 4.3 (Konsistenzordnung bei Kollokationsverfahren)

Fiir ein m-stufiges Kollokationsverfahren mit dem Butcher-Tableau

c| A
bT
sind die folgenden drei Aussagen aquivalent:

(a) Das Verfahren besitzt die Konsistenzordnung m + p.
(b) o7 [Tjy(r — ;) dr = 0 fiir j = 0,1,...,p— 1.

(c) bTC*te=1/tfir £ =1,2,...,m +p.
Dabei sind C := diag(y1,72,---,Vm) und e := [1,1,...,1]T e R™.
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