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Vorbemerkungen

e Eine Differentialgleichung beschreibt eine Beziehung zwischen einer
gesuchten Funktion (abhdngige Variable) und ihren Ableitungen beziiglich
einer oder mehreren (unabhingigen) Variablen.

e Werden nur Ableitungen beziiglich einer Variablen betrachtet, so spricht man
von einer gewdhnlichen Differentialgleichung (GDG) (ordinary differential
equation, ODE), andernfalls von einer partiellen Differentialgleichung (PDG)
(partial differential equation, PDE).

e Da explizite Losungen nur in wenigen Ausnahmeféllen zur Verfiigung stehen,
ist der Einsatz numerischer Methoden zur Lésung von GDGen unvermeidbar.

e Wir befassen uns hier ausschlieflich mit numerischen Verfahren zur Lésung
von GDGen: Zum Einen wegen der iiberragenden Rolle, die sie in vielen
Anwendungen spielen, was (hoffentlich) im Laufe der Vorlesung klar wird,;
zum Zweiten aber auch wegen ihrer Bedeutung fiir die Entwicklung und
Analyse numerischer Methoden zur Lésung von PDGen, welche sehr viel
schwieriger zu I18sen sind und im Mittelpunkt einer eigenen Vorlesung stehen.
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Wesentliche Inhalte

Folgende Themen werden behandelt:

Begriff, Beispiele, theoretische und andere Hilfsmittel
Numerische Methoden fiir GDGen

Lineare Mehrschrittverfahren

Runge-Kutta-Verfahren

Schrittweitensteuerung

Steife Systems

Krylov-Verfahren fiir groBe Systeme von GDGen
Stochastische Differentialgleichungen (wenn Zeit erlaubt)
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e John D. Lambert. Numerical Methods for Ordinary Differential Systems: The
Initial Value Problem Wiley, 1991

e Martin Braun. Differentialgleichungen und ihre Anwendungen.
Springer-Verlag, 1979.

e Ernst Hairer, Syvert P. Ngrsett, Gerhard Wanner. Solving Ordinary
Differential Equations I: Nonstiff Problems. Springer, 1987.
Ernst Hairer and Gerhard Wanner. Solving Ordinary Differential Equations Il:
Stiff and Differential-Algebraic Problems. Springer, 1991.

e Arieh Iserles. A First Course in the Numerical Analysis of Differential
Equations. Cambridge University Press, 1996.
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Equations and Differential-Algebraic Equations. SIAM, 1998.
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Siehe auch die (laufend ergédnzte) Literaturliste auf der Webseite der Vorlesung.
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Volterras Prinzip

Umberto dOAnconas Beobachtung

Der Biologe Umberto d'Ancona (1896-1964) stellte 1925 den prozentualen Anteil
der Haie am Gesamtfang (Speisefische und Haie) im Hafen von Triest fest:

1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921

1922 1923

Benachteiligt eingeschrinkter Fischfang (1. Weltkrieg) die Speisefische?
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Volterras Prinzip

Volterras RSuber-Beute-Modell

D'Ancona konsultierte den Mathematiker Volterral, der die Populationsdynamik
wie folgt modellierte: Seien

x(t) : Beutepopulation zur Zeit ¢ (Speisefische)
y(t) : Réuberpopulation zur Zeit t (Haie).

Ohne Riuber wiirde sich die Beute nach dem Malthusianischen? Gesetz
7' (t) = ax(t) (mit einer Konstanten a > 0),

vermehren, d.h. der Zuwachs wére proportional zum Bestand bzw. das Wachstum
wire exponentiell

z(t) = x(0) exp(at) firt>=0

(eingeschrinkt realistisch, falls Population nicht sehr dicht und ausreichend Nahrung
vorhanden ist).

Lvito Volterra (1860D1940)
2Thomas Malthus (1766-1834)
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Volterras Prinzip

Interaktion von RSuber und Beute
Anzahl Riuber-Beute-Kontakte (pro Zeiteinheit):
ba(t)y(t) (mit einer Konstanten b > 0).

Insgesamt:

(t) =az(t) —bx(t) y(t).

/
T
Analog: y'(t) = —cy(t) + dz(t)y(t), mit weiteren Konstanten ¢, d > 0.

Wir erhalten ein System zweier GDGen.
Man kann zeigen: dessen Ldsungen sind periodisch: d.h. 3 7" > 0 sodass

z(t+T)==z(t), yit+T)=y) fiir alle t.

Mittelwerte: T:=
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Volterras Prinzip

Zeitlicher Verlauf der Populationen

c/d

a/b
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Volterras Prinzip

Darstellung in der Phasenebene

Raeuber

albr---
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Volterras Prinzip

Auswirkung von Fischfang

Beriicksichtige Fischfang:

"(t) = ax(t) = ba(t)y(t)—ex(l) —( e)x(t) — ba(t)y(d),

x
(e > 0).
y'(t) = —cy(t) + da()y(t)—ey(t) = —(cte)y(t) +dz(t)y(t),
Gleiches System mit neuen Koeffizienten: @ — a — e und ¢ — ¢ + e.
. cte c a—e a .
Mittelwerte: T g (Beute), <3 (Rauber).

Volterras Prinzip: Moderater Fischfang (e < a) steigert die durchschnittliche
Zahl der Speisefische und reduziert die durchschnittliche Zahl der Haie. J
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Volterras Prinzip

Darstellung in der Phasenebene

—— ohne Fischfang
—— mit Fischfang

Raeuber

albr -

(ale)/b -

~—

c/d (c+e)/d

Beute
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Begriffe

Gewshnliche Dilerentialgleichung, Ordnung, implizit/explizit

Einen Ausdruck der Form
Fty,y.y",...,y") =0 (GDG)

mit einer Funktion I : R"*2 5 M — R nennen wir eine gewdhnliche Differential-
gleichung (GDG) n-ter Ordnung. Eine Funktion y : R > I — R heiBt Ldsung von
(GDG) iiber dem Intervall I, wenn y € C™(I) ist und fiir alle ¢ € I gilt

F(ty),y'(t),y"(1),....y"(t)) = 0.

e (GDG) besitzt die Ordnung n, weil n die Ordnung der hdchsten auftretenden
Ableitung ist.

e Sie heilt gewohnlich, weil nur Ableitungen der gesuchten Funktion y nach
einer Variablen auftreten.

e (GDG) heiBt implizit — im Gegensatz zu einer expliziten GDG n-ter
Ordnung, die nach der héchsten Ableitung von y aufgeldst ist:

y(n) = f(t7 Y, yl7 ce ay(nil))'
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Begriffe

Systeme gewshnlicher Dilerentialgleichungen

Wir werden fast ausschlieBlich Systeme von expliziten GDGen erster Ordnung be-
trachten (warum wir uns auf Systeme erster Ordnung beschrinken kénnen, wird
spater erklart):

yll = fl(t7y17y2a"'ayn)

/

Yoy = f2(t7ylay2a e 7?Jn)
(DG)

/

Yn = fn(t7 Y1, Y2, - - 7yn)
mit den n unbekannten Funktionen 41,4, ..., y,. Jedes System von n Funktionen
y1 =y1(t), - yn = yn(t) € CT(D),

das (DG) fiir alle ¢ € I erfiillt, heift Losung von (DG) iiber I.
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Begriffe

Systeme gewshnlicher Dilerentialgleichungen: Beispiel

Das System
y=1
Yo = 2y1
besitzt die Lésungen
y(t) =t+a, ) =t>+2at+p (o, B€R)

tiber (—o0, 00).

Fiir eine eindeutige Losung: Anfangsbedingungen, z.B. y1(0) = 1, y2(0) = 2. Dann
ist y1(t) =t + 1,y2(t) = t* 4+ 2t + 2 die einzige Lésung.
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Begriffe

Vektorschreibweise

Aligemein: Die Aufgabenstellung, eine Lésung von (DG) zu finden, die die An-
fangsbedingung

y1(to) = yo,1, -- -5 Yn(to) = Yo.n (AB)

erfiillt, heift Anfangswertproblem (AWP) oder Anfangswertaufgabe fiir die gewdhn-
liche Differentialgleichung (DG).

Mit der Vektornotation
Y1 fi Yo,1
Yn fn Yo,n
ergibt sich die Kurzschreibweise

y/ = .f(t’ y)7 (DG')
y(to) = vo. (AB’)
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Begriffe

Reduktion auf erste Ordnung

Bemerkung. GDGen hdherer Ordnung lassen sich in (dquivalente) Systeme von
GDGen erster Ordnung umschreiben: Aus y"” + 3y” + 3 = sin(¢) wird etwa

Y1 Y2
Yo | = Ys
yh —3y3 — Yo + sin(t)

mit den neuen Variablen y1 =y, ya =9y =9, y3 =v5 = v".
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Begriffe

€quivalentes autonomes System

Die explizite Abhingigkeit der rechten Seite von der unabhangigen Variable (hier
t) kann durch Hinzunahme einer zusatzlichen Gleichung bzw. Komponente des L6-
sungsfunktionsvektors y beseitigt werden:

ya(t) =t (dh yy(t) =1), ya(to) = to-

Im obigen Beispiel resultiert dies in der autonomen Differentialgleichung y' = f(y),
oder genauer:

Y2
vO=Fu0),  F@ =] g5
1
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Theoretische Grundlagen

Existenz und Eindeutigkeit der LSsung

Satz 1.1 (Picard-Lindeldf)

Gegeben ist die Anfangswertaufgabe

y/ = f(t) y)a y(tO) = Yo- (AWP)
Die rechte Seite f sei stetig im ‘Quader’
Q:={(t,y) : [t—to| <a, |y —w| <b}), QcR",

und es sei M := max{||f (¢, y)|| : (¢, y) € Q}.
AuRerdem erfiille f in @ die Lipschitz-Bedingung

If @ y) =@yl <Lly -3l V() (¢ y)eQ. (Lip)

Dann besitzt das Problem (AWP) genau eine Losung iiber I := [tg — o, to + ],
wobei o = min{a, b/M}.

Emile Picard (1856-1941), Ernst Lindelof (1870-1946), Rufolf Lipschitz (1832-1903).
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Theoretische Grundlagen

Existenz und Eindeutigkeit der LSsung

Bemerkungen.

1. In der gesamten Vorlesungen wird vorausgesetzt, dass die fundamentale
Bedingung (Lip) erfiillt ist.

2. (AWP) besitzt in [tg — a,o + a] eine eindeutige Losung, wenn f die
Bedingung (Lip) in Q = {(t,y) : |t — to] < a, |ly| < o} erfilllt.

3. Ist f auf @ bez. y stetig differenzierbar und bezeichnet
Sy = [0fi/0y;]1<.,i,j<n die zugehbrige Jacobi-Matrix, dann folgt aus dem
Mittelwertsatz, dass die Voraussetzungen von Satz 1.1 mit

L= sup [fyty)| <o
(t,y)eQ

erfullt sind.

4. (AWP) besitzt auch dann noch Ldsungen, wenn nur vorausgesetzt wird, dass
f stetig ist auf Q (Existenzsatz von Peano®). Deren Eindeutigkeit ist aber
nicht mehr gesichert.

3Giuseppe Peano (1858D1932)
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Theoretische Grundlagen

Existenz- und Eindeutigkeit der LSsung: Beispiel

Beispiel:
Yy =fty) =+vy y0)=0, Q=Rx][0,0),

mit den Ldsungen
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Theoretische Grundlagen

Stetige AbhSngigkeit von den Daten

Die Anfangswertaufgabe

yl = f(t7 y>7 y(tO) = Yo,

erfiille die Voraussetzungen von Satz 1.1. Uber eine weitere Anfangswertaufgabe

/

z = g(ta Z), Z(to) = 20,

setzen wir nur voraus, dass g stetig in () ist. Sind dann y und z Losungen dieser
Anfangswertaufgabe iiber dem Intervall I und gilt

HyO - Z()H <7 sowie H‘f(t’ y) - g(t7 y)H <0 V(757 y) € Q7

so folgt fiir t € I
)
_ L(t—to) . = (pL(t—to) _
ly@®) —2@)| <ve o (6 1)-

vgl. [Heuser, Satz 13.1
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Lineare Differenzengleichungen

Bezeichnungen

Eine wichtige Rolle werden lineare Differenzengleichungen

Yn+k + O 1Yn+k—1 + -+ aglYn = ﬂn-ﬁ—k (TL = 07 1, 27 e ) (DZG)

spielen.

e Genauer spricht man hier von einer linearen Differenzengleichung der

Ordnung k mit konstanten Koeffizienten (die a's hdngen nicht von n ab).
(O.B.d.A. sei ap # 0).

e Die Gleichung heit homogen, wenn (3, = 0 fiir alle n, andernfalls

inhomogen.
o Jede Folge {yn}n, die (DzG) erfiillt, heift eine Losung von (DzG).
e Gibt man sich k Startwerte yg, y1, ..., yx—1 (beliebig) vor, kann man sich

mit (DzG) rekursiv eine solche L3sung berechnen.
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Lineare Differenzengleichungen

LSsungsstruktur

Die Lésungsmenge einer homogenen linearen Differenzengleichung der Ordnung &
ist ein Vektorraum der Dimension k.

Besitzt die Differenzengleichung dariiber hinaus konstante Koeffizienten, so kann
man eine Basis dieses Losungsraums mit Hilfe der Nullstellen des zugehérigen
charakteristischen Polynoms

Q) =CF +ap 1T+ +

angeben: Bezeichnen \; (1 < j < ¢) die Nullstellen von p (mit Vielfachheiten m,
Z§=1 m; = k), so bilden die k Folgen

X0, (A, o (= 1) (= my + 22X, (G=1,2,...,0)

eine solche Basis.
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Lineare Differenzengleichungen

BeschrSnkte L$sungen

Fiir die homogene Differenzengleichung

Yntk T QCk—1Yntk—1 + - + oy, =0 (n=0,1,2,...) (*)

sind die folgenden drei Aussagen aquivalent :
(1) Jede Losung {y,}n von () ist beschrankt.
(2) Fir jede Losung {yn}n von () ist {yn/n}, eine Nullfolge.

(3) Das zugehdrige charakteristische Polynom p erfiillt die sogenannte
Stabilitatsbedingung:

PN =0 = <1,

Stab
p(A) =0und [A] =1 = X\ ist einfach. (Stab)
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Lineare Differenzengleichungen

Eine rekursive AbschStzung

Es gebe Konstanten M, K > 0, so dass die ersten Glieder der Vektorfolge {y,}»
die Ungleichung

Iynsall < Kllyal + M (n=0,1,...,n0)

erfiillen. Dann gilt die Abschatzung

Kntl 1
) M2 " fir K #1,
Hyn+1”<Kn+ HyOH+ K-1 (n=0717"'7n0)'

(n+1)M, fiir K = 1,

(| - | bezeichnet eine beliebige Norm.)
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Lineare Differenzengleichungen

LSsung der inhomogenen Gleichung

Gesucht ist eine explizite Darstellung der Lésung {z,},, der inhomogenen Differen-
zengleichung

Yn+k T Qk—1Yn+k—1 T + Q1Ynt1 + QoYn = ﬂn+k (n =0,1,.. ~)»

die die k& Anfangsbedingungen z, =y, (n =0,1,...,k — 1) erfillt.
Antwort: Bezeichnen {yﬁf)}n, j=0,1,...,k — 1, die Lésungen der homogenen
Gleichung

Yntk + A 1Ynik—1 + -+ 01Ynt1 + QYn = 0 (n = 0, ]-7 .. ')7

die die Anfangsbedingungen yT(Lj) = 0p,; (Kronecker-Symbol) (n,j = 0,1,...,k—1)
erfiillen, so ist

k—1 n—k
1 k—1
Zn = Z Yy + Z ﬁj+kyfl_j_)1 (n=0,1,...),
j=0 j=0

wobei 5, +r = 0 und yﬁlk_l) = 0 fiir n < 0 gesetzt wird.
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Matrixfunktionen

In diesem Abschnitt sei A € C"*" stets eine quadratische Matrix.
Ausserdem sei eine Funktion

f:D—C, CcD,
gegeben. Wir klaren hier, wann und wie die Matrix

definiert ist, und wiederholen einige ihrer Eigenschaften. Im Zusammenhang mit

GDGen von Interesse ist besonders exp(A), die Exponentialfunktion angewandt auf
A.

Fiir einige elementare Funktionen f ist f(A) kanonisch gegeben. Ist z.B. f € &,
ein Polynom vom Grad m,

fO) =a0+ A+ aX? + -+ ap ™ (q;€C,j=0,1,...,m),

so ist
f(A)=Oéo[+041A+a2A2+_..+amAmecnxn.
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Matrixfunktionen

Eigenschaften von f(A) fYr Polynome f

Lemma 1.6

Sei f e Z,,.

(a) Hat A =diag(A1,1, A2, ..., Arr) Blockdiagonalstruktur mit quadratischen
Diagonalblocken

Aj’jeC"jX"j, (j=1,2,...,k), ny+ng + - +ng=n,
dann gilt
f(A) =diag(f(A1,1), f(A22), ..., f(Akk))-
(b) Ist T € C™*™ invertierbar und B := TAT !, dann gilt
f(B)=TfAT

(c) Ist A ein Eigenwert von A mit zugehorigem Eigenvektor v, so ist f(\) ein
Eigenwert von f(A) mit zugehorigem Eigenvektor v:

Av = \v = f(A)v = f(N)v.
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Matrixfunktionen

Beispiel: Potenzen eines Jordan-Blocks

Wir bestimmen my(J) fiir das k-te Monom my,(\) = A* und einen Jordan-Block*

Al
Al
J=J\) = e Crrm,
Al
A

Eine elementare Rechnung zeigt, dass my(.J) = J* eine obere Dreiecksmatrix mit
Toeplitz-Struktur® ist. Der Eintrag in der j-ten Diagonale ist

J J! J!

4Camille Jordan (183891922)
50tto Toeplitz (1881D1940)
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Matrixfunktionen

Beispiel: Potenzen eines Jordan-Blocks

Mit anderen Worten:

prc 2q 3 prc 163y 7]
mi(A) mi(A) e M e
prc 3q,y pre 2q .y
mi(A) - m?n—?))(! ) mfn—2)(! )

me(N) mi)
m(A) |

Jetzt sind wir in der Lage, f(A) fiir beliebiges f zu definieren: Sei dazu J4 =
diag(J1, Jo, ..., Ji) die Jordansche Normalform von A, A = T JAsT~!. Die ein-
zelnen Jordan-Blocke J; = J;();) seien (n; x n;)-Matrizen. Das charakteristische
Polynom ¢4 von A hat dann die Form

k
caN) = [ =x)m.
j=1
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Matrixfunktionen

Allgemeiner Fall

Wir sagen [ ist auf A definiert, wenn f auf einer offenen Menge D definiert ist,
die das Spektrum A(A) = {Ai,...,A\x} von A enthdlt, und ausserdem f in A;
(n; — 1)-mal differenzierbar ist.

In diesem Fall setzen wir fiir j = 1,2,...,k

FOy) £y e T Ee ST
prj«3a y prj«2ay
fG) f(:Lr:s()!J) f(;jfz()lj)
F(T5(A5)) == . : : € Cranm
fA) f1(A)
i )

und

f(A) =T diag(f(J1), f(J2), -, f(Jk)) T
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Matrixfunktionen

Allgemeiner Fall

Bemerkungen.

(1) Ist f(A) = ag + a1 A+ -+ 4+ a; A™ ein Polynom, so gilt fiir die so definierte
Matrix f(A): f(A) = aol + a1 A+ -+ + a, A™ (natiirlich ist ein Polynom
auf jeder Matrix definiert).

(2) lIst f = p/q eine rationale Funktion mit p € £, und g € &, so ist f genau
dann auf A definiert, wenn kein Eigenwert von A eine Polstelle von f ist. In
diesem Fall gilt f(A) = p(A)[q(A)]~" = [¢(A)]~'p(A).

(3) Alle Aussagen von Lemma 1.6 gelten fiir jede beliebige Funktion f, wenn nur
f auf A definiert ist.

(4) lst f analytisch in einer Umgebung von 0 und besitzt dort die Taylor®-Reihe
f) = Z?:o a ;A mit Konvergenzradius 7 > 0 (7 = o ist erlaubt), so ist f
auf jeder Matrix A mit Spektralradius p(A) < 7 definiert und es gilt

0 m
F(A) = D oAl = Tim 3o A7
Jj=0 Jj=0

%Brook Taylor (168591731)
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Matrixfunktionen

Beispiele: Neumannsche Reihe, Exponentialfunktion

Ein bekanntes Beispiel fiir die letzte Bemerkung ist die Neumannsche Reihe’
w .
(I—=A)"t=> A, falls p(A) < 1.
j=0

Die Exponentialfunktion einer Matrix A kann z.B. auch durch

[e0]
exp(4 Z

definiert werden. (Die Reihe konvergiert fiir jede Matrix A, weil die zugehdrige
skalare Reihe einen unendlichen Konvergenzradius besitzt.)
Bei GDGen ist es oft wichtig zu wissen, wie sich exp(tA) fiir ¢ — oo verhilt. Die
entscheidende GroRe ist die Spektralabszisse a(A4) von A:

bl,_\

a(A) := max{Re(\) : A e A(A)}.

7Carl Neumann (1832D1925)
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Matrixfunktionen
Asymptotisches verhalten der Matrix-Exponentialfunktion

Satz 1.7 (Asymptotisches Verhalten von exp(tA))
Sei Ae C™*™,

(a) Esist lims,q exp(tA) = 0 genau dann, wenn «(A4) < 0 gilt.

(b) Wenn «(A) > 0 ist, so ist exp(tA) fiir ¢ — o0 unbeschrankt.
Ist «(A) = 0 und jeder Eigenwert A von A mit Re A = a(A) halbeinfach, so
ist exp(tA) fiir ¢t — o0 beschrankt (aber i.A. nicht konvergent).

(c) Es gilt | exp(tA)| = exp(ta(A)) fiir jede Matrixnorm.
Ist A normal, dann gilt | exp(tA)|2 = exp(ta(A)).

Fiir normale Matrizen ist | exp(tA)|2 also ein streng monoton fallende Funktion
von ¢ = 0, wenn «(A4) < 0.

Ist A nicht normal, so beobachtet man die iblichen Nichtnormalititseffekte (voll-
kommen analog zum Verhalten von ||A™ |3, m — oo, falls p(4) < 1).
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Matrixfunktionen

Asymptotisches verhalten der Matrix-Exponentialfunktion

[| exp(tA) ||, t —> o0

hump

[—1 50

nicht normal

10" E

s I I I I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10
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Matrixfunktionen

Auswertung von Matrixfunktionen

Zum Abschluss soll noch ein Algorithmus zur Berechnung von exp(A) beschrieben
werden.

Beachte: exp(A) = limy, . ;- A7/j!ist nur geeignet, wenn p(A) sehr klein ist;
die Bestimmung von exp(A) iiber die Jordansche Normalform von A ist numerisch
instabil oder zu aufwendig.

Der Algorithmus verwendet rationale Approximationen (k/¢)exp(¢) = pr,e(€)/qr,e(¢)
vom Typ (k,£) (d.h. pxe € Pk, que € P) an die Exponentialfunktion, sog. Padé-
Approximationen®. Diese sind eindeutig bestimmt durch die Vorschift

exp(C) — Pre(€)/qr,e(¢) = O (CFHH) fiir ¢ — 0.

Beachte, dass hier die Taylor-Polynome fiir £ = 0 als Spezialfall enthalten sind. Man
kann die Padé-Approximationen im Fall der Exponentialfunktion explizit angeben:

k k+g ])lkl , a k+€—j)‘€'

J
S k+ 0l j).c’ ar.e(C & (k+ 05— ))!

j.

pke

8Henri PadZ (1863D1953)

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 45 | 278


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Pade.html

Matrixfunktionen

Taylorpolynome der Exponentialfunktion

25
20
15
10
5
0
—exp
-5 —Taylor 1|
—Taylor 2
Taylor 3||
-10 ——Taylor 4
—Taylor 5
_1 5 L L L L L L T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
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Matrixfunktionen

PadZ-Approximationen an die Exponentialfunktion

25
20+
15F
10+
5,
0 -
_5F
—exp
—Pade 1,1
~10/| — pade 2,2 |
Pade 3,3
_15 T Il L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
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Matrixfunktionen

Auswertung von Matrixfunktionen

Satz 1.8 (Fehlerformel fiir Padé-Approximationen)

Fir k,£ € Ng und A € C™"*™ gilt
exp(A) — (k, O)exp(A)

_1)¢ 1
- (,i +1 )e)! AR g (A f uF(1 — )’ exp((1 — u)4) du.

Das bedeutet, dass (k, £)exp(A)
e sowohl fiir &k — oo bei festem ¢,
e als auch fiir £ — oo bei festem k,
e als auch fiir K — oo bei festem k& — ¢

gegen exp(A) strebt.

Integrale iiber Matrizen A = [a; ;(u)] sind komponentenweise definiert:

JA(u) du — U a5 (u) du] .

Satz 1.8 zeigt, dass auch (k,{)exp(A) nur dann eine akzeptable Naherung fiir exp(A) ist,
wenn p(A) nicht zu groR ist.
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Matrixfunktionen

Auswertung von Matrixfunktionen

Daher verwendet man einen Trick: Kommutieren die Matrizen A, B € C"*", so gilt
exp(A + B) = exp(A) exp(B).
Insbesondere ist also
exp(A) = exp(4/m)™ firm=0,1,2,...

Das bedeutet, dass ‘
g o= (k) exp (4/20)]

eine Approximation an exp(A) darstellt, bei der die Padé-Approximation an der
Matrix A/27 ausgewertet wird, deren Spektralradius p(A)/27 man durch die Wahl
von j steuern kann.

Die Berechnung von Ej, ¢ erfordert j + max{k, ¢} Multiplikationen mit A.
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Matrixfunktionen

Auswertung von Matrixfunktionen

Sei |Alx/27 < 1/2. Dann ist

H eXp(A) - Ek,ZHOO
| exp(A)] oo

< e(k, )| Al oo exp(e(k, £) | Al 0)
mit

k!
(k+0OYk+e+1)"

Bei festem d = max{k, ¢} (Arbeitsaufwand zur Berechnung von Ej ), wird e(k, ¢)
durch die Wahl k = ¢ = d minimiert.

s(k,ﬂ) _ 23—(k+l)

v
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Matrixfunktionen

Auswertung von Matrixfunktionen

Algorithmus 1 : Berechnung von exp(A).

Gegeben : A, § > 0.
j <« max{0, 1 + Boor(log, | Al )}
A— A/27.
Wiahle ¢ minimal mit €(¢,¢) < 6.
N—I 71 X<«1I c«1.
for m =1to /¢ do
c—c(l—m+1)/((20 —m+ 1)m).
LX<—AX; Z<«—Z+cX; NN+ (—1)mcX.
Bestimme LU-Zerlegung von N und lése damit NE = Z nach E auf.
9 form=1to jdo
10 | E<FEE

N o g b~ W N P

[e)
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Matrixfunktionen

Auswertung von Matrixfunktionen

Dieser Algorithmus liefert eine Approximation E ~ exp(A) derart, dass
E =exp(A+ AA), wobei [[AA|x <d|A]w.

e Seine Komplexitit betrigt etwa 2(¢ + j + 1/3)n? flops, vgl. [Moler & Van
Loan, 2003]° und [Ward, 1977]%°

e Fiir groe diinnbesetzte Matrizen ist unser Algorithmus jedoch ungeeignet (er
verwendet die LU-Zerlegung einer Matrix der Dimension von A).

e Ahnlich wie bei linearen Gleichungssystemen, wo man selten an A~! sondern
vielmehr an A=1'b, b € C", interessiert ist, steht auch hier die Berechnung
von exp(A)b im Vordergrund. Bei groRen diinn besetzten Problemen muss
man auch dazu iterative Verfahren verwenden.

9C.B. Moler und C.F. Van Loan. Nineteen dubious ways to compute the exponential of a
matrix, twenty-five years later. SIAM Rev. 45, 349 (2003)

10R.C. Ward. Numerical computation of the matrix exponential with accuracy estimate. SIAM
J. Numer. Anal. 14 (4) 600610 (1977).
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Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Nur wenige Systeme der Form (DG) bzw. AWPe der Form (AWP) kann man explizit
[6sen. Selbst lineare Systeme erster Ordnung,

Yy =a11(t)yr + a1 2(t)y2 + -+ a1,0(O)yn + b1(2),
Yy = az 1 (t)y1 + az2(t)y2 + - -+ + a2, (t)yn + b2(1),

y; = an,l(t)yl + an,Q(t)yQ +oeee an,n(t)yn + by (t)

oder kiirzer
y' = A{t)y +b(t) mit A(t) = [a;;(t)] und b(t) = [b;(1)], (Lin)

gehdren nur unter weiteren Einschrankungen zu diesen Ausnahmefillen.
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Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Hinreichende Bedingung fYr LSsbarkeit

Sind die Funktionen a; ;(t), b;(t) stetig tiber einem Intervall I und ist |A(t)| < L
fiir alle t € I (was wir ab jetzt stets voraussetzen), so besitzt (Lin) nach Satz 77
fiir jede Wahl der Anfangsbedingungen

y(to) = %o (toe )

eine eindeutige Ldsung.

Satz 1.10 (Losungen linearer Systeme erster Ordnung)

Die Lésungen des homogenen Systems

y' = Alt)y
bilden einen n-dimensionalen Unterraum des C(I). Die Differenz zweier
Losungen des inhomogenen Systems

y = A(t)y + b(t)
|6st das zugehdrige homogene System.
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Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Konstante Koe"zienten, homogener Fall

Im Spezialfall konstanter Koeffizienten
a;j(t) = a;; fiir alle ¢

lassen sich diese Lésungen angeben. Dazu betrachten wir zunichst den homo-
genen Fall, b(t) = 0: Es seien uy, uy, ..., u, die Einheitsvektoren im R™. Fiir
j=1,2,...,nlost
x;(t) ;== exp(tA)u;

das AWP

y' =Ay,  y(0)=u;.
Dariiber hinaus sind die Funktionen x; (t), 22(t), ..., @, (t) linear unabhingig und
bilden deshalb eine Basis des Lésungsraums von y’ = Ay.
Schlieklich ist die matrixwertige Funktion

X:R—> RY"™ X(t) :=[21(t)|22(t)] . .. |2 (1)]
fiir alle £ € R invertierbar und l6st das Anfangswertproblem
X'(t) = AX(t), X(0)=1.
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Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Konstante Koe"zienten, inhomogener Fall

Um das inhomogene Anfangswertproblem y’ = Ay + b(¢) (der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass die Komponenten b;(t) auf ganz R stetig sind), y(0) = yo,
zu |8sen, bedient man sich einer Technik, die unter dem Namen Variation der Kon-
stanten bekannt ist:

Die (eindeutige) L3sung ist gegeben durch

Zn] [ L W(s)

y(t) = t W(S) ds + yo’jjl a:j(t),

Jj=1

mit den Wronski-Determinantenl!

Wj (t) = det [xl (t) e ilij_l (t) b(t) :cj+1(t) s Zl:n(t)] .

Bemerkung: Lautet die Anfangsbedingung y(ty) = yo, so miissen anstelle der
Funktionen x; die Funktionen &;(t) := exp((t — t9)A)u; verwendet werden.

11Josef Wronski (1778D1853)

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 57 | 278


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Wronski.html

Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Konstante Koe"zienten, inhomogener Fall

Eine weitere Lésungsdarstellung fiir inhomogene lineare Systeme mit konstanten

Koeffizienten, ebenfalls unter der Bezeichnung Variation der Konstanten bekannt,
lautet (mit Anfangsbedingung bei ¢t = t()

t

y(t) = exp((t — to) A)yo + f exp((t — 7)A) b(r) dr. (11)

to
Beachte: Diese Formel gilt auch wenn b neben ¢ auch von y abhingt, d.h.

b= b(t? y(t))
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Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Linearisierung

Formel (1.1) gestattet auch die Ldsung des linearisierten Problems: linearisiert man

die Differentialgleichung y' = f (¢, y) im Punkt (¢o, yo), ergibt sich (multivariate
Taylor-Entwicklung)

f(t,y) ~ f(to, yo) + fi(to, yo)(t —to) + fy(to, ¥o) (¥ — o)
=:b =:a =:A

und, als Approximation in der Nihe des Linearisierungspunktes, das linearisierte
AWP

y'(t) = A(y —yo) + (t —to)a + b, y(to) = Yo (1.2)
Formel (1.1) liefert als Lésung von (1.2)

y(t) =yo+ (t—to)A " a + (e(t_tO)A — I) (A™'b + A 2%a).
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Hintergrund

(vgl. [Braun, 1994])

Im Mai 1945 entdeckten die Alliierten in der Kunstsammlung Hermann Gorings ein
bis dahin unbekanntes Gemilde von Jan Vermeer van Delft (1632-1675), nimlich
,Christus und die Ehebrecherin”. Es dauerte nicht lange, bis der Maler Han van
Meegeren als derjenige ermittelt wurde, der (iiber Mittelsménner) dieses Bild an
Goring verkauft hatte. Van Meegeren wurde wegen Kollaboration mit dem Feind
verhaftet. Er behauptete daraufhin, dieses Bild sowie vier weitere mutmaRliche Ver-
meers, darunter ,Christus und die Jiinger in Emmaus”, selbst gemalt zu haben. Um
diese Aussage zu bekriftigen, begann er im Gefangnis ,Christus unter den Schrift-
gelehrten” im Stil Vermeers zu malen. Er ging dabei sehr geschickt vor: Er kratzte
von alten, wertlosen Gemalden die Farbe bis auf die Leinwand ab, vermischte die
alte (und duBerst harte) Farbe mit Phenolformaldehyd, um mit ihr wieder malen zu
konnen. Das fertige Bild wurde in einem Ofen erhitzt, wobei das Aldehyd zu Bakelit
erstarrte.
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Hintergrund

Noch vor Vollendung seiner Arbeit erfuhr van Meegeren, dass die Anklage auf Kol-
laboration fallen gelassen wurde und er stattdessen ein Verfahren wegen Filschung
zu erwarten hatte. Er weigerte sich daraufhin, die Vermeer-Kopie zu vollenden. Weil
u.A. in einigen der angeblichen Bilder Vermeers Phenolformaldehyd nachgewiesen
werden konnte (eine Substanz, die bis zum Ende des 19. Jahrhunderts véllig unbe-
kannt war), wurde van Meegeren trotzdem am 12.10.1947 zu einem Jahr Geféngnis
wegen Falschung verurteilt. Er starb kurz darauf in der Haft.

Dessen ungeachtet waren viele Experten immer noch der Meinung, dass es sich bei
,Christus und die Jiinger in Emmaus” um einen echten Vermeer handelt (aufgrund
der Expertise eines bekannten Kunsthistorikers erwarb die Rembrandt-Gesellschaft
dieses Werk fiir 174.000 US-$).

Der Streit um die Authentizitat dieses Gemaldes sollte schlieRlich 1967 von einer

Forschergruppe an der Carnegie Mellon Universitat (Pittsburgh, PA) entschieden
werden.
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Bleiwei§ und radioaktiver Zerfall

Deren Analyse basierte auf der Tatsache, dass Kiinstler seit mehr als 2000 Jah-
ren sog. Bleiweif (Bleioxyd) verwenden, das kleine Bestandteile an radioaktivem
Blei-210 und Radium-226 enthilt. Um die Pittsburgher Analyse zu verstehen, sind
elementare Kenntnisse tiber radioaktiven Zerfall erforderlich.

o Unter Radioaktivitdt versteht man den (ohne duRere Beeinflussung
erfolgenden) Zerfall instabiler Atomkerne gewisser radioaktiver Substanzen.

e Fiir jede radioaktive Substanz gibt es eine charakteristische
Ubergangswahrscheinlichkeit A (Zerfallskonstante), mit der im Mittel ein
Atom pro Zeiteinheit zerfallt. Sind zur Zeit ¢ also N(t) radioaktive Atome
vorhanden, so zerfallen im Zeitintervall [¢,t + At] durchschnittlich AN (¢) At
Atome.

e Fiir At — 0 erhalten wir das Zerfallsgesetz

N'(t) = =AN(t).
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Halbwertszeit

Die Zahl der nach einer gewissen Zeit At, die seit dem Zeitpunkt y verstrichen ist,
noch vorhanden radioaktiven Atome ist deshalb

N(ty + At) = N(to) exp(—AAL).

Die Halbwertszeit, d.h. die Zeitspanne, innerhalb der die Halfte einer gegebenen
Menge radioaktiver Atome zerfillt, ergibt sich damit [setze N (to + At)/N(tg) =
1/2] zu
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Zerfallsreihe Uran-238

Da sich die Zerfallsprodukte radioaktiver Stoffe weiter umwandeln, bis ein stabiles
Endglied gebildet ist, entstehen sog. Zerfallsreihen.

Fiir uns ist die Zerfallsreihe von Uran-238 relevant!?:

Uran-238 “319°@ Thorium-234 249 Protaktinium-234 2™ Uran-234

2510 Thorium-230 *1%2 Radium-226 %1% Radon-222

3min 27min 20min

389 Polonium-218 2™2 Blei-214 ™ Wismuth-214 ™" Polonium-214

15100 * Blei-210 223 Wismuth-210 % Polonium-210

149 BJei-206 (nicht radioaktiv)

12Halbwertszeiten in Jahren [a], Tagen [d], Minuten [min] oder Sekunden [s])
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Radioaktives Gleichgewicht

Innerhalb einer Zerfallsreihe stellt sich fiir die Zwischensubstanzen im Laufe der Zeit
ein Gleichgewichtszustand ein, das radioaktive Gleichgewicht. Voraussetzung dafiir
ist, dass das Ausgangselement so langsam zerfillt, dass seine Menge als konstant
(oder seine Zerfallskonstante als 0) betrachtet werden kann. Um dies zu verdeutli-
chen, werden wir die Zerfallsreihe von Uran-238 etwas okonomisieren,

Uran-238 *32%8°2 Radium-226 19" Blei-210 224 Blei-206,

so dass sie nur noch aus vier Elementen besteht. Wir bezeichnen mit Ny (t), Na(t),
N3 (t) die Anzahl der Atome von Uran-238, Radium-226 bzw. Blei-210 zur Zeit ¢
und berechnen aus den angegebenen Halbwertszeiten die zugehorigen Zerfallskon-
stanten,

A =1.54-10719 XAy =4.33-107%, A3 =3.09- 1072 (gemessen in a™ ).
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Vereinfachtes Zerfallssystem

Zu l6sen ist damit das System

Ni(t) = =AM (D),
Né(t) _)\QNQ(t) + )\1N1(t),
N3(t) = —AsN3(t) + A2 No (1),
oder kiirzer N'(t) = AN (¢) (mit Anfangsbedingungen N (¢o) = Np), wobei
-\ 0 0
A= A =X O
0 A2 —As

Wir kénnen die Losung dieses AWPs explizit angeben:

N (t) = exp(tA) N,
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Radioaktives Gleichgewicht des vereinfachten Zerfallssystems

T T 10
10°
—&— Uranium-232
—— Radium-226
—=— Blei-210
8
g N Z10° 1
10° F . i =
N\
AR
) =
- - -
10"0 L L 10’” L L
0 6 0 2 4 6
t[1e4 a] t[ted a]
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Radioaktives Gleichgewicht des vereinfachten Zerfallssystems

tRl [Nt [ Na()) | Na(D)

0 1-10° 1-100 1-100

10t | 1-10° 1-10° 7107t
103 | 1-10° 6-1071 | 9.10°3
10° | 1-10° 4.1077 [ 9-107Y
106 | 1-10° 4.1077 | 5-107Y
107 | 1-10° 4.1077 | 5-107Y
108 | 1-10° 4.1077 | 5-107°
109 | 9.-107' | 3-1077 | 4-107°
101 | 2.1077 | 7-107 | 1.10715
1012 | 1-107%7 | 5-107™ | 6-1076
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Gleichgewichtswerte und Halbwertszeiten

Natiirlich gilt lim¢_,c N;(t) = 0 (j = 1,2,3) (warum?), aber fiir eine sehr lange
Periode (etwa 10° < t < 10%) scheint sich ein Gleichgewicht einzustellen. Die
.Gleichgewichtswerte” sind (ziemlich genau) proportional zu den Halbwertszeiten
bzw. umgekehrt proportional zu den Zerfallskonstanten. Fiir t = 107 gilt in unserem
Beispiel

Ni(t)/No(t) = 2.812499 - - - 10° = Xy /Ay,
Ni(t)/N3(t) = 2.008927847142 - - - 10% = A3/\1,
Ny (t)/N3(t) = 7.1428571 - -- 10" = A\3/\o.

Um diese Phanomene zu untersuchen, diagonalisieren wir A, AT = TD mit D =
diag(—A1, —A2, —A3) und

1 0 0
A
T = —1—)\2_>\1 1 0
A1 o

A2
(A2=A1)(Az—=A1)  Az—X2
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Analyse in der Eigenbasis

Dann ergibt sich
N(t) = exp(tA)Ny = T exp(tD)T~* Ny = T exp(tD) Ny,

wobei wir Ny = [Nl,NQ,Ng]T := TNy gesetzt haben. Entscheidend ist das
Verhalten der einzigen GroRe, die von ¢ abhingt, namlich von

exp(—Ait) 0 0
exp(tD) = 0 exp(—Aat) 0
0 0 exp(—As3)t

Fiirt € [10°, 108] gelten exp(—A1t) € [0.999984 ..., 1] und exp(—Aat), exp(—Ast) €
[0,1.5...10719]. In diesem Zeitintervall gilt also

1 0 0
N(t) = Texp(tD)Ng~T |0 0 0| No=|  x25M
0 0 O

(>\2—/\1)(/\3—>\1)N1
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Radioaktives Gleichgewicht in Bleiwei§

Beachtet man noch \; « Ay < A3, so erhilt man schlieBlich fiir t € [10°, 108]
[N1(t), No(t), Na(t)]" ~ Ni[1,A1/A2, A1 /As] T

Zuriick zur Altersbestimmung von Gemalden: Wie bereits erw3hnt, enthalten fast
alle Gemilde Bleiweifl und damit die radioaktiven Substanzen Radium-226 und Blei-
210. Bleiweil wird aus Blei gewonnen, welches wiederum durch Schmelzen von
Bleierz entsteht. Bei diesem Schmelzvorgang werden 90-95% des Radiums und
seiner Tochtersubstanzen mit der Schlacke entfernt, so dass Blei-210 von seinem
Nachschub abgeschnitten ist und sich mit Radium-226 nicht mehr im radioaktiven
Gleichgewicht befindet. Das Blei-210 zerféllt dann sehr schnell (da es eine kurze
Halbwertszeit von 77, = 22a besitzt), bis es mit den Resten von Radium-226
wieder im Gleichgewicht ist (nach ca. 200 Jahren).
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Bleierz/Bleiwei§ mit und ohne radioaktives Gleichgewicht

10° . . . . . 107" . .
— - Radium-226 (Bleierz)
~ - Blei-210 (Bleierz)
| —— Radium-226 (Bleiweiss)
10 — Blei-210 (Bleiweiss) R T R T e
iy
—+ - Radium-226 (Bleierz)
N £ - Blei-210 (Bleierz)
= P \ —— Radium-226 (Bleiweiss)
S0k Z107°p \ —= Blei-210 (Bleiwei
\ < 8
10-‘ \
—
10’2 10'3 L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
t[a] tla]
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Hintergrund

Seien jetzt to der Zeitpunkt, an dem das BleiweiR hergestellt wurde, und (wie oben)
Ns(t), N5(t) die Mengen von Radium-226 bzw. Blei-210 (pro g BleiweiR). Es gilt
Ni(t) = —A3N3(t) + A2Na(t). Da wir uns nur fiir eine Zeitspanne von 300 Jahren
interessieren und Radium-226 eine Halbwertszeit von Tj/, = 1600 Jahren besitzt,
kdnnen wir annehmen, dass seine Zerfallsrate (Aktivitdt) ps := A2 Na(t) konstant
ist. Die GDG vereinfacht sich zu N4 (t) = —A3N3(t) + p2 bzw. zu N5(t)+A3N3(t) =
p2. Multiplizieren wir mit dem integrierenden Faktor exp(Ast), so ergibt sich

A lexp(Ast)N3(t)] = p2 exp(Ast),

was zu

N3(t) = )p\—z [1 —exp(=As(t —t0))] + N3(to) exp(—As(t —to)) (%)

fiihrt. N3(t), A3 und py sind bekannt (bzw. leicht zu messen). Wiissten wir die GroRe
von N3 (to), kénnten wir t — to (und damit das Alter des Gemildes) bestimmen.
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Hintergrund

Natiirlich ist es unméglich, N3(ty) ohne Kenntnis von to zu ermitteln. Wir machen
von der Tatsache Gebrauch, dass N3 (), also die Menge an Blei-210 zum Zeitpunkt
der Herstellung des Bleiweifes, ein radioaktives Gleichgewicht mit dem Radium-226
im Bleierz bildete. Ldsen wir also () nach der Zerfallsrate A3 N3(to) von Blei-210
zur Zeit tg auf,

A3N3(to) = A3N3(t) exp(As(t —to)) — p2 [exp(As(t — to)) — 1],
und nehmen t — t; = 300 a an,
>\3N3 (to) = >\3N(t) eXp(300)\3) — P2 [exp(300)\3) — 1]
_ >\3N(t)2150/11 — s [2150/11 . 1]
[exp(300)3) = exp(3001og(2)/T12) = exp(3001log(2)/22) = 2150/11] Um A3 N3(to)
zu berechnen, miissen wir die gegenwartigen Zerfallsraten A3Ns(t) von Blei-210

bzw. py von Radium-226 bestimmen, was fiir einige mutmaRliche Bilder Vermeers
geschehen ist.
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Hintergrund

Zerfallsraten® von

Pb-210 | Ra-226
,Christus und die Jiinger in Emmaus" 8.5 0.80
,FuBwaschung" 12.6 0.26
Die Notenleserin" 10.3 0.30
,Die Mandolinenspielerin" 8.2 0.17
,.Die Spitzenkldpplerin® 1.5 1.40
.,Der Soldat und das lachende Madchen" 5.2 6.00

(* pro Minute und pro g BleiweiR)
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Die Falschungen des Han van Meegeren
Hintergrund
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Hintergrund

Legende:

(1.1)

Han van Meegeren, ,Christus und die Ehebrecherin” (1941), 777

Han van Meegeren, ,Christus und die Jiinger in Emmaus" (1936/37), Museum
Boymans Van Beunningen, Rotterdam

Han van Meegeren, ,FuBwaschung Christi" (1941), Rijksmuseum, Amsterdam

Han van Meegeren, ,Die Notenleserin” (1935/36), Rijksmuseum, Amsterdam

Han van Meegeren, ,Die Mandolinenspielerin” (1935/36), Rijksmuseum, Amsterdam
Jan Vermeer, ,Die Spitzenkldpplerin” (ca. 1669/70), Louvre, Paris

Jan Vermeer, ,Der Soldat und das lachende Madchen" (ca. 1658), Frick Collection,
New York

Jan Vermeer, ,Brieflesendes Madchen am offenen Fenster” (ca. 1659),
Gemildegalerie , Alte Meister”, Dresden

Quellen: http://www.cacr.caltech.edu/ roy/vermeer, http://www.mystudios.com/gallery/ha
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Die Falschungen des Han van Meegeren

Hintergrund

Fiir ,Christus und die Jiinger in Emmaus” ergibt sich
AsNa(to) = 8.5 - 215011 _ (.8 [2150/11 — 1] ~ 98050.

Es bleibt die Frage, ob dies ein akzeptabler Wert fiir die Zerfallsrate von Blei-210
im radioaktiven Gleichgewicht ist. Man kann nachrechnen, dass, wenn das Blei zur
Zeit der Gewinnung mit einer Zerfallsrate von 100 pro Minute und g Bleiweils zerfiel,
das Erz, aus dem es stammt, einen Urananteil von 0.014 % hatte. Dies ist eine sehr
hohe Urankonzentration. Andererseits gibt es (seltene) Erze, deren Urangehalt bei
2-3 % liegt. Um sicher zu gehen, nennen wir A3N3(to) deshalb unakzeptabel hoch,
wenn
A3 N3 (to) > 100 - 3/0.014 ~ 22000

gilt, was bei ,Christus und die Jiinger in Emmaus" offenbar der Fall ist (zum Ver-
gleich betrdgt der entsprechende Wert bei der ,Spitzenklopplerin® A3N5(tg) =~
1275).
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Weitere Beispiele

Satellit im Kraftfeld von Erde und Mond

Wir betrachten die Bewegung eines Satelliten im Schwerefeld zweier groBer Him-
melskérper (z.B. Erde und Mond).

Annahmen:

e Die Bewegung aller drei Korper findet in einer Ebene statt; die beiden groRen
Kérper rotieren in konstanter Entfernung und mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit um ihren gemeinsamen Schwerpunkt.

e Der Satellit hat somit keinen Einfluss auf die Bahnen von Erde und Mond.

Beziiglich eines mitrotierenden Koordinatensystems (in welchem Erde und Mond
ruhen) mit Ursprung im gemeinsamen Schwerpunkt wird die Satellitenbahn (z,y) =
(x(t),y(t)) beschrieben durch ein System zweier GDGen:

+ 1 x—

2 =r+2 — i - - ’

Vol e+ e+ P2 M — )2 + 2P
Y Y

"— o — 2 — _ )
O [P e R (¢ RSy TO R
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Weitere Beispiele

Satellit im Kraftfeld von Erde und Mond

p = 1/82.45 bezeichnet den Anteil der Mondmasse an der Gesamtmasse von
Erde und Mond, p/ = 1 — p die der Erde.

Als Langeneinheit wihlen wir die Erde-Mond-Entfernung, wobei der Mond auf
der positiven und die Erde auf der negativen reellen Achse platziert werden.
Die Zeiteinheit ist gegeben durch die Winkelgeschwindigkeit der Rotation,
genauer rotiert der Mond ein Mal um die Erde in 27 Seiteinheiten.

Bekannt als restringiertes Dreikorperproblem, da 3. Kérper die ersten beiden
nicht beeinflult.

Anfangsbedingung zur Zeit ¢ = 0: Satellit in Position (x(0), y(0)) = (1.2,0)
mit Geschwindigkeit (z’(0),'(0)) = (0, —1.05).
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Weitere Beispiele

Satellit im Kraftfeld von Erde und Mond

Umschreiben in System erster Ordnung:

n=x Y=Y, y3=x', y4=l//a

fiihrt auf
Yy = ys,
Yy = Ya,
Ys =y1+2ys — ' LI —u il
3 [(y1 + )%+ 93132 "y — )2 + 43132
Y2 Y2

!/ !
Yy = Y2 — 2Yy3 — — )
* [(y1 + )2+ 93132 "y — )2 + 43132

mit Anfangsbedingungen
y1(0) =12, y2(0) =y3(0) =0 and y4(0) = —1.05.

Losung (x(t),y(t)) = (y1(t),y2(t)): geschlossene Bahn mir Periode T ~ 6.19.
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Weitere Beispiele

Satellit im Kraftfeld von Erde und Mond

t=4.0652

1=5.3304

0.6

0.4

t=0.86132

I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
(t
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Weitere Beispiele

Satellit im Kraftfeld von Erde und Mond

8

Geschwindigkeit in x-Richtung
6 = = = Geschwindigkeit in y-Richtung n
4 i

4 i

-8
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Weitere Beispiele

Kinetik chemischer Reaktionsmechanismen

Drei Spezies S, T and U nehmen Teil an der autokatalytischen Reaktion

Ny of T+U ' 54U, or X, 74U

Zeitlicher Verlauf der Konzentrationen (Massenwirkungsgesetz) beschrieben durch
System GDGen

Yy = —k1y1 + kayays,
Yy = kiy1 — kayoys — 2ksys + ksys = kiyr — kayoys — ksys,
yh = k3y3.

Reaktionsraten k; sind ein MaB fiir die Geschwindigkeit mit denen die jeweilige
Reaktion sich vollzieht. Sie differieren oft um mehrere GréBenordnungen.

ki =004, ko =10* ks=3-10".
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Weitere Beispiele

Kinetik chemischer Reaktionsmechanismen

Fiir die Anfangebedingungen y;(0) = 1;y2(0) = y3(0) = 0 erhalten wir:

—— Substanz S
1 —— Substanz T

—— Substanz U

0.8F

0.61
=
0.4
0.2,

L L
200 400

660 860 1000
t
Beachte: wegen v/ (t) + y5(t) + y5(t) = 0 gilt fiir alle t > ¢y = 0, die Erhaltungs-
gleichung

y1(t) +y2(t) + ys(t) = y1(0) + 32(0) + y3(0) = 1
Oliver Ernst (Numerische Mathematik)

ODE

Wintersemester 2014/15 87 1278



Weitere Beispiele

StabilitSt dynamischer Systeme

Die Stabilitdtsanalyse nichtlinearer dynamischer Systeme
u = f(u), u(0) = ug, f:C"—C", (1.3)

geschieht meist durch Linearisierung um den (einen) stationdren Zustand w :=
lim;_, o, u(t). Sofern ein solcher existiert ist er Losung der Gleichung f(u) = 0.

Das dynamische System (1.3) heit lokal stabil in @, falls € > 0 existiert mit

tlim u(t) = w, sofern |u(0) — @] <.
—00

In vielen Fillen ldsst sich die Frage nach der lokalen Stabilitdt von (1.3) durch
Analyse der Linearisierung

flu)~f(m) + A(u—w),  A:=f'(u)

kldren, d.h. durch die Realteile der Eigenwerte von A.
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Weitere Beispiele

Chemische Reaktionskinetik: der Brusselator

Die Belousov-Zhabotinsky-Reaktion ist
ein Beispiel fiir einen sog. chemischen
Oszillator, bei dem sich zeitliche Os- ‘ ‘
zillationen in einem chemischen Reak- T Sa0s = ls0s
tionsmechanismus zeigen. BZ-Reaktion in einer Petri-Schale,
Wellenfromt in gelb markiert.

Ein mathematisches Modell der BZ-Reaktion ist der sog. Brusselator!3, einer Evo-

lutionsgleichung der &rtlichen Variation (in einer Raumkoordinate r € (0,1)) der
Konzentration zweier miteinander reagierender Spezies = und y:

0ix = D10ppx + A — (B + 1)z + 22y, x(0,t) = z(1,¢t) = A.

B
01y = Dydpry + Bz — 2y, y(0.t) = y(1,1) = =,
m(r, 0) = (E()(T‘), y(T7 0) = yO(T)'

13Brussels + Oszillator, llya Prigogine FU BrYssel
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Weitere Beispiele

Chemische Reaktionskinetik: der Brusselator

Ein stationdrer Zustand ist gegeben durch

T=A 7=

|

Die Jacobi-Matrix an dieser Stelle ist gegeben durch

J— D0 + B—1 A?
N —-B Dy0,, — A%|’
was nach Ortsdiskretisierung eine groRe, diinn besetzte Matrix ergibt.

Bifurkationsproblem: Ab welchem Wert von B setzt periodisches Verhalten ein?
Hierbei iiberqueren zwei konjugiert-komplexe Eigenwerte von J die imaginare Achse.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Das Euler-Verfahren

Wir betrachten das AWP

y' =Ff(t,y), y(to) = Yo- (AWP)

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 besitzt es eine eindeutige Ldsung, sagen
wir iiber dem Intervall I.

Wir wollen diese Lésung y(t) fiir t € [to,tena] S I durch das Euler-Verfahren4
auch Euler-Cauchy-Verfahren'® oder Polygonzug-Verfahren, den Prototyp eines nu-
merischen Verfahrens zur Lésung von AWPen, approximieren. Wie alle numerischen
Methoden, die hier besprochen werden, basiert das Euler-Verfahren auf der Idee der
Diskretisierung: Statt (AWP) liber [to, tend] zu l8sen, geben wir uns damit zufrieden,
Naherungswerte fiir die Lésung auf einer diskreten Teilmenge

{tn, : n=0,1,...,N} < [to, tend]

zu bestimmen.

14Leonhard Euler (1707D1783)
15 Augustin Louis Cauchy (1789D1857)
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Das Euler-Verfahren

Wihle N € N, h = (tend — to)/N und definiere
ty = tg + nh, n=0,1,...,N,

dh. tg <ty <tp_1 <ty = tend- Die Zahl h > 0 heiBt Schrittweite. (Nur der
Bequemlichkeit wahlen wir die Schrittweite h zunichst konstant.)

Bezeichnet nun y,, einen Niherungswert fir y(¢,), n = 0,1,..., N — 1, dann ist
(falls y € C?[to, tend])

ltne1) = ltn + 1) = ltn) + by (1) + 5h79"(6)
~ yY(tn) + hy'(tn) = y(tn) + hf (tn, Y(tn)) = yn + 1f (tn, yn)-

Euler-Verfahren

Yo gegeben,
Yn+1 = yn+hf(tnayn) (TI:O,].,,N—I)

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 94 ] 278



Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Das Euler-Verfahren

e Zur Veranschaulichung einer GDG 1. Ordnung v’ = f(t,y) wird oft das
assoziierte Richtungsfeld herangezogen: In jedem Punkt (¢,y) wird ein Pfeil
gezeichnet, der in Richtung der Steigung 3’ = f(¢,y) weist.

o Der Graph der Lésung des AWPs 4/ = f(t,y), y(to) = yo, muss einerseits das
Richtungsfeld respektieren (d.h. die Tangenten an den Graphen sind
Elemente des Richtungsfelds), andererseits den Punkt (¢, y0) enthalten.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Das Euler-Verfahren

Richtungsfeld von y’=t(y-2)

R ) e
L [oifirrrttd
[RRRR , rrb
AR 11t
NENENERNY ’ A
3,\\\\\\ , VAN A
NN ot 1t
NN o2 1!
2
Lty 7 SRR
1,////// ’ N i
P NN
Y b
Phttsrfe . NN
SRR, \ NN
NEEEEINT Y AREERREE!
-3 -2 -1 0 1 2 3
und Loesungen mit Anfangswerten y(0) = 1:0.5:3

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 96 / 278



Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Das Euler-Verfahren

Die nichste Abbildung zeigt, wie das Euler-Verfahren die logistische Gleichung

|6st. Statt der exakten Trajektorie zu folgen (was natiirlich unmdglich ist), pro-
duziert das Euler-Verfahren eine ,stiickweise lineare Lésung” (einen Polygonzug).
An der Stelle t5 = 0 arbeitet das Euler-Verfahren mit der richtigen Steigung
f(to,yo) = 9/100, bereits an der Stelle ¢t = 1 ist die Steigung ,falsch". In spiteren
Schritten entfernt man sich (potentiell) immer weiter von der exakten Lésung.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Das Euler-Verfahren

Euler-Verfahren
0.9

087 A AAAAAAAAAAAAAAA T
or?AAAAAAAAAAAAAAIA A
sy A AAAAAAAAAAAFAIAAA
sy’ AAAAAAAAAAFAIAAAAA
0a?AAAAAAAAFAFAAAAAAA
0s?AAAAAAAIAAAAAAAAA ]
027777 AT AT

e e e B B B e e e e e

0.1

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
y'=y(1-y), y(0)=1/10
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Das Euler-Verfahren

Konvergiert das Euler-Verfahren, d.h. strebt die Naherungslésung fiir h — 0
gegen die exakte Losung y(¢)?

Formal: Zu jedem Wert von h > 0 gehdrt eine Folge von N3herungen
Yn = Yn(h), n=0,1,...,N(h) := floor((tend — t0)/h).
Das Verfahren heifit konvergent (in [to, tend]), wenn gilt

li w(h) — y(t,)] = 0. K
0+ 0<neN(h) [yn () = y(tn)] (Konv)

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 konvergiert das Euler-Verfahren.
Genauer:

n(h) —y(tn)| = O(h) fir h — 0.
o [ya(h) = y(t)] = O(h)  fir h—0
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Das Euler-Verfahren

—— exakte Loesung
Schrittweite h0
o Schrittweite h ’
- Schrittweite h, N
+
+
+ o
+
fl o
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o
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t 0 t
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Das Euler-Verfahren

Modifiziertes Euler-Verfahren

Yo gegeben,
Yn+1 = Yn + hf (tn + %h, Yn + %hf(tna yn)) (TL =0,1,... ,N - 1)

Verbessertes Euler-Verfahren

Yo gegeben,

Yn+1 = Yn + %h[f(tna Yn) + f(tn + b, yn + Af (tn, yn))]
(n=0,1,...,N —1).

Die Idee dieser beiden Verfahren macht man sich leicht im Richtungsfeld klar.
Auch das modifizierte und das verbesserte Euler-Verfahren konvergieren: Eine tri-
viale Modifikation des Beweises von Satz 2.1 zeigt, dass fiir diese Verfahren sogar
maxo<n<n(h) [Yn(h) — y(t,)] = O(h?) gilt.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Das Euler-Verfahren

0.9

—— exakte Loesung

—o— Euler-Verfahren

—4— modifiziertes Euler-Verf.
verbessertes Euler-Verf.

0.8f

0 : |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Eine Sammlung von Beispielverfahren

Wir werden nun eine Reihe numerischer Verfahren zur Lésung eines AWPs angeben
(nicht alle davon sind fiir einen praktischen Einsatz geeignet), um spater auf eine
gewisse Anzahl von Beispielen zuriickgreifen zu kdnnen.

Beispiel 1

Yntl — Yn = Allh(kl + 3k3) mit kl = f(tna :'/n),
ky = .f(tn + %hy Yn + %hkl)a (21)
ks = f(tn + 3R, Yn + Shky).

e Dieses Verfahren ist ein Einschrittverfahren (zur Berechnung von y,, 41 ist nur
die Kenntnis von y,, erforderlich).

e Es ist explizit, d.h. nach y,,1 aufgeldst.

o Es gehort zur Klasse der Runge-Kutta-Verfahrent®.

16Carl Runge (1856D1927) Martin Kutta (1867D1944)
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Eine Sammlung von Beispielverfahren

Beispiel 2

Ynt1— Yo = sh(ki + ko) mit ky = f(tn, Yn),

. . (2.2)
ky = f(tn + h,yn + 3hks + 5hk2)

ist ebenfalls ein Einschrittverfahren der Runge-Kutta-Klasse. Im Gegensatz zu (2.1)
ist es aber implizit, d.h. um y, 41 zu bestimmen, muss ein (im Allgeminen nichtli-
neares) Gleichungssystem gelost werden.

Beispiel 3

Yn+2 — Ynt+1 = %h [3f (tnt15 Yn+1) — 2f (tn, Yn)] (2.3)

ist ein explizites Zweischrittverfahren: Man bendtigt vy, und y,+1, um y,42 zu
bestimmen. Es gehdrt zur Familie der linearen Mehrschrittverfahren Neben yq ist
hier zusatzlich y; (ein sog. Anlaufstiick) erforderlich, was man sich iiblicherweise
mit Hilfe eines Einschrittverfahrens beschafft.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Eine Sammlung von Beispielverfahren

Auch

Beispiel 4

Yn+2 + Ynt1 — 2yn = ih [f(tn+27 yn+2) + 8f(tn+la yn-‘rl) + 3f(tn7 yn)] (24)

ist ein lineares Mehr- (genauer: Zwei-) Schrittverfahren. Es ist implizit.

Beispiel 5

Yn+3 + iyn+2 - %yn-i-l - %yn = %h[]-gf(th-Qv yn+2) + 5f(tna y’n)] (25)

stellt ein explizites lineares Dreischrittverfahren dar.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme
Eine Sammlung von Beispielverfahren

Beispiel 6

Yn+2 — Yn = h[f(tn+27 y:+2) + f(tna yn)]
mit (2.6)
y:+2 - 3yn+l + 2yn = %h[f(tn-kl, yn+1) - Sf(tna yn)]

ist ein Pradiktor-Korrektor-Verfahren, bei dem ein implizites Zweischrittverfahren
(der Korrektor) mit einem expliziten Zweischrittverfahren (dem Pradiktor) kombi-
niert wird. Das zusammengesetzte Verfahren ist explizit.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Eine Sammlung von Beispielverfahren

Alle Verfahrensbeispiele haben die Struktur

k
Z QjYntj = hq)f(yn+k7yn+k—17---7yn7tn;h) (V)
=0

(wir normieren im Folgenden durch ay := 1) mit

éfzo(ynJrk;ynJrkfl,“'aynvtn;h) =0 (Vl)

und

k
H(I)f(y'rH-ka cos Uny b h) - (I)f(y:+k, ey y:7tn; h)H <M Z Hyn+j - y::+j||'
=0

(V)
Die Eigenschaft (V5) ist eine Folge der Lipschitz-Stetigkeit von f (vgl. Satz 1.1),
die immer vorausgesetzt wird.
Wir werden ausschlieRlich numerische Verfahren untersuchen, die die Struktur (V)
besitzen und dabei den Bedingungen (V1) und (V2) genligen.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Konvergenz

Definition 2.2 (Konvergenz)

Das Verfahren (V) heift konvergent, wenn

}Llng Yn = }Llng yn(h) = y(t)
tOty nh tOty nh
gilt, und zwar
e fiir alle AWPe, die den Voraussetzungen von Satz 1.1 geniigen
(y(t) bezeichnet die Lésung eines solchen AWPs),
e gleichmaRig fiir alle ¢ € [to, tend],
o fiir alle Losungen {y,(h)} = {y.} von (V) mit Anfangswerten
yo(h), ..., Yye—1(h), die limy_o y;(h) = yo, 7 =0,...,k — 1, erfiillen.
Aquivalent:
lim max |y(t,) — yn(h)| = 0.

h—0 0<n<N
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Lokaler Diskretisierungsfehler, Residuum

Setzt man die exakte Losung in (V) ein, so werden linke und rechte Seite nicht
tibereinstimmen. Es ergibt sich ein Residuum

k

Rn+k = Z ajy(tn+j) - hq)f(y(thrk)v y(tn+k71)a ceey y(tn)atn; h)
§=0

R, .. ist eng verkniipft mit dem lokalen Diskretisierungsfehler T, k.
Unter der Lokalisierungsannahme

Yn+j = y(t’nJr]) fur] = 0717"'7k_ 1
liefert (V) in Schritt n + k:
k—1
gn+k + Z ajy(tn+j) = hq)f(@n+k7 y(tn+k71)7 ceey y(tn>7 tn; h)
j=0
Fiir die exakte Losung gilt hingegen
k=1

y(tn+k) + Z ajy(tn+j) = hq)f(y(tn+k)7 ceey y(tn)atn§ h) + Ryt
j=0
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Lokaler Diskretisierungsfehler, Residuum

Definiert man nun
Tty = y(tn-Hc) - '!A/n-Hc
(Vorsicht: die Definition ist nicht einheitlich in der Literatur), so folgt

Tn+k = h [(bf(y(tn+k)7 sty y(tn)atnv h)
- @f(QN+/C’ y(tn+k—1>7 ey y(t’n)vt’na h] + Rn+k~

In speziellen Fallen (lineare Mehrschrittverfahren) kann man die rechte Seite mit
dem Mittelwertsatz weiter bearbeiten. Immer folgt aus (V)

” Tn+kH < hM” Tn+k” + ”Rn+k“

und damit
(1 =hM)|Tpir| < | Rkl
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Lokaler Diskretisierungsfehler, Residuum

globaler DF

I lokaler DF
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Konsistenz

Definition 2.3 (Konsistenz)
Das Verfahren (V) heift konsistent [mit (AWP)], wenn

. 1
iy > Ry =0
tOtg" nh

fiir alle AWPe gilt, die den Voraussetzungen von Satz 1.1 geniigen.

v,

Satz 2.4 (Konsistenzbedingung)

Das Verfahren (V) ist genau dann konsistent, wenn gilt

k
Z%‘ =0 (K1)

ond | X s | 90) = (w0 (0 00, ()

4
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Konsistenz

Das zum Verfahren (V) gehdrende erste charakteristische Polynom ist durch
p(¢) = arC® + ap M4+ A+ ag

definiert. Hiermit 13Rt sich Satz 2.4 kompakter formulieren:

Satz 2.5 (Konsistenzbedingung')

Das Verfahren (V) ist genau dann konsistent, wenn gilt
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Beispiel zu Konsistenz

Wir betrachten als Beispiel das AWP
Yy =-y, y(0)=1 mit Lésung y(t) = exp(—t).
Das implizite Zweischrittverfahren
Yn+2 — (1 + Q)ypi1+ays
= $hlf (tns2s Ynv2) + (L= @) ftni1, Yns1) — af (tns yn)]
ist konsistent (fiir jedes o € R):
p(l)=1-(1+a)+a=0,
D (y(tn), y(tn), y(tn), tn: 0)/p (1) = 5(2 = 20) f(tn, y(ta))/(2 = (1 + @)
ftn, y(tn)).

Losung mit Anfangswerten yo = y; = 1:
(1+ %h)ym_g -l+a- %(1 —a)h]yni1 + (1l — %h)yn =0 (%)

(Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten).
Allgemeine Lésung: y, = c1&0 + 2%, & = aund & = (1 — 2h)/(1 + 3h).
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Beispiel zu Konsistenz

Stére nun (x) (Rundungsfehler, § > 0):

(14 3h)zns2 — [1+a— 3(1 — a)h]zns1 + a(l — k)2, = hS
zo=1406, z1 =1+4.

Allgemeine Losung:

0/(1 —«a), fallsa#1,
Zn =61€?+C2€§L+{ A )

né, falls o = 1.
Fall 1: o # 1
= (O + O]+
mit
v=1—a—h(l+a)/2, u(8) = hlad/(1 —a) — 1],

v(0) =[1—a(l+0)](1+ h/2).
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Beispiel zu Konsistenz

Ersetze § durch §*, ergibt Ldsung {z*} statt {z,}.
Fall la: -1 < a <1,

h/(1—a)+1+h/2 1 N
1—a—h(l+a)?] +1—a] 19 =07

=281 < |

firalle h < hg =2(1 —a)/(1 + ).
Fall 1b: |o| > 1 {z, — 2} ist unbeschrankt fiir h — 0.

Fall 2: =1

h—2  h+2_ [(1-h/2\"
Zn =1+ o7 0+ 5h 5(1+h/2) +né

und {z, — z*} ist unbeschrénkt fiir h — 0.
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Beispiel zu Konsistenz

o=-1 a=-1.05
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme
StabilitSt

Definition 2.6 (Stabilitat)

Seien {655)}”:0717_“71\[, ¢ = 1,2, zwei beliebige Stérungen der Differenzengleichung
(V) und seien {z#)}, ¢ = 1,2, die Lésungen von

k

Z @ Ynij = P[Pf(Yntks Yntk—15-- s Yn, tn; h) + 5fflk]7
7=0 (Vs)

y}e) — y;(h) +5§‘f> (j=0,1,...,k—1).

Die Methode (V) heift stabil, wenn es positive Konstanten S und hg gibt mit

Jmax [z — 2 < S max 57— &7

fiir alle h € (0, ho] und alle zulassigen f.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

StabilitSt

Bemerkungen.

(1) Stabilitat bedeutet, dass die Differenzengleichung sachgemill gestellt ist (vgl.
Satz 1.1 und 1.2, wo gezeigt wird, dass die Bedingung (Lip) garantiert, dass
das (AWP) sachgemiR gestellt ist).

(2) Stabilitdt ist ein Muss fiir Rechnungen in Gleitpunktarithmetik.

Das Verfahren (V) erfiillt die Wurzelbedingung, wenn sdmtliche Nullstellen £ seines
ersten charakteristischen Polynoms betragsméaRig kleiner oder gleich 1 sind, und
zusatzlich aus |£| = 1 stets folgt, dass £ eine einfache Nullstelle ist.

Satz 2.7 (Stabilitdt < Wurzelbedingung)

Das Verfahren (V) ist genau dann stabil, wenn es die Wurzelbedingung erfiillt.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme
Der Hauptsatz

Satz 2.8 (Dahlquist)

Das Verfahren (V) ist genau dann konvergent, wenn es konsistent und stabil ist.
Oder kiirzer:

Konsistenz & Stabilitdt < Konvergenz.

Bemerkungen.

(1) Der Beweis zeigt, dass der globale Diskretisierungsfehler
maxo<n<N |Y(En) — yn(h)| bei stabilen Verfahren von der Ordnung p ist,

wenn
— O(h? i d
ax Ry i1/h = O(hP) (Konsistenzordnung p) un
_ - P +
o Jax_ [y(tn) — yu(h)] = O(A”)  (Anfangswerte)
gelten.

(2) Ob ein Verfahren konvergent ist, kann jetzt rein algebraisch nachgepriift
werden (i.W. i{iber die Nullstellen des ersten charakteristischen Polynoms).

Germund Dahlquist (1925-2005)
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Einschrittverfahren

Ein Einschrittverfahren hat die Form

Yn+l = Yn + hq)f(yn+la Yns n; h)~ (ESV)
Es ist immer stabil, also genau dann konvergent, wenn es konsistent ist. Ist

Y(tnt1) — y(tn)

1
_Rn+1 = h

h - q)f(y(tn+1)v y(tn)vtm h) = O(hp) (h - 0),

so besitzt es (mindestens) die Konsistenzordnung p. Das Euler-Verfahren besitzt die
Konsistenzordnung 1, denn:

l 132,/
y(tn+l>h_ y(tn) —f(tn,y(tn)) _ hy (tn) +th Y (gn) _ y'(tn) _ %hy"(£n)

Ist f p-mal stetig differenzierbar, so kann man Einschrittverfahren der Konsistenz-
ordnung p mit der Methode des Taylor-Abgleichs konstruieren:
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Einschrittverfahren

Man entwickelt die (unbekannte) Lésung y(t,, + h) formal nach Potenzen von h,
lt 1) = y(tn) + hy (1) + 512" (1) +

und nutzt aus, dass y'(t) = f (¢, y(¢t)) gilt, z.B.

y,(tn) = f(tn, y(tn)),
Y (tn) = fi(t, y(t))|i=t,, + Fu(t, y()y'(t) 1=t
= ft( nay( )) +fy( n»y(tn))f(t y<tn))

Bricht man etwa nach dem zweiten Term ab, so ergibt sich mit

Yn+1 = Yn + h [f(tn7 yn) + %h (ft(tna yn) +fy(tn7 yn)f(tna yn))]

ein Verfahren zweiter Ordnung.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Einschrittverfahren

Es ist klar, dass man dieses Verfahren (oder entsprechende Verfahren fiir p > 2)
nur dann verwenden kann, wenn f einfach zu differenzieren ist (oder mittels auto-
matische Differentiation).

Fiir die skalare GDG y/'(t) = ty(¢) ergibt sich z.B.
Ynt1 = Yn [1+ 30° + hty + $hPt]]
im Fall von p =2 und
Yni1 = Yn [1+ 307 + bty + $h2E0 + L0t + 21382
im Fall von p = 3.

Fiir p = 1 erhilt man stets das Euler-Verfahren.
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Einschrittverfahren

Fiir dieses Beispiel ergibt sich
mit Anfangsbedingung y(0) = 1, d.h. mit exakter Lésung y(t) = exp(t*/2)
als (normalisierter) globaler Diskretisierungsfehler

h™" max |y(tn) _yn|

os<n<N

fiir die Taylor-Verfahren der Ordnung p € {1, 2, 3}:

N h p=1 p=2 p=3

10 | 1.e-1 | 1.016e4+0 4.301le-1 3.267e-1
100 | 1.e-2 | 1.090e+0 4.757e-1 3.54le-1
1000 | 1.e-3 | 1.098e+0 4.804e-1 3.569e-1
10000 | 1.e-4 | 1.099e+0 4.808e-1 3.548e-1
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Numerische Experimente

Wir werden jetzt die Verfahren aus Abschnitt 2 (ab Seite 104) an folgendem AWP
testen:

Y1 =2

mit den Anfangsbedingungen
o Y2y —1)

Y2 Y1 yQ(O) =-3.

Die Lésung wird fiir ¢ € [0, 1] gesucht.
Die exakte Lésung lautet

y1(t) = [1 + 3exp(—8t)]/8,
y2(t) = —3exp(—8t).
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Numerische Experimente

Numerische Experimente: Exakte Loesung

0.5 T

— Y, (t)=(1+3exp(-8t))/8
| o y2(t)=—3exp(—8t)

-3 L L T
0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Numerische Experimente

zu Beispiel 4:
Fiir p(¢) = ¢2 + ¢ — 2= (¢ — 1)(C +2) gelten

Dy (y(tn), y(tn), Y(tn), tn;0)  3f (tn y(tn))
p(1) =0 und —L 70 = 3 = f(tn, y(tn)).

Die Methode ist also konsistent, aber instabil.

t h=01 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.2 | 2.6e-02 8.2e-03  9.0e-03 1.5e-01
0.4 | 1.4e-01 2.1e-01 4.1e+400 1.8e+04
0.6 | 9.0e-01 5.9e+00 1.9e+03 2.2e+11
0.8 | 6.2e+00 1.7e+02 8.6e+05 Inf

1.0 | 4.2e+01 4.7e+03  4.0e+10
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Numerische Experimente

zu Beispiel 3:

Fiir p(¢) = ¢2 — ¢ = (¢ — 1)¢ gelten

Pp(y(tn) Y(tn) Y(tn) tn;0) — Ftn, y(tn))/3 _ fltn, y(tn))
p(1) =0 und —L 70 - : - : ,

Die Methode ist also stabil, aber inkonsistent.

t h=e0l h=e02 h=e03 h=e04
0.2 | 1.3e4+00 1.1e4+00 1.2e+00 1.2e+00
0.4 | 1.1e400 9.1e+00 9.2e+00  9.2e+00
0.6 | 8.0e-01 5.9e-01 5.9e-01 5.9e-01
0.8 | 5.5e-01 3.7e-01 3.5e-01 3.5e-01
1.0 | 3.8e-01 2.2e-01 2.1e-01 2.1e-01
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Numerische Experimente

Die Methode ist aber konsistent mit dem AWP

y' =Ff(t,y)/3, y(0)=yo.

Fiir den Abstand zu dessen exakter Losung

g(t) = [(1 + 3exp(—8t/3))/8, —3exp(—8t/3)]"

ergibt sich:

t h=e01l h=e02 h=e03 h=e04
0.2 | 3.0e-01 3.6e-02 3.8e-03 3.8e-04
0.4 | 4.0e-01 4.4e-02 4.4e—03 4.4e-04
0.6 | 3.9e-01 3.9e-02 3.9e-03 3.9e-04
0.8 | 3.4e-01 3.1e-02 3.1e-03 3.1e-04
1.0 | 2.8e01 2.3e-02 2.3e-03 2.2e-04
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Numerische Experimente

zu Beispiel 5: Fiir

p(Q) = P+ (34— ¢/2—3/4=(C—1)(C+5/8—23i/8)(C + 5/8 +/23i/8)

gelten

(tn) y(tn)v n; 0)

3f (tn, y(tn))

,0(1) — 0 und ‘i)f(y(tn)vy

p’(l;

3

Die Methode ist also konsistent und stabil, damit konvergent.

t h=0117 h=0051 h=0.025] h=0.0125]
0.2 8.4e-03 9.3e-04 1.1e-04
0.4 | 2.6e-01 4.1e-02 2.4e-04 4.5e-05
0.6 | 1.5e+00 1.2e-01 1.6e-04 1.4e-05
0.8 | 8.1e+00  3.3e-01 2.1e-05 3.8e-06
1.0 | 44e401  9.1e01 6.8e-06 9.6e-07
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Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

Numerische Experimente

zu Beispiel 6: Die Methode ist konsistent und stabil, also konvergent.

t h=e01 h=e02 h=e03 h=e04
0.2 | 9.0e-01 6.7e-03 2.7e-05 1.7e-07
0.4 | 4.0e+00 8.9e-02 1.5e-04 4.7e-06
0.6 | 2.3e+01 1.7e+00  3.4e-03 1.2e-04
0.8 | 1.4e+02 3.3e4+01  8.2e-02 2.9e-03
1.0 | 7.9e403  6.6e+02 2.0e400 7.1e-02
1.2 1.7e+00
1.4 4.3e+01
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Numerische Experimente

zu Beispiel 1: Die Methode ist konsistent und stabil, also konvergent.

t h=041% h=02] h=01] h=0.05]
0.2 6.2e—01 3.9e-02 3.6e-03
0.4 | 7.8e+00 1.2e-01 1.5e-02 1.4e-03
0.6 2.5e-02 4 5e-03 4.4e-04
0.8 | 2.0e+01 5.0e-03 1.2e-03 1.2e-04
1.0 1.0e-03 2.9e-04 3.0e-05
1.2 | 5.0e+01
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Numerische xperimente

zu Beispiel 2: Die Methode ist konsistent und stabil, also konvergent.

t [h=08] h=04] h=02] h=01]

0.2 2.7e01 5.5e-02
0.4 8.2e—01 8.6e-02 2.1e-02
0.6 2.1e-02 6.2e-03
0.8 | 1.6e+00 1.6e—01 4.6e-03 1.6e-03
1.0 9.6e-04 3.8e-04

1.6 | 8.3e-01 8.6e-03
24 | 43e-01 4.6e-04
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Lineare Mehrschrittverfahren

Begrile

Verfahren der Bauart
k k
Z QjYntj = h Z Bifn+i,  wobei foyj = f(tnts, Yntj), (LMV)
j=0 7=0

heiBen lineare Mehrschrittverfahren, genauer lineare k-Schritt-Verfahren.
e 0.B.d.A. sei ap = 1 und (ap, o) # (0,0).
e Falls 5, = 0, ist (LMV) explizit, sonst implizit.
e Bei impliziten Verfahren muss in jedem Zeitschritt ein (i.Allg. nichtlineares)
Gleichungssystem der Form

k=1
Ynik = hBif (tniks Ynik) + O (hBiFats — itni) = 9(Yni) + €
=0

geldst werden. Wegen

lg(v) = g(w)|| = hlB||f (tnik, v) = F (tnik, w)| < BBk L v — w]|

besitzt dies eine eindeutige Ldsung, wenn h|S;| L < 1, die mit
Fixpunktiteration bestimmt werden kann.
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Lineare Mehrschrittverfahren

Begrile

Das Polynom
a(¢) = Bo+ il + -+ Brh e 24
heit zweites charakteristisches Polynom von (LMV) und

k
L(z(t);h) = > [az(t + jh) — hp;2'(t+ jh)|, =z e C(I)
j=0

der mit (LMV) assoziierte Differenzenoperator.
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Lineare Mehrschrittverfahren

Begrile

Ist z geniigend oft differenzierbar, so gilt

ZL(z(t);h) = Coz(t) + C12' ()h + - + Cyz D (t)hI +
k
mit Cp = Z a; = p(1 Z jaj — B =p'(1) — (1)

k
ind  Cy= 3 [Hay — d558] @=2.3..).

Jj=0

Fiir die Koeffizienten der analogen Entwicklung

ZL(z(t+Th);h ZD 2D (t + Th)hI
7=0
gelten C;, = ZJ 0;, —j (@=0,1,...).
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Lineare Mehrschrittverfahren

Begrile

e Der lineare Differenzenoperator .£ entspricht im Wesentlichen dem
bekannten Residuum: R, = Z(y(tn); h).

e Das lineare Mehrschrittverfahren (LMV) besitzt die genaue
Konsistenzordnung p, wenn

Co=01="-=cp=0 undeH?éO
gelten. Mit den Bezeichnungen von Lemma 3.1 ist das dquivalent zu
D0=D1:"'=Dp=0 unde+17éO.

Cp+1 (= Dp+1) heiBt dann die Fehlerkonstante des Verfahrens.

e Beachte, dass (LMV) genau dann konsistent ist (mit anderen Worten: seine
Konsistenzordnung betrdgt mindestens p = 1), wenn p(1) = 0 und
p'(1) = o(1) erfiillt sind.

e (LMV) ist damit genau dann konvergent, wenn p die Wurzelbedingung erfiillt
und p(1) = 0 sowie p'(1) = o(1) gelten (was insbesondere p/'(1) = o (1) # 0
impliziert).
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Lineare Mehrschrittverfahren

Konsistenzordnung

Satz 3.2

Fiir jedes lineare k-Schritt-Verfahren sind die folgenden fiinf Aussagen dquivalent:
(a) Das k-Schritt-Verfahren besitzt (mindestens) die Konsistenzordnung p.
(b) ¢Cy =X [i%y — qj%'B] =0 (¢=0,1,...,p).

(c) Das k-Schritt-Verfahren ist konsistent mit ¢’ = y, y(0) = 1, von (mindestens)
der Ordnung p.

(d) Die Funktion
p(0)
-0
log(C) &
hat in ¢ = 1 eine (mindestens) p-fache Nullstelle.
(e) Z(z(t);h) = 0 fiir alle Polynome z € 2,
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Lineare Mehrschrittverfahren

Peano-Kern

Satz 3.3

Das lineare k-Schritt-Verfahren (LMV) zur Lésung von (AWP) besitze die
Konsistenzordnung p. Dann l3sst sich der zugehdrige Differenzenoperator in der
Peano-Form

t+kh

Lyt = |

k
G(t,s)yPtV (s)ds = hPH1 f G(r)y PV (t + Th)dr
t 0

schreiben, falls y € C»*1)(I). Die Kerne G bzw. G haben die Form

k
t—s)? t+jh—s t+jh—s)P¢
G(tvs):g(( p!) §h)22[0‘j( ]p! r _hﬁj( J_))v ]7

Jj=0

k P Tp«l
Z[ G- r) _6]J_>']_

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 146 / 278



Lineare Mehrschrittverfahren

Peano-Kern, Beispiel

Satz 3.3 erlaubt Abschatzungen des lokalen Diskretisierungsfehlers:
Beispiel: Fiir das stabile Zweischrittverfahren
Yn+2 — Yn41 = 1_h2(5fn+2 + 8Fns1 — fn)
der Konsistenzordnung 3 (Cy = C; = Cy = C3 =0, Cy = —1/24) erhalten wir

—s)3 —s)3 —s)2 —s)2 —s)2
G(t,S) _ (t+2}é D (t+h6 s)F hs(t+22}; s)F h(t+h3 s) i h(t 22)

W2 (4 3h—g), i+ h<s<t+2h,

— 2 (t — s)2h, t<s<t+h.

Ist y € CM(I), so gilt

tn+2h
J G(tn, s)y(4)(s)ds ,

n

|%Rn+2| = ‘%"?(y(tn)vh” = %
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Lineare Mehrschrittverfahren

Peano-Kern, Beispiel

und mit der Holder-Ungleichung folgt

n

tn+2h Vi r 4. 4+2n v
|+ Rni2| < U |G(tn,s)|ﬂds] U |y(4)(3)|1/ds] ,
t t

n

falls 1/u+ 1/v = 1. Fiir p = 1, v = o0 ergibt sich

tn+2h
lj G(tn, s)ds] max |y(4)(s)|
t

tp<s<t,+2h

|%Rn+2| < —

==

n

— 153 (4)
24h tn<£ré%§+2h|y (5)|

Und fiir p = o0, v = 1:

tn+2h
1 1 4
Rl < &, _max 169 || O ls
2
= —2152952 h3 [L ly™® (t,, + Th)|d7'] .
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Lineare Mehrschrittverfahren

Peano-Kern, Beispiel

Peano-Kern Git,s)

125 h*/2592

t t+h t+2h
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Lineare Mehrschrittverfahren

Peano-Kern, globaler Fehler

Mit Hilfe von Satz 3.3 kann man auch Abschitzungen fiir den globalen Diskretisie-
rungsfehler angeben. Sei
mit

k k
D s = Y Fltnijs Unig) + O KBPT 0,0 < 1.
j=0 j=0

Setzt man

k k
My =30 olajl, My =3 olB;], E = maxo<;j<k-1]ej],

Ms = [Sllpj=0,1,...|7j|] /(1 - h|5k|L)a
wobei 1/(¢¥p(¢™1)) = 1/(ak + ar—1C + -+ + aoCF) = 377 7;¢7, dann ist
lenl| < M3 [EMLE + (tn — to) (2 (y(tn); h) + WP K)] exp(Ma M3 L(t,, — to)).

Beachte: E = O(h?) und Konsistenzordnung p implizieren |le,,| = O(hP).
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Lineare Mehrschrittverfahren

Begrile

AbschlieBende Bemerkungen zur erreichbaren Konsistenzordnung bei Mehrschritt-
verfahren (vgl. Abschnitt 2):

(1) Zu vorgegebenen (k,¢) € N3 (¢ < k) gibt es eindeutig bestimmte Polynome

k

4
PO =Dl e Py, (e =1) und o(¢) =) B¢,
7=0

Jj=0

so dass das zugehorige lineare k-Schritt-Verfahren die Konsistenzordnung
k + ¢ besitzt.

(2) Zu vorgegebenem p(() = Z?:o axC* mit p(1) = 0 und vorgegebenem

0 < £ < k gibt es genau ein Polynom o(¢) = Zﬁ:o B;¢?, so dass das
zugehdrige lineare k-Schritt-Verfahren die Konsistenzordnung ¢ + 1 besitzt.

Es gibt also stabile lineare k-Schritt-Verfahren der Konsistenzordnung &k + 1.
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die erste Dahlquist-Barriere

e Was ist die maximale Ordnung eines konvergenten linearen
k-Schritt-Verfahrens?

e 2k + 2 freie Parameter {o;, 3, }fzo, 2k + 1 nach Normierung, 2k fiir ein
explizites Verfahren.

e Konsistenz der Ordnung p fiihrt auf p + 1 homogene lineare Gleichungen fiir
die Koeffizienten. Bis zu welcher Ordnung p liegt auch Stabilitdt vor? Erste
Vermutung: p = 2k [p = 2k — 1] im impliziten [expliziten] Fall?

e 1956 beantwortet in

CONVERGENCE AND STABILITY
IN THE NUMERICAL INTEGRATION OF ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS

GERMUND DAHLQUIST

1. Introduction and summary

1.1. Stat t of the probl Consider a class of difference equations

(L1) o4¥nip + Opa¥nin—1 + o + %¥n = BBifrsx + - + Bofa),
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die erste Dahlquist-Barriere

Ausgangspunkt der Analyse der maximalen Konsistenzordnung eines stabilen LMV
sind wieder dessen charakteristischen Polynome p(¢) und o(¢). Folgende Variablen-
substitution ist hierbei hilfreich:
z+1 ¢+1
(= e=at,
-1 (-1

sowie die hierdurch bestimmten Polynome

R(z) — (Z_1> Zf] S(z) <Z51>ka(g)=§obﬂj.

Fiir ein stabiles LMV mit mindestens Konsistenzordnung p = 0 gilt
(a) ar = 0 sowie a1 = 2'7%p/(1) # 0.

(b) Alle von Null verschiedenen Koeffizienten von R(z) besitzen das gleiche
Vorzeichen.
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Lineare Mehrschrittverfahren
Die erste Dahlquist-Barriere

Ein LMV besitzt genau dann die Konsistenzordnung p, wenn

R(2) <1og z J_r 1)1 = 8(2) = Cps1 (%)pk +0 <(§>pk+1> , Z— 0.

(3.1)

v

Fiir die Koeffizienten der Laurent-Reihe

1 —1
<1ogz+ ) _Z_m_H B
z—1

gilt 12,41 > 0 fiir alle j > 0.

(32)
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Lineare Mehrschrittverfahren
Die erste Dahlquist-Barriere

Satz 3.7 (Dahlquist-Barriere)

Fiir die Konsistenzordnung p eines stabilen linearen k-Schritt-Verfahrens gilt

k+ 2, falls k gerade,
p<A{k+1, fallsk ungerade,
k, falls 5k/ak < 0.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 156 / 278



Lineare Mehrschrittverfahren
Die erste Dahlquist-Barriere

Satz 3.8
Stabile LMV mit (maximaler) Konisistenzordnung k + 2 sind symmetrisch, d.h.

o = —Qf—j und ﬂj = Bk—j’ j = 0, .. .,k). (33)

4

Korollar 3.9

Ist k& gerade, dann ist ein stabiles lineares k-Schritt-Verfahren mit optimaler
Konsistenzordnung k + 2 nur schwach stabil, d.h. alle Nullstellen des ersten
charakteristischen Polynoms haben Betrag 1.
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die erste Dahlquist-Barriere

(Jedes) stabile k-Schritt-Verfahren (k = 2¢) mit Konsistenzordnung k+2 kann man
wie folgt konstruieren:

(1) Setze
(k=2)/2

p(Q) = -+ [] €=¢)EC—1¢)

j=1
mit paarweise verschiedenen ¢, |(;| = 1, Im(; > 0.
(2) Bestimme die ersten Koeffizienten der Taylor-Entwicklung
1\ K
(552) o (222)

z+1 =
z—1 j

© k
bjz)  und setze S(z):= Y bz
log = ’ ;) ’

(3) Setze
¢+1
o(¢):=(¢— 1)k5 <m> .
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die erste Dahlquist-Barriere

e Das einzige stabile Zweischrittverfahren der Ordnung 4 ist die
Simpson-Regel'?

Yn+2 — Yn = %(fn+2 + 4fn+1 + fn)
e Fir k =4 ist z.B.
Yota — Yn = as(56fn1a — 31fnss + 96f,40 — 3Lfyy1 + 56f,)

ein stabiles Verfahren der Ordnung 6.

e In der Praxis spielen diese Beispiele (wie alle linearen 2¢-Schritt-Verfahren der
Ordnung 2¢ + 2) keine Rolle (vgl. dazu Abschnitt 5).

17Thomas Simpson (1710D1761)
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die Verfahren von Adams-Bashforth und Adams-Moulton

Die Idee der Adams-Bashforth-Verfahrenl®

tn 1

Y(tnsr) — Y(tn) = f "lyae= f F(ty(0))dt.

n n

Ersetze f (¢, y(t)) durch ein Polynom gi_1(t) € &% _1, das die k Datenpaare

(tnhfn)’ (t’ll—la.fn—l)v DI (tn—k+17fn—k+1)

interpoliert. In der Lagrange!?-Darstellung ist dieses durch

k—1

qkl anjnl

00 tn—j —tn—t
a j

gegeben.

18John Couch Adams (1819D1892) Francis Bashforth, 181991912)
19 Joseph-Louis Lagrange (1736D1813)
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die Verfahren von Adams-Bashforth und Adams-Moulton

k-te Adams-Bashforth-Formel

k—1
Yni1=Yn+h D Brifa; (A-B)
=0
1 k 1 1k—1
™ —t +/
mit By ; = — J’ — =t gt = HS ~ ds.
000 nj_tne 0@00€_J
0a j laj

Die Adams-Moulton-Verfahren®® konstruiert man fast genauso. Der einzige Unter-
schied besteht darin, dass ein Interpolationspolynom g vom Grad k& zu den (k+ 1)
Daten

(tn+17fn+1)’ (tn,fn)’ (tn—l,fn—l)a ey (tn—k+17fn—k+1)

als Approximation an f (¢, y(t)) verwendet wird.

20Fgrest Ray Moulton (1872D1952)
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die Verfahren von Adams-Bashforth und Adams-Moulton

k-te Adams-Moulton-Formel:

S—I—E

Ynt1 =Yn +h Z Bi iFar1—5 mit B, = f

1 w00
fa j

Das Adams-Bashforth-Verfahren (A-B) ist ein explizites lineares
k-Schritt-Verfahren. Es ist stabil und besitzt die Konsistenzordnung k.
Das Adams-Moulton-Verfahren (A-M) ist ein implizites lineares
k-Schritt-Verfahren. Es ist stabil und besitzt die Konsistenzordnung & + 1.
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die Verfahren von Adams-Bashforth und Adams-Moulton

Koeffizienten fiir Adams-Bashforth-Verfahren:

S OB W NN
218 3B e =

=
BN 8 RIG Sl v =
[=lEN] =

_1
2
_ 16 5
2 12
_59 37 _9
24 24 24
2774 2616 1274 251
720 720 720 720
7923 9982 7298 2877
1440 1440 1440 1440

475
1440

Beispielsweise ist

Yn+1 = Yn + %(&fn = fa-1)

das Adams-Bashforth-Verfahren fiir & = 2.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik)
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die Verfahren von Adams-Bashforth und Adams-Moulton

Koeffizienten fiir Adams-Moulton-Verfahren:

2
1 T
L 3 3
5 8 1
2 3 13 —13
3| o9 19 5 1
24 24 24 24
4| 20 616 264 106 _ 10
720 720 720 720 720
5 | 475 1427 798 482 173 27
1440 1440 1440 1440 1440 1440
6 19087 65112 _ 46461 37504 _ 20211 6312 _ 863
60480 60480 60480 60480 60480 60480 60480

Beispielsweise ist

h
Yn+1 = Yn + §(fn+1 + fn) (Trapezregel)
das Adams-Moulton-Verfahren fiir £ = 1 und

h
Yn+1 = Yn + E(5fn+1 + an - fn—l)
das fiir k = 2.
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die Verfahren von Adams-Bashforth und Adams-Moulton

Natirlich kann man auch in

tn &

y/(t)dt = j Flt (1)) dt

tn' ket

y(tn+k) - y(tn+k—€) = f o

tn' ket

(¢ =1,2,...) den Integrand durch ein Interpolationspolynom ersetzen, um lineare
Mehrschrittverfahren zu konstruieren. (Fiir £ = 1 ergeben sich die Adams-Formeln.)
Fiir £ = 2 erhalt man so die expliziten Nystrom-Verfahren, z.B. die Mittelpunktsregel

Ynt2 — Yn = 2hfn+1,

bzw. die impliziten Milne-Simpson-Verfahren, wie etwa die Simpson-Regel

Yn+2 — Yn = % <.fn+2 + 4fn+1 + fn) .
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Lineare Mehrschrittverfahren

Die Verfahren von Adams-Bashforth und Adams-Moulton

Adams-Bashforth

Integration
Interpolation
n+k-2 n+k-1 n+k
Nystroem
Integration
Interpolation
n+k-2 n+k-1 n+k

Oliver Ernst (Numerische Mathematik)

Adams-Moulton

Integration

Interpolation

n+k-2 n+k-1 n+k

Milne-Simpson

Integration
Interpolation
n+k-2 n+k-1 n+k
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Lineare Mehrschrittverfahren

PrSdiktor-Korrektor-Verfahren

Lost man ein AWP durch ein implizites Mehrschrittverfahren, so muss in jedem
Zeitschritt ein Gleichungssystem der Form

Yn+k = hﬂkf(trH—kv yn+k) + c

(vgl. Abschnitt 1) gelost werden. Ist h|S;|L < 1, so konvergiert die Fixpunktitera-
tion
v v—1
yijk:hﬁkf(tn+k,y,(t+k))+c vr=12...
gegen die (eindeutige) Losung. Einen Startwert yr(ﬂr)k kann man mit einem expliziten
Verfahren berechnen. Man verwendet dazu ein Verfahren gleicher Ordnung.
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Lineare Mehrschrittverfahren

PrSdiktor-Korrektor-Verfahren

Kombiniert man etwa die (k + 1)-te Adams-Bashforth-Formel (Pradiktor) mit der
k-ten Adams-Moulton-Formel (Korrektor), so liest sich ein Zeitschritt des resultie-
renden Praadiktor-Korrektor-Verfahrens wie folgt:

(P) yr(ﬁy)l Yn + hzj =0 BkJrl,]fn g
Forv=0,1,2,...
fn+1 = f( n+1, yy(lj.)1),
K): (v+1) _ h (V) h
(K): i1’ = Yo + W35S + Z] 1 B jFnv1-j-

Man bricht die Iteration (K) ab, wenn Hyfbﬁl) — T(Lljr)l .geniigend klein" ist.
Dann setzt man y,41 = yfl':;l und (fiir weitere Zeitschritte) f,41 = foi)l (oder

alternativ: fr41 = f(tnt1, yﬁ”ﬁll)))
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Lineare Mehrschrittverfahren

PrSdiktor-Korrektor-Verfahren

e In der Praxis kann man so nur selten vorgehen, da véllig unklar ist, wie viele
Schritte von (K) durchgefiihrt werden miissen, um das Abbruchkriterium zu
erfiillen. Stattdessen wird man nur eine feste (kleine) Zahl i von diesen
Iterationsschritten durchfiihren.

e Bezeichnen p bzw. p* die Konsistenzordnungen von Pradiktor und Korrektor
(in unserem Beispiel p = p* = k), dann ist die Konsistenzordnung des
zusammengesetzten Verfahrens gleich der des Korrektors, wenn p > p* oder

uw>p* —p gilt.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 171/ 278



Inhalt

@ Einleitung
® Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme

® Lineare Mehrschrittverfahren

3.5 Absolute Stabilitat

O Runge-Kutta-Verfahren

@ Steife Differentialgleichungen

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 172 | 278



Lineare Mehrschrittverfahren

Absolute StabilitSt, einfYhrendes Beispiel

Der Begriff absolute Stabilitat befasst sich nicht mit der Stabilitat eines Verfahrens
im Grenzwert h — 0, sondern mit dessen Verhalten fiir lange Integrationen bei
fester Schrittweite h > 0.

Qualitativ: wie klein muss man bei gegebenem AWP und gegebenem Verfahren die
Schrittweite wahlen, damit die numerische Approximation der Lésung sich zumin-
dest qualitativ richtig verhalt.

Beispiel 1: Die AWA

y'(t) = —sint, y(0) =1 (3.4)
besitzt die Losung y(t) = cost. Fiir das Residuum R, des expliziten Euler-
Verfahrens fiir dieses AWP betragt an der Stelle ¢

2 2

R, = ZL(y(ty);h) = —% Y (tn) + O(R3) = % cost, + O(h®),

sodass der globale Fehler auf ¢ € [tg, tend] beschrankt ist durch (vgl. Beweis Satz 2.1)

max |ep| < h(tend —to) max |cost| = h.
nd

to<nh<t g to<t<t,,
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Lineare Mehrschrittverfahren

Absolute StabilitSt, einfYhrendes Beispiel

Fiir einen Fehler |e| < 1073 bei der Integration bis teng = 2 miiBte also eine
Schrittweite von h = 1073 ausreichen. Man erhilt fiir N = 2000

yn = —4.166014e — 01, [y(2) — yn| = 4.547667e — 04.
Beispiel 2: Wir modifizieren obige AWA zu
y'(t) = My — cost) —sint, y(0) =1 (3.5)

mit derselben Lésung y(t) = cost. Man rufe sich in Erinnerung, dass beim expliziten
Euler-Verfahren der globale Fehler der Rekursion

lent1] < (14 hL)|e,| + O(h?)

geniigt, mit L der Lipschitz-Konstanten der rechten Seite. Fiir A = —10 erhalten
wir
yn = —4.170721e — 01, |y(2) — yn| = 1.611611e — 05.
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Lineare Mehrschrittverfahren

Absolute StabilitSt, einfYhrendes Beispiel

Beispiel 3: Wir betrachten obiges Beispiel fiir A
sich

—2100. In diesem Fall ergibt

yn = 1.597768¢ + 76, |y(2) — yn|

Verschiedene Schrittweiten fiir dieses AWP liefern

1.452516e + 76.

h Fehler bei teng = 2
0.001 1.7¢ + 76
0.000976 3.1e + 36
0.00095 8.6e — 04
0.0008 7.3e — 04
0.0004 3.6e — 04
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Lineare Mehrschrittverfahren

Absolute StabilitSt

o Bekanntlich streben die Lésungen y(t) von y’ = Ay, A € R™*™ (konstant)
gegen O fiir t — oo, wenn Re A < 0 fiir alle Eigenwerte A von A gilt.

e Wir suchen Bedingungen an ein numerisches Verfahren (zunichst lineare
Mehrschrittverfahren), so dass die Ndherungslosungen dasselbe asymptotische
Verhalten besitzen.

e Dazu eine Bezeichnung: Seien p und o die charakteristischen Polynome eines
linearen Mehrschrittverfahrens; dann heifit

7(¢h) = p(Q) —ho(C),  h=h\

Stabilitatspolynom des Verfahrens.
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Lineare Mehrschrittverfahren
Absolute StabilitSt

Lemma 3.11

Es seien {y,} die Naherungen eines linearen k-Schritt-Verfahrens

k k
Z QjYntj = h Z Bifnt; (m=0,1,2,...)

j=0 j=0
zur Lésung von y’ = Ay (inkl. Anfangsbedingungen). Bei festem h gilt
lim |y, =0
n—0o0

genau dann, wenn alle Nullstellen von (¢, k) = (¢, Ah) (als Polynom in ¢
betrachtet) betragsmaRig echt kleiner als 1 sind und zwar fiir jedes A € A(A).
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Lineare Mehrschrittverfahren

Absolute StabilitSt

e Das Verfahren heiRt absolut stabil fiir k, wenn alle Nullstellen ¢ von m(-, h)
die Beziehung |¢| < 1 erfiillen.

e Die Menge
Ay = {heC : n(-,h) hat nur Nullstellen in |¢| < 1}

heiBt Stabilitdtsgebiet des Verfahrens.

o Das Verfahren heifft A-stabil (absolut stabil), wenn %24 die linke Halbebene
{Re( < 0} enthilt.

Bemerkungen.

(1) Fiir jedes konvergente lineare Mehrschrittverfahren gibt es ein hg > 0, so dass
%A M [O,ho] = @

(2) _
a%Aga{ﬁec:B=—,) O<¢<27r}.
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Lineare Mehrschrittverfahren

Absolute StabilitSt

Adams-Bashforth, k=1 Adams-Bashforth, k=2
1 1
03| 08|
0| 06|
04 0.4]
02| 02|
-02) -02
04 -04
-0.6] 0.6
-08 -08
R -15 -1 -05 ) 05 i -15 -1 -05 0 05
Adams-Bashforth, k=3 Adams-Bashforth, k=4
1 1
08 08|
0| 06|
04 0.4]
02| 02|
-02) -02
-0.4| -0.4
-06 -08
-0 -08
= 15 -1 05 ) 05 R 15 -1 05 0 05
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Lineare Mehrschrittverfahren

Absolute StabilitSt

Adams-Moulton, k=1 Adams-Moulton, k=2
3 3|
2 2
1 1
1 -1
2 -2
-3 -3
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 -7 - 5 -4 3 2 = )
Adams-Moulion, k=3 Adams-Moulton, k=4
3 3
2 2
1 1
1 -1
2 -2
-3 -3
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 ) -7 - ) 3 ) = )
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Lineare Mehrschrittverfahren

Absolute StabilitSt

Ein LMV mit charakteristischen Polynomen p(¢) und o(¢) heilt irreduzibel, falls
p(¢) und o(¢) keine gemeinsamen Nullstellen besitzen.

Satz 3.12 (Zweite Dahlquist-Barriere)

Ist ein lineares Mehrschrittverfahren A-stabil, so gilt

P(¢)
Re L0

Fiir irreduzible LMV gilt auch die Umkehrung, d.h. (3.6) impliziert A-Stabilitat.

>0 fir|¢|>1. (3.6)

Satz 3.13 (Dahlquist, 1963)

Fiir die Konsistenzordnung p eines A-stabilen LMV gilt p < 2. Gilt p = 2, so gilt
fiir die Fehlerkonstante des Verfahrens C' < —=5. Die Trapezregel ist das einzige
A-stabile LMV mit Fehlerkonstante C' = —iz
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Lineare Mehrschrittverfahren

BDF-Verfahren

Die Idee der BDF-Verfahren (Backward Differentiation Formulas), oder auch Gear-
Verfahren?!:

Um eine Naherung fiir y(t,+1) zu gewinnen, approximieren wir f(¢,y(¢)) durch
das Interpolationspolynom Py € & mit den k + 1 Daten

(tn+17 yn+1); (tna yn)a sy (tn—k+17 yn—k:+1)~
Es ergibt sich

k ton—t k
P(t) = L ;o mit £;(t) =
g ( h > Yn+1—j l:! ,] — 8
sé j
Jetzt nihern wir y’(¢,,4+1) durch
k
n+1 Z —% yn+1—j

j=0

21Charles William Gear, (1935D)
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Lineare Mehrschrittverfahren

BDF-Verfahren

an und setzen diese N3herung in y'(t,+1) = f(tn, Ynt1) = for1 ein:
k
Z(—ﬁ}(O))ynH_j = hfnn1
j=0

ist ein lineares k-Schritt-Verfahren (das k-te BDF-Verfahren). Wir schreiben es in
der Standardform

k
Yn+1 +

(5(0)/5(0)) = h/(=£6(0)) fr41-

j=1

Nach Konstruktion besitzt es die Konsistenzordnung k.

Satz 3.14 (Stabilitdt von BDF-Verfahren)

Das k-te BDF-Verfahren ist genau dann stabil (und damit konvergent), wenn
k < 6 gilt.
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Lineare Mehrschrittverfahren

BDF-Verfahren

Koeffizienten und Fehlerkonstanten der BDF-Verfahren:

k| a6 as ay a o o ag | B | Crsr
1 1 -1 1 —%
4 1 2 2

2 1 -3 3 3 9
18 9 2 6 | 3

3 L =4 T Tir | ot 3
4 { _48 36 _1 3 | 12| 1>
25 % 25 25 | 25 125

5 | 300 300 _200 75 _12 | 60 | _ 1o
137 137 37 137 37 | 137 37

6| 1 _se0 450 _a0 225 _ 72 1o | 60 | _20
47 147 147 117 147 147 | 147 343

Fiir k = 1 erhalt man das implizite Euler-Verfahren yp41 = Yn + Af (tnt1s Ynt1)-
BDF-Verfahren zeichnen sich durch ,,groRe” Stabilititsbereiche aus.
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Lineare Mehrschrittverfahren
BDF-Verfahren

Gear, k=1
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Lineare Mehrschrittverfahren
BDF-Verfahren
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Lineare Mehrschrittverfahren
BDF-Verfahren

Gear, k=5
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

Ausgangspunkt wie immer (Substitution: s =t + 7h, 0 < 7 < 1)

t+h
y(t+h) = yt)+ [yt +h) —yit)] = y) +L y'(s)ds
= y(t) + hfo y'(t+7h)dr.
Approximiere durch Quadraturformel
| atrrar~ 3 100, (+)

=1

Damit zumindest g = 1 exakt integriert wird, fordern wir Z;nzl B; = 1.
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

Daraus folgt

y(t+h)~ y(t)+h Y. By (t+;h)
j=1

= y(t) +h Y. Bif (t+vih, y(t + ;1)
j=1

Problem: y(t + v;h) = y(t) + h§)’ y'(t + Th) dr sind unbekannt. Niherungen
wieder durch Quadraturformeln, aber m|t den alten Knoten v; (j = 1,...,m) aus
(+) (sonst wiirden sich neue ,Unbekannte” y (¢ + Knoten - h) ergeben).

Vi m )

f g(r)dr~ > ajeg(ve) (G =1,...,m). ()
0

=1
Damit zumindest g = 1 exakt integriert wird, fordern wir

m
Zaj’g='7j (j=1,...,m).
=1
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

Damit ergibt sich

y(t+vh) = y(t) + b o0y’ (t + veh)

RK-2
= y(t) + hX o of (E+ veh, y(t + veh)). ( )

Abkiirzung: kj := f(t + vyjh, y(t +v;h) (G = 1,...,m).
(RK-2): N- (t+*y]hy t)+h Y 1%@12@) G=1,...,m).
(RK-1):  y(t+h) ~ y(t) + h 25, Bik;

m-stufiges Runge-Kutta-Verfahren (RKV)

m
Yntl = Yn + h Z ,Bjkj mit
j=1

kj=f<tn+’)’jh7yn+h2aj’[kg> (j=1,...,m).

{=1
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

Butcher-Tableau

(John Charles Butcher, %1933)

Beispiele.
0 0 0
1 1 0
1/2 1/2

Oliver Ernst (Numerische Mathematik)

Y| Q1,1 1,m
Tm | Om,1 " Omm
B PBnm

symbolisiert ein zweistufiges explizites RKV, namlich das
verbesserte Euler-Verfahren.

(Ein RKV ist explizit, wenn a; o = 0 Vj < £ gilt.)
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

symbolisiert ein zweistufiges implizites RKV:

T T R )
/4 3/4 ky = f(tn + 2h,yn + 1hky + Shks)

(., zwei" i.A. nichtlineare Gleichungen fiir k; und k)

Ynt+1 = Yn + %h(kl + 3k2)

(Das Verfahren (2.2) aus Abschnitt 2 ist ein weiteres implizites zweistufiges RKV.)
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

o] o0 0 o0
12112 0 0
1/-1 2 0
[1/6 4/6 1/6

Verfahren dritter Ordnung von Kutta

ki = f(tn,yn),

ky = f (tn + 3h, yn + 3hki1),

ks = f(tn + h,yn, — hky + 2hks),
Yoi1 = Yo + gh(ks +4ks + k3).

symbolisiert ein dreistufiges explizites RKV.
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

o] o 0o o0
1/311/3 0 0
2/3| 0 2/3 0

[1/4 0 3/4

Verfahren dritter Ordnung von Heun

ki = f(tn, yn),

ky = f (tn+ 3h,yn + $hk1),

ks = f (tn + 2h, yn + 2hks),
Yni1 = Yn + sh(ks + 3ks).

symbolisiert ein dreistufiges explizites RKV.

(Vgl. (2.1) aus Abschnitt 2.)
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

0 0 0 0 0

12/1/2 0 0 0

1/2 0 1/2 0 0 symbolisiert ein vierstufiges explizites RKV.
1 0 0 1 0

1/6 2/6 2/6 1/6

Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

f( myn)
kg ftn + hyn—i— hkl)
= f(tn + hyn %hkg),
k4 f(tn + h,yn + hks),
Yn+1 = Yn + gh(ks + 2k + 2ks + Ky).
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Runge-Kutta-Verfahren

Konstruktion

Alternative Form von RKV

Yntl = Yn +h Z IBj.f(tn + ’thv QJ)
j=1

(RKV*)

m
mit G = yo +h Y, aef (tn + v B) (G =1,...,m).
(=1

Setze k; = f(tn +v;h, U;).
Die g; konnen als Approximationen an die Lésung y zur Zeit ¢,, + 7;h interpretiert
werden, die k; als Approximationen an y'(t, + v;h).
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Jedes RKV hat die Form
Yn+1 = Yn T+ hq)f(yn,tn; h) mit (I)f yn, n» 2

Es ist ein Einschrittverfahren (p(¢) = ¢ — 1), also stabil und (vgl. Abschnitt 3)
genau dann konsistent, wenn

O (y(tn); tn; 0) = £ (tn, y(tn))p' (1)
erfiillt ist, was hier zu 372, 3; = 1 dquivalent ist.

Ein RKV ist deshalb genau dann konvergent, wenn

2.0 =
j=1

gilt.
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Um die Konsistenzordnung eines RKVs zu bestimmen (oder um m-stufige RKV mit
moglichst hoher Konsistenzordnung zu konstruieren), sind wie im Fall der Taylor-
Verfahren (siehe Abschnitt 5) komplizierte Rechnungen erforderlich. Wir untersu-
chen als Beispiel explizite dreistufige RKV,

0 0 0 0
Y2 V2 0 0
Y3 |v3—az2 oz 0 7

| b B2 B3

und entwickeln

1

h

3
Ry = Wb 2V ) g ) ) = W) V) S5 g,
j=1

nach Potenzen von h (unter der Voraussetzung, dass y bzw. f geniigend oft diffe-
renzierbar sind).

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 202 / 278



Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Fiir skalare AWPe ergibt sich mit den Abkiirzungen

Fi=fi+f,f und G:=fu+2fuf+ fuf’
(alle Ableitungen von f werden an der Stelle (¢,,, y(t,)) ausgewertet) die Beziehung

Y(tni1) — y(tn)

- =f+ Fh+ (G+fy )h? + O(h%).

Anderseits ist
ki = f(tm y(tn)) = f,
ky = f(tn + hy2, y(tn) + hyek1) = f + by F + $h*75G + O(h®),
ks = f(tn + b3, y(tn) + h(vs — a3 2)k1 + has 2ks)
= f + h’)/3F + h2(72a372ny + %’}/gG) + O(hs)
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Das bedeutet:
Ry = [1 - Zleﬁj] f+[3 = B2v2 — B3y3] Fh
+[(3 = B2y — B373) 3G + (& — Bsveas2) F fy] B2 + O(K?).

Folgerungen:

1. Das Euler-Verfahren ist das einzige einstufige explizite RKV der Ordnung 1
(81 = 1). Es gibt kein einstufiges explizites RKV héherer Ordnung.

2. Die zweistufigen expliziten RKV der Ordnung 2 sind durch

Bi+PB2=1 und Boyp =1

charakterisiert. Beispiele sind das modifizierte (51 =0, 2 =1, 12 = %) und
das verbesserte Euler-Verfahren (81 = 83 = % v2 = 1). Kein explizites
zweistufiges RKV besitzt die Ordnung 3.
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

3. Explizite dreistufige RKV der Ordnung 3 sind durch die vier Gleichungen

B1+ P2+ B3 =
Baya + Bays =

D= W

Bovs + Bsvs

53’72043,2 =

L,
1
27

charakterisiert. (Man kann zeigen, dass keine dieser Methoden die Ordnung 4
besitzt.) Beispiele sind das Verfahren von Heun (81 = 1, 8, = 0, 83 = 3,

Y2 = %, 73 = as2 = 2) und das Verfahren von Kutta (8, = &, B2 = 2,
Bs=13.72=373=1 asz=2).

=0

4. Ahnliche (kompliziertere) Rechnungen zeigen, dass es eine zweiparametrige
Familie expliziter vierstufiger RKV der Ordnung 4 gibt, von denen keines die
Ordnung 5 besitzt. Ein Beispiel ist das klassische Runge-Kutta-Verfahren.
Weitere Beispiele sind
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

ol o 0 o0
131 1/3 0 0
2/3|-1/3 1 0
1] 1 -1 1

718 3/8 38 1

0 0 0 0

2/5| 2/5 0 0

3/5| —3/20  3/4 0

1 | 19/44 —15/44  40/44

0

0

0 (3/8-Regel)
0

/8

o O O

(Formel von Kuntzmann).
0

55/360 125/360 125/360 55/360
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

e Die oben beschriebene Methode, die Ordnung eines RKVs zu bestimmen,
wird fiir Verfahren héherer Ordnung schnell uniibersichtlich: Die Koeffizienten
eines expliziten Verfahrens der Ordnung 3 missen 4 Gleichungen erfiillen
(s.0.), wahrend bei einem Verfahren der Ordnung 8 bereits 200 nicht-lineare
Gleichungen iiberpriift werden miissen.

e Die sog. Butcher-Theorie?? erleichtert mit Hilfe graphentheoretischer Biume
die Buchhaltung bei den partiellen Ableitungen von f und erlaubt eine
elegante Berechnung der Ordnung eines gegebenen RKVs (sie liefert aber
keine Methode, ein Verfahren mit gewiinschter Ordnung zu konstruieren).

e Wir beschranken uns hier darauf, notwendige Ordnungsbedingungen
abzuleiten, die sich aus den speziellen AWPen

y =y+t"" y0)=0,  (eN,

ergeben.

22]. C. Butcher, The Numerical Analysis of Ordinary Differential Equations. Runge-Kutta and
General Linear Methods. John Wiley & Sons, Chichester 1987
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Satz 4.1 (Notwendige Ordnungsbedingungen fiir RKV)

Das durch das Butcher-Tableau

c|l A
bT
definierte RKV besitze die Ordnung p. Dann gelten

N (I 1
brAFC e = (C+E)! L+1)...(€+k)

fir{=1,2,...,pund k=0,1,...,p— L.

Dabei sind b= [Bl,ﬂg, oo .,ﬂm]—r, A= [ajw]lgj’ysm,
C :=diag(v1,72,...,Ym), und e:=[1,1,...,1]T e R™
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Runge-Kutta-Verfahren

Konsistenzordnung

Spezialfille der notwendigen Bedingungen aus Satz 4.1 sind (fiir k£ = 0)

1
bTC‘e—le: Zﬁjfye_lzz ﬂ]r£:1727--~7p

sowie (fir £ =1 mit k — k+1)

bTAk—le _ l

o firk=1,2,...,p.

Bemerkung. Ein explizites m-stufiges RKV besitzt hochstens die Konsistenzord-
nung m, denn hier ist A™ = O (A ist echte untere Dreiecksmatrix). Fiir die op-
timale Ordnung p(m) eines expliziten m-stufigen RKVs gilt sogar p(m) < m — 1
falls m > 5, genauer:

m 1
p(m) [ 1

2 3 4 5 6 8 9 10 11 12
2 3 4 4 5 6 7

7 8 9

7
6
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Runge-Kutta-Verfahren

Absolute StabilitSt

Wir wenden ein m-stufiges RKV auf die Testgleichung 3’ = Ay an und erhalten
Ynal = [1 b (I — sz)_le] yn = R(W)yn, (b= \h)
so dass (bei festem h)
lim g, =0 (fiir alle yo) < |R(h)| < 1.

In Analogie zu Abschnitt 5 definieren wir den Stabilitdtsbereich eines RKVs durch
Ay :={heC :|RM) <1}

Fiir ein beliebiges m-stufiges RKV gilt

0
R(h)=1+hb"(I,, —hA)le=1+ 2 hpT AT le.
j=1
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Runge-Kutta-Verfahren

Absolute StabilitSt

Besitzt das Verfahren die Ordnung p, so folgt

i}’+ Z hbTAI e
j=p+1

&l,_\

R(h) =)
j=0

Ist das RKV explizit, so folgt

R(h) =1+ Y WbT A e.
j=1

Insbesondere hangt der Stabilitdtsbereich eines m-stufigen expliziten RKVs
der Ordnung m (1 < m < 4) wegen R(h) = >7" 1, h7 nicht von den
Koeffizienten des Verfahrens ab.

AuBerdem besitzt kein explizites RKV einen unbeschrankten
Stabilitdtsbereich (denn R ist in diesem Fall ein Polynom).
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Runge-Kutta-Verfahren

Absolute StabilitSt

Beispiele fiir Stabilitdtsgebiete zweier RKV:

Verfahren dritter Ordnung von Heun klassisches Rung—-Kutta—Verfahren
3 . . . . 3 . . . .
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

o Kein Verfahren zur Lésung von AWPen arbeitet in der Praxis mit einer
konstanten Schrittweite.

e Man wird vielmehr versuchen, die Schrittweite an das Verhalten der Lésung y
anzupassen (andert sich y in einem Bereich schnell, so ist dort eine kleine
Schrittweite angebracht; in Bereichen, in denen y kaum variiert, ist eine
groBere Schrittweite ausreichend).

e Wir werden hier eine Schrittweitensteuerung vorstellen, die zum Ziel hat, den
Konsistenzfehler K,, ;1 := %R,H_l (wird in der Literatur oft lokaler
Diskretisierungsfehler genannt, vgl. Abschnitt 3) zu kontrollieren:

| K| ~tol, n=12...,

mit einer vorgebenen Toleranz tol.

o Bei Systemen von DGen (insbesondere dann, wenn die Lésungskomponenten
von unterschiedlicher GréBenordnung sind) wird man fiir jede Komponente
eine eigene absolute Fehlertoleranz und global eine relative Fehlertoleranz
festsetzen.
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Das folgende Lemma besagt, dass mit dem Konsistenzfehler auch der (eigentlich
interessierende) globale Diskretisierungsfehler kontrolliert wird.

Lemma 4.2

Fiir den globalen Diskretisierungsfehler e,, = y(t,,) — y, eines Einschrittverfahrens
gilt

lenl < (tn —to) kn exp(M (t, —to))-
Dabei ist x,, := max{||Kj| : j =0,1,...,n} und M die Lipschitzkonstante der
Verfahrensfunktion (vgl. (V2) aus Abschnitt 2).

4

Um den Konsistenzfehler zu schatzen, verwendet man zwei Methoden unterschied-
licher Konsistenzordnungen (sagen wir p und ¢ mit p < ¢), um ¥y, aus y,_1 zu
berechnen:

Yn = Yn—1 + h@f(ynfl,tnfl; h) bzw. :’A/n = Yn—1 + h(i)f(ynfl,tnfl; h)
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Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Fiir die zugehorigen Konsistenzfehler gelten:

y(tn) - y(tn—l)

Kn = f - (I)(y’ﬂflutnfl; h) = O(hl))’
K, = YU =yl g — o),

n h

Daraus folgt

K, - K, = (i)(yn—lvtn—l; h) - (b(yn—latn—l; h) = %(@n - yn)
Wegen K,, — K,, = K,,(1 + O(h?™?)) ~ K,, erhalten wir aus
%”yn - ZA/nH ~ HKnH

eine (grobe) Schatzung fiir | K, ||.
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Ist +|yn — Un|| > tol, so wird die Schrittweite i verworfen und mit

E p_a h tol (%)
h ”yn_@nH

eine neue Schrittweite & bestimmt (o ist hier ein Sicherheitsfaktor, etwa o = 0.9).
Ausgehend von y,,_1 werden jetzt neue N3herungen y, und ¢, (an der Stelle
tn_1+h) berechnet. Diesen Prozess wiederholt man so lange, bis FHlyn —9n| < tol
erfiillt ist. Dann wird () verwendet, um eine neue (groBere) Schrittweite fiir den
nichsten Schritt (n — n + 1) vorzuschlagen.

Die Wahl von h nach (*) motiviert sich folgendermaRen:

benutzte Schrittweite h:  + |y, — §n| ~ |Kn| = ch? + O(RP*!) ~ ch?,
erwiinschte Schrittweite h: tol = | K| = ch? + O(hP*1) ~ chP.
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Um den Aufwand in Grenzen zu halten, verwendet man zur Berechnung von y,

und @, zwei RKV (verschiedener Ordnungen),

deren Butcher-Tableaus sich nur im

Vektor b unterscheiden (d.h. A und ¢ sind fiir beide Verfahren gleich, so dass die
GroBen k; nur einmal berechnet werden miissen). Man spricht von eingebetteten

RKV und schreibt
0

A
Tl 1

0 0
10
10
1/21/2

Im Beispiel wird ein RKV der Ordnung 1 (das Euler-Verfahren) in ein RKV der
Ordnung 2 (das verbesserte Euler-Verfahren) eingebettet.
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Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Ein populéres Beispiel ist die Fehlberg 4(5)-Formel:

0] 0 0 0 0 0 O

1] 1

1 1 0 0 0 0 0

3| 3 9

3| 33 33 0 0 0 0

121932 7200 7296

13|2197 ~ 2197 2197 0 L0
439 3680 845

1 216 —8 513 4104 0 0

118 o _ 3544 1859 _ 11

2| 27 2565 4104 40
25 0 1408 2197 _ 1
21 2565 4104 5
16 0 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55

Hier werden zwei sechsstufige RKV der Ordnungen 4 bzw. 5 kombiniert.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 220/ 278



Inhalt

@ Einleitung
® Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme
® Lineare Mehrschrittverfahren

O Runge-Kutta-Verfahren

4.5 Implizite und halb-implizite Verfahren

@ Steife Differentialgleichungen

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 221/ 278



Runge-Kutta-Verfahren

Implizite und halb-implizite Verfahren

e Ist die Matrix A eines m-stufigen RKVs keine echte untere A-Matrix (ist das
RKV also implizit), so muss in jedem Zeitschritt ein nicht-lineares
Gleichungssystem der Form

ki = f(tn+vh hY L a1 0ke)

k, = .f(tn + Ymh, hZleam7€k£)

gelost werden.

e Dieses System hat also mn Unbekannte, wenn y’ = f(¢,y) aus n
Gleichungen besteht.

e Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes erkennt man, dass (o) fiir
geniigend kleine h eindeutig l6sbar ist.

e In der Praxis wird man dieses System aber nicht mit der Fixpunktiteration,
sondern mit einem Newton- bzw. Quasi-Newton-Verfahren |dsen.
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Implizite und halb-implizite Verfahren

e Ist A eine untere (aber keine echte untere) A-Matrix, so nennt man das
zugehdrige RKV halb-implizit. Das System (o) zerfallt dann in m Systeme
mit jeweils n Unbekannten.

e Implizite RKV werden oft mit Hilfe von Gaul-Quadraturformeln konstruiert.
Dies sind Formeln der Bauart

b m
[ aar = 190 + Ruto).

a j=1

Hier werden die Gewichte ; und Knoten ; so gewahlt, dass R,,(p) = 0 fiir
Polynome p méglichst hohen Grades d erfiillt ist. Man kann zeigen (vgl.
Numerik 1), dass eine optimale Wahl auf d = 2m — 1 fiihrt (man sagt die
Quadraturformel hat Exaktheitsgrad 2m — 1).

o Die zugehérigen RKV (auch sie werden Gaul-Formeln genannt) haben die
Ordnung 2m. Beachte, dass kein m-stufiges RKV eine hohere Ordnung
besitzen kann. Warum?
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Runge-Kutta-Verfahren

Implizite und halb-implizite Verfahren

Fiir m = 1 ergibt sich die implizite Mittelpunktsregel 1/2 1{2 ,

welche die Ordnung 2 besitzt.

Fiir m = 2 und m = 3 ergeben sich die GauB-Formeln

5—+15 5 10—3+/15 25—6+/15

3—/3 1 3—-2/3 10 36 45 180
6 1 12 1 104315 2 10—-3+/15

3+v3|3+2v/3 1 bzw 2 72 9 72

6 12 4 ' 5+4/15 | 25+6+4/15 10+3+/15 5

‘ 1 1 10 180 45 36

2 2 5 4 5

18 9 18

mit den Konsistenzordnungen 4 bzw. 6.

Bei Gaul-Radau-Integrationsformeln wahlt man einen Knoten als (entweder linken
oder rechten) Endpunkt des Integrationsintervalls.
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Runge-Kutta-Verfahren

Implizite und halb-implizite Verfahren

e Die iibrigen Knoten und alle Gewichte werden so bestimmt, dass sich ein
moglichst hoher Exaktheitsgrad ergibt.

e Man kann zeigen, dass eine Gaul-Radau-Formel mit m Knoten den
Exaktheitsgrad 2m — 2 besitzt. Daher haben die zugehdrigen impliziten RKV
die Konsistenzordnung 2m — 1.

e Zu dieser Klasse gehdren die Verfahren

e SchlieBlich kann man noch beide Enden des Integrationsintervalls als Knoten
wiahlen und die {ibrigen Daten so bestimmen, dass die zugehérige
Integrationsformel den Exaktheitsgrad 2m — 3 (bzw. das zugehdrige implizite
RKV die Konsistenzordnung 2m — 2) besitzt. Man spricht von
GauB-Lobatto-Formeln. Ein Beispiel ist die Trapezregel (fiir m = 2).
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Implizite und halb-implizite Verfahren

e Ein Vorteil von impliziten gegeniiber expliziten RKV ist ihr wesentlich
groBerer Stabilititsbereich (wird ausfiihrlicher im nichsten Kapitel diskutiert).

e Wir betrachten die Trapezregel

0 kl = f(tnayn)7
1]1/2 1/2 d.h. ks F(tns1, yn + hki + k2)/2),
12 1/2 Yn + bk + k2)/2,

yn+1

oder kiirzer:
Y1 = Yo + W(f (o, Yn) + F (tni1, Yni1))/2.
Die zugehérige Stabilitatsfunktion ist R(h) = (1 + h/2)/(1 — h/2) und es gilt:
IR(h)| <1< |1+ h/2| <|1—h/2| < Reh < 0.

Die Trapezregel ist daher A-stabil.
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Runge-Kutta-Verfahren

Kollokationsmethoden

Kollokationsmethoden sind spezielle implizite RKV, die — auf Grund ihrer Konstruk-
tion — sehr viel leichter zu analysieren sind als allgemeine RKV.

Mit gegebenen
0<7 <72 <-- <7m < 1 setzen wir t) =ty +vh (j=12,...,m)

und suchen ein ,,Polynom" p vom Grad < m (bei Systemen von k DGen ist das ein
Vektor" p = [p1,p2,.-.,pr]" aus k Polynomen vom Grad hdchstens m), das die
Interpolationsbedingungen

p(tn) = Yn, pl(t(j)) Zf(t(j)7p(t(j))) (.7 = 1727'-~7m)

erfiillt. Die Naherung y,,.1 an der Stelle ¢,,, 1 wird dann definiert durch

Yn+1 1= P(tns1).
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Runge-Kutta-Verfahren

Kollokationsmethoden

p’ ist ein Polynom vom Grad m — 1, das durch die letzten m dieser Interpolations-
bedingungen eindeutig bestimmt ist. In Lagrange-Form besitzt es die Darstellung

P'(tn +7h) = 25 L (tn + Th)k;

mit fj(tn =+ Th) = H?;éi:l% und k] = p/(t(]))
3 N

Jetzt folgt fiir jedes i € {1,2,...,m}

£Pid £Pid

(V) = p(t,) = f pltntsh)ds = | - XL bi(tn + sh)k; ds
tn

Vi
=h Z;Zl ( o Kj(’l") d’l") kj =:h Z?zlawkj.
Analog:

p(tr) = p(t) =2 ( [ 1 )0 )y = 0 Sl
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Runge-Kutta-Verfahren

Kollokationsmethoden

Daraus folgt

Yn+1 = P(tnt1) = p(tn) +h Z?:ygjkj =Unth ZT:lﬂjkj
mit k; = p'(t9V) = £(t9, p(tD))) = F(tn + vjh. Yo + 0 0j.0ke).

Mit anderen Worten: Jedes Kollokationsverfahren ist ein (implizites) RKV. Imple-
mentiert wird es in der Form (RKV) bzw. (RKV*), d.h. zu gegebenen v; (j =
1,2,...,m) bestimmt man zun&chst

Vi 1
aij = | L) dr und ,8j=foej(r)dr (ij=1,2....m).

Nicht jedes implizite RKV ist ein Kollokationsverfahren.

0 |1/4 —1/4
Beispiel. 2/3 | 1/4 —5/12 reprasentiert kein Kollokationsverfahren.
| 1/4  3/4
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Runge-Kutta-Verfahren

Kollokationsmethoden

Satz 4.3 (Konsistenzordnung bei Kollokationsverfahren)

Fiir ein m-stufiges Kollokationsverfahren mit dem Butcher-Tableau

c| A
bT
sind die folgenden drei Aussagen aquivalent:

(a) Das Verfahren besitzt die Konsistenzordnung m + p.
(b) o7 [Ty (7 — ;) dr = 0 fiir j = 0,1,...,p— 1.

(c) bTC*te=1/tfiir £ =1,2,...,m +p.
Dabei sind C := diag(y1,72, - --,Vm) und e := [1,1,...,1]T e R™.
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

Es gibt keine zufriedenstellende Definition der Bauart ,eine DG heit steif, wenn

Wir beschreiben nun verschiedene Aspekte des Phanomens , Steifheit einer DG" an
Beispielen.

Beispiel 1. Die beiden AWPe
r =2 1 2sint
v = [ 1 —2] y ot [2(cost - sint)] ’ y(0)

;| =2 1 + 2sint (0)
Y = 1998 —999|Y ™ [999(cost —sint)|* Y

besitzen dieselbe Ldsung.

I
| ne—
W N
| IS
—
=
B
—
~

I
| ne—
w N
| IS
—
=
O
N
~
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

Y2

Yy

0 2 4 6 8 10
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

Wir 18sen beide Probleme fiir ¢ € [0,10] mit der Matlab-Routine ode45 (die ein
eingebettetes RKV, das Verfahren von Dormand-Prince, verwendet, bei dem zwei
RKV der Ordnungen 4 bzw. 5 kombiniert werden), wobei wir eine relative Toleranz
von 0.01 vorgeben.

System 1: 64 Schritte (ode45) System 2: 12044 Schritte (ode45)

3 T T T T T T T T

251 1 2.5F
Y2 Y2

2 2y
15 15

1 1 1

Y, 2

0.5 0.5

0 or

-0.5[ -0.5
-1 -1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

Obwohl die exakte Lésung in beiden Fillen dieselbe ist, erfordert die Lésung von
(AWP3) etwa 200-mal mehr Aufwand als die von (AWP,):

AWP Rmin Rmax hg Schritte
(AWP;) | 2.27e-2  2.03e-1 1.56e-1 64
(AWP5) | 5.98e-4 2.88e-3 8.30e-3 | 12044

Losen wir die beiden Probleme mit der Matlab-Routine ode23tb (die die Trapezregel
mit der Gear-Formel der Ordnung 2 kombiniert), so ergibt sich (relative Toleranz
wie oben = 0.01):

AWP Rmin Rimax hy Schritte
(AWP,) | 2.13e-1 58le-l 526e1 | 19
(AWP3) | 2.13e-1 7.36e-1 5.00e-1 20

Beide Probleme werden ohne Schwierigkeiten geldst.
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

System 1: 19 Schritte (ode23tb) System 2: 20 Schritte (ode23tb)

3 T T 3 T T
25r 1 25¢ 1
Y, Y2
2 B 2- 4
151 1 151 B
1t 1 1t 1
Yy i
0.5 1 05 1
oF 1 oF 1
-0.51 -0.51
4 . . . . 4 . . . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

Die Unterschiede zwischen den beiden AWPen werden sichtbar, wenn wir alle Lo-
sungen der zugehdrigen Systeme betrachten. Im ersten Fall ergibt sich

Y — ki exp(—t) m + hp exp(—3t) [_11] 4 [Smt] :

cost

wahrend im zweiten Fall

1 1 int
y = Ky exp(—t) [1] + ko exp(—1000t) [—998] + [:g;t]

die allgemeine Ldsung ist. (Beide Systeme sind inhomogene lineare Systeme mit
konstanten Koeffizienten, wobei die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix im ersten
Fall Ay = —1, Ay = —3 und im zweiten Fall A\; = —1, A2 = —1000 sind.) Die
Losungen der konkreten AWPe sind jeweils durch k1 = 2 und ks = 0 (!) gegeben.
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

e In beiden Fillen ist die Losung aus einem Gleichgewichtsanteil, namlich
[sint, cost], und einem transienten Anteil der Form
exp(Ait)a; + exp(Aat)az zusammengesetzt. Die Unterschiede liegen in der
Geschwindigkeit, mit der der transiente Teil (fiir ¢ — c0) verschwindet.

e Obwohl in der exakten Ldsung der AWPe gar nicht erkennbar ist, wie schnell
der abklingende Anteil verschwindet (k2 = 0), bestimmt er die erforderliche
Schrittweite.

e Wiirde man in (AWP;) die AB in y(0) = [0, 1]T 4ndern, so wiirde
k1 = ko = 0 folgen, d.h. der transiente Teil ist in der Losung
y(t) = [sint, cost]" vollstindig unsichtbar. Selbst dann wire ode45 nur mit
extrem kleiner Schrittweite in der Lage, die Aufgabe zu l6sen.

e Wir betrachten die Stabilitdtsbereiche #Z 4: Fiir ode45 kann man zeigen, dass
Za N R~ [=3,0] (Stabilitatsintervall). Will man fiir (AWP;) also Ah € %4
(fiir alle Eigenwerte \) garantieren, geniigt es, h < 1 zu fordern (die
durchschnittliche Schrittweite von hg ~ 0.156 resultiert aus der geforderten
Genauigkeit!).
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

Dagegen muss fiir (AWP3) h < 0.003 gefordert werden, damit A\h € Z4 fiir al-
le A folgt und es sind Stabilitatsprobleme, die zu der kleinen durchschnittlichen
Schrittweite von hg ~ 0.008 fiihren.

Das Verfahren ode23tb ist absolut stabil, so dass hier Ah fiir alle b > 0 (in jedem
der beiden Félle (AWP;) und (AWP5)) im Stabilitatsbereich liegt.

Fir y' = Ay + b(t) heilt
maX)\eA(A) |Re )\|

minyeacay | Re Al

Steifigkeitsquotient des linearen DG-Systems.

Ein lineares DG-System mit konstanten Koeffizienten heifit steif, wenn seine Eigen-
werte alle negativen Realteil besitzen und sein Steifigkeitsquotient grol ist.
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

Um die Problematik dieser gebrduchlichen , Definition" zu erldutern, betrachten wir
ein weiteres AWP (mit derselben Lésung):

r_ | =2 1 2sint 12
y = [—1.999 0.999]y+[—0.999(cost—sint)}’ y(0) = [3] (AWPs)

Die Matrix dieses Systems besitzt die Eigenwerte A\; = —1, Ay = —0.001 und sein
Steifigkeitsquotient betrdgt 1000 (wie bei (AWP)).

Trotzdem hat ode45 keine ernsten Probleme:

AWP Rmin Rmax hg Schritte
(AWP3) | 1.19e-1 2.50e-1 2.27e-1 | 44 (ode45)
(AWP3) | 1.25e-1 4.92e-1 4.55e-1 | 22 (0ode23tb)
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

Ob ein System steif ist oder nicht kann also nicht immer aus dem Steifigkeitsquo-
tienten abgelesen werden.

Auch ,,Definitionen” wie
,.ein System ist steif, wenn max | Re A| groR ist (etwa max|Re A| » 1)
sind natiirlich wenig hilfreich (die Variablentransformation ¢ — 0.001¢ macht aus

(AWP5) ein Problem, das dieselbe Steifigkeit besitzt, bei dem aber max |Re A| =1
gilt).
Pragmatische ,,Definitionen” fiir Steifigkeit sind:

Ein System ist steif, wenn Stabilititsanforderungen — und nicht Genau-

igkeitsanforderungen — die GréBe der Schrittweite bestimmen.

Ein System heift steif, wenn gewisse Komponenten der Lésung sehr viel
schneller abklingen als andere.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) ODE Wintersemester 2014/15 243/ 278



Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

Beispiel 2. Die Differentialgleichung

Y (1) = Ay(t) —g(1) + (1) (%)
besitzt die allgemeine Losung y(t) = yexp(At) + g(t) (v € R).

Wir wihlen g als glatte Funktion, z.B. ¢g(t) = arctant und A = —10. Auch hier
setzt sich die Lésung aus einem glatten (g(t) = Gleichgewichtsanteil) und einem
schnell abklingenden Teil (yexp(At) = transienter Anteil) zusammen.

Wir wahlen die AB y(0) = 0 und approximieren die exakte Losung
y(t) = arctant fir te€[0,5]

mit dem expliziten Euler-Verfahren (%4 = {h : |h + 1| < 1}) und dem impliziten
Euler-Verfahren (#Z4 = C\{h : |h —1| < 1}).
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

h=0.3

Explizit:
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Steife Differentialgleichungen

Was sind steife Dilerentialgleichungen?

P h=0.3
Implizit: ‘
1k 4
o 4
-1 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 15 2 25 3 35 45 5
h=0.5
2 T
1k 4
od 4
- Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4.5 5
h=1
2 T
1k 4
o 4
- Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4.5 5
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Steife Differentialgleichungen

StabilitStsbegrile

Erinnerung. Ein numerisches Verfahren zur Lésung von

y=fty), y0) =y,
heilt A-stabil, wenn folgendes gilt:

Wendet man das Verfahren auf ein lineares Problem y’ = Ay (¢t € [0,00)) an und
liegen die Eigenwerte von A alle in der linken Halbebene {¢ : Re ¢ < 0}, dann soll
fiir die Ndherungslsung stets lim,, o |yn| = O gelten (die exakte Losung erfiillt
limy o0 [y (8)[ = 0).

In konkreten Fillen wird die dquivalente Bedingung
s 2 {h : Re h <0}

tiberpriift. Zur Definition des Stabilitatsbereichs %4 vergleiche Abschnitt 5 fiir li-
neare Mehrschrittverfahren und Abschnitt 3 fiir RKV (oder allgemeine Einschritt-
verfahren).
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Steife Differentialgleichungen

StabilitStsbegrile

Abgeschwichte Stabilitatsbegriffe sind
o Ala)-stabil fir a € (0,7/2) < Za2{h: —a<m—argh<a},
o Ag-stabil & Z4 2 (—w,0),
o steif-stabil < Za 2 %1(B) U %a(B,) fiir positive 8 und ~y, wobei

Z#,(B) := {h : Re h < —f} und
Ra(B,7) :={h : =B <Reh <0, |Im h| <~}.

AuRerdem heiRt ein Einschrittverfahren

e [-stabil, wenn es A-stabil ist und zusitzlich gilt: Bei Anwendung auf die
Testgleichung ' = Ay, Re A < 0, resultiert eine Ndherung y,,+1 = R(h\)yn,
mit limp ) _ o |R(h)\)| =0.
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Steife Differentialgleichungen

StabilitStsbegrile

A-stabil

Imag ¢

Real T

A(a)-stabil

Offensichtlich gilt (0 < o < arg(8 + i7))

steif-stabil

L-stabil = A-stabil = steif-stabil = A(«a)-stabil = Ap-stabil.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik)
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Steife Differentialgleichungen

StabilitStsbegrile

e Die Trapezregel Y11 = Yp + 5h(fns1 + fn), d-h.
R(h) = (14 1h/2)/(1 — h/2), ist A-stabil, aber nicht L-stabil.

e Das implizite Euler-Verfahren 11 = 4 + hfns1, d.h. R(h) = 1/(1 — h), ist
dagegen L-stabil.

Wir illustrieren den Unterschied, indem wir mit beiden Verfahren die Lésung von
(AWP3) aus Abschnitt 1 approximieren. Um den transienten Anteil der L&sung
besser sichtbar zu machen, werden die ABen y(0) = [0,0]" vorgeschrieben. Die
exakte Lésung ist dann

_ B 1 1 _ 1 sint
y(t) = go9 exp(—1) [1 + gog xXP(—10000) | _gaet + 1 oot |-

Die folgende Abbildung zeigt die zweite Komponente der (N&herungs)lésung fiir
h =0.2.
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StabilitStsbegrile

°Z “”
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Steife Differentialgleichungen

StabilitStsbegrile

Das Beispiel

422 501 —42.1 1
y =|-661 —580 581 |y, y(0)=|0
261 421  —34.0 2

mit der exakten Ldsung

exp(0.8t) sin(8t) + exp(—50t)
y(t) = exp(0.1t) cos(8t) — exp(—50t)
exp(0.1¢t) (sin(8¢) + cos(8t)) + exp(—50t)

zeigt, dass L-stabile Verfahren nicht immer besser sind als A-stabile (die folgende
Abbildung zeigt die erste Komponente der (N&herungs)losung fiir h = 0.04 und
t € [0,1.5]). Beim impliziten Euler-Verfahren miisste man h < 0.0031... wahlen,
um eine akzeptable N3herung zu erhalten (warum?).
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StabilitStsbegrile

h=0.04

-0.6] [ — exakte Loesung
—+— Trapezregel
—<— implizites Euler—Verfahren

0 0.5 1 1.5
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Steife Differentialgleichungen

Ordnungssterne

Wendet man ein Einschrittverfahren (ESV) auf die Testgleichung ' = Ay an, so
gilt yn+1 = R(Ah)y,. Dabei ist R ein Polynom (bei expliziten Verfahren) oder eine
(gebrochen) rationale Funktion in b = Ah.

Besitzt das ESV die Konsistenzordnung p, so ist

R(h) —exp(h) = O(h**Y) (b — 0).

Natiirlicher Ansatz: Bestimme eine rationale Funktion R vom Typ (k, ¢)
(k = Z3hlergrad, ¢ = Nennergrad), so dass der Exponent 1 in

R(h) — exp(h) = O(h")

maximal wird. Es zeigt sich, dass das Maximum p = k+¢+1 durch die in Abschnitt 4
eingefiihrten Padé-Approximationen (k, £)exp realisiert wird.
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Steife Differentialgleichungen

Ordnungssterne

(k, £)exp(C) fiir 0 <k, < 3:

k¢ 0 1 2 3
D . I 1
= 1-C+5¢2 1—C+5C2—§ ¢
143¢ 143¢ 143¢
1 1+¢ 2.1 3. 1., 1
1-5¢ 1-3¢+5¢? 1-3¢+73¢3 5463
1+2¢+3¢2 1+3¢+75¢2 1+§c+%<2

2| 1+¢+3¢?

1 1
1-3¢ 1=3¢+13¢”

3.3 o 1.3
1-5¢+25¢"—60¢

3,102, 1 .3 3,032, 1.3 1o, 12, 1 .3
1+4<+4<1 +34¢ 1+5<+220<1+604 1+%“10< +1%04
= _= —_— 2 = —_—(2_ —— (3

-3¢ 1=§¢+35¢ 1-5¢+70¢°~120¢

3 1+C+%C2+%C3
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Ordnungssterne

Eine rationale Approximation R(¢) an exp(¢) heit
o A-akzeptabel, wenn |R({)| < 1 fiir alle ( € C mit Re ¢ <0,
o Ag-akzeptabel, wenn |R(¢)| < 1 fiir alle ( e R mit { < 0,
o L-akzeptabel, wenn R A-akzeptabel ist und R(¢) — 0 fir { — —oo gilt.

Satz 5.1

Es gilt
1. (k,k)exp ist A-akzeptabel (G. Birkhoff, R.S. Varga 1962).
2. (k,€)exp ist Ag-akzeptabel fiir k < ¢ (R.S. Varga 1961).
3. (k,0)exp ist L-akzeptabel fiir ke {¢ —1,¢ — 2} (B.L. Ehle, 1969).
4. (k,0)exp ist genau dann A-akzeptabel, wenn ke {¢,¢ —1,¢ — 2}
(Ehle-Vermutung; G. Wanner, E. Hairer, S.P. Ngrsett 1978).4
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Steife Differentialgleichungen

Ordnungssterne

Der Beweis der vierten Aussage basiert auf der Theorie der Ordnungssterne. Ist
R(¢) eine rationale Funktion, so heilt

Zr={CeC: [R(Q)| > [exp({)[}

der zugehorige Ordnungsstern. Sei I := C\.#r sein Komplement.

Vier Eigenschaften.

(1) R ist genau dann eine Approximation der Ord-
nung p an die Exponentialfunktion (d.h. R({) —
exp(¢) = O(¢P*Y) fiir ¢ — 0), wenn Folgen-
des gilt: Fiir ( — 0 besteht sowohl %% als auch
IR aus genau p + 1 Sektoren mit Winkel jeweils
7/(p+1). Die Sektoren von % und I trennen
sich.
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Steife Differentialgleichungen

Ordnungssterne

(2) Der Rand von . enthilt genau zwei unbeschrinkte Zweige.

(3) Komponenten von %, die k Sektoren enthalten, nennt man Finger der
Ordnung k. Komponenten von g, die k Sektoren enthalten, heifen duale
Finger der Ordnung k.

Es gilt: Jeder beschrinkte Finger der Ordnung k enthilt mindestens k Pole
von R (Vielfachheiten mitzahlen). Jeder beschriankte duale Finger der
Ordnung k enthdlt mindestens k Nullstellen von R (Vielfachheiten mitz3hlen).

(4) R ist genau dann A-akzeptabel, wenn #; keine Punkte der imaginiren Achse
enthilt und R keine Pole in der linken Halbebene Re ( < 0 besitzt.
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Steife Differentialgleichungen

Ordnungssterne

0 0
o: Pole, +: Nullstellen o: Pole, +: Nullstellen

Ordnungssterne der Padé-Approximationen (2, 3)exp (links) und (1,4)exp (rechts).
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Ordnungssterne

0 0
o: Pole, +: Nullstellen o: Pole, +: Nullstellen

Ordnungssterne der Padé-Approximation (0, 5)exp (links)
und einer (nicht A-akzeptablen) (4,5)-Approximation R der Ordnung 5 (rechts)
(R(Q) = [31¢" + §¢% = 9¢% + 14 = 5]/[¢7 + F¢* +18C% — F:¢* + 19¢ - 5]).
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Steife Differentialgleichungen

Lineare MSV fYr steife Probleme

Satz 5.2 (Zweite Dahlquist-Barriere)

Es gilt:
e Kein explizites lineares MSV ist A-stabil.
e Ein A-stabiles lineares MSV besitzt hochstens die Ordnung 2.

e Das A-stabile lineare MSV mit Konsistenzordnung 2 und kleinster
Fehlerkonstante ist die Trapezregel.

y

Satz 5.3 (C.W. Cryer, 1973)

Es gilt:
e Kein explizites lineares MSV ist Ay-stabil.

e Es gibt Ay-stabile lineare MSV beliebig hoher Konsistenzordnung.

Beispielsweise sind die Gear-Verfahren aus Abschnitt 6 alle Ag-stabil.
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Steife Differentialgleichungen

RKV fYr steife Probleme

Entscheidend (vgl. Abschnitt 3)

R() = 1+ hbT(1 = hA) e = dtU = h(A - ebT))

det(I — hA)
Ordnung | Typ von R Stabilitat
Gaul} 2m (m,m) A-stabil
GauB-Radau | 2m—1 | (m—1,m) L-stabil
GauB-Lobatto | 2m —2 | (m—1,m —1) | A-stabil
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Steife Differentialgleichungen

Nichtlineare StabilitStstheorie

Alle bisher getroffenen Stabilitdtsaussagen basieren auf der Untersuchung linearer
Systeme mit konstanten Koeffizienten (lineare Stabilitatstheorie). Oft wird versucht,
diese Aussagen mit folgender Argumentation zu verallgemeinern:

Die Losung y* des AWPs vy’ = f(t,y), y(to) = yo kann durch die Lésung der
linearen Variationsgleichung

y' =Fty* () + 6y (O))y — y* (0] (%)

approximiert werden. Lokal ist f, (¢, y*) nahezu zeitunabhingig, so dass () néhe-
rungsweise die Form y’ = Ay + g(t) besitzt.

Zwei Beispiele sollen zeigen, dass Skepsis gegeniiber diesem “frozen Jacobian argu-
ment" angebracht ist.
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Steife Differentialgleichungen

Nichtlineare StabilitStstheorie

Beispiel 1.

, [—1—9cos?(6t) + 6sin(12¢)  12cos?(6t) + 4.5sin(12¢)
Y 7| —12sin®(6t) + 4.5sin(12t) —1 — 9sin(6t) — 6sin(12¢) | -

Die Systemmatrix A(t) besitzt die (t-unabhangigen!) Eigenwerte
A1 =-1, Xy =-10.
Obwohl die Eigenwerte negativ sind, ist die allgemeine Ldsung

() = sespl2n) 700 2 (s 2o

2 cos(6t) — sin(6t)] + # exp(—13t) [2 sin(6t) + cos(6t)

sicher nicht monoton fallend fiir ¢ > 0.
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Steife Differentialgleichungen

Nichtlineare StabilitStstheorie

Beispiel 2.
3oz
y’=lfﬁ L]u t>1. ()
2 2t

Die Systemmatrix A(t) besitzt die Eigenwerte A1 o = (—1 £ 2¢)/(2t), die fiir t > 1
negativen Realteil besitzen. Die allgemeine Losung ist

() = & t=3/2 ok 2t73/2 log t
YW =R e TR 20 Jeg) |

Fir k1 =1, ko =0 ist
lyl3 =7+ 3t
streng monoton wachsend (fiir t > 121/ = 1.86...).
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Steife Differentialgleichungen

Nichtlineare StabilitStstheorie

Definition 5.4
Das System y’ = f (¢, y) heilt dissipativ in [to, tend], Wenn
<f(t’y) _‘f(t,@),y - @> <0

fir alle ¢ € [to, tena] und alle y, ¥ aus dem Definitionsbereich von f gilt.
(-, -» bezeichnet ein (z.B. das Euklidische) Innenprodukt im R™.

Satz 5.5

| \,

Ist das System y’ = f(¢,y) dissipativ in [to, tena], dann ist es auch kontraktiv in
[t0,tena]- Bedeutet: Fiir je zwei Ldsungen y, ¥ von y' = f(t, y) mit
Anfangsbedingungen y(t0) = o, 9(t0) = Yo, Yo # Yo, gilt

ly(t2) — 9(t2)] < ly(t:) — (8|

fiir alle t1, to mit to < t1 <ty < tena. (|- | := ¢, HY?)
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Steife Differentialgleichungen

Nichtlineare StabilitStstheorie

Ob ein System dissipativ (kontraktiv) ist, kann mit Hilfe logarithmischer Normen

entschieden werden: Sei | - | eine (von einer Vektornorm induzierte) Matrixnorm im
R™ ™. Dann heift

[I, +hA| -1

— — nxn
/L(A) = K| (A) : hh%l+ h (A eR )
die zu || - || gehdrige logarithmische Norm. Ist |- || = | - |5, so schreibt man g, (-) fiir

die zugehorige logarithmische Norm.
Eigenschaften.

(1) Die logarithmische Norm ist — trotz ihres Namens — keine Norm.

(2) Wird || - | von einem Innenprodukt (-, -) induziert, so gilt
1(A) = max); = (Az, ).

(3) na(A) = p(3(A+ AT)) (p = Spektralradius).
(4) Ist f(t,y) = A(t)y, so ist

Sty)—Ft9),y—9) =(Aly—9),y—9) < u(A)|y — 3.
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Nichtlineare StabilitStstheorie

Seien | - | eine Norm im R™ und v(t) : R — R eine stiickweise stetige Funktion mit

pfy(ty)) < v(?)

fiir alle ¢ € [to, tena] und alle y aus dem Definitionsbereich von f. Dann gilt fiir je
zwei Lésungen y, ¢ von y’ = f(¢, y) mit Anfangsbedingungen y(¢o) = o,
Y(to) = %o, Yo # Yo,

it~ st < e ([ vt6)s) Juten) - a6

1

fiir alle ¢, ta mit tg < t1 < £y < teng.
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Steife Differentialgleichungen

Nichtlineare StabilitStstheorie
Beispiel.

Fiir das System () von Seite 271 gilt:

fy(ty) = A(H) = [_

2

SIS
—

Es folgt
pa( A1) = p(5(A®) + A®)T)) = max {| 52 + (& — )]}
und damit p2(A(¢)) < 0 genau dann, wenn
te [ty ta] ~ [1.1,1.8] mit t10=(/5F1)Y2

Das System ist daher in [t1,t2] dissipativ (und kontraktiv). Folglich ist ||y (¢)|2 fur
jede Lésung y in [t1,t2] monoton fallend.
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Nichtlineare StabilitStstheorie

Ily(®)lI/1ly(1)Il als Funktion von t

k=1, x,=1.5
o ¥,=1,x,=0.54
., x=1,k,=38

——

TR

0.9

0.8

0.7

1t t2
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Steife Differentialgleichungen

Nichtlineare StabilitStstheorie

Definition 5.7

A
Ein Runge-Kutta-Verfahren gegeben durch das Butcher-Tableau £~—T heilt
algebraisch stabil, wenn die symmetrischen Matrizen b

B := diag(f1, f2,...,Bm) und M := BA+ A"B — bb"

beide positiv semidefinit sind.

Satz 5.8

| \

Seien y’ = f(t,y) ein dissipatives System und {y,}, {¥.}, Yo # Yo,
Naherungslosungen, die aus der Anwendung eines Runge-Kutta-Verfahrens
resultieren. Dann gilt: Ist das Verfahren algebraisch stabil, so sind die Ndherungen
kontraktiv, d.h.

IYn+1 = Unial < lgn— G (R =0,1,...).
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Steife Differentialgleichungen

Nichtlineare StabilitStstheorie

Beispiele.

o Die m-stufigen GauB-Formeln (m € {1,2,3}) aus Abschnitt 5 sind alle
algebraisch stabil (hier ist M die Nullmatrix!).

e Die Gaulk-Radau-Formel

115 _ 1
3|12 T 12
3 1
i g
3 1
4 1

ist algebraisch stabil, denn:

11 -1
:1_6[_1 L[> dhe A(M) = {0,1/8}.

e Die Trapez-Regel (aufgefasst als implizites zweistufiges RKV) ist nicht
algebraisch stabil (A(M) = {£1/2}).
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