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4. Ubung

Aufgabe 1

(@) Man zeige, daf3 die Spaltensummen-Norm ||A||; und die Zeilensummen-Norm || A||s einer
Matrix A € R™*" jeweils die der Vektornorm || - ||,, p = 1bzw.p = oo, zugeordnete Ma-
trixnorm ist.

(Hinweis: Fir p = 1 bzw. p = oo zeige man, daf3

Az, < l[Allpllz]lp vz eR" VAeR""

gilt, und daB fir mindestens ein x € R™ in der Abschatzung jeweils das Gleichheitszeichen
angenommen wird.)

(b) Man zeige folgende Ungleichungen:

lzllz <zl < Vol
2]l < [l2ll2 < Vnll2llo
[2lloe <zl < nll2le

Wann gilt jeweils Gleichheit?

(c) Zu einer beliebigen Matrix-Norm gibt es eine Vektor-Norm, so daf3 die Matrix-Norm mit dieser
vertraglich ist.

Aufgabe 2
Die Spaltensummen- und die Frobenius-Norm sind flr beliebige Matrizen A € R™*" definiert durch
n
IAlly »= max > |ai;],

1<5<n
SIEnG

und
1/2

IAlp = D> lai|?

i=1 j=1

Man beweise die folgenden Aussagen:

(a) Die Frobenius-Norm || - || ist eine Matrix-Norm und vertraglich mit der Euklid-Norm || - ||2 .
(b) Fir jede Matrix A € R™*™ gilt
1

\/ﬁllAlll < | Allr < VnllAlx .



(c) Fur die Rang-1-Matrix zz” mit 0 # = € R” und ||z|]2 = 1 gilt

1AM = 22) || = | AllF — [|Az]3 -

Aufgabe 3
Zu einer beliebigen Vektornorm || - || auf C™ ist die zugehdrige Dualnorm || - || definiert durch
H Re H
lyll« = JrnaxM = maxﬂ, yeC".
a20 |zl|  ezo |z
Man zeige:

(a) Durch obige Definition von || - || ist tatsachlich eine Norm definiert.

(b) Seien x,y € C". Fiir die durch die Vektornorm ||-|| induzierte Matrixnorm |- || a7 gilt || 2y (|5 =
[yl

(c) Fur die von der Vektornorm || - || induzierte Matrixnorm || - || a gilt

Re yf Az
Al = max ————
zy#0 ||y«

fir alle Matrizen A € C™*"™,
(Hinweis: Man benutze die Tatsache, dass es zu jedem = € C™ einen dualen Vektor z € C"
mit 27z = || z||.| x| gibt.)

Aufgabe 4

Auf einem (komplexen) Vektorraum V sei ein Innenprodukt (Skalarprodukt) (-, -) : VxV — C erkléart.

Bekanntlich ist dann durch
[v] :==V(v,v), veV

eine Norm, nédmlich die durch das Innenprodukt induzierte Norm, auf V definiert. Man zeige:
(a) Furjede durch ein Innenprodukt induzierte Norm gilt die Parallelogrammgleichung
lo +wl? + flo = wl* =2 (Jo]* + |w]?), v.weV
sowie die Polarengleichung

Re(v,w) = - (v + w|®— o —w|?) v, weV.

AN

(b) Die 1-Normim C", ||x||1 := |x1|+- - -+ |zn|, erfullt nicht die Parallelogrammgleichung, ist also
von keinem Innenprodukt induziert.



