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Numerische Integration

Ziel numerischer Integration (Quadratur): Naherungswerte fiir

b
J F(t) dt.
a
Wozu? Ein Beispiel: Eine Apparatur liefere Messwerte
T; = T; +€&;.

Angenommen, die Messfehler ¢; sind standardnormalverteilt (wahle Einheiten ent-
sprechend!): Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit P, dass ein spezifischer Messwert
den wirklichen Wert um weniger als zwei Einheiten {iberschatzt?

P= \/%7 LQ exp (-%) dt = ®(2) — B(0) (~ .477).

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 340 / 402



Numerische Integration
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Aber: Es gibt keine geschlossene Formel fiir den Wert von

o= [ e (L)

(und vieler anderer Integrale). Selbst wenn geschlossenene Formeln bekannt sind,
ist eine numerische Approximation oft 6konomischer.
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Numerische Integration

Newton-Cotes-Formeln

Gesucht: Wert von [ := Ss f(x)dz.

Idee der interpolatorischen Quadraturformeln: Wahle (n + 1) Knoten
A< T <xL < < Tp_1<Ty <DH,

bestimme das zugehdrige Interpolationspolynom p,, € 22, fiir f

n ' n T —
pa(@) = Y, fa;) Li(z)  mit  G) =] p—
3=0 wo
(Lagrange-Form) und betrachte als Naherung fiir I
b n b
| polwrds = 3. 1) | 6@ de = 3 28y,
a j=0 a =0

|

v; und x; heilen Gewichte bzw. Knoten der Integrationsformel.
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Numerische Integration

Newton-Cotes-Formeln

Interpolatorische Quadraturformeln

n
I~ 3" fay)
§=0
mit dquidistanten Knoten
z;=a+jh, j=0,1,...,n, wobei h = (b — a)/n.
heilen Newton-Cotes-Formeln.

Bestimmung der Gewichte. Mit der Substitution = a + ht, t € [0, n]:

n) J —hf :hozé-”)
a@oxJ_xl 10]_7’

i#] i#]g

(a§") sind unabhingig von f, a und b).

Fiir jedes n gelten ag”) + ag") RS agtn) —n
und a.gn) ’Eln)]7 ] :Oyly...,n
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Numerische Integration

Newton-Cotes-Formeln

. b—a « .
Tabelle der Newton-Cotes-Gewichte: [ ~ Za;")f(a + jh)
n frary
n | Name a§") (j=0,1,...,n)
I I
1 | Trapezregel 5 5
B 1 4 1
2 | Simpson-Regel | 5 3 3
3 9 9 3
3 | 3/8-Regel 2 < S o
- 14 64 24 64 14
4 | Milne-Regel T 1 T 1 &
5 95 375 250 250 875 95
288 288 288 288 288 288
41 216 27 272 27 216 41
6 | Weddle-Regel | 15 T30 11 Ta0 140 140 140

Fiir groBere n treten negative Gewichte auf, die Newton-Cotes-Formeln werden
numerisch unbrauchbar.
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Numerische Integration

Newton-Cotes-Formeln

Fehler der Newton-Cotes-Formeln:

En(f) = ’ Ddr 1S o™ fat jh) " wni1 (@) pur) ) da
W(f) =] f@) > o fa+ jh) man ) dr,
a j=0 a .

wenn f e C("*[q,b] (vgl. Satz 6.6).

Insbesondere werden Polynome vom Grad < n durch die n-te Newton-Cotes-Formel
exakt integriert.

Man kann zeigen: Ist n gerade, so werden sogar Polynome vom Grad n + 1 exakt
integriert.

Exaktheitsgrad der | n, falls n ungerade,
n-ten Newton-Cotes-Formel n+1, falls n gerade.
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Numerische Integration

Newton-Cotes-Formeln

Wir bezeichnen die dividierten Differenzen einer Funktion beziiglich der n + 2 paar-
weise verschiedenen Knoten g, ..., Z,,z mit f[xg,z1,...,2n, z].

Lemma 7.1 (Alternatives Restglied bei Polynominterpolation)

Wird die Funktion f durch das Polynom p € &7, an den Knoten
a<xg<xy <+ <Tp_q <xp < b interpoliert, so gilt

f(x) - p(x) = wn+1(w)f[a:0,x1, 000 7xn7$]‘

y

Fiir das Knotenpolynom wy,+1(z) = (z — x9) - - - (x — x,,) beziiglich der Knoten
x; = a+ jh,h = (b—a)/n, gilt mit z,, )5 := 20 + hn/2

(a) wn+1(xn/2 + E) = (_1)n+lwn+1(mn/2 - f)
(b) Fiira <&+ h < xppp mit{# xo,..., 2, gilt [Wng1 (€ + R)| < |wny1(6)]-
(c) Fiir Tps2 <& <bmit § # To,..., 2, gilt |wnt1(8)| < lwn+1(€ + R)|.

vy
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Numerische Integration

Newton-Cotes-Formeln

Knotenpolynom, n=6 Knotenpolynom, n=7
T T T T T 2 T T T T T

-7

-8 L L L L L L L
3 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3
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Numerische Integration

Newton-Cotes-Formeln

Lemma 7.3

Definiert man Q,,41(z) := § wyp41(€) A&, (n > 1), so gilt
(@) Qnt1(a) = py1(b) =0 und Qp,11(z) > 0, z € (a,b) fiir n gerade.

(b) Qny1(a) =0, Quy1(b) = 2954 1(2y/2), sowie Qpy1(z) <0, 2 € (a,b], firn
ungerade.

Satz 7.4

Ist f € C"*2[a,b], so gilt fiir den Fehler der Newton-Cotes Formeln fiir n gerade

| A

Ky

En(f) = (n + 2)!

FO @), ne(ab)
mit

b
K, = f 2wp11(z) dz < 0.

a

v
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Numerische Integration

Newton-Cotes-Formeln

Fehlerschranken

mit M}, := max,<p<p | fF)(z)| und h = (b —

z)dz —h Y o\ fla+ jh)
n | Name Sy (f)
1 | Trapezregel b 5 M2
2 | Simpson-Regel | h% &
3 | 3/8-Regel hb 3 3 M4
4 | Milne-Regel n" 945 Mg
5 hT 1%36 M
6 | Weddle-Regel | h° 155 Ms
a)/n.

< Sn(f)
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Numerische Integration

Newton-Cotes-Formeln

Beispiel. S(l) exp(z)dz =e—1~ 1.7183

n | Name En(f) Sn(f)

1 | Trapezregel —1.409-10"1 | 2.265- 101
2 | Simpson-Regel | —5.793-107* | 9.438 -10~*
3 | 3/8-Regel ~9.583-10* | 4195104
4 | Milne-Regel —8.595-107" | 1.405-107°
5 —4.845-1077 | 7.910- 107
6 | Weddle-Regel | —1.059-1072 | 1.734-107°

Oliver Ernst (Numerische Mathematik)

Numerische Mathematik

Sommersemester 2015

351 / 402



Inhalt

@ Numerische Integration

7.2 Zusammengesetzte Integrationsformeln

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 352 / 402



Numerische Integration

Zusammengesetzte Integrationsformeln

Idee: Unterteile das Integrationsintervall [a,b] in N Teilintervalle der Lénge H :=
(b —a)/N und wende auf jedes Teilintervall

l[a+jH,a+ (j + 1)H] j=0,1,2,...,N —1,

d.h. zur ndherungsweisen Berechnung von

at+(j+1)H
f f(z)dz,

+iH

die n-te Newton-Cotes-Formel (mit Schrittweite h = H/n) an

a+(j+1)H N— n
Jf dx— J (m)dzz;zz Zak)fa+jH+kh)
j=0 k=0

j=0 Ja+jH

Z_: Zn:ak)f (a+ (jn + k)h).
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Numerische Integration

Zusammengesetzte Integrationsformeln

Beispiel fiir n = 1: zusammengesetzte Trapezregel.

Hier H = (b—a)/N = h, also N + 1 Stiitzstellen: z; = a+ jh, j=0,1,...,N:

Lb f(z)dz ~ [ NZ: flx;)+ f xN)] =:T(h). (7.1)

Fehler:

o) de — T(h)| < 2=

h? mit My := max |f"(x)|.

a<z<b

Aufwand zur Berechnung von T'(h): N + 1 Funktionsauswertungen.
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Numerische Integration

Zusammengesetzte Integrationsformeln

Beispiel fiir n = 2: zusammengesetzte Simpson-Regel.

H b—a b—a
H|erH=T=2h, dhh=2—
also 2N + 1 Stiitzstellen:  2; = a+ jh, j=0,1,...,2N:

b i N-1 N-1
J f(z)dz ~ g[f(xo) +4 flxojs1) +2 Z flzey) + f(a;gN)] =: S(h).
a j=0 j=1
Fehler:
b b—a b—a
Lf(x)dx—S(h) < Tgg Ma ‘= 5550 M, H*

mit My := max |f0(z).

a<z<b

Aufwand zur Berechnung von S(h): 2N + 1 Funktionsauswertungen.
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Numerische Integration

Romberg-Extrapolation

Idee der Extrapolation: Es bezeichne T'(h) die Trapezregel-Niherung fiir das In-
tegral I = SZ f(z)dzx. Ist f geniigend glatt, so gilt

lim T(h) = 1.

Interpretiere I als Wert von T' = T'(h) an der Stelle h = 0:
I =T(0).

Wir kénnen T'(h) nur fir h > 0, nicht aber an der Stelle h = 0 auswerten. Um
T'(0) zu approximieren interpolieren wir T an den Stiitzstellen hg, hy,...,ht > 0,
d.h. wir bestimmen ein Polynom P, € & mit

Py(h;) =T(h;)  j=0,1,...,k,

und betrachten P;;(0) als Naherung fiir T'(0) = I.
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Numerische Integration

Romberg-Extrapolation

P;;(0) ist (hoffentlich) eine bessere Naherung fiir I = T'(0) als T'(ho), T'(h1), T'(h2), ...
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Numerische Integration

Romberg-Extrapolation

Die Konvergenz dieses Extrapolationsverfahrens wird wesentlich dadurch beschleu-
nigt, dass T'(h) eine asymptotische Entwicklung in h? besitzt. Dies ist eine Folgerung
aus folgendem Ergebnis:

Lemma 7.5

Ist g € C?m*2[0,1], so gilt

! 1 S By 2k—1 2k—1
J, o101 = 310 + 901+ X, G0 o) -

Bom -
_ﬁg(z (), €e(0,1).

Hierbei sind By, die Bernoulli-Zahlen
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Numerische Integration

Romberg-Extrapolation

Lemma 7.5 enthalt die einfachste Variante der Euler-Maclaurinschen Summenfor-
mel. Die allgemeinere Form erhilt man durch Anwendung von (7.2) auf die Integrale

i+1
J gt)ydt i=0,...,N—1,

und Aufsummieren:

N
L g(N — 1)+ Lg(V) = j o) dt
s (73)
(9 D() = g D0)] + 2 N g )

mit einem £ € (0,1).
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Numerische Integration

Romberg-Extrapolation

Anwendung auf beliebiges Intervall [a, b], dquidistante Knoten
{ri=a+il},, h=0—-a)/N, feC*™ a,b]:

Transformation von SZ f(t)dt auf [0, N] und Anwendung von (7.3) liefert

J f dt-l— Z th 216 f(2k 1)( )_ f(Qk—l)(a)]
(7.4)

4 R (23_2T§) (b—a) fCH2(), ¢e(ab)

mit T'(h) die Approximation der zusammengesetzten Trapezregel gemaR (7.1).

Entscheidend: (7.4) stellt eine asymptotische Entwicklung von T'(h) in Potenzen
von h? dar. Auf diese Entwicklung wird das Extrapolationsverfahren angewandt.
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Numerische Integration

Romberg-Extrapolation

Das Romberg-Verfahren: Wihle Schrittweitenfolge
ho=b—a, hj=h;_1/2=(b—a)/2’

und bestimme P (0) mit dem Algorithmus von Neville-Aitken (die Abszissen sind
hier h2):
J

Ty = Tlho) = *5 [£(@) + FB)],
) 291
Tho = T() = [ 1@ +2 % fla+ing + 10)|
i=1
1 =
:57}—170+hji=21f(a+(2i_1)hj)3 j=12,...

22T 1 —Ti1 e ATy — T 1 g
]7k221k 13 Lk—1 _ jk—1 j—1,k—1 fijrkgj,jzl.

Tk = 4k 1
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Numerische Integration

Romberg-Extrapolation

Die Rombergsche T-Tafel

Too 121 To2
T30 131 T32 T33

wird in der Reihenfolge To)o, TLO' T171, Tgyo, T2,1, T272, Tgyo, ... berechnet.
Praxis: Berechne nur wenige (etwa m) Spalten der T-Tafel und breche ab, wenn
Tjm—1 = Tirrm-| S €

erfiillt ist.
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Numerische Integration

Romberg-Extrapolation

Beispiel.
2 dx
J — = log(2) = .6931471806..

T-Tafel:

.7500000000

7083333333  .6944444444

6970238095 .6932539683 .6931746032

.6941218504  .6931545307 .6931479015 .6931474776
0933912022  .6931476528 .6931471843 .6931471831 .6931471819

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 364 / 402



Numerische Integration

Romberg-Extrapolation

Fehler beim Romberg-Verfahren:

e Ist f e C?™m*2[q,b], so besitzt die Trapezsumme T'(h) zur Schrittweite
h = (b—a)/n gemaR (7.4) die asymptotische Entwicklung

T(h) =1+ thz + a2h4 R athm + 5m+1(h)h2m+2.

e Dabei sind I = SZ f(z) dz das gesuchte Integral, o, ..., a, von h
unabhingige Konstanten und (,,+1(h) bleibt beschrankt fiir h — 0.

e Die Fehler in der ersten Spalte der T-Tafel (d.h. die Fehler von
{Tjo} = {T(h;)}) streben also wie h? gegen 0.

Behauptung: Die Fehler in der k-ten Spalte der T-Tafel (d.h. die Fehler von
{Tk—1}j>k—1) streben wie h?k gegen 0.
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Numerische Integration

Romberg-Extrapolation

Aus der asymptotischen Entwicklung folgt

Tj_10 = T(2h;) = I + a1(2h;)* + O(hj),
Tj’o = T(hj) =1+ Ollh? + O(h?)

Multipliziert man die zweite Gleichung mit 4 und subtrahiert beide Gleichungen, so
ergibt sich:
4Tj 0 — Tj,1 0 4
S | h>
] + O( j),

die Fehler in der zweiten Spalte der T-Tafel (d.h. die Fehler von {7 1},>1) streben
also wie hj gegen Null.
Auf dhnliche Weise |3sst sich zeigen:

Tj1=

Tj =1+ O™ ) (k fest mit 0 < k < m).
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Numerische Integration

Adaptive Integrationsverfahren

e Wendet man eine zusammengesetzte Quadraturformel auf I = SZ f(z)dz an,
so ist es nicht immer sinnvoll, das Integrationsintervall [a, b] in gleich lange
Teilintervalle der Lange H zu unterteilen:

e Der Quadraturfehler hiangt von einer (hdheren) Ableitung von f ab, und diese
kann in [a, b] stark variieren.

e Fiir "
f(l‘) = m, T e [1001, 10],
bewegt sich die vierte Ableitung (die den Fehler bei der zusammengesetzten
Simpson-Regel kontrolliert) zwischen 1.2 - 10% (am linken Rand) und
2.7-107* (am rechten Rand).

e Man erwartet, dass man am rechten Ende des Intervalls mit wesentlich
weniger Stiitzstellen (d.h. wesentlich geringerem Rechenaufwand) eine
akzeptable N3herung des Integrals bestimmen kann als in der Umgebung von
1.001.
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Numerische Integration

Adaptive Integrationsverfahren

Gegeben: Quadraturformel mit Fehlerdarstellung, z.B. die Simpson-Regel S(H)
mit
I—S(H)=cH*+O(H".

Gesucht: Naherung fiir I, zusammengesetzt aus Ndherungen

iiber Teilintervalle unterschiedlicher Lange H; = z; — x;_1, so dass
N
‘ Z 79

gilt. Weder die Anzahl N der Teilintervalle noch die Unterteilungspunkte {:cj};»V:O
sind bekannt.

b
<e —to|~f 1 (2)] da
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Numerische Integration

Adaptive Integrationsverfahren

Wir wollen den Fehler , gleichmaRBig auf die Teilintervalle verteilen®, d.h. H; soll so
gewahlt werden, dass

zj—1+Hj )
J f(x)da:—]éj) <

Tj—1

erfillt ist.
Wichtige Beobachtung: Aus

I—-S(H)=cH*+O(H®) und I-S(H/2)=c(H/2)*+O(H")

folgt
S(H/2) — S(H) = c(1—27% H* + O(H?)
also, falls H ,,geniigend klein" ist,
_ S(H/2) - S(H)

[—S(H)~ =" (*)
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Numerische Integration

Adaptive Integrationsverfahren: Strategie zur Schrittweitenwahl

Angenommen Hy, ..., H;_ (d.h. zo,...,z;_1) sind bereits bestimmt. AuRerdem ist eine Vorschlags-
schrittweite H; gegeben.

(1) Setze Hj = ﬁj.
2) Bestimme mit Ié]) = S(H;) eine Naherung fiir SIJ:H{’ f(z)daz.

) @
J
(3) Bestimme mit I\ = S(H,/2) eine ,bessere” Naherung fiir S:]’:I+HJ f(z)dx.
(4) Uberpriife, ob
I~ 15 < (1 -2 5=
erfiillt ist (vgl. ().
o Falls ja: Akzeptiere Ifj) als N3herung.
o Falls nein: Setze H; = H;/2 und gehe zu (2).
(5) Uberpriife, ob
. ) H.
I~ 15| < 25) (1 -2 e
—a

erfiillt ist (2.5 = Sicherheitsfaktor).

o Falls ja: Neue Vorschlagsschrittweite: H;,; = 2H;.
o Falls nein: Neue Vorschlagsschrittweite: I:Ij+1 = Hj.
Praxis: Unter- und Oberschranken fiir H; (zu kleine Schrittweiten fiihren zu verstdrktem Rundungs-
fehlereinfluR, zu groRe Schrittweiten kdnnen dazu fiihren, daR Bereiche, in denen f stark variiert, iiber-
sprungen werden).
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Numerische Integration

Adaptive Integrationsverfahren

Beispiel:  f(z) =

100 T

90 . . 4

70 N B Integral = 29.8583 4

50 ’ N 1
sl . . i
30/ . - J

20 K .

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Numerische Integration

GauB-Quadratur

Die in diesem Abschnitt behandelte Theorie der GauB-Quadratur gilt allgemein fiir
Integrale der Form

I- fRﬂx) ().

Hierbei ist p ein positives MaB auf R und es wird lediglich gefordert, dass die
sogenannten Momente

bk :=f:rkdu(x), k=0,1,...
R

existieren.
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Numerische Integration

GauB-Quadratur

Wichtige Spezialfille sind diskrete Male, welche auf endlich viele Punkte x; kon-
zentriert sind,

Jf )du(x Zwlfmz w; > 0, r; €ER,

sowie absolutstetige Male

dp(z) = w(z)de mit Trager (a,b) = supp(p) € R,

b
fRﬂm) du(z) = f IRCLOE f f(@yw(z) dz

Im letzteren Fall, mit dem wir uns ausschlieRlich befassen, ist a = —c0 bzw. b =
ausdriicklich zugelassen.

sodass
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Numerische Integration

GauB-Quadratur

Die Gewichtsfunktion w(x) muss dabei gewisse Bedingungen erfiillen
(z.B. w(z) = 0 fiir alle x € [a, b]).

Gebriuchliche Gewichtsfunktionen sind:

[a, D] w(x) Bezeichnung
[—1,1] 1 Gaul-Legendre
[-1,1] (1—22)"1/2 GauB-Tschebyscheff
[-1,1] | (1 —2)%(1 +2)%, a,f > —1 | GauB-Jacobi
[0, o] exp(—x) GauB-Laguerre

[—o0, 0] exp(—z?) GauB-Hermite
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Numerische Integration

GauB-Quadratur

Prinzip: GauR-Formeln sind interpolatorische Quadraturformeln

f Py w@)ds = 3 (&) + Balh) (7.5)

j=1
R, (f) bezeichnet den Quadraturfehler.

Im Gegensatz zu den Newton-Cotes-Formeln wahlt man die Knoten &; nicht dqui-
distant, sondern bestimmt Knoten &; und Gewichte 7; so, dass sich ein méglichst
hoher Exaktheitsgrad ergibt.

Heuristik: Fiir jedes £k = 0,1,2,... ist die Forderung

b n
J 2 w(z)dz = Z njff
j=1

a

eine nichtlineare Gleichung mit 2n freien Parametern {{;,7;}_;. Es scheint mog-
lich, diese Gleichung fiir K = 0,...,2n — 1 zu erfiillen (Exaktheltsgrad 2n —1).
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Numerische Integration

GauB-Quadratur

Es bezeichne &7 den Raum aller Polynome (beliebigen Grades) in einer Variablen.

Satz 7.6 (Jacobi, 1826)

Sei m € Ny. Die Quadraturformel (7.5) besitzt genau dann Exaktheitsgrad

d = n — 1+ m, wenn folgende beide Bedingungen erfiillt sind:

(a) (7.5) ist interpolatorisch.

(b) Das Knotenpolynom wy,(2) = [[;_,(z — ;) ist orthogonal zu Z,,,
beziiglich des Innenproduktes

b
@10) = f p(@)(z) w(z)dz, pqe P, (76)

a

Bemerkung 7.7

Der maximale Exaktheitsgrad ist d = 2n — 1 (dies entspricht m = n).
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Numerische Integration

GauB-Quadratur

Satz 7.6 legt ein Konstruktionsprinzip fiir (7.5) mit mdglichst hohem Exaktheits-
grad nahe: wahle als Knoten die Nullstellen des Orthogonalpolynoms vom Grad n
beziiglich (7.6) und die Gewichte so, dass (7.5) interpolierend ist.

Definition 7.8

Eine Folge {px}r=>0 von Polynomen heit System von Orthogonalpolynomen
beziiglich eines Innenproduktes (-, -), falls

(a) degpy =k, k=0,1,... und
(b) (pj,pr) =0 falls j # k.

Orthogonalpolynome sind jeweils bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Als mo-
nisch bezeichnet man Polynome mit Hochstkoeffizient Eins, Orthonormalpolynome
sind durch (pg,px) = 1 charakterisiert.

Die Nullstellen der Orthogonalpolynome beziiglich (7.6) sind reell, einfach und
liegen in (a,b).
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Numerische Integration

GauB-Quadratur

Lemma 7.10

Der Vektor [a(", ..., al™,]T der Koeffizienten des n-ten monischen
Orthogonalpolynoms beziiglich (7.6)

pn(x) = 2" + asln)lx SakERE a§n)x 4 a( n)

ist die eindeutig bestimmte Losung des linearen Gleichungssystems

Mo M1 ---  Hp—1 Hn
H1 U2 ... Ln, Hn+1
Myz = My, M, = : , My = .
Hn—1 Hn ... H2n—2 H2n—1

mit der Momentenmatrix M,, gegeben durch

b
[M,)x = (27, 2%) = J oI TFw(x)de = (271F, 1) = ik

a
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Numerische Integration
GauB-Quadratur

Satz 7.11

Ein System von Orthogonalpolynomen beziiglich (7.6) geniigt einer dreistufigen

Rekursionsformel

YnPn () = (T — 0n)pr—1(z) — Bnprn—2(z), n=12,...

mit
p—1:=0 und po(xz)= const.

Die Koeffizienten sind gegeben durch

o — (TPn—1,Pn—1) n=1.2
" (pn—hpn—l) ’ o
Tn = (@Pn-1,Pn) n=1,2
" (P> Pn) o
ﬂn _ (xpn—Qapn—l) _ (pn—hpn—l) _ 2,37

(pnf27pnf2) Tnt (pnf27pnf2) ’

.., [ beliebig.
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Numerische Integration
GauB-Quadratur

Bemerkung 7.12

(a) Mit {pg}r=0 sind auch py = dxpk, ox # 0, Orthogonalpolynome.
Die zugehérigen Rekursionskoeffizienten lauten

N . Op—

ap = Ak, 7k=%7k7 k=1727"'7

- Op—

5,€=5’“—15k, k=12,3,....
k—2

(b) Fiir die monischen Orthogonalpolynome ergibt sich fiir die Rekursion
Y = 1VEk. d.h.

p—1 =0, po(z)=1, pr(r)=(2—ar)pr—1(x) — Brpr—2(x).

Ferner gilt
(pk—lapk—l)
By = L)
(Pk—2,Pr—2)
(c) Fiir Orthonormalpolynome ist i, = vi—1, k > 2.

>0, k=2
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Numerische Integration
GauB-Quadratur

Satz 7.13

Seien oy, Bk, k = 1 die Rekursionskoeffizienten der monischen Orthogonalpolynome
beziiglich (7.6) und sei

(0%} \/[Tz
Jn = VB2 a: - e R™*™ (Jacobi-Matrix).
- ABa
VBn an

Dann gilt

(a) Die Knoten der n-ten GauB-Quadraturformel (7.5) beziiglich (7.6) sind die
Eigenwerte von J,,.

(b) Sind u; die normierten Eigenvektoren von J,, zu den Eigenwerten A;, d.h.
Jnuj = Ajuy, |ule =1(j =1,...,n) so sind die Gewichte 7, von (7.5) gegeben
durch

b
n; = 60[uj]% (G=1,...,n), Bo = J w(z)dz.

a
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Numerische Integration

GauB-Quadratur

Beispiel: Fiir die Gewichtsfunktion w(z) = (1 — 22)~'/2 erhilt man

(2j = Dm

Knoten: &; = cos
&; o

Gewichte: n; = 7/n, i=12...,n

(Dass die Gewichte unabhingig von j sind, trifft auf andere GauB-Formeln nicht
zu!) GauR-Tschebyscheff-Quadraturformel:

1 fl@)(1—a?)2de == Zf cos L1 1)” + R (f).
I (o

Ist f € C?"[a,b] und bezeichnen {p,} die monischen Orthogonalpolynome zu
(7.6), so besitzt das Restglied der GauB-Quadraturformel (7.5) die Darstellung

AR (3)

(pnapn)a §€ (avb)'
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Numerische Integration

Kubatur

Kubatur bezeichnet Niherungsverfahren fiir mehrdimensionale Integrale, d.h. mit
Teilgebieten des R™, m > 1, als Integrationsbereich.

Diese haben wie im Eindimensionalen die Form

I—Jf (@)dz = 3 muf(e) + Balf). (7.7)
i=1
mit Knoten x; und Gewichten ~;, i = 1,...,n.

Erwiinschte Eigenschaften:
1. SILL‘GQ,’L':L...,TL
2.4 >0i=1,...,n
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Numerische Integration

Kubatur

Die Theorie der numerischen Kubatur ist nicht anndhernd so vollstindig wie die der
Quadraturverfahren. Dies hat im Wesentlichen zwei Ursachen:

(i) Die Geometrie des R! ist entscheidend einfacher als die mehrdimensionaler
Raume. So sind etwa alle kompakten und zusammenhangenden Teilmengen
im R! affin dquivalent.

(ii) Die im Eindimensionalen so hilfreiche Theorie der Orthogonalpolynome ist im
Mehrdimensionalen komplizierter. So gibt es (") Polynome vom Grad < k
in m Variablen, also ("“’,f’_l) Polynome vom exakten Grad k. Hier kommen
also nur gemeinsame Nullstellen von mehreren Orthogonalpolynomen als

Knoten in Frage.

Wir geben hier lediglich einen kurzen Uberblick iiber Konstruktionsprinzipien von
Kubaturformeln und beschranken uns einfachheitshalber auf den Fall m = 2.
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Numerische Integration

Kubatur

Eine Kubaturformel (7.7) besitzt also den Exaktheitsgrad d, wenn sie fiir alle Poly-
nome p(x,y) vom Grad < d, d.h. fiir alle

pe P3 .= { Z ai,jxiyj e ER}
i+j<d

(Z.B. ,@12 = {04070 + ay07 + Oéo,ly}r
3322 = {04070 + a1,0% + ag1y + 042,0502 + o117y + 040722/})'

den exakten Integralwert liefert.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 388 / 402



Numerische Integration

Kubatur: Interpolatorische Quadraturformeln

Wie im Eindimensionalen kann man bei n vorgegebenen verschiedenen Knoten x;
die Gewichte w; zum Erreichen eines maximalen Exaktheitsgrades wahlen. Im R?
sind hierfiir erforderlich

(d;Q) _ (d+2)2(d+1)

Knoten fiir Exaktheitsgrad  d.

Satz 7.15 (Tchakaloff, 1957)

Sei ) = R? kompakt, w eine nichtnegative, integrierbare Gewichtsfunktion mit

0< J w(z)dz < o
R2

sowie d eine feste natiirliche Zahl. Dann existiert eine Kubaturformel der Form
(7.7) vom Exaktheitsgrad d mit n < (d + 1)(d + 2)/2, positiven Gewichten ~; und
x; € Q fur alle <.

W
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Numerische Integration

Kubatur: Produktformeln

Ist es moglich — eventuell nach geeigneter Substitution — Integrale iiber Monome
x'y?, 1,7 € Ng, so umzuformen, dass

L 2y w(z, y)dady = fl £ wn () ( fll " wz(n)dn) d,

so kann man auf die eindimensionalen Integrale jeweils eine Quadraturformel
1
(RGeS S, (5=1,9)
-1 =1
mit Exaktheitsgrad ds; anwenden und erhdlt mit

J fla,y) w(z, y)dedy ~ Z Zv i (e e

i=15=1

eine Kubaturformel mit nins Knoten {(C(1 ,§(2 )} und Gewichten {yfl)fyj(z)}, 1<
i < ny1,1 < j < ny sowie Exaktheitsgrad d = mm{dl,dQ} (eigentlich etwas mehr,
wieso?).
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Numerische Integration

Kubatur: Produktformeln

Beispiel 1: Die GauB-Legendre Formel (w(z) = 1) mit zwei Knoten

1
| 10as e Ga= T ==,

besitzt Exaktheitsgrad d = 3. Mittels der Substitution

[Zfé?;] N % (m + [(1) (1]] m) ¢nel-1,1],

approximieren wir damit das Integral

1.135... J J exp(z?y?) dzdy = ~ J J exp(z(€,n)%y(€,n)?) dédn

~ 1 Z exp(2(Gi, ¢;)*y(Giy ¢)?) = 1.133...

4,g=1
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Numerische Integration

Kubatur: Produktformeln

Beispiel 2: Die Gaul-Hermite Formeln approximieren Integrale der Bauart

f F(Q) exp(—2)dC ~ Y1 f(G)

i=1

und lassen sich daher zu Produktformeln fiir Integrale

JRQ f(z,y) exp(—2® — ) dady

kombinieren.
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Numerische Integration

Kubatur: Produktformeln

Beispiel 3: Das Integral
I=J flz,y)dady, A={(z,y):0<2<1,0<y <z}
A

tiber das Dreieck A geht durch die Substitution z = u,y = uv iber in

101
1 =J J £ (u, uv) udvdu,
0 Jo

was wie in Beispiel 1 durch eine Produktformel fiir
ein Quadrat approximiert werden kann. Fiir die 3-
Punkt Gaul-Legendre Formel erhalten wir rechts-
stehende Knoten im Dreieck A.
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Numerische Integration

Kubatur: Zusammengesetzte Kubaturformeln

Hat man ein beschrinktes Gebiet 2 = R? vollstindig oder niherungsweise in Drei-
ecke oder Rechtecke {K;}¥ | zerlegt, so kann man gemaR

I= Lf(fﬂ,y)dxdy = Z f (z,y) dady

mithilfe einer Kubaturformel fiir Dreiecke bzw. Rechtecke I beliebig genau appro-
ximieren, sofern die Zerlegung nur hinreichend fein gewahlt ist.

Von einer zuldssigen Zerlegung verlangt man, dass 2 = U, K; und dass K; n K
fiir ¢ # j entweder leer ist oder nur aus gemeinsamen Randpunkten besteht.
Folgende Bilder zeigen Beispiele fiir Triangulierungen, d.h. Zerlegungen in Dreiecke.
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Numerische Integration

Kubatur: Zusammengesetzte Kubaturformeln

| RS R AR AL
RIS AT = ey
A :

i AV A
\7 Aﬂﬂa‘&mm,,»‘%vl{éé
ViV v aTavaivg S5 b
< [SORR »..55»-.%‘%%%?%2%;%4%’:?3 L O
SRRSO, 4 Bararis 7
VAT SRELOOORT

ORI,
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A 4 ﬂvﬁ,»,‘gfi%v‘gg
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Triangulierung des AuBengebiets eines Tragflachenquerschnitts.
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Numerische Integration

Kubatur: Zusammengesetzte Kubaturformeln
Durch die affine Transformation
[f] [z(ﬁﬂ)]_[fﬁl] [332—331 x3—x1][€]
P — = +
n y(&n) 1 Y2—y1 Ys—w1 | [ 7
wird das gleichschenklig rechtwinklige Referenzdreieck K bijektiv auf ein bel. Drei-

eck K < Q abgebildet mit (0,0) — P, = (z1,y1), (1,0) — Py = (x2,y2),
(0,1) = P53 = (23,¥3).

Py P
n y
P
0 1 § -7
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Numerische Integration

Kubatur: Zusammengesetzte Kubaturformeln

Mit Hilfe der Substitutionsregel

f f(,y) dady = f F(o(€.m) | det | dédy = D f  Flple,m) dedn,
K K K

wobei
D = |dety'| :=

det[ To —T1 X3 — X1 ]
Y2—Yr Y3 — Y1

die Funktionaldeterminante von ¢ ist, lassen sich alle Einzelintegrale {,. f(x,y)dxdy

auf Integrale iiber K zuriickfiihren.
Es geniigt daher, Integrale der Bauart

f g(E.m) dedy
K

Zu approximieren.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 398 / 402



Numerische Integration

Kubatur: Zusammengesetzte Kubaturformeln

Wir betrachten einige Kubaturformeln

JA g(&m)dédn ~ Y vig(&,mi)

K i=1
fiir das Referenzdreieck K.

Beispiel 1:. Die Schwerpunktregel

L{g(é,n) dgdn ~ 1g(3, 1)

besitzt den Exaktheitsgrad 1.
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Numerische Integration

Kubatur: Zusammengesetzte Kubaturformeln

Beispiel 2: Die Formel

1
| atenagan~ g [s0.5)+ o35 + 50,
? &i i Vi
kompakter: ; 1(/)2 1(/)2 };2 , besitzt den Exaktheitsgrad 2.
3012 1/21/6
Symbolisch:
1/6
1/6 /
1/6
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Numerische Integration

Kubatur: Zusammengesetzte Kubaturformeln

Beispiel 3: Die Formel §, g(&,n) dédn ~ Yi_; vig(&,n;) mit

i i Vi

0 0 | 1/40
10 | 1/40
0 1 | 1/40
12 0 | 1/15
1/2 1/2| 1/15
0 1/2| 1/15
1/3 1/3 | 27/120

~NOoO Ol WN e

besitzt den Exaktheitsgrad 3.
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Numerische Integration

Kubatur: Die Monte-Carlo Methode

Bei der Approximation sehr hochdimensionaler mehrfacher Integrale sind die bisher
beschriebenen Methoden zu aufwendig. Hier hat sich ein stochastisches Simulati-
onsverfahren, die sog. Monte-Carlo Methode, als ,letztes Mittel” bewahrt.

e Hierbei wird der Integrand an einer groBen Zahl N Stiitzstellen mit
konstantem Gewicht 1/Volumen(2) ausgewertet, wobei die Stiitzstellen
durch einen Zufallsgenerator erzeugt werden.

e Man kann Aussagen beweisen (iber die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert des
Integrals innerhalb einer vorgegebenen Schranke von der so berechneten
Approximation liegt.

e Typisches Verhalten des Fehlers ist, unabhangig von der Raumdimension, eine

Konvergenzrate von
Iy —I| = O(N~Y2),
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