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Direkte Verfahren fiir spezielle Systeme
Die Cholesky-Zerlegung

Satz 4.1

Es sei A = [a; ;] € R**™ [C"*"] symmetrisch [Hermitesch].

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Aist positiv definit, d.h. T Az > 0 Yz € R"\{0} [z Az > 0 Yz € C"\{0}].
(b)

(c) Alle Hauptuntermatrizen von A sind positiv definit.
(d)

d) Es gibt eine orthogonale Matrix U € R"*" (d.h. UTU = I,,) [eine unitire
Matrix U € C"*" (d.h. UHU = I,,)] und positive Zahlen A1, \a, ..., \, mit

Alle Eigenwerte von A sind positiv.

UTAU = diag(A\1, Az, ..., A\n)  [UFAU = diag(A1, A2, ..., An)].

(e) Fiir alle reguliren Matrizen X ist X T AX [X AX] positiv definit.
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Die Cholesky-Zerlegung

Satz 4.2

Es sei A € R"*™ [C™*"] symmetrisch [Hermitesch]. A ist genau dann positiv
definit, wenn es eine reguldre untere Dreiecksmatrix L € R™*™ [C™*"] gibt mit

A=LLT [A=LL"] (Cholesky-Zerlegung).

| A

Bemerkung 4.3

Statt der in Satz 4.2 beschriebenen Cholesky-Zerlegung wird oft die rationale
(oder wurzelfreie) Cholesky-Zerlegung

A=IL,DL] [A =L, DL

verwendet. Hier ist L; eine normierte untere /A\-Matrix und D eine Diagonalmatrix
mit positiven Hauptdiagonalelementen. Mit A := diag(L) gilt

Li=LA"' und D=A%
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Die Cholesky-Zerlegung

Pseudocode: Cholesky-Zerlegung
for j =1:ndo
- 1/2
Gy = (a5 - XI21 2,)
fori=j5+1:ndo
g i= (@05 — X423 bl ) /s
end for
end for
Aufwand: in3 + O(n?) flops.

Bemerkung: Der untere A-Anteil von A kann mit L iiberschrieben werden. Der
(echte) obere A-Anteil von A wird im Algorithmus nicht verwendet.
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Die Cholesky-Zerlegung

Ldsung eines linearen Gleichungssystems Az = b, A s.p.d. [H.p.d.] durch Cholesky-
Zerlegung:

1: Berechne Cholesky-Zerlegung A = LLT
2. Lose Ly = b
3 Lose LTz =y

Dieses Verfahren ist riickwartsstabil:

Die in Gleitpunktarithmetik mit Rundungseinheit w durch Cholesky-Zerlegung
berechnete Lésung Z des linearen Gleichungssystems Az = b mit einer
symmetrisch positiv-definiten Matrix A genligt einer Gleichung

(A+AA)Z =10 mit  [AA]p < 3n’ul 4.
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Bandmatrizen, Tridiagonalmatrizen

Man nennt A = [a; ;] € C"*" eine Bandmatrix mit unterer Bandbreite by und
oberer Bandbreite bg, falls a; ; = 0 fiir i — j > by, und fiir j —4 > b gilt.
Eine Bandmatrix 7' mit by, = bg = 1 heifit Tridiagonalmatrix:

ay C1
b2 as C2
T = tridiag(b, a, ¢) =
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Bandmatrizen, Tridiagonalmatrizen

Besitzt die Tridiagonalmatrix T eine LR-Zerlegung, dann hat diese die Form

1 rn
by 1
T2
T =
1 Tn—1 Cn-1
l, 1 Tn
mit
Tl = ay sowie Ej ij/’l"j_l, Tj =aj—€jcj_1, j=2,3,...,’ﬂ.

Ist GauB-Elimination ohne Pivotsuche fiir Tx = d durchfiihrbar, so erfordert sie
also einen Aufwand von nur 3(n — 1) Gleitpunktoperationen.
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Bandmatrizen, Tridiagonalmatrizen

Spaltenpivotisierung fiihrt allerdings zu einem sog. Fill-in, d.h. auf Positionen, wo
die Eintrage der Ausgangsmatrix 7" Null waren, kénnen in der LR-Zerlegung von
Null verschiedene Elemente auftreten — was zusatzlichen Speicherplatz erfordert.
Bei Tridiagonalmatrizen liefert GauB-Elimination mit Spaltenpivotsuche eine LR-
Zerlegung der Form

1 X X X ]
X 1 X X X
X 1 X X X ’
x 1 X X
x 1 X

d.h. der Fill-in beschrankt sich auf eine zusitzliche Diagonale in R.
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Bandmatrizen, Tridiagonalmatrizen

e Analoge Eigenschaften besitzt die GauR-Elimination bei allgemeinen
Bandmatrizen mit unterer Bandbreite b;, und oberer Bandbreite bg:

o Der Aufwand zur Berechnung der LR-Zerlegung betrigt (etwa) (2brbg + 1)n
Flops. Wird nicht pivotisiert, so entsteht kein Fill-in, d.h. L besitzt untere
Bandbreite by, und R besitzt obere Bandbreite bg.

e Bei Spaltenpivotsuche verandert sich die Struktur von L nicht, R allerdings
besitzt i. Allg. obere Bandbreite by, + bg.

e Bei weniger strukturierten schwach besetzen Matrizen werden

Umordnungsstrategien (z.B. reverse Cuthill-McKee) zur
Bandbreitenminimierung eingesetzt (vgl. den nichsten Abschnitt).
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Schwach besetzte Matrizen

o Schwach besetzte Matrizen sind (iiblicherweise sehr groRe) Matrizen, bei
denen viele Eintrage den Wert Null besitzen,

e oder pragmatischer: Matrizen mit so vielen Nulleintrdgen, dass es sinnvoll ist,
Algorithmen einzusetzen, die weder diese Nulleintrdge speichern noch auf
ihnen operieren.

e Wieviel Fill-in bei der LR-Zerlegung schwach besetzter Matrizen auftritt
hangt entscheidend von der Nummerierung der Zeilen und Spalten ab: Fiir

11 1 11
110 00
A=[(1 0 1 0 O
10010
1 0 0 0 1

liefert GauB-Elimination (mit Spaltenpivotsuche)
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Schwach besetzte Matrizen

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

1.0 1.0 —-1.0 —1.0 -1.0
PA=1] 1.0 1.0 -1.0 -1.0 -1.0 |,

1.0 1.0 1.0 1.0 2.0 1.0

1.0 1.0 1.0 0.5 1.0 1.5

also eine (nahezu) voll besetzte LR-Zerlegung.
(P entspricht der Permutation (13245).)
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Schwach besetzte Matrizen

Vertauscht man in A die erste und letzte Zeile sowie die erste und letzte Spalte,
so ergibt sich fir B = A([52341],[52341]) eine viel schwicher besetzte LR-
Zerlegung,

1.0 1.0 1.0
1.0 1.0 1.0
B = 1.0 1.0 1.0 |,
1.0 1.0 1.0
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 -3.0

also keinerlei Fill-in.

Wir beschreiben mit der umgekehrten Cuthill-McKee-Nummerierung eine Heuristik,
die sich bei symmetrischen Problemen bewahrt hat. Ziel ist es, die Zeilen und Spalten
von A so umzunummerieren, dass die Bandbreite méglichst klein wird.
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Schwach besetzte Matrizen

e Wie bendtigen den Begriff des gerichteten Graphen einer Matrix A € C™**"
(vorlaufig beliebig).

e Der Graph G(A) = (N, V) von A besteht aus n = dim(A) Knoten
Py, P, ..., P,, die zusammen die Knotenmenge N bilden.

e Fiir jedes Element a; ; # 0 wird P; mit P; durch eine gerichtete Kante
verbunden (von P; nach P;).

e Falls a;; # 0 ist, so wird P; mit einer geschlossenen Schleife versehen. Die
Gesamtheit aller Kanten bildet die Kantenmenge V. (Bei symmetrischen
Matrizen oder allgemeiner bei Matrizen mit symmetrischer
Besetzungsstruktur kann man auf die Orientierung der Kanten natiirlich
verzichten.)

e Der Grad d; eines Knotens P; ist durch d; := |{j : a; ; # 0}| definiert.
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Schwach besetzte Matrizen

Beispiel.

— o, O
A
Q
=

=]
_ -0 O
O = =

di=1,dy=2,d3=dy =3
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Schwach besetzte Matrizen

Cuthill-McKee-Nummerierung (CMK) fiir symmetrisches A € R™*™:
1: Wahle (beliebigen) Knoten aus G(A) als Knoten Py
2. fori=1,2,....,n—1do
3:  Nummeriere die (noch unnummerierten) Nachbarn von P; nach aufsteigen-
dem Grad
4. Entferne alle Kanten zwischen bereits nummerierten Knoten und bestimme
die Grade der noch unnummerierten Knoten bez. dieses neuen Graphen.
5. end for

Bemerkungen.

(1) Diese Nummerierung ist nur moglich, wenn G(A) zusammenhangend ist, d.h.
wenn jeder Knoten von jedem anderen Knoten aus in G(A) erreichbar ist.

(2) Ist [w(1),7(2),...,m(n)] die CMK-Nummerierung, so ist die umgekehrte
Cuthill-McKee-Nummerierung durch [w(n), 7(n —1),...,7(1)] definert.
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Schwach besetzte Matrizen
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Schwach besetzte Matrizen

Legende.

e Links oben wird die Struktur der symmetrischen positiv definiten Matrix
A = CCT (auf die Bedeutung dieser Matrix wird spiter eingegangen)
gezeigt, wobei die nichtsymmetrische Matrix C' € R**% aus der
Modellierung eines chemischen Betriebs stammt (zu Details siehe
http://math.nist.gov:80/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/
chemimp/impcolb.html).

o Rechts oben ist das Besetzungsmuster des Cholesky-Faktors L von A
dargestellt.
Sei P die Permutationsmatrix, die zur umgekehrten Cuthill-McKee-Nummerierung
gehért, dann ist B = PAPT (links unten) und L] der zugehdrige Cholesky-Faktor.

A La B Lp

# entries (i,7)
#0 (i <j) 503 (28%) | 1073 (61%) | 503 (28%) | 657 (37%)
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Schwach besetzte Matrizen

Weiteres Beispiel: Finite-Element Modell eines Tragflachenprofils.

Graph von A

</ A

7

VAN aTAY: iV
O T SRR AA
RS AV NSO
XA ,%ﬂﬂg,
5

B AR TN e
E &> VAV AWQ‘;vA" )
NVAVAVAVAS SVA VAN
VAVANEQVANN AN
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Schwach besetzte Matrizen

A (4235 x 4235) A (nach umgekehrter CMK-Nummerierung)
0 T T 0 T T T T T T T T
1 500 1
1000 1 1000 1
1500 ° 1 1500 1
2000 : A 1 2000} N\ 1
2500 ’ ’ g 25001 g
3000 e d X 1 3000 1
3500 N N A 3500 - q
4000 . o 4000 - 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Bandbreite: 1548 Bandbreite: 160
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Vandermonde-Matrizen

Eine Matrix der Bauart

1 1 1 .- 1
o I T2 T
2 2 2 2
V= V($07.’L'1,$2,...7£L'n) =|To *1 T3 T, Ec(n+1)x(n+1)
Ty =7 2y Ty

heilt Vandermonde-Matrix. Es gilt

det (V(zo, 21, ..., xn)) = | [(zi — ).

1>7

Insbesondere ist V' genau dann reguldr, wenn die x; paarweise verschieden sind.
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Vandermonde-Matrizen

V' ist zwar voll besetzt, besitzt aber eine sehr spezielle Struktur. Man erwartet,
dass diese ausgenutzt werden kann zur Konstruktion von Algorithmen, die LGSe
mit Koeffizientenmatrix V' bzw. LGSe der Form

Via=f (V e RVDX(+1) £ ¢ R”“) (LGS)
mit deutlich weniger als O(n?) Flops lsen.

Wir betrachten hierzu folgende polynomiale Interpolationsaufgabe: Zu gegebenen
(paarweise verschiedenen) Knoten g, z1, ..., z, € R und gegebenen Funktionswer-
ten fo, f1,..., fn € R soll ein Interpolationspolynom vom Grad n

p(z) = apz™ + Up12" L+ +arz+ag € Py

mit reellen Koeffizienten ag, a1, ..., a, (also n + 1 Freiheitsgrade) konstruiert wer-
den, das die n + 1 Interpolationsbedingungen

p(xz;) = fi, i=0,1,...,n. (IP)
erfiillt.
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Vandermonde-Matrizen

Die Aufgaben (LGS) und (IP) sind &quivalent: Der Vektor

a = [ag,ay,...,a,]" eR*™™  I6st das LGS V'a =f

genau dann, wenn das Polynom

1

p(z) = ana”™ + an—12" " + -+ a1x + ag € P,

die Interpolationsbedingungen (IP) erfiillt.

Bemerkung 4.6

Damit ist unsere Interpolationsaufgabe genau dann eindeutig I6sbar, wenn die
Knoten {z;}?_, paarweise verschieden sind, d.h. es gibt in diesem Fall genau ein
Polynom p € &2, das den Bedingungen (IP) geniigt.
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Vandermonde-Matrizen

Wir I6sen V' Ta = f dadurch, dass wir die Koeffizienten des Interpolationspolynoms
p in Newton-Form berechnen. Letztere verwendet die dividierten Differenzen der
Wertepaare {(z;, f;)}7—, welche wie folgt definiert sind:

Sind ig,41,...,i € {0,1,...,n} paarweise verschieden, so setzen wir

o L fi1,i2,--~7ik B fioﬂllv---ﬂ'k—l (k‘
fwﬂhm 1 " .

> 1).
Ly, — T4

0

Satz 4.7 (Newton, 1669)

Beziiglich der dividierten Differenzen lasst sich das Interpolationspolynom p in
Newton-Form

p(z) = fo + for(z — o) + fo,1,2(x — o) (T — 71)
+ coo

+ fo1,.n(@—xo)(® — 1)+ (T — Tp_1)

darstellen.
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Vandermonde-Matrizen

Die dividierten Differenzen der Wertepaare {(z;, f;)} kann man sukzessive durch
spaltenweises Auffiillen des Newton-Tableaus generieren. Fiir n = 4 erhdlt man

beispielsweise

Lq

[ k=0|k=1|k=2| k=3 | k=4

Zo

T

€2

Zs3

Tq

fo
h
f2
fs
Jfa

Oliver Ernst (Numerische Mathematik)

fo1

fo,1,2
J1,2

fi,2,3
f2.3

f2,3.4
f3,4

f0,1,2,3

fi2,3.4
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Vandermonde-Matrizen

Folgender Algorithmus berechnet die dividierten Differenzen:

Gegeben: Wertepaare {z;, f;}I_,, x; paarweise verschieden
fork=0:n—1do
forj=n:—-1:k+1do
fi= i = fi-0)/(@j — xj—k—1)
end for
end for

e Die im weiteren Verlauf nicht mehr bendtigten Differenzen werden im obigen
Algorithmus {iberschrieben. Dadurch wird kein zusitzlicher Speicherplatz
bendtigt.

e Am Ende stehen die dividierten Differenzen fy, fo.1, fo,1,...,» in den Variablen
vafla""f’n'
e Aufwand: 3(n? + n) Flops.
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Vandermonde-Matrizen

Um aus der Newton-Darstellung

die Koeffizienten in p(z) = ap + a1z + - - - + a,x™ zu ermitteln, beachte man, dass
die Rekursion

pn(x) = fO,l,...,na
pk(-T) = fO,l,...,k) + (l’ - xk)pk+1<x) (k =n—- 17” - 27 s 7O>

mit po(z) = p(x) endet.
Durch Koeffizientenvergleich in dieser Rekursion erhilt man folgenden Algorithmus.
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Vandermonde-Matrizen

Gegeben: Dividierte Differenzen der Newton-Darstellung in den Variablen f,. .., fn,
zugehorige x-Werte x, . .., z,, paarweise verschieden.
fork=n—-1:1:0do
forj=k:n—1do
fi= T — fivx1zk
end for
end for

e Am Ende stehen die Koeffizienten aq,...,a, in den Variablen fq,..., fn.
e Aufwand: n? + n Flops.

e Fazit: Da das Hintereinanderausfiihren der beiden vorangehenden
Algorithmen die Koeffizienten {a;}}_, des Interpolationspolynoms der
Wertepaare {(z;, fi)}1_, in 3n% + O(n) Flops liefert, ist damit auch die
dquivalente Aufgabe, das LGS V' Ta = f zu I6sen, mit derselben Komplexitit
gelost.
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Vandermonde-Matrizen

Mit den (n + 1) x (n + 1)-Matrizen

Dy, :=diag(1,..., 1,241 — Toy- -+, T — Ty—k41)s
;V—_/

k+1

Lya) = [%%] |

k=0,1,...,n— 1, wobei
Tpi1—i = tridiag(—a, 1,0) € RVFI=R)x(n41=k) = e R,
definieren wir eine normierte untere A-Matrix L sowie eine obere A-Matrix R gem3R

L = Lnfl(xnfl)Ln72($n72) R Lo(on),
R:=Lo(1)"'Dy*Ly()"D ... L, 1 (1)" D1,
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Vandermonde-Matrizen

Satz 4.8
Fir V = V(x(),l'l, oo

, &y ist

V! =RL.

Mit anderen Worten: Der Algorithmus zur Lésung von VT a = f berechnet
implizit eine RL-Zerlegung von V1.

Dies kann zur Lésung von LGSen der Bauart Vz = b verwendet werden.
Der folgende Algorithmus berechnet z = V~1b in 5n2/2 Flops.

Eingabedaten sind zg, 1, ..., z, (paarweise verschieden), so dass
V =V(xg,21,...,2,), und b = [bo,b1,...,b,]"
Die rechte Seite b wird mit der Lésung z {iberschrieben.
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Vandermonde-Matrizen

Gegeben: z,7,...,7, sodass V = V(zg,z1,...,2,), b = [bo,b1,...,b,]".

fork=0:n—1do
forj=n:-1:k+1do
bjzbj—l‘k*bj_l
end for
end for
fork=n—-1:-1:0do
forj=k+1:ndo
bj =bj/(x; — jk-1)

end for
forj=k:n—1do
bj =bj —bj+1
end for
end for
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Toeplitz-Matrizen

Eine Matrix T heiRt Toeplitz-Matrix, wenn sie die Form

B to t1 to tn—l_
t_1  to t
T t_o t_1 to 7
. . to tl
T R A to |

also konstante Eintrage auf jeder Diagonalen besitzt:
T = [ti—j]lsi,an € (Cnxn.

Toeplitz-Matrizen treten in vielen Anwendungen, etwa der Diskretisierung von In-
tegraloperatoren, aber auch in vielen Algorithmen der digitalen Signalverarbeitung
auf.
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Direkte Verfahren fiir spezielle Systeme

Toeplitz-Matrizen

e Symmetrisch-positiv definite Toeplitz-Systeme mit spezieller rechter Seite
(sog. Yule-Walker-Gleichungen):

N I t
1 : : :
. I ,
: . . t1 Yn—1 th1
tn—l e tl 1 Yn tn

oder kurz, T,y = —t,.

lassen sich durch den Algorithmus von Durbin (1960) in O(n?) Operationen
|Gsen.
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Direkte Verfahren fiir spezielle Systeme

Toeplitz-Matrizen

e Symmetrisch positiv definite Toeplitz-Systeme mit beliebiger rechter Seite

1 t et ) by
b = S, , oder kurz T,z = b,
. . tl Lpn—1 bnfl

th_1 t 1 Tn b”

lassen sich mit dem Algorithmus von Levinson (1947) ebenfalls in O(n?)
Operationen l6sen.

e Mit dem Algorithmus von Trench (1964) |3Bt sich sogar die Inverse T);'! einer
symmetrisch positiv-definiten Toeplitz-Matrix T}, in ebenfalls O(n?)
Operationen berechnen.

e Details nachzulesen in [Golub & van Loan, 2012, Section 4.7]
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